1 La corrispondenza di Galois

Sia K un campo. Un automorfismo di K ¢ un omomorfismo biiettivo a: K — K.
Ogni campo ha almeno un automorfismo, l’identita.

Indicheremo con Gal(K) linsieme di tutti gli automorfismi di K. Questo

insieme & un gruppo rispetto alla composizione di applicazioni. Infatti, se o e
3 sono automorfismi di K, anche «o 3 1o & e cosi per a1,
Esempi 1. Se Q ¢ il campo razionale, 'unico elemento di Gal(Q) & l'identita.
Sia infatti « un automorfismo di Q. Allora a(l) = 1 e, per induzione su m,
a(m) = m per ogni m intero non negativo. Inoltre a(—m) = —a(m) = —m e
quindi « induce 'identitd su Z. Se poi m/n € Q, si ha

no (%) =« (n%) =a(m)=m

da cui a(m/n) = m/n.

Lo stesso vale per il campo reale R. Se « ¢ un automorfismo di R la mede-
sima argomentazione dimostra che a induce l'identita su Q. Inoltre in R ogni
elemento non negativo & un quadrato; percio a < b se e solo se b — a = ¢ per

qualche ¢ € R.. Sia dunque a < b con b — a = c*:

a(b) — ala) = a(b — a) = a(®) = a(c)?

cosicché aa) < a(b). Dunque « & un’applicazione crescente e biiettiva di R in
R, quindi ¢ continua. Poiché Q ¢ denso in R e « induce 'identita su Q, « ¢
I'identita.

Si puo dimostrare invece che Gal(C) ha la cardinalita del continuo.

Chiameremo Gal(K) gruppo di Galois di K. Se H & un sottogruppo di
Gal(K), porremo

K" ={a€ K :ala)=a, per ogni a € H }.

L’insieme K ¢ un sottocampo di K, come si vede facilmente.
Viceversa, se L ¢ un sottocampo di K, l'insieme

Gal(K/L)={a € Gal(K) : a(a) = a, perognia € L}

¢ un sottogruppo di Gal(K) (esercizio).

Indicheremo con £(K) 'insieme dei sottocampi di K; pilt in generale, se L &
un sottocampo di L, L(K /L) sara I'insieme dei sottocampi di K che contengono
L. Se G & un gruppo, £(G) indica I'insieme dei sottogruppi di G. Abbiamo
percio definito due applicazioni:

L(K) — L(Gal(K)) L(Gal(K)) — L(K)
L+ Gal(K/L) Hw— K"

e possiamo facilmente verificare che, per ogni sottocampo L di K e ogni sotto-
gruppo H di Gal(K), si ha

LCLSE/L g CGal(K/KH).



Uno degli scopi della teoria di Galois ¢ di dare condizioni necessarie e suffi-
cienti affinché nelle relazioni precedenti valga 1'uguaglianza, quindi che le due
applicazioni siano biiettive, una inversa dell’altra.

Indichiamo, solo per il momento, con f: L(Gal(K)) — L(K) e g: L(K) —
L(Gal(K)) le due applicazioni. Una conseguenza delle inclusioni appena viste ¢
che, per ogni H € L(Gal(K)) e ogni L € L(K) si ha

flg(f(H))) = f(H),  g(f(9(L))) = g(L).

Infatti H C g(f(H)), da cui f(H) 2 f(g9(f(H)); ma, siccome f(H) € L(K),
abbiamo f(H) C f(g(f(H)). Analogamente per L.

Dunque, per verificare che f e g sono biiettive, basta verificare che sono
suriettive. Infatti, per L = f(H) vale che L = f(g(L)) e, per H = g(L) vale

g(f(H)) = H.

Un esempio banale in cui non si ha I'uguaglianza e il caso di K = R.. Infatti
Gal(R/Q) = {id} e RCIR/Q) =R £ Q.

Di solito pero non ci interessera I'intero gruppo di Galois di un campo K, ma
considereremo fin dall’inizio il gruppo Gal(K/F’), dove F' & un fissato sottocampo
di K. E chiaro che si hanno le due applicazioni

L(K/F) — L(Gal(K/F)) L(Gal(K/F)) — L(K/F)
L +— Gal(K/L) Hw— K7

con le stesse proprieta di prima. Saremo in particolare interessati al caso in cui
K/F & un’estensione finita perché, in tal caso, anche Gal(K/F') ¢ finito.

Esempi 2. Consideriamo K = Q[v/—2], che & un’estensione finita di Q. Cer-
chiamo gli automorfismi in Gal(K/Q). Se a ¢ un automorfismo di K su Q
(cioe lascia fissi gli elementi di Q), ci basta determinare a(y/—2), perché ogni
elemento di K si scrive in modo unico come a + bv/—2, con a,b € Q.

Ora a(v/-2)? = a((v—2)%) = a(-2) = —2 e quindi abbiamo a(y/-2) =
/=2 oppure a(y/—2) = —/—2. Entrambe le possibilitd sono realizzate, dall’i-
dentita e dalla restrizione del coniugio. Quindi | Gal(K/Q)| = 2.

Si provi che Q[+v/2] ha un solo automorfismo.

Teorema 1.1. Sia ¢: F' — F' un isomorfismo di campi e siano E ed E' esten-
sioni di F e F' rispettivamente. Sia b € E un elemento algebrico su F, con
polinomio minimo f € F[X] e sia g il polinomio corrispondente in F'[X]. Al-
lora ¢ puo essere esteso a un omomorfismo ¢: F[b] — E’ se e solo se g ha una
radice in E’; in tal caso il numero di estensioni possibili coincide con il numero
delle radici distinte di g in E’.

Dimostrazione. Supponiamo che un’estensione ¢ esista. Allora

e quindi ¢(b) & una radice di g in E’.

Viceversa, sia ¢ € E’' una radice di g. Se indichiamo con h* il polinomio
corrispondente a h € F[X] applicando ¢ ai suoi coefficienti, abbiamo 1’omomor-
fismo n: h — h*(¢) da F[X] in E’. Il nucleo di 7 contiene l'ideale generato da
f, poiché evidentemente n(f) = f*(c) = g(c¢) = 0. Siccome l'ideale I = fF[X]
€ massimale, il nucleo coincide con quest’ideale.



Quindi, per il teorema di omomorfismo, abbiamo un omomorfismo (iniettivo)
7: F[X]/I — E’ e inoltre il dominio di 7 & un campo.

In modo simile abbiamo un omomorfismo ¢: F[X] — F[b] che induce un
isomorfismo 6: F[X]/I — F[b]. Considerando la composizione 70 §~1: F[b] —

E’, questa & un’estensione di ¢. Chiaramente il numero di queste estensioni
coincide con il numero di scelte possibili della radice ¢ di g in E’. O

Teorema 1.2. Sia f € F[X] e sia ¢: F — F' un isomorfismo di campi. Indi-
chiamo con h* il corrispondente in F'[X] del polinomio h € F[X]. Se K e K’
sono campi di riducibilita completa di f e f* rispettivamente, allora esiste un
isomorfismo ¢: K — K’ che estende ¢. Il numero di tali estensioni ¢ < [K : F)
e vale l'uguaglianza se e solo se f* ha radici distinte in K'.

Dimostrazione. Si procede per induzione su [K : F], ma ometteremo la dimo-
strazione. O

Una conseguenza di questo teorema e che se K & un campo di riducibilita di
un polinomio irriducibile f € F[X], allora il numero di automorfismi di K che
lasciano fisso F' & al massimo [K : F| e che coincide con questa dimensione se f
ha radici distinte in K.

Supponiamo ora f monico qualsiasi; lo possiamo decomporre in prodotto di
polinomi irriducibili f = p"'p52...p" dove i p; sono monici e a due a due
distinti. E evidente che il campo di riducibilitad completa K di f su F' coincide
con il campo di riducibilita completa di pips...p,. Inoltre i fattori distinti
non hanno radici in comune; infatti due polinomi irriducibili monici distinti p
e ¢ hanno massimo comun divisore 1 e quindi esistono a,b € F[X] tali che
ap + bg = 1; una radice in comune in qualche estensione contraddirebbe questa
identita.

Definizione 1. Un polinomio f € F[X] si dice separabile se i suoi fattori
irriducibili hanno radici distinte nel campo di riducibilita completa di f su F.

In caratteristica 0 ogni polinomio & separabile. Infatti, se f ¢ irriducibile, f’
ha grado minore del grado di f e quindi non puo dividere f a meno che non sia
costante. Dunque il massimo comun divisore fra f e f’ ¢ 1 e quindi f non ha
radici multiple in alcuna estensione di F'.

Un campo F si dice perfetto se ogni polinomio f € F[X] & separabile.

Teorema 1.3. Sia a € F, campo di caratteristica p. Allora esiste b € F tale
che b? = a oppure il polinomio f = XP — a & irriducibile in F[X].

Dimostrazione. Se a = bP, abbiamo X? —a = X?P — b’ = (X — b)P e quindi f
non e irriducibile.

Supponiamo che f = gh, con g monico di grado k < p. Sia K un campo di
riducibilita completa di f su F e sia ¢ € K una radice di f. Allora ¢ = a e
quindi f = XP — ? = (X — ¢)P = g(X)h(X) in K[X]. Ne segue che g(X) =
(X —¢)* € F[X]. Sviluppando il binomio, otteniamo che ¢* € F. Siccome
k < p, esistono x,y € Z tali che kx + py = 1 e quindi

c = cFetPy — (F)T(cP)Y € F,

dacuia=cP conceF. O



Se F' ha caratteristica p > 0 indichiamo con FP l’insieme delle potenze
p-esime in F.

Teorema 1.4. Un campo F di caratteristica p > 0 é perfetto se e solo se
F =FPr.

Dimostrazione. Se F' & perfetto, il polinomio X? —a & separabile per ogni a € F’;
ma allora XP — a non & irriducibile, perché altrimenti avrebbe radici coincidenti
nel campo di riducibilita completa. Quindi & riducibile e a € FP.

Se I non e perfetto, sia f un polinomio irriducibile non separabile. Questo
implica f’ = 0, cioe che f = ag+a; XP+---+a, X?". Allora uno dei coefficienti
non appartiene a F? e quindi F' # FP. Infatti, se a; = b, per i = 0,1,...,n,
avremmo

ao+ a1 XP 4+ an X?" = (bg+ b1 X 4+ -+ b, X")P
contro l'ipotesi che f sia irriducibile. O

Come conseguenza abbiamo che ogni campo finito ¢ perfetto. Infatti FP e
I'immagine dell’omomorfismo di Frobenius che ¢ iniettivo, avendo come dominio
un campo. Per la finitezza, esso € anche suriettivo.

Vale anche un risultato nella direzione opposta.

Teorema 1.5 (Artin). Sia H un sottogruppo finito del gruppo Gal(K) e sia
F =K. Allora [K : F] < |H|.

Dimostrazione. Sia n = |H|. Dimostreremo che ogni insieme di m elementi di
K ¢ linearmente dipendente su F'; quindi una base di K su F' ha al massimo n
elementi, come richiesto.

Sia H = {a; = id,as,...,a,} e siano by, ba, ..., b, elementi a due a due
distinti di K, con m > n.

Siccome m > n, il sistema omogeneo con equazioni

S ailu)z; =0, i=1,2...n
j=1

ha una soluzione non banale (le incognite dominanti sono al massimo n). Fra
queste ne scegliamo una [by by ... b,]T con il minimo numero di coefficienti
non nulli. Non é restrittivo, riordinando le incognite, supporre che b; # 0; ma
anche bfl[bl by ... by)T & una soluzione, quindi possiamo supporre by = 1.

Vogliamo a questo punto dimostrare che tutti i b; appartengono a F’; se cosi
¢, infatti, I’equazione in cui «j = id da la richiesta relazione di dipendenza
lineare.

Supponiamo dunque, per assurdo, che uno dei coefficienti non appartenga
a F, cioe non sia tenuto fisso da tutti gli elementi di H. Non & restrittivo,
cambiando 'ordine delle incognite, supporre che sia by. Allora esiste un indice
k tale che ay(ba) # ba.

Se applichiamo ay, a tutte le relazioni 3 a;(u;)b; = 0, otteniamo

Zakai(uj)ak(bj):O i=1,2,...,n
j=1



e quindi [1 ag(bg) ... ax(bm)]’ & una soluzione del sistema omogeneo di equa-
zioni

Zakai(uj)szo 1=1,2,...,n

che ¢ lo stesso di prima, solo con le equazioni in ordine diverso. Infatti, per ogni
a € H,sihaa=ai(ag'a)e (o 'a) € H.

Siccome il sistema € omogeneo, la differenza di due soluzioni & ancora una
soluzione e abbiamo una contraddizione, perché

1 1 0
bg . Oék(bg) _ b2 — Ozk(bg)
bm ak(bm) b — ak(bm)

& una soluzione non nulla con meno coefficienti non nulli di quella da cui siamo
partiti, che ne aveva il numero minimo: assurdo. O

Diamo una nuova definizione: un’estensione K/F si dice normale se ogni
polinomio irriducibile in F[X] che ammette una radice in K si fattorizza in
K[X] nel prodotto di polinomi di grado 1. Equivalentemente, se K contiene
un campo di riducibilith completa per ogni polinomio irriducibile in F[X] che
abbia una radice in K.

Diremo anche che K e separabile su F' se ¢ algebrica su F' e il polinomio
minimo su F' di ogni elemento di K ¢ separabile.

Teorema 1.6. Sia K un’estensione del campo F. Le sequenti condizioni sono
equivalenti:

(a) K é il campo di riducibilita completa di un polinomio separabile f € F[X];
(b) F = K per un sottogruppo finito H di Gal(K);

(¢c) K ¢ un’estensione finita, normale e separabile di F'.

Se tali condizioni valgono, allora:

(1) con le stesse notazioni di (a) e posto G = Gal(K/F) si ha F = K¢

(2) con le stesse notazioni di (b), si ha H = Gal(K/F).

Dimostrazione. (a) = (b) Sia G = Gal(K/F) e sia F/ = KS. E evidente
che F/ D F e che K & il campo di riducibilitd completa di f anche su F’;
inoltre G = Gal(K/F’). Dunque, per un risultato precedente, |G| = [K : F'] e
|G| = [K : F]. Percio, da

[K:F|=[K:F|[F':F)

segue che [F' : F| = 1, cio¢ che F' = F. Abbiamo anche 'asserzione (1).

(b) = (c) Per il lemma di Artin, [K : F] < |H|, quindi K ha dimensione
finita su F'. Sia f € F[X] un polinomio irriducibile monico che abbia una radice
b € K. Siano by, ba,. .., b, gli elementi distinti di K che si ottengono applicando
gli automorfismi appartenenti a K: in altre parole

{b1,..., 0.} ={ad):ac H}.



Se o € H, gli insiemi {b1,...,b.} e {a(b1),...,a(b,)} sono evidentemente uguali
e tutti gli elementi b; sono radici di f in K. Ne segue che il polinomio

9(X) = (X = b1))(X =by) ... (X = br)

ha i coefficienti lasciati fissi da ogni automorfismo in H e quindi, per definizione
di F, g € F[X]. Inoltre g divide f in K[X] ma, appartenendo a F[X] lo divide
anche in questo anello. Poiché f & irriducibile monico, abbiamo f = g. Cio
dimostra che K ¢ un’estensione normale e separabile di F'.

(¢) = (a) Dal momento che K & un’estensione finita di F, possiamo scrivere
K = F[by][ba]...[by], dove i b; (i = 1,2,...,r) sono algebrici su F. Sia f; il
polinomio minimo di b; su F' (i = 1,2,...,r). Per ipotesi, ogni f; & prodotto, in
K[X], di fattori monici distinti di grado 1 e quindi il polinomio f = fifa... fr
¢ separabile. Ma allora K ¢ il campo di riducibilita completa di f su F.

Rimane da dimostrare I’asserzione (2). Sappiamo gia che [K : F] < |H]; sic-
come vale la (c), abbiamo che | Gal(K/F)| = [K : F]. Siccome H C Gal(K/F)
e |H| > [K : F] =|Gal(K/F)|, deduciamo l'uguaglianza H = Gal(K/F). O

Definizione 2. Un’estensione finita K del campo F si dice estensione di Galois
se € normale e separabile.

Dal teorema precedente e chiara 'importanza di questo tipo di estensioni e
infatti per esse vale la biiettivita della corrispondenza di Galois.

Teorema 1.7 (Teorema fondamentale della teoria di Galois). Sia K un’esten-
sione di Galois del campo F. Allora le applicazioni

L(K/F) — L(Gal(K/F)) L(Gal(K/F)) — L(K/F)
L +— Gal(K/L) Hw— K%

sono biiettive, una inversa dell’altra. Inoltre, per ogni H, Hy, Hy € L(Gal(K/F)),
st ha:

(1) Hy C Hy se e solo se KH1 D K12,
(2) |H =[K:K"] e[G:H|=[K":F;

(3) H ¢ normale in Gal(K/F) se e solo se K2 ¢ un’estensione normale di F
e, in tal caso,
Gal(K® /F) =~ Gal(K/F)/H.

Dimostrazione. Sia H un sottogruppo di G = Gal(K/F). Allora F’ = K% ¢
un sottocampo di K contenente F. Per I’asserzione (2) del teorema precedente,
H = Gal(K/F’) e abbiamo inoltre |H| = | Gal(K/F")| = [K : F'].

O

2 Alcuni risultati di teoria dei gruppi

Un gruppo G si dice risolubile se esistono sottogruppi Gg = G, Gy, ..., Gp_1,
G, = {1} tali che

(1) G; ¢ normale in G;_1, peri=1,2,...,n;



(2) G;—1/G, ¢ abeliano.

La successione Gy 2 G1 2D --- O G,,_1 2 G, si chiama una serie abeliana per
G.

Dati z,y € G, si chiama commutatore di = e y ’elemento

[z, y] = ayaty .
1l derivato di G ¢ il minimo sottogruppo G’ di G che contiene tutti i commutatori
fra gli elementi di G. Dal momento che

[2,y] " = (zyz~ly ™) =yay e = [y, 2]

¢ evidente che gli elementi di G’ sono i prodotti di commutatori.

Nel seguito & conveniente usare la notazione z9 = gzg~*!, se z,9 € G. Un
sottogruppo H di G & normale se e solo se, per ognix € H eognig € G, 29 € H.
Si ricordi anche che, se z,y € G, (zy)? = x9y9.

Proposizione 2.1. [l derivato G’ di G é un sottogruppo normale di G ¢ G/G’
e abeliano.

Dimostrazione. Siano z,y € G e sia g € G. Allora

1

[2,9]? = glz,ylg™" = gayx~ 'y g = gxg T gyg tgxT g T gy g = 29,99 € G

Un elemento generico di G’ ¢ del tipo

h = [z1,91][®2,y2] - - - [T, Yn]

e quindi

h? = ([z1, y1llw2, y2] - - - [Tn, ynl)? = (21, 1) 22, 2)7 - - (X0, ynl? = [, 97 ][5, 93] - . . (29, 42]

percio h9 € G'.
Per dimostrare che G/G’ & abeliano, basta vedere che, per ogni z,y € G,
Ty ~q YT, cioe che
(zy)(yz) € G

Questo & ovvio, perché (zy)(yz)~! = [z, y]. O

Proposizione 2.2. Se H ¢ un sottogruppo normale di G e G/H ¢é abeliano,
allora G' C H.

Dimostrazione. Siano z,y € G. Allora zy ~g yr, quindi (vy)(yz)~! € H. Ma
allora [z,y] € H, e quindi H contiene tutti i commutatori. O

Possiamo ora ripetere la costruzione del derivato induttivamente: G(©) = G,
G+ = (G, Per quanto visto prima, G*+1) & un sottogruppo normale di
G®) e G /G*+1D) & abeliano.

Teorema 2.3. Se Go D G; D --- O G,_1 2 G, ¢é una serie abeliana per G,
allora G™ = {1}. Di conseguenza G ¢ risolubile se e solo se esiste m tale che

Gm = {1}.



Dimostrazione. Abbiamo gia visto che G/ = G C G,. Supponiamo di aver
dimostrato che G*) C Gy. Allora G+ = (G C G}, 1, perché per ipotesi
G1/Gr+1 € abeliano. L’induzione permette di arrivare al passo n.

Se poi G(™) = {1}, la successione

G=GYoqg=gWocg®o...ogm Y o>am™ ={1}
¢ una serie abeliana per G e quindi G & risolubile. O

Teorema 2.4. Sia G un gruppo. Se G ¢é risolubile e H ¢ un sottogruppo di G,
allora H é un gruppo risolubile. Se H & un sottogruppo normale di G tale che
H e G/H siano risolubili, allora G ¢é risolubile.

Dimostrazione. Nel primo caso ¢ evidente che H® c G® da cui la tesi.
Supponiamo ora che H e G = G/H siano risolubili. Sia

Go2G12--2G,

una serie abeliana per G/H e poniamo G; = 7—(G;). Sia poi
Hy2>Hy 2---2H,
una serie abeliana per H. Allora
Go2G12---2G,2Hy2H, 2+ 2 H,

¢ una serie abeliana per GG. Infatti il teorema di omomorfismo mostra che G; ¢
normale in G;_1 e che G;_1/G; ¢ isomorfo a G;_1/G; che ¢ abeliano. O

E evidente che se inseriamo termini dentro una serie abeliana del gruppo G,
la serie che si ottiene ¢ ancora abeliana. Esaminiamo allora cio che si puo fare
quando un gruppo G ¢é abeliano e finito.

Sia n = |G| e supponiamo n > 1. Allora fra gli elementi di G diversi da 1, ce
n’¢ uno z di ordine minimo m. Affermo che m ¢ primo: infatti, se m = ab, con
a > 1, si ha (%) = 2™ =1 e quindi 2% ha ordine minore di m. Quindi 2% = 1
e percid a = m. Il sottogruppo (x) & normale in G e possiamo ripetere lo stesso
ragionamento su G/(zx), ottenendo una serie abeliana con quozienti ciclici.

Proposizione 2.5. Un gruppo finito ¢ risolubile se e solo se ammette una serie
abeliana con quozienti ciclici.

Dimostrazione. Se G ¢& finito e risolubile, consideriamo una sua serie abeliana
Go2G; 2+ 2 Gp_1 2 G, Indichiamo con 7;: G;—1 — G;_1/G; la pro-
iezione canonica. Il gruppo H = G;_1 — G;_1/G; ha una serie con quozienti
ciclici: Hy = H D Hy 2 --- D Hy = {1}. Possiamo allora inserire fra G;_; e G;
i sottogruppi = (H;) (¢ = 1,...,n), ottenendo la serie abeliana richiesta.  [J

Esempi 3. Esistono gruppi non risolubili: per esempio S5. In virtu dei risultati
precedenti, ci basta vedere che As, insieme delle permutazioni pari in S5 non &
risolubile. Sara sufficiente dimostrare che Ar = As.



La struttura ciclica di una permutazione pari ¢ (ab)(cd) oppure (abc) op-
pure (abede) (con lettere distinte indichiamo elementi distinti di {1, 2, 3,4,5}).
Abbiamo

[(acebd), (ace)(bd)] = (ab)(cd) € Af
[(ach), (ab)(de)] = (abe) € A
[(aebdc), (ac)(bd)] = (abede) € Ax

e quindi ogni elemento di A5 & un commutatore.
Nessun gruppo Sy, per n > 5 ¢ allora risolubile, perché S5 & isomorfo a un
sottogruppo di S,.

Un altro teorema importantissimo di teoria dei gruppi € dovuto al norvegese
Sylow.

Diremo che un gruppo G agisce sull’insieme X se ¢ dato un omomorfismo
¢: G — Sx. Per ogni g € G, porremo § = ¢(g); questo perché § ¢ un’applica-
zione biiettiva X — X e quindi avremo bisogno di calcolare § sugli elementi di
X. Siccome ¢ ¢ un omomorfismo, abbiamo che

gh=goh
cioe che, per ogni g,h € G e per ogni z € X,
gh(x) = g o h(z) = g(h(x)).

Inoltre 1 = id, quindi 1(:r) = x. L’azione ¢ definisce una relazione di equivalenza
su X: poniamo z ~¢ y quando

y = g(x) per qualche g € G.

La proprietd riflessiva discende dal fatto che 1 = id, quella simmetrica dal

fatto che g/_\1 = §~! e quella transitiva dal fatto che ¢ & un omomorfismo.
Indicheremo con Orby(x) la classe di equivalenza di z € X e la chiameremo
orbita di x. Poniamo

Stabg(z) ={g € G: §(z) =x}.
E un facile esercizio dimostrare che Stabg () € un sottogruppo di G.

Proposizione 2.6. Se ¢: G — Sx ¢é un’azione del gruppo G sull’insieme X e
r € X, allora

__ g

~ [Stab, @)

In particolare | Orby ()| divide lordine di G.

| Orbg ()] =[G : Stabg(x)].

Dimostrazione. Si tratta di contare gli elementi di Orbg(z) = {g(z) : g € G }.
Si ha h(z) = g(z) se e solo se g~ (h(z)) = z, cioe se e solo se g~ 'h € Staby(z).
Percio otteniamo una biiezione

G/H ~ — OI‘b¢(l‘)

dove H = Stabg(x) e g ~ ¢ proprio una delle due relazioni di equivalenza legate
al teorema di Lagrange. O



Esempi 4. Un’azione molto importante ¢ quella di Cayley: si prende X = G
e si pone g(x) = gx. La verifica che g — ¢ & un omomorfismo di G in Sg &
banale. Inoltre questo omomorfismo € iniettivo e cido dimostra che ogni gruppo
¢ isomorfo a un sottogruppo di un gruppo di permutazioni. In particolare, se G
¢ finito di ordine n, G si puo pensare come sottogruppo di S,. In questa azione
c’eé un’unica orbita.

Un’altra azione di G su sé stesso € quella per coniugio. Si pone, per g € G,

§(x) = gxg™"

ed ¢ ancora immediata la verifica che g — § & un omomorfismo di G in Sg.
In questo caso le orbite si chiamano classi di coniugio. Nel caso particolare di
G = S3, le classi di coniugio sono

{id},  {(12),(13),(23)}, {(123),(132)}.

Un terzo esempio si ottiene considerando come X linsieme potenza di G.
Se AC X e g € G, poniamo

9(A) ={gz:zec A}

e, naturalmente, §()) = (. Ci sono altre azioni dello stesso tipo, per esempio pos-
siamo prendere come X l'insieme dei sottoinsiemi di G di una data cardinalita,;
infatti & chiaro che |g(A)| = |A].

Proposizione 2.7. Siano p, m e a numeri naturali. Se p é primo, allora

<pam> =m (mod p).

pa
Dimostrazione. Sia A P'anello Z/pZ e consideriamo il polinomio f € A[X,Y]:
fXY)=(X+Y)m
dove g = p®. Possiamo sviluppare f in due modi; il primo & quello della formula
di Newton: o
JxY) =Y (‘”.”) Xy,

]
=0

11 secondo tiene conto che, in caratteristica p, si ha (z + y)? = 2 + y? e quindi

XYY = (X7 Ly =3 (m) e ——
7=0

I coefficienti di X9Y2(™=1) nei due sviluppi devono essere uguali (modulo p) e

quindi
()=(2) omin

come richiesto. O

Teorema 2.8. Sia G un gruppo finito; siano p un numero primo e k > 0 tali
che p* divide |G|. Allora esiste un sottogruppo H di G con |H| = p*.
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Dimostrazione. Faremo induzione su |G|; il passo base, quando |G| = 1 & ovvio.
Supponiamo allora |G| > 1.

Vediamo prima un caso speciale: G abeliano e K = 1. Prendiamo z € G,
x # 1. Se lordine r di x & divisibile per p, avremo r = pq e (z9)? = 1 con
x? # 1; percio z9 ha ordine p e {x?) soddisfa alla richiesta. Se invece p non
divide r, allora p divide 'ordine del gruppo G/{(x) e quindi questo gruppo, per
ipotesi induttiva, ha un sottogruppo di ordine p, cioé un elemento [y] # [1] tale
che [y]? = [1]. Allora [y?] = [1]; se s & l'ordine di y, abbiamo [y]® = [y*] = [1]
e quindi s & un multiplo di p. Allora in (y) esiste un elemento di ordine p per
quanto visto prima.

Consideriamo 1'azione ¢ di G su sé stesso per coniugio: §(r) = grg~' e
siano Cy = Orby(1) = {1}, Cs,..., C, le orbite. Le ordiniamo mettendo per
prime quelle con un solo elemento, diciamo che sono quelle da 1 a m e poniamo
Z=CiU---UCp,.

Allora Z & un sottogruppo di G: infatti dire che z € Z significa dire che
§(z) = grg™! = x, cioe gx = zg, per ogni g € G. Inoltre ogni sottogruppo di Z
¢ normale in G.

Indichiamo con H; lo stabilizzatore degli elementi dell’orbita C; (i = m +
1,...,n). Allora possiamo scrivere

n

Gl =12]+ Y [G:H]

i=m-+1

Se p non divide | Z|, allora p non divide [G : H;] per qualche i, dunque p* divide
|H;|. Siccome |H;| < |G|, perché |C;| > 1, U'ipotesi induttiva dice che H; ha un
sottogruppo di ordine p*.

Supponiamo ora che p divida Z. Allora esiste un sottogruppo Zg di Z di
ordine p che & quindi normale in G. Per ipotesi induttiva, esiste un sottogruppo
K di G/Zy di ordine p*~1. Se m: G — G/Zy & la proiezione canonica, H = 7
¢ un sottogruppo di G con pF elementi. O

Il sottogruppo la cui esistenza e garantita da questo teorema si chiama un
p-sottogruppo di Sylow di G.

Usiamo questo teorema per dimostrare che C & algebricamente chiuso.

La prima cosa da vedere € che ogni numero complesso ha radici quadrate.
Questo ¢ evidente se il numero ¢ reale. Se a + bi € C con b # 0, dobbiamo
trovare = e y tali che (z + yi)? = a + bi, cioe

2 —9y? =a, 2zy = b.

Sostituendo y = b/(2z), si trova
4z* — 4az® — % =0,
che da
5  a++Va?+b?

r = 9

da cui ricaviamo due valori per = e due corrispondenti valori per y.

Vogliamo dimostrare che se K ¢ un’estensione finita di C, allora K = C.
Non & restrittivo supporre che K sia normale, quindi un’estensione di Galois
di C. Siccome C ¢ normale su R, K ¢ anche un’estensione normale di R; sia
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G = Gal(K/R). Sia H il 2-sottogruppo di Sylow di G, quindi [G : H] & dispari.
Sia F = K. allora [F : R] = [G : H] & dispari e quindi il polinomio minimo
su R di ogni elemento di F' ha grado dispari. Siccome ogni polinomio di grado
dispari in R[X] ha radici, concludiamo che F' = R. Dunque G ha ordine una
potenza di 2.

Quindi anche G; = Gal(K/C) ha ordine una potenza di 2, diciamo |G;| =
2™, Supponiamo n > 1. Sempre per il teorema di Sylow, esiste un sottogruppo
H, di G che ha ordine 2"~ !, quindi indice 2; percio H; & normale in G; e KT
& un’estensione normale di C di grado 2. Questo & impossibile, perché ogni
polinomio di grado 2 ¢ riducibile in C. Resta dunque solo il caso di Gy = {1} e
percio K = C, come richiesto.
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