Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 25 settembre 2008

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...t
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

Domande iniziali
O (1) Sia A una matrice 3 x 3 con det A # 0. Si dica se 0 & un autovalore di A.
O (2) Esistono applicazioni lineari biiettive f: C3 — C37?
O (3) Sia {v1;Vv2;Vvs} un insieme linearmente indipendente nello spazio vettoriale V. Esiste uno scalare « in
modo che l'insieme {vy;Vva;avy + v3; vy — va} sia linearmente indipendente?

T1) Data la definizione di molteplicita algebrica m e geometrica d per Pautovalore A della matrice quadrata
A si dimostri che 1 < d < m.

T2) Dati due sottospazi X e Y dello spazio vettoriale finitamente generato V', si definisca il sottospazio
somma X + Y e si dia una condizione necessaria e sufficiente affinché dim(X +Y) = dim X + dimY.

E1) Si consideri, al variare di o € C, la matrice

« 2a a? o
A, =12 4—-a 2a—-1 2
1 24a 3a+1 1

Trovare, per ogni a € C la decomposizione LU oppure la PTLU. Per o = 0 si trovi una base ortogonale di
C(Ayp). Per a = 0 si trovi una base ortogonale di N(Ayp).

Interpretando A, come la matrice completa di un sistema lineare, per quali valori di « il sistema ha
soluzione?

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e;;ez;e3 + ey;e3 + €1} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

2 2 00
2 2 00
AiOOll
00 11

Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.
Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.

Si dica se la matrice B e diagonalizzabile.

Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

(

(a
(b
@
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E3) Si determini per quali valori del parametro 3 € C la matrice

1 8 0
Bs=|-1 0 -8
0 1 1

¢ diagonalizzabile. Per 3 = —1 si trovi una base di C? formata da autovettori di B_;.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 11 settembre 2008

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...t
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

Domande iniziali
O (1) Sia A una matrice 3 x 3 con det A = 0. Si dica se 0 & un autovalore di A.
O (2) Esiste un’applicazione lineare suriettiva f: C3 — C*?
O (3) Sia {v1;va;vs} una base dello spazio vettoriale V. Esiste un vettore vy tale che {vi;va;vs; vy} sia
linearmente indipendente?

T1) Sia A una matrice quadrata tale che A — A2 = I. Si dica se una tale matrice pud avere autovalori reali.
Si scriva una matrice 3 X 3 con questa proprieta.

T2) Si dia la definizione di spazio vettoriale con prodotto scalare e se ne indichi un esempio importante. Si
dimostri poi che ogni spazio vettoriale con prodotto scalare ammette una base ortogonale.

E1l) Si consideri, al variare di o € C, la matrice

2 « —a —2
A, = |a/2 1 -1 1
-1 —a/2 0 1

Trovare, per ogni a € C la decomposizione LU oppure la PTLU. Per o = —4 si trovi una base ortogonale di
C(A_4). Per o = 0 si trovi una base ortogonale di N(Ay).

Interpretando A, come la matrice completa di un sistema lineare, per quali valori di « il sistema ha
soluzione?

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e4;e;; ey + e3; €3 + €4} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

02 00
1100
A70022
00 2 2

Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.
Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.

Si dica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

(

(a
(b
@

NI NN

E3) Si determini per quali valori del parametro 8 € C la matrice

6 1 0
Bg=|-8 0 -1
0 g p

¢ diagonalizzabile. Per # = 1 si trovi una base di C* formata da autovettori di B;.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 14 luglio 2008

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...\ttt
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

Domande iniziali
O (1) Sia A una matrice 3 x 3 di rango 1. Si dica se 0 & un autovalore di A.
O (2) Sia {v1;va;vs} un insieme di generatori di V. Esiste un vettore vy tale che {vi;va;vs;vy} sia
linearmente indipendente?

O (3) Esiste un’applicazione lineare iniettiva f: C* — C2?

T1) Si dia la definizione di rango di una matrice. Si dimostri che il rango di una matrice ¢ uguale al rango
della matrice trasposta.

T2) Dopo aver dato la definizione di similitudine fra matrici, si enuncino e si dimostrino condizioni necessarie
e sufficienti affinché una matrice sia simile a una matrice diagonalizzabile.

E1) Si consideri, al variare di o € C, la matrice

1 a —a -1
A, = | « 1 -1 1
-1 —a 0 1

Trovare, per ogni o € C la decomposizione LU oppure la PTLU. Per o = —2 si trovi una base ortogonale di
C(A_3). Per a = 0 si trovi una base ortogonale di N(Ay).

Interpretando A, come la matrice completa di un sistema lineare, per quali valori di « il sistema ha
soluzione?

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e3;e,;e; + ez; €1 + e3} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

01 00
1100
A= 00 2 2
00 2 2
Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.

(c) Si dica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

(a)

(b) Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.
c)

(d) Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 8 € C la matrice

8 1 0 0
8 B oo
Bo=19 0 4 3

0 0 2 4

¢ diagonalizzabile. Per # = 2 si trovi una base di C* formata da autovettori di Bs.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 26 giugno 2008

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...\ttt
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

Domande iniziali
O (1) Sia A una matrice 3 x 3 di rango 3. Si dica se 0 & un autovalore di A.
O (2) Sia {v1,va,vs} una base di V. Esiste un vettore v4 tale che {vy,va,vs, v4} sia linearmente indipen-
dente?

O (3) Esiste un’applicazione lineare f: C* — C? di rango 37

T1) Sidiano le definizioni di rango, di inversa e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si discuta ’esistenza
e I'unicita di soluzioni di sistemi lineari la cui matrice dei coefficienti abbia inversa destra o sinistra.

T2) Dopo aver dato la definizione di autovalore e autovettore, si enuncino e si dimostrino condizioni necessarie
e sufficienti affinché una matrice sia diagonalizzabile.

E1) Si consideri, al variare di o € C, la matrice

-1 a —a 1
A,=|-aa 1 -1 1
-1 o 0 1

Trovare, per ogni o € C la decomposizione LU oppure la PTLU. Per oo = 2 si trovi una base ortogonale di
C(As3). Per a = 0 si trovi una base ortogonale di N(Ay).

Interpretando A, come la matrice completa di un sistema lineare, per quali valori di « il sistema ha
soluzione?

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e3;e,;e; + ez; €1 + e3} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

11 0 0
01 00
A= 00 2 2
00 2 2
Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.

(c) Sidica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

(a)

(b) Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.
c)

(d) Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 3 € C la matrice

4 8 0 0
2 4 0 0
B5*0051
00 3 p

¢ diagonalizzabile. Per 8 = 2 si trovi una base di C* formata da autovettori di Bs.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 27 settembre 2007

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...t
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

T1) Sidiano le definizioni di rango, di inversa e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si discuta l'esistenza
e l'unicita di soluzioni di sistemi lineari la cui matrice dei coefficienti abbia inversa destra o sinistra.

T2) Dopo aver dato la definizione di autovalore e autovettore, si enuncino e si dimostrino condizioni necessarie
e sufficienti affinché una matrice sia diagonalizzabile.

E1) Si consideri il sottospazio U, di C° generato dai vettori

1 1 1 1
1 2 ~1/2 0
vi=|1|, vo=10|, vs=|1/2 |, vs=|0
a 0 1 21
0 0 0 0

Si determini per quale valore di a € C il sottospazio U, ha dimensione 3. Per a = 0,
(a) si calcoli una base ortogonale di Up;

(b) si completi questa base a una base ortogonale di C?;

(c) si trovi la proiezione ortogonale del vettore [2i i 3 0 1]7 su Up.

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e3;ey;e; + ez; €1 + e3} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

11 00
01 00
A= 00 2 2
00 2 2
Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.

(c) Sidica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

(a)

(b) Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.
)

(d) Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 3 € C la matrice

1 8 0 0
0 1 0 0
Bs=1o o 28 —b
2 -1 3 0

¢ diagonalizzabile. Si dica per quali valori del parametro 3 esiste una base di C* formata da autovettori di
Bg e la si determini.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 11 settembre 2007

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...t
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

T1) Si diano le definizioni di rango, di inversa e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si enunci e si
dimostri una condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice A di forma m x n abbia inversa.

T2) Dopo aver dato la definizione di autovalore e autovettore, si enuncino e si dimostrino condizioni necessarie
e sufficienti affinché, data la matrice A di forma n X n, esista una base di C™ formata da autovettori di A.

E1) Si consideri il sottospazio U, di C° generato dai vettori

-1 l—« 1 a—1
7 1 7 —1
_ Vs =

— o O O

a—1 1 a—1 0

Si determini per quale valore di a € C il sottospazio U, ha dimensione 3 e, per questo valore,
(a) si calcoli una base ortogonale di Uy;

(b) si completi questa base a una base ortogonale di C%;

(c) si trovi la proiezione ortogonale del vettore [2i i 3 0]7 su U,,.

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e3;e,;e; — ez;e; — ez} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

11 0 0
01 00
A= 00 2 2
00 2 2
Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.

(¢) Si dica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

(a)

(b) Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.
c)

(d) Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 8 € C la matrice

1 32 2426 0

1o -3 0 0
Bs=14 0 0 2
0 —23—-3 —B+1 1

¢ diagonalizzabile. Si dica per quali valori del parametro 3 esiste una base di C* formata da autovettori di
Bg e la si determini.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 5 luglio 2007

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...t
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

T1) Si diano le definizioni di rango, di inversa e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si enunci e si
dimostri una condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice A di forma m x n abbia inversa.

T2) Dopo aver dato la definizione di autovalore e autovettore, si enuncino e si dimostrino condizioni necessarie
e sufficienti affinché, data la matrice A di forma n X n, esista una base di C™ formata da autovettori di A.

E1) Si consideri il sottospazio U, di C° generato dai vettori

-1 l—« a—1 1
) 1 . —1 )
V3 = O )
a—1 1 0 a—1

_ o O O

Si determini per quale valore di a € C il sottospazio U, ha dimensione 3 e, per questo valore,
(a) si calcoli una base ortogonale di Uy;

(b) si completi questa base a una base ortogonale di C%;

(c) si trovi la proiezione ortogonale del vettore [2i i 3 0T su U,.

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e3;e,;e; — ez;e; — ez} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

11 00
01 00
A= 00 2 2
00 2 2
Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.

(¢) Si dica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

(a)

(b) Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.
c)

(d) Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 8 € C la matrice

1 32 24268 0

o -3 0 0
Bs=14 0 0 2
0 —-28—-3 —B+1 1

¢ diagonalizzabile. Si dica per quali valori del parametro 3 esiste una base di C* formata da autovettori di
Bg e la si determini.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 13 dicembre 2007 — Compito B

matricola ................. ... NOME .\ttt COZNOME ..\ ''teeeiiie e,
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

Domande iniziali

1 -1 0 -2
1-SianoA= |0 1 2|ev=]2].Everochev e un autovettore di A? Se si, per quale autovalore?
0 1 0 1

2 — Sia {v1;va} un insieme linearmente indipendente nello spazio vettoriale V. L’insieme {vi;va;2vy + va}
¢ linearmente indipendente?

3 — Esiste una matrice A, 3 x 4, di rango 47

Scrivere chiaramente sul primo foglio le risposte alle domande iniziali, con una breve giustificazione. Non saranno presi in
considerazione compiti in cui manchino le risposte a queste domande.

T1) Si diano le definizioni di rango, di inversa e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si dimostri una
condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice abbia inversa sinistra.

T2) Dato un insieme linearmente indipendente {v1; va;...; v, } nello spazio vettoriale euclideo V', si dimostri
che esiste un insieme ortonormale {u;;us;...;u,} tale che, per 1 <i <mn, {(vy;...;v;) = (ug;...;u;).

El) Sia o un numero complesso e si consideri la matrice

a 0 0 2
A, =11 3 1 -2
0 0 —2a 1

e Trovare una decomposizione LU di A, e, dove non & possibile, la decomposizione PTLU.

e Per oo = 0, trovare una base ortogonale di C'(Ayp).

e Per a = 1, trovare la proiezione ortogonale su N(A;) di [-10 2 1]T.

e Interpretando A, come la matrice completa di un sistema, si dica per quali valori di « il sistema ammette
soluzione.

E2) L’applicazione lineare f: C3 — C3 ha come matrice associata, rispetto alla base & = {v1;va;v3} di C3
su dominio e codominio, la matrice

0 01
B=|1 2 0
2 4 1

Sapendo che
vi=[1 1 1", vo=[1 1 1], vs=[-1 3 5],

si calcoli la dimensione dell'immagine di f e si dica se il vettore [0 2 4] appartiene all'immagine di f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 3 € C la matrice

00 0 1
oo - o0
Bﬁ_og—zﬁo

2 0 1 1

¢ diagonalizzabile. Per tali valori di 3 trovare una base di C* formata da autovettori di B e si scrivano le
matrici S e D tali che Bg = SDS™!



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 19 giugno 2007

matricola ......... ... L NOME ..\t COGNOME ...\ttt
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

T1) Si diano le definizioni di rango e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si enunci e si dimostri una
condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice A di forma m x n abbia inversa destra.

T2) Si dimostrino condizioni necessarie e sufficienti affinché, data la matrice A di forma n X n, esista una
base di C™ formata da autovettori di A.

E1) Si consideri il sottospazio U, di C° generato dai vettori

1 0 —21 ) )
« «Q -1 0 a
vi=|2|, vo=|-=1|, vy=|-5|, va=]|2], vs5=|0
0 - -1 0 0
0 0 « —a 0

Si determini per quale valore di o € C il sottospazio U, ha dimensione 3 e, per questo valore,

(a) si calcoli una base ortogonale di Uy;
(b) si completi questa base a una base ortogonale di C°.

E2) Sia f: C* — C* una trasformazione lineare e si supponga che la matrice associata a f rispetto alla base
ordinata % = {e4;e3;e; — ez;e; — ez} su dominio e codominio (e; sono i vettori della base canonica di C*)
sia

00 1 1
0 0 1 1
A= 00 1 2
0 0 01
Si determini la matrice B associata a f rispetto alle basi canoniche.

(¢) Si dica se la matrice B ¢ diagonalizzabile.

(a)

(b) Si calcoli la dimensione dell’immagine di f.
c)

(d) Si calcoli una base dello spazio nullo dell’applicazione lineare f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 8 € C la matrice

1 B2 —2-28 0

o g 0 0
Bs= 14 0 0 2
0 26—-3 f(B+1 1

¢ diagonalizzabile. Si dica per quali valori del parametro 3 esiste una base di C* formata da autovettori di
Bg e la si determini.



Universita degli studi di Verona
Dipartimento di Informatica — Settore di Matematica

Prova scritta di Algebra lineare — 13 dicembre 2007 — Compito A

matricola ................. ... NOME .\ttt COZNOME ... ''reeeiieeanns,
corsodilaurea ... ... anno accademico di immatricolazione ...............
El
. T1
Votazione: T E2
E3

Domande iniziali

1 -1 0 1
1-SianoA= |0 1 2|ev=]2].Everochev e un autovettore di A? Se si, per quale autovalore?
0 1 0 -2

2 — Sia {v1;va} un insieme linearmente indipendente nello spazio vettoriale V. L’insieme {vi;2v; — va;va}
¢ linearmente indipendente?

3 — Esiste una matrice A, 3 x 2, di rango 37

Scrivere chiaramente sul primo foglio le risposte alle domande iniziali, con una breve giustificazione. Non saranno presi in
considerazione compiti in cui manchino le risposte a queste domande.

T1) Si diano le definizioni di rango, di inversa e di inversa destra e sinistra di una matrice. Si dimostri una
condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice abbia inversa sinistra.

T2) Dato un insieme linearmente indipendente {v1; va;...; v, } nello spazio vettoriale euclideo V', si dimostri
che esiste un insieme ortonormale {u;;us;...;u,} tale che, per 1 <i <mn, {(vy;...;v;) = (ug;...;u;).

El) Sia o un numero complesso e si consideri la matrice
a 0 0 1

A,=1|1 2 1 -1

0 0 2o 1

e Trovare una decomposizione LU di A, e, dove non & possibile, la decomposizione PTLU.

e Per oo = 0, trovare una base ortogonale di C'(Ayp).

e Per a = 1, trovare la proiezione ortogonale su N(A;) di [-10 2 1]T.

e Interpretando A, come la matrice completa di un sistema, si dica per quali valori di « il sistema ammette
soluzione.

E2) L’applicazione lineare f: C3 — C3 ha come matrice associata, rispetto alla base & = {v1;va;v3} di C3
su dominio e codominio, la matrice

0 0 1
B=|1 2 0
2 4 1
Sapendo che

vi=[1 1 17, ve=[1 1 -1, vs=[-1 3 5],

si calcoli la dimensione dell'immagine di f e si dica se il vettore [1 0 1]7 appartiene all'immagine di f.

E3) Si determini per quali valori del parametro 3 € C la matrice

0 0 0 =2

o 0o B o0
Bs=1y -8 28 0
-1 0 1 1

¢ diagonalizzabile. Per tali valori di 3 trovare una base di C* formata da autovettori di B e si scrivano le
matrici S e D tali che Bg = SDS™!



