   4. I NUMERI NATURALI.

4.1 CONTARE.

 I numeri naturali sono quelli che servono per contare. Così, per introdurli, è opportuno com​prendere cosa si intende per contare.

 Si è già visto il concetto di insieme. Gli insiemi sono cose singole a cui appartengono vari ele​menti. Ci si può domandare da quanti elementi è formato un insieme: nel porsi questa domanda si astrae da chi sono gli elementi e ci si accontenta di sapere quanti sono. Un modo di rispondere a questa domanda è affermare che gli elementi di un insieme sono tanti quanti gli elementi di un altro insieme, magari ben conosciuto e preso per riferimento. Ma cosa vuol dire che un insieme ha tanti elementi quanti quelli di un altro insieme? La risposta che trova tutti concordi è che ad ogni elemento del primo insieme corrisponda uno ed uno solo elemento del secondo insieme, ad elementi diversi corrispondano elementi diversi, esaurendo così gli elementi del secondo in​sieme, detto altrimenti, ci deve essere una biiettività tra i due insiemi. Se c'è una biiettività tra gli elementi di un insieme e quelli di un altro insieme si dirà che i due insiemi sono equinumerosi, o che hanno la stessa numerosità o potenza o cardinalità. Si osservi che la relazione binaria di e​quinumerosità introdotta si applica a due insiemi, e dipende dagli elementi che appartengono ai due insiemi, non tanto dalla loro identità, ma dalla loro quantità. Si noti ancora che, per afferma​re l'equinumerosità di due insiemi, non si pretende che la biiettività tra i due sia una ben fissata funzione o che tale funzione sia unica, basta che ce ne sia una, basta che esista, sicché asserire la non equinumerosità tra due insiemi impegna a dimostrare che non ci può essere alcuna funzione che sia una biiettività tra i due. Inoltre si osservi che per verificare se due insiemi sono e​quinumerosi non serve contare gli elementi dell'uno e dell'altro (ma cosa vuol dire contare? Lo preciseremo più avanti, ma sicuramente non serve se, non sapendo ancora cosa vuol dire, si rie​sce, tuttavia, a precisare la nozione introdotta), ma basta trovare una funzione biiettiva che fa corrispondere gli elementi dell'uno agli elementi dell'altro. Infine si noti che la relazione intro​dotta è una relazione di equivalenza
.

 Oltre l'uguale numerosità, si può considerare anche la relazione di numerosità minore od uguale.

 Pare naturale dire che un insieme ha numerosità minore od uguale ad un altro se è equinumeroso ad un sottinsieme dell'altro, cioè se c'è una funzione iniettiva e totale dal primo nel secondo. Si noti che, a priori, l'esistenza di una tale funzione anche non suriettiva non implica che non ci possa essere un'altra funzione che sia una biiettività tra i due insiemi (di fatto può essere così e ci sono esempi di coppie di insiemi tra i quali ci sono sia iniettività totali non suriettive che biiet​tività). Perciò si è introdotta una nozione di minore od uguale numerosità e non una relazione di numerosità strettamente minore. Si osservi che la relazione di minore od uguale numerosità in​trodotta è una relazione d'ordine largo
. Anche per la nozione di numerosità minore od uguale valgono alcune osservazioni già proposte per la relazione di equinumerosità: è una relazione bi​naria tra elementi che sono insiemi, e non richiede il saper contare gli elementi di ciascuno dei due insiemi, ma basta trovare una iniettività totale da uno nell'altro.

 Nel considerare la quantità di elementi di un insieme, si vuole rendersi conto della grandezza di quella quantità: indicazioni come tanti o pochi non soddisfano pienamente. Per apprezzare me​glio una quantità, quello che si cerca di fare è metterla in relazione a quantità che sono familiari stabilendo equinumerosità o numerosità maggiori od uguali in una direzione o nell'altra.

 In varie situazioni concrete è agevole verificare se ci sono biiettività o iniettività totali tra insie​mi: a volte si riesce ad accoppiare fisicamente gli elementi che si corrispondono e la funzione tra i due insiemi è ben evidente. Altre volte difficoltà di varia natura rendono impossibile accoppiare ciascun elemento di un insieme con il corrispondente nel secondo insieme. Alcuni esempi chiari​ranno la distinzione che si sta cercando di evidenziare.

 Primo esempio. E' facile confrontare se in una sala ci sono più o meno persone delle sedie in quella sala: se sono tutti seduti ed avanzano sedie libere evidentemente sono più le sedie (c'è una iniettività totale dall'insieme delle persone in quella sala nell'insieme delle sedie di quella sala, quella che ad ogni persona associa la sedia su cui è seduta). Se invece sono tutti seduti e non a​vanzano sedie libere i due insiemi sono equinumerosi. Infine se tutte le sedie sono occupate e ri​mangono persone in piedi, le sedie sono meno numerose delle persone. Si noti che per arrivare alle conclusioni esposte non è necessario sapere quante sono le persone o quante sono le sedie.

 Secondo esempio. Se una persona ha alcuni cani che lascia uscire in giardino e dopo un po' li fa rientrare si accorge subito se sono rientrati tutti. La stessa situazione corrisponde al chiedersi se sono equinumerosi l'insieme dei cani usciti in giardino e l'insieme dei cani rientrati. Di fatto il proprietario conosce i suoi cani e, senza contarli, sa dire se sono rientrati tutti o se ne manca qualcuno, e in questo caso addirittura sa chi manca; in sostanza il proprietario non potendo ac​coppiare fisicamente gli elementi dell’insieme dei cani usciti con quelli dell’insieme dei cani ri​entrati memorizza le immagini dei cani usciti e associa tali immagini ai cani man mano rientra​no. Si può dire che con un colpo d'occhio il proprietario è riuscito a determinare se i cani rientrati sono tutti. Di fatto per piccole quantità si riesce a notare quanti elementi costituiscono un insie​me con un colpo d'occhio, semplicemente guardando gli elementi, fissandoli nella propria me​moria, senza contarli. Ciò corrisponde al popolare gioco enigmistico di notare le differenze tra due figure simili.

 Terzo esempio. Se su un tavolo si lasciano 243 chiodini e tornando dopo un po' si vuol sapere se qualcuno ha portato via un paio di chiodini, è piuttosto difficile potersene rendere conto senza averli contati e ricontarli. In questo caso il colpo d'occhio non è sufficiente e va aiutato in qual​che modo per ricordare la quantità considerata inizialmente, magari annotando qualcosa in corri​spondenza dell'osservazione iniziale (potrebbe essere un punto su un foglio in corrispondenza di ciascun chiodino).

 Così si è riportati alla domanda: cosa vuol dire contare? Dalle osservazioni fin qui sviluppate si può pensare che contare sia un particolare metodo per determinare una quantità, ma quale meto​do? Il fare un segno in corrispondenza di ciascun elemento di un insieme è contarlo? Sostanzial​mente si: i segni vengono effettuati uno alla volta e richiedono di considerare gli elementi del​l'insieme dato ordinatamente, precisamente, nell'ordine in cui si sussegue nel tempo la scrittura dei corrispondenti segni. I segni aiutano a cogliere, oltre quello che permette di ricordare la me​moria, l'operazione di considerare un ulteriore elemento dell'insieme dopo averne già considerati alcuni a partire dal non aver già considerato alcunché.

 Così si può affermare che il contare consiste nell'iterare la procedura di considerare un ulteriore elemento, a partire dal non aver considerato alcunché e fino ad aver esaurito gli elementi dell'in​sieme da contare, ricordandosi ciascuna delle iterazioni effettuate in questa procedura. In qualche modo si confronta, stabilendo una biiettività, la quantità degli elementi di un insieme con la quantità degli elementi di un altro particolare insieme, che viene preso per riferimento, e precisa​mente l'insieme delle iterazioni nel considerare di un ulteriore elemento. In tal modo, la determi​nazione della quantità di elementi di un insieme viene ricondotta all'operazione di considerare ordinatamente (in un ordine totale) gli elementi di quell'insieme e ricordare le ripetizioni del pas​saggio alla considerazione di un ulteriore elemento.

   Si noti come il contare si basi su di un ordinamento degli elementi di un insieme quando si parla di un ulteriore elemento rispetto a quelli già considerati. Lo stesso ordine si riflette anche nelle ripetizioni dell’operazione mentale di considerare un ulteriore elemento, sicché il contare porta ad associare a un insieme una successione (cioè un insieme ordinato e non semplicemente un insieme) di ripetizioni dell’operazione di considerare un ulteriore elemento, una successione i cui elementi sono sempre lo stesso. Tra le successioni tutte costituite con lo stesso elemento si può stabilire un ordine grazie proprio all’ordine interno a ciascuna successione: sarà minore la successione che e’ contenuta nell’altra essendone un tratto iniziale.

 Si noti che per poter determinare la quantità di elementi di un insieme contandoli è indispensabi​le che il processo del contare termini. Si chiamano finiti gli insiemi per cui ciò succede, e po​trebbero esserci insiemi per i quali il processo di considerare un elemento e poi un altro e così via non termina mai. 

 Se l'uomo avesse una memoria che gli consentisse di ricordare tutto, egli potrebbe aver bene presente l'insieme ordinato delle iterazioni del considerare un ulteriore elemento, dal momento che ricorderebbe ogni suo singolo elemento, e non sarebbe necessario alcun ricorso a segni no​tazionali. Ciò mostra che il concetto di contare è indipendente dalla annotazione mediante sim​boli di qualsiasi genere, ma non vieta che in pratica si possano adottare le notazioni più conve​nienti per aiutare la memoria nel contare gli elementi di un insieme.

 Abbiamo già osservato che per poter apprezzare la rilevanza di un certa quantità la si confronta con quantità che sono familiari. Una quantità che ci è sempre più familiare con l'uso è proprio quella di contare, sicché sarà sempre più naturale contare gli elementi di un insieme (cioè stabi​lire una biiettività tra questi e le iterazioni di considerarne un ulteriore elemento) per apprezzarne la numerosità.

 Si noti che l'operazione del contare si può effettuare anche per piccole quantità, per determinare le quali non è necessario il contare, come si è osservato. Si può contare anche l'insieme vuoto: in corrispondenza ad esso non si dovrà fare alcun passaggio a considerare un ulteriore elemento, sicché sarà in corrispondenza biiettiva con l'insieme ordinato che non conterrà alcun passaggio a considerare un ulteriore elemento, cioè con l'insieme vuoto stesso.

 Si noti anche l'essenzialità del ricordare (in un modo o in un altro) nella precisazione del con​cetto di contare. Infatti non si può affermare di aver iterato il passaggio alla considerazione di un ulteriore elemento un certo numero di volte, in quanto è proprio la nozione di numero che si sta cercando di precisare mediante quanto si sta considerando: con l'affermazione ora proposta si ca​drebbe in un circolo vizioso. Inoltre è proprio il ricordo delle singole iterazioni nel considerare un ulteriore elemento che permette di confrontare quantità di elementi di due insiemi (cioè vede​re se i due insiemi sono ugualmente numerosi o se uno ha numerosità minore od uguale dell'al​tro) mediante il conteggio degli elementi di ciascuno dei due insiemi. Infatti, se le ripetizioni del​le iterazioni nel considerare un ulteriore elemento effettuate per contare il primo insieme sono al​cune (eventualmente tutte) tra quelle effettuate per contare il secondo insieme (cioè la successio​ne delle iterazioni di considerare un ulteriore elemento del primo insieme e’ contenuta nella suc​cessione delle iterazioni di considerare un ulteriore elemento del secondo insieme), c'è una biiet​tività (che preserva l’ordine con cui vengono contati gli elementi) tra il primo insieme contato e un sottinsieme del secondo insieme (e dunque una iniettività dal primo insieme nel secondo in​sieme), precisamente il sottinsieme degli elementi considerati nel conteggio del secondo insieme mediante le operazioni di passaggio ad un ulteriore elemento che si ricorda di aver effettuato an​che nel conteggio del primo insieme. Così il contare gli elementi di due insiemi finiti permette di vedere se essi sono equinumerosi o se uno ha numerosità minore od uguale dell'altro, e il conta​re, come descritto, diviene un metodo utile per risolvere il problema, che si era considerato, di controllare se tra due insiemi c'è una biiettività o se c'è una iniettività da uno nell'altro, risoluzio​ne ottenuta nel caso che i due insiemi siano finiti.

4.2 NUMERI NATURALI.

 Colta la nozione di contare, a partire dall'esperienza di considerare ordinatamente gli elementi di un insieme, e vista la sua rilevanza per determinare la minore od uguale numerosità di un insie​me rispetto ad un altro, sorge naturalmente l'esigenza di inventare enti in grado di rappresentare adeguatamente tale processo. Questi enti sono le successioni di iterazioni del considerare un ulte​riore elemento. Questi enti vengono chiamati numeri naturali. Tali successioni rappresentano il processo di contare un qualsiasi insieme finito, sicché saranno tante in corrispondenza delle varie numerosità che possono avere gli insiemi da contare, e uno per ogni classe di equinumerosità. L’ordine, già notato, tra le successione di iterazioni del considerare un ulteriore elemento, che di​chiara una di esse minore od uguale ad un’altra se e’ segmento iniziale dell’altra, diviene per de​finizione l’ordine tra i numeri naturali (ordine che si e’ potuto introdurre grazie all’ordine interno delle successioni). Proprio il voler rappresentare varie numerosità induce a mettere in evidenza, in modo del tutto naturale, il legame che c’e’ tra l’ordine tra i numeri naturali e l’ordine di mino​re od uguale numerosità tra gli insiemi contati da quelle successioni. Infatti una successione di i​terazioni del considerare un ulteriore elemento relativa al contare un insieme A e’ minore od u​guale (nel senso precisato di segmento iniziale) ad una seconda tale successione relativa ad un insieme B se e solo se c’e’ una biiettività (che preserva l’ordine nel contare gli elementi dei due insiemi) tra l’insieme A e un sottinsieme dell’insieme B. Si osservi che l’esistenza di una biietti​vità tra A e un sottinsieme di B equivale all’esistenza di una iniettività da A in B.

 Che la relazione che si vuole introdurre sia una relazione d'ordine largo dipenderà dal fatto che l’affermazione che una successione sia un segmento iniziale dell’altra vale anche quando e’ u​guale all’altra, e corrisponde al fatto che la relazione di minore od uguale numerosità tra insiemi è una relazione d'ordine largo. 

 Ci si può domandare di quanti enti del tipo descritto c'è bisogno: forse che la collezione di questi enti può essere finita, nel senso prima indicato?

 In pratica la risposta potrebbe benissimo essere si. Non solo ogni singolo conteggio deve ter​minare per poter sapere la quantità di elementi di un insieme con questo metodo, ma anche, dopo un po' che si conta, si esaurirebbero le risorse per contare: una volta esaurite tutte le particelle elementari dell'universo supereremmo le capacità della memoria e degli aiuti alla memoria me​diante segni. Questa osservazione spingerebbe ad affermare che da un punto di vista pratico ci potrebbe benissimo essere uno di questi enti maggiore (nel senso prima precisato) di tutti gli al​tri. Non solo, ma la scelta dell'esistenza di un numero maggiore di tutti gli altri sarebbe in accor​do con l'esperienza. Infatti l'uomo ha esperienza solo di processi che finiscono e non di processi che non terminano, sicché non ha una nozione precisa di cosa vuol dire qualcosa che non ter​mina. Anche se una certa nozione è conosciuta, non lo è la sua negazione, se non all'interno di un dominio conosciuto, poiché l'uomo non può conoscere ciascuna delle possibilità escluse. Così, anche in base a queste considerazioni, potrebbe essere ragionevole che la costruzione di questi enti ne prevedesse uno più grande di tutti. 

 Se così fosse, prima di poter rappresentare con i numeri naturali (enti che si sta cercando di in​trodurre determinandone le caratteristiche) il passaggio ad un ulteriore elemento bisognerebbe controllare se non si è già giunti al numero massimo, nel qual caso non è possibile passare ad un ulteriore ente. Si può sostenere che questo controllo è inutile, da momento che in pratica non si arriverà mai a tale ente massimo, proprio perché va scelto così grande da esaurire ogni possibilità di andare oltre. Ma se si prende seriamente la decisione di non effettuare mai il controllo, non lo si deve effettuare neppure quando si sarà raggiunto l'ente massimo, che dunque può essere supe​rato, negando che uno degli enti da costruire possa essere il più grande di tutti. Questa ultima po​sizione ci porterebbe a proseguire la costruzione di questi enti senza termine, nonostante l'impre​cisione notata che ciò comporta. Di fatto questa scelta di non terminare è stata preferita nella co​struzione degli enti che rappresentano il contare, nonostante le difficoltà che comporta e i punti interrogativi che lascia aperti, in virtù della semplificazione dovuta alla eliminazione dei control​li da effettuarsi per vedere se si è superato un eventuale ente massimo.

 Così i numeri naturali sono proprio gli enti costruiti per rappresentare il contare. Essi derivano dall'esperienza che l'uomo ha del contare, cioè del considerare una cosa e successivamente un'al​tra cosa e così via, a partire da niente e fintantoché ci sono elementi da considerare nell’insieme da contare, ricordando con precisione quanto era già stato considerato, e astraendo da tutte le ca​ratteristiche delle cose considerate esclusa quella di poter distinguere cose diverse. All'insieme dei numeri naturali non appartiene nient'altro che non sia direttamente richiesto per rappresentare questa esperienza. Così ci sarà un numero, che si chiama zero e si indica con il simbolo 0, che rappresenta la successione con nessun elemento, corrispondente al partire da niente. Si noti poi che a partire da una certa successione di iterazioni del considerare un ulteriore elemento di un in​sieme (cioè una successione in cui si ripete sempre lo stesso elemento che e’ l’operazione di con​siderare un ulteriore elemento di un insieme), si può considerare una diversa tale successione ottenuta dalla prima aggregando alla fine di quella una ulteriore occorrenza dell’elemento che e’ l’operazione di considerare un ulteriore elemento di un insieme. E’ immediato che la successione ottenuta contenga quella di partenza, e che e non vi sia nessun altra successione del tipo descritto strettamente compresa tra le due. Così il numero naturale, che e’ la successione ottenuta, può es​sere a buon diritto chiamato il successore immediato del numero naturale che e’ la successione di partenza per questa operazione.

 E’ naturale supporre, proprio in base alle intenzioni per cui sono state considerate le successioni che sono i numeri naturali, che ripetendo questa operazione di passaggio da un numero naturale al suo successore immediato, a partire dal numero naturale 0, si ottengano tutti i numeri naturali.

 Questa operazione di passaggio ad un altro numero di fatto è una funzione iniettiva dai numeri naturali negli stessi che ad un numero ne associa un altro diverso da quelli considerati fino a quel numero. Indicheremo con succ tale funzione e se n indica un numero naturale, succ(n) indicherà il numero naturale che e’ successore immediato di n. Così che i numeri naturali, oltre che come successione di iterazioni del considerare un ulteriore elemento di un insieme, possono essere vi​sti anche come le successioni ottenute mediante ripetute successive applicazioni dell'operazione successore immediato fatte a quanto già ottenuto, a partire dal numero zero. Si può dire anche che un numero naturale è la quantità, cioè la successione, delle ripetizioni dell'operazione menta​le di considerare un ulteriore elemento fatte nel contare un certo insieme una volta che il proces​so del contare è terminato, ma anche che e’ ottenuto dal numero naturale che abbiamo chiamato 0 mediante ripetute applicazione della funzione passaggio al successore immediato. Si noti che il successore immediato di un numero naturale e’ maggiore e non uguale del numero naturale di partenza.

 Si è già detto che il simbolo 0 indica il numero naturale che è stato chiamato zero. Il simbolo 1 indica il numero naturale ottenuto applicando al numero zero la funzione succ (1 è succ(0) ). A​nalogamente il simbolo 2 indica il numero naturale succ(1), il simbolo 3 il numero naturale succ(2), il simbolo 4 il numero naturale succ(3), il simbolo 5 il numero naturale succ(4), il sim​bolo 6 il numero naturale succ(5), il simbolo 7 il numero naturale succ(6), il simbolo 8 il numero naturale succ(7), il simbolo 9 il numero naturale succ(8). Per indicare gli altri numeri naturali si useranno successioni dei simboli introdotti in una scrittura che verrà presentata successivamente.

 Si definisce successore di un numero naturale un numero naturale maggiore e non uguale del primo. Così un successore si ottiene dal primo ripetendo almeno una volta l'operazione di pas​saggio al successore immediato; dunque un successore di un numero è o il suo successore imme​diato o il successore immediato di un suo successore. I predecessori di un numero naturale n so​no i numeri di cui n è successore.

 Ogni numero naturale avrà esattamente un successore immediato che è diverso da tutti i prede​cessori di quel numero. Infatti si pensa che l'operazione di passaggio al successore immediato sia sempre possibile, sia univocamente determinata, e dia sempre qualcosa di nuovo, proprio perché vuol rappresentare l'operazione di considerare un ulteriore elemento di un insieme. Inoltre ogni numero naturale diverso dallo zero è un successore immediato perché si pensa ai numeri naturali proprio come quelli e solo quelli che si ottengono a partire dallo zero attraverso la ripetizione del passaggio al successore immediato.

 Ci si potrebbe domandare se i numeri naturali possono essere considerati esattamente come il ri​sultato dell’applicazione ripetuta di una funzione iniettiva a partire dallo zero. Detta più pecisa​mente, la precedente domanda può essere formulata come segue: sia X un insieme cui appartiene 0, e sul quale opera una funzione f iniettiva il cui dominio e’ X e il cui codominio e’ X-{0}, e’ vero che allora X e’ l’insieme dei numeri naturali? Un insieme al quale appartiene 0 e sul quale opera una funzione iniettiva con dominio X e codominio X-{0} e’ detto un insieme induttivo, e per ogni x appartenente a X l’elemento f(x) può essere chiamato il successore immediato di x. Con questa terminologia, un insieme induttivo rispetto ad una funzione iniettiva f e’ un insieme a cui appartiene 0 e che ha la proprietà che se un qualsiasi elemento gli appartiene allora gli appar​tiene anche un altro elemento che è il successore immediato dell'elemento considerato (risultato dell'applicazione della funzione f di passaggio al successore immediato). 

 I numeri naturali costituiscono un esempio di insieme induttivo, ma sono l’unico (a meno di iso​morfismi), come chiede la precedente domanda? Si potrebbe pensare all’insieme dei numeri inte​ri come esempio di insieme induttivo sostanzialmente diverso da quello dei naturali, ma, anche se 0 e’ un intero e c’e’ una funzione che chiamiamo successore immediato pure tra gli interi (da ogni intero si può passare all’immediato successore aggiungendo 1) questo non e’ un esempio di insieme induttivo in quanto 0 ha predecessori poiché la funzione successore immediato indicata ha per condominio l’insieme di tutti gli interi, e non eccetto 0. Anche il seguente diverso esem​pio non produce un insieme induttivo nel senso detto. Si considerino i numeri naturali e si inven​ti un elemento a diverso da essi; poi si estenda la funzione successore tra i naturali inventando un successore immediato a’ di a, e un successore immediato a”  di a’, e così via, con a’, a”, … ele​menti nuovi rispetto ai precedenti. L’insieme ottenuto, rispetto alla funzione successore così estesa, non e’ un insieme induttivo perché a, che e’ diverso da 0, non ha predecessore immedia​to, dal momento che la funzione successore estesa, pur essendo iniettiva ad avendo come domi​nio tutto l’insieme, ha per codominio l’insieme meno i due elementi 0 e a.

 Comunque la risposta e’ no, come si puoi vedere dal seguente esempio che e’ un miglioramento del precedente. In esso oltre ad a e ai suoi successori si inventi un ulteriore elemento b di cui a sia il successore immediato, e poi un altro elemento b‘ di cui quello ottenuto b sia successore im​mediato, e così via, ancora con b, b‘, b“, ...  elementi ciascuno diverso da tutti quelli precedente​mente introdotti. L’insieme ottenuto, rispetto alla funzione successore così estesa ulteriormente e’ un insieme induttivo in quanto 0 gli appartiene, e per ogni suo elemento gli appartiene anche quello ottenuto applicando la funzione immediato successore estesa che risulta essere, oltre che iniettiva, con dominio uguale a tutto l’insieme costruito e codominio  uguale all’insieme costrui​to con l’esclusione del solo elemento 0. Sostanzialmente si e’ aggiunta una copia degli interi alla fine dei naturali. Gli esempi si potrebbero moltiplicare in questa direzione aggiungendo dopo quanto ottenuto altre copie degli interi anche ordinate nei  modi più strani.

 Comunque e’ chiaro che l’insieme dei naturali non e’ il solo insieme induttivo.

 Come distinguere allora l’insieme dei naturali tra gli insiemi induttivi?

 Si e’ detto fin dall’inizio che all'insieme dei numeri naturali non vogliamo che appartenga nien​t'altro che non sia direttamente richiesto per rappresentare l’esperienza del contare. Così si sce​glie che l’insieme dei numeri naturali (che e’ un insieme induttivo, come si e’ già visto) sia il più piccolo insieme induttivo, nel senso che costituiscono un insieme induttivo contenuto (a me​no di isomorfismi) in ogni altro insieme induttivo.

Riassumendo, le caratteristiche fondamentali di quegli enti che chiamiamo numeri naturali sono le seguenti. 

 Sono costruiti per rappresentare l'operazione del contare. Indicano le quantita' di ripetizioni del​l'operazione mentale di considerare un ulteriore elemento nel contare gli elementi di un insieme fino ad aver esaurito tutti gli elementi dell'insieme. Includono lo 0, e per ogni numero naturale c'e' un suo successore immediato. La funzione successore immediato è iniettiva.  0 è l'unico ele​mento che non è successore. La totalita' dei numeri naturali costituisce il minimo insieme indutti​vo. L'ultima scelta è motivata dal fatto che non interessa avere niente di piu' del minimo necessa​rio per rappresentare il contare.

 Queste caratteristiche fondamentali dei numeri naturali sono colte, ad esempio, dagli assiomi di Peano dell'aritmetica
, e da questi si faranno discendere tutte le altre proprieta' dei numeri naturali che si usano.

 Come si era notato, quando si cercava di capire che proprietà dovessero avere i numeri naturali per poi costruirli, che all'operazione di passaggio al successore immediato è strettamente legato l'ordine usuale dei numeri naturali: un numero naturale n è minore di un numero naturale m (si dirà anche che m è maggiore di n) se e soltanto se m si può ottenere ripetendo l'operazione di passaggio al successore immediato almeno una volta a partire da n (qui si sfrutta l'ipotesi fatta di ricordare con precisione i ripetuti passaggi al successore immediato effettuati per ottenere un nu​mero: infatti, per poter dire che si ripete ancora almeno una volta l'operazione di passaggio al successore a partire da n, bisogna ricordare tutti i passaggi al successore immediato effettuati sia per ottenere n che per ottenere m). La scrittura n<m indicherà che il numero naturale n è minore del numero naturale m. Così 4 è minore di 5 poiché 5 è il successore immediato di 4. Anche 4 è minore di 7, poiché 7 si ottiene da 4 ripetendo più volte il passaggio al successore immediato a partire da 4. In base alla definizione data, ovviamente ogni numero naturale è minore sia del suo immediato successore sia di ogni altro suo successore.

 E' immediato che un numero naturale non è minore di sé stesso perché ripetendo almeno una volta l'operazione di passaggio al successore immediato a partire da un numero non si ottiene lo stesso numero. Questa proprietà dell'ordine usuale dei numeri naturali è la proprietà antiriflessi​va.

 Poiché consideriamo come numeri naturali solo quegli elementi che si ot​tengono da zero attra​verso la ripetizione dell'operazione di passaggio al suc​cessore immediato, dati due numeri natu​rali diversi, uno è maggiore (arriva dopo nel​la ripetizione di passaggi al successore) dell'altro. Questa proprietà dell'ordine dei numeri naturali è la proprietà della tricotomia. Si noti che l'argo​mento svolto per arrivare alla tricotomia della relazione d'ordine richiede che l'insieme dei natu​rali sia il minimo insieme induttivo. Infatti, se non fosse cosi' ci potrebbero essere elementi che non sono confrontabili tra loro o a cui non si puo' arrivare con un numero finito di ripetizioni del passaggio al successore immediato, come nell'ultimo esempio visto di un insieme induttivo diverso dal minimo insieme induttivo. 

 Si osservi che, qualunque siano i numeri naturali m, n ed p, se m è minore di n e n è minore di p allora m è minore di p. Questa affermazione può essere giustificata notando che per ottenere p si può partire da m ripetere almeno una volta l'operazione di passaggio al successore immediato per arrivare fino n e poi continuare a ripetere l'operazione di passaggio al successore immediato fino a p, sicché si deve ripetere almeno una volta l'operazione di passaggio al successore immediato per andare da m a p. Questa proprietà dell'ordine dei numeri naturali è la proprietà transitiva.

 Poiché la usuale relazione d'ordine tra numeri naturali appena introdotta gode delle proprietà antiriflessiva, transitiva e della tricotomia, detta relazione è una relazione d'ordine stretto totale.

 Se il numero naturale m è minore del numero naturale n (e m è maggiore di n), si scriverà m<n, o anche n>m. La notazione n<m (che si legge n minore od uguale a m) significa che n è minore di m oppure che n è m (quando m e n sono due simboli per indicare lo stesso numero si scrive m=n che si legge m uguale ad n). Analogamente la notazione nm significa che n è maggiore od uguale a m. Così le seguenti affermazioni sono vere: 6>2, 22, 25, 73, 99; mentre le seguenti affermazioni sono false: 3<3, 34. Come si sa, la relazione tra numeri di essere minore od uguale è una relazione d'ordine largo, essendo la relazione tra numeri di essere minore una relazione d'ordine stretto.

 Si noti che se n<m allora il successore immediato di n è minore od uguale ad m, cioè succ(n)< m, ed anche il successore immediato di n è minore del successore immediato di m, succ(n)< succ(m), perché succ(n)<m<succ(m). Questo ultimo risultao si può ricordare dicendo che la funzione succ preserva l'ordine. Viceversa, ovviamente se succ(n)<m allora n<m. Inoltre se succ(n)<succ(m) allora n<m, perché non può essere diversamente: infatti se fosse n=m sarebbe anche succ(n)=succ(m), mentre se fosse n>m sarebbe anche succ(n)>succ(m), contro le ipotesi.

 Esercizio. Si mostri che se m<n e n<p allora m<p. Si mostri anche che se m<n e n<m allora m=n.

4.3 PRINCIPIO D'INDUZIONE.

 L'usuale relazione d'ordine tra numeri naturali non è solo una relazione d'ordine stretto totale, ma è anche un buon ordine. Infatti la richiesta, che la collezione dei numeri naturali sia il mini​mo insieme induttivo, oltre alle conseguenze già notate (e cioè la proprietà della tricotomia e che ogni numero diverso da zero è un successore) permette di concludere che ogni insieme non vuo​to di numeri naturali X ha minimo elemento (rispetto all'ordine introdotto tra i numeri naturali). Per rendersi conto di ciò, si cominci col considerare un numero n dell'insieme X dato (ciò è possibile perché, per ipotesi, l'insieme è non vuoto). Si considerino i numeri che precedono n: questi si ottengono a partire da zero ripetendo l'operazione di passaggio al successore immediato meno volte di quanto si è fatto per ottenere n. Se zero appartiene all'insieme X, è sicuramente il più piccolo numero naturale che gli appartiene; altrimenti si considera il suo successore imme​diato: se appartiene all'insieme si è trovato il più piccolo che gli appartiene; altrimenti si conside​ra il successore immediato di questo e si procede così fino al trovare il primo numero di questa ricerca che appartiene all'insieme X e che precede n. Se questa ricerca non trovasse un numero dell'insieme prima di n e si protraesse indefinitamente senza raggiungere n, vuol dire che prima di n ci sarebbero lo zero e i successori immediati degli elementi che via via vengono considerati, cioè ci sarebbe un insieme induttivo di numeri che precedono n, sicché n non sarebbe un numero naturale perché non apparterrebbe all'insieme induttivo contenuto in ogni altro insieme induttivo, contro l'ipotesi che n sia un numero naturale dell'insieme considerato. Questa contraddizione implica che non è corretta l'ipotesi avanzata per raggiungerla , e precisamente che si possa procedere indefinitamente passando al successore immediato senza raggiungere o elementi del​l'insieme o il numero n. Così si è dimostrato che dopo un certo numero di passi (anche nessuno) si trova un primo numero naturale che appartiene all'insieme dato, e questo sarà il suo minimo.

 La scelta che i numeri naturali sono il minimo insieme induttivo ha anche la seguente conse​guenza. Se 0 appartiene ad un insieme X di numeri naturali (0X), e, se per ogni numero n che appartiene a quell'insieme X allora anche il suo successore immediato (succ(n)) appartiene a quell'insieme, da tutto ciò si può concludere che ogni numero naturale appartiene ad X. Infatti al​trimenti X sarebbe un insieme induttivo contenuto propriamente in quello dei numeri naturali. Se poi l'insieme X è quello costituito da tutti i numeri che godono di una certa proprietà, chiamia​mola P, cioè X={x: P(x)}, allora  quanto osservato si traduce nella seguente affermazione: 

 se 

1) 0 gode della proprietà P (se P(0)) (questa affermazione viene detta base della dimostrazio​ne per induzione)

 e se

2) per ogni numero naturale n, se n gode della proprietà P allora anche il successore imme​diato di n gode della proprietà P (se per ogni numero naturale n si ha che se P(n) allora P(succ(n))) (questa affermazione viene detta passo della dimostrazione per induzione),

 allora ogni numero naturale x gode della proprietà P (allora P(x) per ogni numero naturale x).

 Quest'ultima formulazione, che va sotto il nome di principio d'induzione, è particolarmente utile per mostrare che una certa proprietà P vale per tutti i numeri naturali: infatti, per arrivare a tale risultato, sarà sufficiente mostrare la base, cioè che 0 gode della proprietà P, e il passo, cioè che, per ogni numero naturale n, se n gode della proprietà P allora anche succ(n) gode della proprietà P. Si noti che nel passo si richiede solo di dimostrare che succ(n) gode della proprietà nel caso che n goda di tale proprietà, cioè ipotizzando P(n) e non dovendo dimostrare P(succ(n)) senza questa ipotesi.

 Il principio d'induzione è uno strumento a cui si ricorre sovente per mostrare molti risultati im​portanti sui numeri naturali. Invece di far ricorso a questo principio si potrebbe invocare al suo posto l'assunzione che i numeri naturali sono il minimo insieme induttivo (da cui il principio d'induzione dipende), con lo svantaggio, però, di dover introdurre le nozioni di insieme, appar​tenenza, inclusione e di dover parlare della classe (propria) degli insiemi induttivi, tutte nozioni spesso estranee alle problematiche dei numeri naturali, mentre il principio d'induzione è espresso interamente all'interno del linguaggio dei numeri naturali. Per questo motivo è proprio il principio d'induzione che viene scelto come assioma per la teoria dei numeri naturali, e non l'af​fermazione che questi sono il minimo insieme induttivo. Così ogniqualvolta ci convinceremo che un certo risutlato discende dall'ipotesi che i numeri naturali siano iil più piccolo insieme in​duttivo, dovremo cercare di dimostrare quel risultato utilizzando il principio d'induzione.

 Si potrebbe essere tentati di giustificare il principio di induzione nel modo seguente:

 Si voglia far vedere che una proprietà P vale per ogni numero naturale, e sia n un numero naturale preso ad arbitrio. Si supponga  di saper dimostrare che la proprietà P vale per 0, ed anche di saper dimostrare, per ogni numero x, che se P vale per x allora vale anche per succ(x). Così da P(0) e da se P(0) allora P(succ(0)) (particolarizzazione a 0 di: per ogni x se P(x) allora P(succ(x)) segue P(1) (cioè P(succ(0))). Ora si sa P(1), sicché da ciò e da se P(1) allora P(succ(1)) (particolarizzazione a 1 di: per ogni x se P(x) allora P(succ(x)) segue P(2) (cioè P(succ(1))). E si prosegue così fino ad arrivare a concludere che P(n). 

 Questa è una corretta dimostrazione di P(n) quando si esplicitamo uno per uno tutti i passaggi a cui si fa riferimento dicendo "si prosegue così", ma non una dimostrazione che per ogni numero naturale n vale P: infatti la dimostrazione varia da un valore di n ad un altro variando il numero dei passaggi da compiere, in particolare si allunga al crescere del valore attribuito ad n, sicché non è una singola dimostrazione che la proprietà P vale per tutti i numeri naturali, ma tante di​verse dimostrazioni, una per ciascun numero naturale, che la proprietà P vale per quel particolare numero naturale. Per arrivare al risultato generale, che la proprietà P vale per ogni numero naturale, manca l'osservazione che le singole dimostrazioni prima considerate per singoli numeri naturali coprono tutti i casi in quanto hanno coinvolto tutti i numeri naturali, ma i numeri per cui vale la proprietà P costituiscono un insieme induttivo che deve coincidere con quello dei numeri naturali proprio perché i numeri naturali sono il più piccolo insieme induttivo, e questa osserva​zione è proprio quella espressa dal principio di induzione a cui si fa ricorso per completare la di​mostrazione che la proprietà P vale per ogni numero naturale.

 Il principio d'induzione è un forte strumento dimostrativo, e quando si eseguono dimostrazioni facendo ricorso ad esso si dice di dimostrare per induzione.

Oltre ad aver giustificato sia il principio d'induzione sia il fatto che ogni sottinsieme non vuoto dei naturali ha minimo come conseguenze ed espressione della scelta che i naturali siano il mini​mo insieme induttivo, si vuole mostrare anche che dette conseguenze sono tra loro equivalenti, cioè il principio d'induzione vale se e solo se è vero che ogni sottinsieme non vuoto dei naturali ha minimo.

 TEOREMA. Se vale il principio di induzione allora ogni sottinsieme non vuoto dei naturali ha minimo.

 Dimostrazione. Per assurdo, si supponga che ci sia un sottinsieme non vuoto dei naturali, di​ciamolo X, che non ha minimo. Si consideri l'insieme Y dei naturali che sono minori di tutti gli elementi di X. Sicuramente 0 appartiene a Y, altrimenti sarebbe il minimo di X contro l'ipotesi che X non ha minimo. Inoltre per ogni numero naturale n, se n appartiene a Y allora anche succ(n) appartiene a Y; infatti, se n appartenesse a Y e succ(n) no, allora n sarebbe minore di tutti gli elementi di X e succ(n) sarebbe il minimo di X, ancora contro l'ipotesi che X non ha mi​nimo. Così Y sarebbe un insieme induttivo e, per il principio d'induzione, gli dovrebbero ap​partenere tutti i numeri naturali e X non potrebbe essere non vuoto, contro l'ipotesi. La contrad​dizione raggiunta prova il teorema.

 TEOREMA. Se ogni sottinsieme non vuoto di naturali ha minimo allora vale il principio d'in​duzione.

 Dimostrazione. Per mostrare che vale il principio d'induzione bisogna far vedere che data una qualsiasi proprietà dei naturali P, se vale P(0) e se per ogni naturale n da P(n) segue P(succ(n)) allora è vero che per ogni naturale n si ha P(n). Negare ciò equivale a dire che c'è una proprietà dei naturali P tale che vale P(0) e anche da P(n) segue P(succ(n)), e questo per ogni naturale n, ma c'è un numero naturale m per cui non vale P(m). Così l'insieme di numeri naturali X={m: non vale P(m)} è non vuoto e, per l'ipotesi fatta, ha minimo, chiamiamolo x. x non può essere 0 perché vale P(0). Allora x dovrà essere un successore, diciamo che x = succ(y). poi​ché y è minore del minimo di X, y non appartiene a X, e per y vale la proprietà P, cioè P(y). Per le ipo​tesi fatte allora vale anche P(succ(y)), cioè P(x), contro l'ipotesi che x appartenga a X. Questa contraddizione conclude la dimostrazione.

 Si era gia' vista, in modo euristico, la tricotomia dell'ordine stretto tra naturali. Ora che si di​spone del principio d'induzione si può dimostrare piu' precisamente che l'ordine stretto introdotto tra i numeri naturali e un ordine stretto totale. Per fare ciò basta dimostrare che per ogni numero naturale n qualunque sia il numero naturale m se n≠m allora o n<m o m<n.

 Così si dimostrerà per induzione che la seguente proprietà di n "qualunque sia il numero naturale m se n≠m allora o n<m o m<n" vale per ogni numero naturale n.

 Se n=0 si sa che ogni altro numero è maggiore di 0, e la base dell'induzione è conclusa.

 Si supponga ora che n=succ(p). Può darsi che m sia p, e in tal caso p<n, come si voleva. Oppure m non è p sicché per ipotesi induttiva o p<m o m<p. Dal primo caso segue che n=succ(p) <m, ma dovendo supporre n≠m si ha che n<m, e anche in questo caso si è raggiunto il risultato. Infine dalla seconda possibilità, segue che m<p<succ(p)=n, cioè m<n, e anche in quest'ultimo caso si è giunti al risultato voluto.

4.4 I NUMERI NATURALI USATI PER DETERMINARE LA QUANTITÀ DI ELEMENTI DI INSIEMI.

 I numeri naturali sono stati costruiti per avere un modo uniforme di determinare quanti elementi ha un insieme. Ora si vuol vedere come utilizzarli appunto per fare ciò, operazione che sarà chiamata contare con numeri naturali. Come si è visto, dato un insieme si inizia con il contarlo, cioè con il considerare i suoi elementi uno dopo l'altro, notando quante volte si ripete l'opera​zione di passaggio a considerare un ulteriore elemento, a partire dal non aver considerato al​cunché, fino ad arrivare ad aver considerato tutti gli elementi dell'insieme. Alla fine di tale pro​cesso si sarà ottenuta una successione di ripetizioni del considerare un ulteriore elemento, che e’ un numero naturale, diciamo n.

 Per arrivare a questa successione n si e’ passati attraverso successioni più corte, a cominciare dalla successione senza alcun elemento, quando non si era ancora considerato alcun elemento. Se l’insieme da contare e’ vuoto considerando la successione vuota si e’ già completato di conside​rare tutti gli elementi dell’insieme, e il conteggio avrà associato all’insieme il numero naturale 0, che e’ la successione vuota di ripetizioni del considerare un ulteriore elemento. Se invece l’insie​me da contare non e’ vuoto, considerando il partire da niente non si sono esauriti gli elementi da considerare, e si sono costruite altre successioni di ripetizioni di considerare un ulteriore elemen​to fintantoché ci sono ulteriori elementi da considerare nell’insieme. Di fatto dalla successione vuota, cioè dal numero 0, si e’ passati alla successione ottenuta considerando una sola considera​zione di un ulteriore elemento, che e’ la successione successore immediato di 0, che e’ stata chia​mata 1, e così via passando da una successione alla prossima mediante l’operazione di successo​re immediato, considerando così tutti i numeri naturali che precedono n: in pratica, ad ogni ripe​tizione del considerare un ulteriore elemento si e’ fatta corrispondere una applicazione dell’ope​razione passaggio all’immediato successore ottenendo via via i vari numeri naturali minori di n. In tal modo si e’ costruita anche una biietività tra gli elementi della successione (del numero na​turale) n e i numeri naturali (le successioni) che precedono n, biiettività che fa corrispondere al​l’ordine nella successione n l’ordine tra i numeri naturali che precedono n; cosicche’ questa bi​iettività e’ un isomorfismo d’ordine tra la successione, che e’ n, con il suo ordine e l’insieme or​dinato dei predecessori di n.

 Così prima si e’ ottenuta una biiettività tra gli elementi dell'insieme e le ripetizioni dell'operazione di passaggio a considerare un ulteriore elemento, che hanno costituito il numero naturale n, e poi una biiettività tra le ripetizioni dell'operazione di considerare un ulteriore elemento, che costituiscono n, e i numeri naturali ottenuti iterando l’operazione di passaggio all’immediato successore, a partire da 0, prima di arrivare al numero naturale n. La composizione delle due biiettività è ancora una biiettività che ad ogni elemento dell'insieme dato associa un numero naturale ottenuto prima di n: questa ultima biiettività è dall'insieme dato all'insieme dei predecessori del numero naturale n. Detto altrimenti, contare con numeri naturali gli elementi di un insieme significa, se è possibile, determinare, usando la procedura appena esposta, un numero naturale n in modo che ci sia una biietività tra i numeri che lo precedono e gli elementi dell'insieme dato. Tale n sarà detto il numero di elementi dell'insieme contato con numeri naturali, si dirà anche che quell'insieme ha n elementi.

 Un insieme è detto finito se può essere contato con numeri naturali, cioè proprio quando si può eseguire la procedura esposta e giungere ad una biiettività tra gli elementi dell'insieme e i numeri naturali che precedono un certo numero naturale n.

 Si dice che un insieme finito ha n elementi se esiste una biiettività tra i suoi elementi e i numeri naturali che precedono il numero naturale n.

 A priori uno potrebbe sospettare che il risultato raggiunto dipenda dalle scelte, via via compiute, di quale elemento considerare. Ma, pur supponendo di aver usato due successioni diverse di scel​te, si mostra che si perviene a due biiettività con i numeri che precedono uno stesso numero natu​rale. La dimostrazione di questo fatto e’ esposte nell’appendice 3.

 Per provare questa affermazione argomentiamo per assurdo, cioè supponiamo che non sia così, e mostriamo che da questa ipotesi (che è la negazione della tesi dell'affermazione) si ottiene una contraddizione, sicché questa ipotesi non può essere accettata, e dovrà valere il suo contrario che è quanto si sta asserendo.

 Così si supponga che ci sia almeno un insieme X per il quale esistono una biiettività a con i nu​meri che precedono un certo numero naturale n ed anche una biiettività b con i numeri che prece​dono un altro numero naturale n', biiettività derivanti da due diversi modi di scegliere il prossimo elemento da considerare. Poiché l'inversa di una biiettività è una biiettività e la composizione di biiettività è una biiettività se il codominio di una è il dominio di quella che si applica alla prima, allora b(a-1) è una biiettività dall'insieme dei numeri che precedono n sull'insieme dei numeri che precedono n'. Si otterrebbe una contraddizione se si dimostrasse che non esistono biiettività dal​l'insieme dei numeri che precedono un certo numero n sull'insieme dei numeri che precedono un diverso numero n'.

 Per dimostrare che non esistono biiettività tra i numeri che precedono un certo numero n e quelli che precedono un diverso numero n', che non è restrittivo supporre maggiore di n, si procede an​cora per assurdo, assumendo come ipotesi la negazione della affermazione appena formulata. Si consideri ora la classe X dei numeri naturali x tali che c'è una biiettività tra l'insieme dei suoi predecessori e l'insieme dei predecessori di un diverso numero naturale maggiore di x. Tale clas​se non è vuota proprio per l'ipotesi d'assurdità appena formulata. Essendo una classe di numeri naturali non vuota, come abbiamo già mostrato, ha primo elemento, indichiamolo con n0. n0 non può essere zero perché in tal caso l'insieme i cui elementi sono numeri che precedono zero non può che essere l'insieme vuoto, e questo non può essere in corrispondenza biiettiva con l'insieme dei numeri che precedono un numero diverso da zero, insieme che non è vuoto. Se n0 non è zero, allora deve essere ottenuto da un altro numero m0 mediante l'operazione di passaggio al succes​sore immediato. In questo caso l'ipotesi d'assurdità che stiamo accettando afferma che c'è una bi​iettiva f dall'insieme dei predecessori del numero n0 (che è succ(m0)) sull'insieme dei numeri che precedono un altro numero n' che sarà maggiore di n0, cosicché anche n' sarà un successore, in particolare successore immediato del numero m' (n'=succ(m')). Evidentemente m'm0, perché, al​trimenti, avrebbero successori uguali, mentre i loro successori sono diversi. Poiché m0 è uno dei numeri che precedono n0, m0 avrà per corrispondente f(m0), un numero che precede n'. Analoga​mente m' è uno dei numeri che precedono n', e m' sarà il corrispondente di un predecessore di n0 e precisamente di f-1(m'). Ora si costruisca una nuova biiezione h nel modo seguente: 

h=f-{(m0,m')}, se f(m0)=m',

h=(f-{(m0,f(m0)),(f-1(m'),m')}){(f-1(m'),f(m0))}, altrimenti.

 h è una biiettività dai predecessori di m0 sui predecessori di m'. Così avremmo trovato un nume​ro m0 (più piccolo di n0) che ha la proprietà che l'insieme dei numeri che lo precedono è in corri​spondenza biiettiva con l'insieme dei numeri che precedono m', un altro numero, sicché anche m0 (che è minore di n0) apparterrebbe alla classe che abbiamo chiamato X, contraddicendo la mini​malità di n0 nella classe X. Questa contraddizione conclude questa seconda dimostrazione, e dunque anche la prima sicché possiamo affermare che, pur considerando due diverse successioni di scelte degli elementi, di un insieme S, da aggiungere ad uno ad uno in corrispondenza dell'o​perazione di passaggio al successore immediato per contare con i numeri naturali quanti sono gli elementi di S, si perviene a due biiettività entrambe, però, con i numeri naturali che precedono uno stesso numero naturale. 

 Da questo risultato segue facilmente che due insiemi equinumerosi, di cui si sa che almeno uno è finito, hanno lo stesso numero di elementi.

 Si è insistito nella dimostrazione di questo risultato ben noto, perché la situazione è ben diversa quando si considerano insiemi non finiti, come si vedrà.

 Gli insiemi con 0 elementi sono quelli che non hanno elementi. Gli insiemi che hanno 1 ele​mento sono quelli in cui c'è un solo elemento (messo in corrispondenza con 0 che è il solo prede​cessore di 1). Se un insieme X ha n elementi, e, aggiungendo a X un altro elemento (non appartenente a X), si ottiene un nuovo insieme Y il nuovo numero di elementi di Y sarà il successore immediato di n. In effetti, nella situazione descritta c'è una biiettività tra gli elementi di X e i predecessori di n, e si può aggiungere all'insieme di coppie ordinate, che è la biiettività considerata, la coppia ordinata che ha come primo elemento l'elemento aggiunto e come secondo elemento il numero n: questo nuovo insieme di coppie ordinate è una biiettività tra gli elementi dell'insieme Y e i predecessori del successore immediato di n. Si è così dimostrato che se si aggiunge un nuovo elemento ad un insieme finito si ottiene ancora un insieme finito.

 Si è già precisato cosa vuol dire che un numero naturale n è minore di un numero naturale m (n< m se m si può ottenere ripetendo almeno una volta l'operazione di passaggio al successore immediato a partire da n). Ora si vuol notare che, se un insieme A ha n elementi e un insieme B ha m elementi e n<m, allora c'è una iniettività da A in B e A avrà un numero di elementi minore od uguale al numero di elementi di B. Infatti tra A e i predecessori di n c'è una biiettività a, la funzione identica id sui predecessori di n è una iniettività da questi nei predecessori di m, e tra questi ultimi e B c'è una biiettività b; così la composizione delle tre b (id (a)) è una iniettività da A in B.
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4.5 L'ADDIZIONE

 E' noto cosa vuol dire fare l'unione di due insiemi, e, ora, anche cosa vuol dire determinare il numero degli elementi dell'unione. Conoscendo i numeri degli elementi degli insiemi su cui si fa l'unione, ci si può porre l'ulteriore problema di determinare il numero di elementi dell'unione senza dover passare attraverso il suo conteggio diretto, ma sfruttando quanto già fatto per otte​nere i numeri noti di elementi dei singoli insiemi.

 Anzitutto si noti che, se un insieme è contenuto nell'altro, l'unione è proprio l'insieme che con​tiene l'altro, e il numero di elementi dell'unione è il numero di elementi dell'insieme contenente l'altro. Se nessuno dei due è contenuto nell'altro, può tuttavia succedere che la loro intersezione non sia vuota. In tale caso l'unione dei due è anche l'unione di uno con il risultato delle sottra​zione dall'altro dell'intersezione dei due, cioè dell'unione di uno con l'insieme degli elementi dell'altro che non sono contenuti nel primo. Così il caso interessante del problema posto è quando si conoscono i due numeri naturali m e n che sono i numeri di elementi di due insiemi disgiunti, ed è proprio in questo caso che si vuol determinare il numero naturale x che è il numero di elementi dell'unione dei due insiemi.

 Si osservi che il numero di elementi dell'insieme unione dipende dai soli numeri m ed n e non dai due particolari insiemi disgiunti uno con m elementi e l'altro con n elementi. Infatti, se A e A' sono due insiemi entrambi con m elementi, e B e B' sono due insiemi entrambi con n elementi con A disgiunto da B e A' disgiunto da B', allora tra i due insiemi AB e A'B' c'è la biiettività che è l'unione della biiettività da A su A' con la biiettività da B su B'. Così sia AB che A'B' hanno lo stesso numero di elementi.

 La funzione che associa ai numeri naturali n e m il numero naturale x come sopra descritto è detta addizione, e viene denotata con il simbolo + (per questa funzione binaria si usa la notazione interposta, sicché quando viene applicata ad una coppia ordinata di numeri naturali n e m si scrive n+m, i numeri naturali n ed m a cui si applica l'addizione vengono detti addendi, e il ri​sultato viene detto la somma di n e m). Determinando questa funzione si risolve il problema e​sposto.

 Ovviamente, se si considera l'unione di un insieme A, di cui si conosce il numero n di elementi, con l'insieme vuoto (il cui numero di elementi è 0, come si sa), l'insieme ottenuto coinciderà con A e il suo numero di elementi sarà ancora n. Con la notazione introdotta si può rappresentare ciò con la scrittura n+0 = n.

 Se si fa l'unione di un insieme A, di cui si conosce il numero n di elementi, con un insieme cui appartiene un solo elemento che non appartiene ad A, si è proprio nel caso già considerato di ag​giunta di un nuovo elemento all'insieme A, e si è visto che l'insieme ottentuto ha succ(n) ele​menti. Con la nuova notazione si può anche scrivere che gli elementi dell'insieme ottenuto sono n+1.

 Se si vuole aggiungere ad un insieme finito A, di cui si conosce il numero n di elementi, non un solo elemento nuovo, ma tanti altri nuovi elementi, diciamo un insieme finito B, disgiunto da A, di cui si conosce il numero m di elementi, per contare il numero x di elementi di AB (e dunque vedere che anche AB è finito) si può partire dal considerare gli elementi di AB considerando prima gli elementi di A, nel modo come erano stati contati per contare A, e poi proseguedo a considerare gli elementi di B nel modo in cui questi erano stati contati. Passando al contare con numeri naturali, dopo aver contato A si continuerà a ripetere l'operazione di passaggio al suc​cessore immediato fino ad esaurire i passaggi di considerare un ulteriore elemento di B. Poiché si sta supponendo che gli elementi di B siano più di uno, il numero di elementi di B sarà maggiore di 0, cioè m è un successore immediato, sia m=succ(p). Allora, per completare il conteggio di AB, bisognerà essere arrivati a considerare ripetutamente il passaggio al successore immediato a partire da n (che è il numero degli elementi di A) per tutti gli elementi di B incluso l'ultimo considerato, lo si chiami u. Per fare ciò si saranno considerati precedentemente tutti gli elementi di B fuorché l'ultimo, cioè gli elementi dell'insieme B-{u}, che ha p elementi. Si sarà, così, prima ottenuto il numero di elementi dell'insieme A(B-{u}) e successivamente aggiunto ancora l'elemento u (AB =(A(B-{u})){u}), riportandosi ad utilizzare un passaggio che si era già studiato. Ciò, con le notazioni introdotte, può essere espresso nel seguente modo: n+m = n+succ(p) = succ(n+p).

 Qualcuno potrebbe dire che l'addizione è caratterizzata dalle proprietà:

n+0=n  

e

n+succ(p)=succ(n +p).

 Quest'ultima osservazione può essere molto utile per calcolare la somma dati due particolari nu​meri n e m. Infatti, se m è 0, la somma è proprio n. Altrimenti m sarà il successore immediato di un altro numero, questo sia m' (m=succ(m')), sicché n+m=succ(n+m'); a sua volta o m' è 0, e si può concludere il conteggio, oppure m', non essendo 0, è il successore immediato di un numero naturale, sia m", e si può affermare che n+m=succ(n+m')=succ(succ(n+m")); e così via fin tanto che, di predecessore immediato in predecessore immediato di m, non si arriva a 0. Allora, applicando ad n tutte le operazioni di passaggio al successore indicate nella scrittura finale a cui si perverrà, si ottiena la somma n+m. In questa argomentazione si è dato per scontato che partendo da un numero naturale e considerando via via i suoi predecessori immediati si arriva a 0. Di fatto è così perché altrimenti i predecessori a cui non si giungerebbe considerando via via i predecessori immediati costituirebbero un insieme induttivo
 incluso propriamente nell'insiseme dei naturali contro la scelta che i numeri naturali siano il minimo insieme induttivo.

 Attenzione però che il metodo di conteggio della somma di specifici addendi facente ricorso ai predecessori immediati, come è stato delineato, dovendo far ricorso al un processo di lunghezza indeterminata, a meno che non si fissi definitivamente il numero da aggiungere, non è la defini​zione della funzione addizione, addirittura non è una buona definizione esplicita. Infatti una buo​na definizione esplicita prevede di dar significato ad una parola che si introduce (nel nostro caso "addizione") facendo ricorso ad una spiegazione che utilizza altre parole dal significato già noto. Nel caso in esame, invece, per definire l'addizione applicata ai numeri n e succ(p) si fa ricorso al​la stessa nozione di addizione applicata ai numeri n e p, e p è minore di succ(p). E' pur vero che essa ora è applicata a numeri e che non sono esattamente quelli di prima, ma comunque si deve conoscere il significato della parola addizione se si vuol cogliere quanto viene affermato in quel​la che vorrebbe essere una definizione proprio della nozione di addizione.

 Questo modo di procedere, che ora si è visto nel tentativo di definire l'addizione, è adottato molto spesso in varie situazioni e viene chiamato definizione per induzione. La definizione per induzione è qualcosa di molto diverso da una dimostrazione per induzione di cui si è già parlato. 

 Ora si cercherà di presentare nella sua generalità il metodo di definizione per induzione, non so​lo nel caso particolare del tentativo di definizione dell'addizione. Una definizione per induzione di una nozione è una illustrazione di quella nozione fatta precisandola in un caso particolare ed esprimendola nel caso più generale mediante una spiegazione che fa uso della stessa nozione ma applicato a dei valori più vicini al caso particolare. Per lo stesso motivo per cui non è una defini​zione nel caso dell'addizione, anche nella sua generalità la definizione per induzione non può es​sere accettata come una definizione esplicita, poiché usa sè stessa nella propria spiegazione.

 Come giustificare allora questo metodo spesso usato in matematica?

 Le due affermazioni che indicano   

1) come si presenta la nozione in un caso particolare (in genere in corrispondenza del valore 0), e 

2) come, nel caso generale, si spiega la nozione utilizzando la nozione stessa ma relativamente a valori più vicini a quelli del caso particolare (in genere supponendo di conoscerla per un certo numero naturale n, e volendola spiegare relativamente al numero naturale succ(n), n è più vicino a 0 di succ(n) ),

possono essere considerate come proprietà importanti del concetto che si vorrebbe definire. La prima affermazione viene detta base della definizione per induzione, e la seconda viene detta passo della definizione per induzione. Se ci fosse una dimostrazione che è unico il concetto che soddisfa le due affermazioni, queste lo determinano e si potrebbero considerare come una defi​nizione (anche se effettivamente non lo sono) perché direbbero esattamente cosa è cio’ di cui si vuole trattare
: si parla appunto di definizione induttiva. Ma la frase precedente inizia con un es​senziale se; c'è davvero una tale dimostrazione di unicità? Di fatto si può dimostrare, ma qui non lo faremo, che, se si accetta che le caratterizzazioni mediante definizioni per induzione dell'addi​zione e della moltiplicazione (operazione che sarà introdotta più avanti) individuino univoca​mente queste funzioni binarie, allora anche le altre nozioni sui numeri naturali caratterizzate me​diante una definizione per induzione sono univocamente determinate. Così si accetta che le ca​ratterizzazioni mediante definizione induttiva dell'addizione e della moltiplicazione siano soddi​sfatte rispettivamente dalle sole funzioni addizione e moltiplicazione (che sono le funzioni che si intendono caratterizzare), e, di conseguenza, si accetta anche la correttezza del metodo di defini​zione per induzione, che è molto usato in matematica.

 Ci si potrebbe domandare come mai tutti questi problemi se in qualche modo si era definita la funzione binaria addizione fin dall'inizio quando si è detto che n+m rappresenta il numero di e​lementi dell'unione di due insiemi disgiunti il primo con n elementi e l'altro con m elementi. Ma tale definizione richiede di considerare degli insiemi di precisate numerosità, e non solo i nume​ri, e fa ricorso alla nozione di unione tra insiemi che porta fuori dal sistema dei numeri naturali. Inoltre prevede di contare gli elementi dell'insieme unione senza utilizzare il fatto che si erano già contati gli elementi degli insiemi sui quali si fa l'unione. La definizione induttiva di addizio​ne, nonostante le problematiche notate, consente di superare queste due difficoltà restando com​pletamente interna ai numeri naturali e sfruttando i numeri dati per arrivare al numero che è la somma. Si noti che la definizione induttiva è stata costruita in modo che rappresenti esattamente la stessa funzione addizione che conta il numero degli elementi di un insieme unione di due in​siemi disgiunti che hanno le numerosità date.

Poiché si era definita la relazione d'ordine naturale tra i numeri naturali stipulando che n<m se e soltanto se m si può ottenere ripetendo l'operazione di passaggio al successore immediato alme​no una volta a partire da n, ora che si è introdotta l'addizione, che comporta una iterazione di ap​plicazioni della funzione passaggio al successore immediato, si può riformulare la stessa defini​zione affermando, in modo equivalente, che n<m se e solo se esiste un numero naturale c mag​giore di zero tale che n+c=m.

 Per contare gli elementi dell'insieme unione di due insieme disgiunti A e B con rispettivamente n e m elementi, invece di aggiungere uno ad uno gli elementi dell'insieme finito B a quelli del​l'insieme finito A, si sarebbe potuta ottenere la somma di n e m aggiungendo uno alla volta gli n elementi del primo insieme agli altri m elementi del secondo insieme. Con la notazione introdot​ta il numero totale degli elementi sarebbe stato m+n. Poiché il numero totale degli elementi (in​dipendente dall'ordine in cui vengono considerati, come si è visto) è lo stesso dal momento che le notazioni AB e BA denotano lo stesso insieme, si può affermare che, affinché i numeri rap​presentino correttamente l'esperienza del contare, dovrà essere m+n=n+m, qualunque siano i nu​meri naturali n e m, perché non si è limitata in alcun modo la scelta dei numeri n e m. La pro​prietà che, per ogni coppia ordinata di numeri naturali n e m, n+m=m+n viene detta proprietà commutativa dell'addizione.

 Vogliamo mostrare che effettivamente l'addizione di numeri naturali, così come definita per in​duzione, è commutativa. Questa dimostrazione è dovuta, e non è una ripetizione di quanto appena osservato, perché, in quanto detto sopra, si esprime ciò che ci si attende dall'addizione tra numeri naturali se essa deve fornire la quantità di elementi di un insieme, che è l'unione di due insiemi disgiunti ciascuno con tanti elementi quanti sono indicati dal relativo addendo. Inoltre si richiedeva di aggiungere ad uno ad uno gli elementi questa volta del primo insieme, operazione che ha senso solo se riferita ad uno specifico numero n, per cui si può arrivare alla conclusione solo relativamente ad uno specifico numero naturale e non per tutti i numeri naturali. Finora si è solo fatto vedere che la commutatività è una proprietà auspicabile per l'addizione definita indutti​vamente.

 Anzitutto si mostra, per induzione su n, che per ogni numero naturale n si ha che n=0+n. Infatti, banalmente, quando n è 0 si ha 0=0+0, e ciò mostra la base della dimostrazione per induzione; mentre quando n è del tipo succ(p), supponendo che p=0+p (come si deve fare per applicare il metodo di dimostrazione per induzione), si ha che, da una parte dell’uguaglianza si ha succ(p), e, dall'altra 0+succ(p) = (per il passo della definizione induttiva di addizione) succ(0+p) = (per l'i​potesi induttiva) succ(p), sicché succ(p) = 0+succ(p), e questo mostra il passo della dimostrazio​ne per induzione. Avendo dimostrato sia la base che il passo della dimostrazione per induzione si può concludere con la correttezza dell'affermazione che per ogni numero naturale n si ha n=0+n, proprio in virtù della validità della dimostrazione per induzione. Poiché, per la base della defi​nizione induttiva di addizione, si sa che n+0=n, il risultato precedente permette di affermare che n+0 = 0+n per ogni numero naturale n. Si noti che questa ultima affermazione costituisce la base della dimostrazione per induzione della commutatività dell’addizione.
 Poi si mostra, per induzione su n, che, per ogni numero naturale q, succ(q)+n = succ(q+n). In​fatti, se n=0 allora, per la base della definizione per induzione di addizione, succ(q)+0=succ(q) = succ(q+0); mentre se n è succ(p), allora succ(q)+n = succ(q)+succ(p) = (per il passo della de​finizione induttiva di addizione) succ(succ(q)+p) = (per ipotesi induttiva) succ(succ(q+p)) = (per il passo della definizione induttiva di addizione) succ(q+succ(p)) = succ(q+n). Avendo di​mostrato sia la base che il passo della dimostrazione per induzione possiamo concludere con la correttezza dell'affermazione che per ogni numero naturale n si ha succ(q)+n=succ(q+n), proprio in virtù della validità della dimostrazione per induzione.

 Finalmente si mostra la proprietà commutativa dell'addizione, ancora mediante una dimostra​zione per induzione su m dell'affermazione che, per ogni m, m+n=n+m. Per mostrare la base della dimostrazione per induzione si deve considerare il caso in cui m=0 e far vedere che allora, per ogni numero naturale n, 0+n=n+0, ma questa è la conclusione della prima delle due dimo​strazioni precedenti. Passando allora a mostrare il passo della dimostrazione per induzione, si considera il caso in cui m sia un successore, sia m=succ(q), e, si suppone che valga la proprietà commutativa per q, cioè si suppone che, per ogni numero naturale n, q+n=n+q. Allora succ(q)+n = (per il secondo risultato precedente) succ(q+n) = (per l'ipotesi d'induzione) succ(n+q) = (per il passo della definizione per induzione di addizione) n+succ(q). Avendo dimostrato sia la base che il passo della dimostrazione per induzione possiamo concludere con la correttezza dell'afferma​zione che m+n=n+m qualunque siano n e m, proprio in virtù della validità della dimostrazione per induzione, come si voleva. 

 L'addizione può essere ripetuta per rappresentare ad esempio la seguente situazione: dopo aver aggiunto gli m elementi di un insieme B ad un insieme A che ne aveva n, con A disgiunto da B, si possono voler aggiungere ancora i q elementi di un terzo insieme C disgiunto dai precedenti, e voler sapere il numero totale degli elementi. Per fare ciò devono prima sommare n e m ed ottene​re un numero n+m, e poi sommare q al risultato n+m ottenuto, cioè fare (n+m)+q. Ma è ovvio che si dovrebbe ottenere lo stesso risultato se si aggiungono agli n elementi dell'insieme A sia gli elementi dell'insieme B che gli elementi dell'insieme C, e gli elementi dell'insieme BC sono m+q. Ci si aspetta questa uguaglianza poiché (AB)C=A(BC). Cioè si dovrebbe ottenere ancora lo stesso risultato se prima si sommano m e q ottenendo m+q e poi si somma m+q ad n. Perciò si può affermare che (n+m)+q =n+(m+q). Si conclude che, affinché i numeri naturali rap​presentino correttamente l'esperienza del contare, qualunque siano i numeri naturali n, m e q, do​vrà essere (n+m)+q=n+(m+q), dove le parentesi indicano la precedenza di esecuzione tra le addi​zioni. La proprietà dei numeri naturali che qualunque sia la terna ordinata di numeri naturali n, m e q si abbia (n+m)+q=n+(m+q), è detta proprietà associativa dell'addizione.

  Si vuole mostrare che effettivamente l'addizione di numeri naturali, così come definita per indu​zione, è associativa.

 Ancora si dimostra per induzione su q che, per ogni coppia di numeri naturali m e n, (n+m)+q= n+(m+q). Per far vedere la base della dimostrazione per induzione, si assume che q sia 0, allora (n+m)+0 = (per la base della definizione per induzione di addizione) n+m = (per lo stesso moti​vo) n+(m+0), che è quanto la base afferma. Per il passo si assuma che q sia succ(p) e l'ipotesi in​duttiva (n+m)+p = n+(m+p), allora (n+m)+q = (n+m)+succ(p) = (per il passo della definizione induttiva di addizione) succ((n+m)+p) = (per ipotesi induttiva) succ(n+(m+p)) = (ancora per il passo della definizione induttiva di addizione) n+succ(m+p) = (per lo stesso motivo) n+(m+ succ(p)) = n+(m+q). Cioè si è dimostrato che, qualunque siano i numeri naturali m e n, si ha che (n+m)+succ(p) = n+(m+succ(p)) che è quanto afferma il passo. Avendo dimostrato sia la base che il passo della dimostrazione per induzione si può concludere con la correttezza dell'afferma​zione che (n+m)+q=n+(m+q) qualunque siano n, m e q, proprio in virtù della validità della dimo​strazione per induzione, come si voleva.

 Poiché, dunque, è indifferente l'ordine con cui vengono eseguite le addizioni successive, quando si dovranno fare più addizioni non sempre si metteranno le parentesi che indicano quali addizioni eseguire prima. Così invece di (n+m)+q si potrà anche scrivere n+m+q, oppure invece di (n+ (m+q))+(p+r) si potrà anche scrivere n+m+q+p+r.

 Si supponga che n sia un numero naturale minore del numero naturale m, n < m. Allora n+q < m+q qualunque siano i numeri naturali n, m, q. Infatti, per induzione su q, se q è 0 allora n+0 = n < m = m+0; mentre se q è succ(p), per ipotesi induttiva n+p < m+p, e allora n+q = n+succ(p) = (per il passo della definizione induttiva di addizione) succ(n+p) < (poiché per ipotesi induttiva n+p < m+p e la funzione succ preserva l'ordine) succ(m+p) = m+succ(p) = m+q. Avendo dimostrato sia la base che il passo della dimostrazione per induzione si può concludere con la correttezza dell'affermazione che se n < m, allora n+q < m+q qualunque siano i numeri naturali n, m e q, come si voleva, proprio in virtù della validità della dimostrazione per induzione.

Viceversa, se n+q<m+q allora n<m perché non può essere altrimenti: infatti se fosse n=m allora sarebbe anche n+q=m+q, mentre se fosse n>m sarebbe anche n+q>m+q, per quanto si è da poco visto, contro l'ipotesi.

 Se i numeri naturali n,m,q,p sono tali che n<m e q<p, e’ facile mostrare che n+q<m+p. Infatti da n<m segue che n+q<m+q, e da q<p segue m+q<m+p, sicche’, per la transitività della relazione d’ordine, n+q<m+p.

 In particolare dal risultato precedente segue che n+n<m+m.

4.6 LA MOLTIPLICAZIONE.

 Può capitare di voler calcolare il numero degli elementi dell'unione di n insiemi disgiunti cia​scuno dei quali ha m elementi, cioè il numero degli elementi di X, dove X è un insieme di n e​lementi X0,...,Xn-1, (X = {X0,...,Xn-1}) ciascuno dei quali è disgiunto dagli altri e ha m elementi. Ciò può capitare, ad esempio, quanto si vogliono contare gli elementi di un insiemi consideran​doli non uno alla volta, ma per gruppi, tutti di un ugual numero di elementi (volte si fa così per facilitare eventuali controlli sul conteggio). Si vuole allora definire una operazione che fornisca il numero degli elementi di X a partire dai numeri naturali m, che è il numero degli elementi di ciascun insieme appartenente a X, e n, che è il numero di tali insiemi che sono elementi di X. Af​finché la nozione non abbia limiti nella sua applicabilità, si considerano, com'è naturale, anche il caso che X sia costituito da un solo insieme con m elementi, e allora X avrà pure m elementi, e il caso che X sia vuoto, cioè non abbia elementi che siano insiemi con m elementi, e allora X a​vrà zero elementi. L'operazione che si vuole introdurre viene chiamata moltiplicazione di due nu​meri naturali; in particolare si possono moltiplicare il numero m per il numero m e il risultato ot​tenuto si chiama prodotto di m per n e si indica con mn, oppure con m•n, o anche con mn. I due numeri m e n vengono detti fattori.

 Si noti che sono stati usati dei puntini in alcune delle notazioni precedenti; saranno usati anche in seguito e si sarebbero potuti usare anche prima. Ovviamente i puntini non dicono chi sono gli elementi che non vengono precisati, ma solo abbreviano una scrittura il cui significato deve esse​re conosciuta per altra via. Nei casi precedenti, il numero n è essenziale per conoscere quale scrittura è abbreviata dai puntini, così n deve essere un numero fissato. Dunque si è detto, fissato un certo numero naturale n, cosa vuol dire moltiplicare un qualsiasi numero naturale m per n, e non si e’ detto, data una qualsiasi coppia ordinata di numeri naturali m e n, cos'è la moltiplicazio​ne del primo per il secondo. Si noti come n ha sia il ruolo di un fattore, sia il ruolo di indicare quanto è lunga l'espressione che definisce il prodotto, sicchè si trova su due livelli linguistici di​versi: quando indica il fattore e’ all’interno del linguaggio per la struttura dei numeri naturali che si sta sviluppando, mentre quando indica quanto è lunga l’espressione è nel metalinguaggio. Tut​tavia si vorrebbe affermare che, anche in questa situazione ambivalente, n è un qualsiasi numero naturale, per cui davvero si è definita la moltiplicazione per tutte le coppie ordinate di numeri na​turali. Per poter sostenere che n è un qualsiasi numero naturale bisognerebbe che le seguenti due nozioni 

1) la nozione di numero naturale di cui si sta cercando di parlare, e 

2) la nozione di numero naturale adoperata all'esterno del linguaggio usato per parlare dei numeri naturali per determinare la lunghezza delle affermazioni usate (che non può essere data dai puntini) 

coincidessero, o, come si dice in logica, la nozione fosse assoluta. (Questo tipo di difficoltà era​no presenti anche nella definizione di addizione, ma non sono emerse così apertamente perché lì, adottando un'esposizione che non ha fatto uso dei puntini, ma dell' "e così via", si e’ voluto sotta​cere il problema).

 Ovviamente si vorrebbe che la risposta fosse si, perché così quello che si può descrivere nel lin​guaggio corrisponderebbe a quello che si intende, sicché si riuscirebbe a parlare con precisione dei singoli numeri naturali. Proprio per raggiungere tale obiettivo si è fatta la scelta che l'insieme dei numeri naturali sia il minimo insieme induttivo, quello che contiene solo ciò che si può di​chiarare che sia un numero naturale. Infatti la collezione degli elementi di un insieme induttivo dei quali si può descrivere esplicitamente (mediante un linguaggio che riesce a indicare lo zero e la funzione di immediato successore) il processo di raggiungimento, a partire da zero, ripetendo l’operazione di passaggio al successore immediato devono per forza appartenere a qualsiasi in​sieme induttivo, e la loro collezione costistuisce già un insieme induttivo, che per forza è il mini​mo. Così, l'aver scelto che i naturali siano il minimo insieme induttivo fa si che i simgoli naturali siano elementi che possono essere descritti in modo assoluto con il linguaggio, e ciò permette di dire che si e’ scelto, dal di fuori, che le due nozioni sopra specificate includano gli stessi elemen​ti. Si noti che non e’ necessario che nel metalinguaggio sia sviluppata la nozione di numero naturale, ma e’ sufficiente che si possano ricordare le iterazioni di un’operazione compiute in successione fino al termine delle ripetizioni di quella operazione.

 Proprio per evitare le difficoltà che sono sorte dal voler precisare l'uso improprio dei puntini, si vuole vedere come deve essere definita la funzione binaria moltiplicazione sui numeri naturali in modo che permetta di contare gli elementi di X.

 Proprio dalle esigenze presentate, segue che, nel caso particolare che n sia 0 e, dunque, X vuoto, l'insieme X è vuoto, come si è già visto quando è stato definito, sicché, in tal caso, il numero dei suoi elementi è zero. Così la moltiplicazione dovrà essere tale che m0=0.

 Se invece n non è zero allora n è il successore immediato di un altro numero k (n=succ(k) ). Per contare il numero degli elementi di X, si può pensare di contare prima il numero degli elementi di Y, dove Y è costituito dagli elementi di X fuorché da Xn-1 (che è Xk), Y = {X0, ... , Xk-1}, e di aggiungere ad esso il numero degli elementi di Xn-1, dal momento che X = (Y)Xn-1, e che Xn-1 è disgiunto da Y. Poiché l'addizione, che è già stata introdotta, è proprio l'operazione che ci permette di ottenere il numero degli elementi di X conosciuti il numero di elementi di Y e il numero m di elementi di Xn-1, per ottenere il numero di elementi di X serve determinare il numero degli elementi di Y. Questo dovrebbe essere rappresentato dal risultato dell'operazione prodotto applicata allo stesso numero m di elementi di ciascuno degli insiemi, a due a due di​sgiunti, che appartengono a Y, e al numero degli elementi di Y che è k, il numero di cui n è il successore immediato. Così si può concludere che mn = msucc(k) = (mk)+m.

 Come già osservato analogamente per l'addizione, le due condizioni m0 = 0 e msucc(k) = (mk)+m non sono una definizione della funzione binaria moltiplicazione, ma delle condizioni che questa deve soddisfare. Se queste condizioni fossero soddisfatte da una sola funzione binaria sui numeri naturali, queste condizioni caratterizzerebbero univocamente la funzione e potrebbero sostituire la definizione. Si osservi che queste condizioni rispettano lo schema delle definizioni per induzione, come è già stato presentato. Ma, è già stato detto che tale schema indica univoca​mente una funzione se gli schemi per l'addizione e per la moltiplicazione indicano univocamente una funzione. Diventa allora importante assumere che le due condizioni m0 = 0 e msucc(k) = (mk)+m individuano univocamente la funzione binaria che viene chiamata moltiplicazione. Sic​ché si può concludere che la moltiplicazione è una funzione binaria sui numeri naturali, da indi​carsi col simbolo , che soddisfa le condizioni m0 = 0 e msucc(k) = (mk)+m e che si suppone esistere ed essere unica.

 Dalla caratterizzazione della moltiplicazione segue immediatamente che per ogni numero natu​rale m si ha che m1=m. Infatti, essendo q = succ(0), m1 = msucc(0) = (per il passo della defi​nizione di moltiplicazione) (m0)+m = (per la base della definizione di moltiplicazione) 0+m = (per un risultato visto sull'addizione) m, come volevasi dimostrare. Il risultato ottenuto è spesso ricordato dicendo che il numero 1 è l'elemento neutro della moltiplicazione: infatti moltiplicando un numero per 1 si ottiene il numero stesso.

 Il numero totale di elementi degli n insiemi, ciascuno con m elementi, si può ottenere anche contando gli elementi in quest'altro modo: si prende un elemento per ciascuno degli n insiemi ot​tenendo così n elementi; poi si prende un secondo elemento per ciascuno degli n insiemi, altri n elementi, n+n in totale fino ad ora; e si prosegue in questo modo fino all'esaurimento degli m e​lementi in ciascun insieme. Così per contare tutti gli elementi degli n insiemi dovremo sommare n a sé stesso m volte, cioè calcolare nm. Sicché, se la moltiplicazione tra numeri naturali è dav​vero in grado di rappresentate il numero degli elementi degli insiemi descritti, dovrà succedere che nm = mn qualunque siano i numeri m e n, perché erano stati presi ad arbitrio. Questa au​spicata proprietà della moltiplicazione di numeri naturali, cioè il fatto che nm = mn qualunque siano m e n, viene detta proprietà commutativa della moltiplicazione.

 Di fatto la moltiplicazione tra numeri naturali (cioè quella funzione binaria che supponiamo esi​stere ed essere unica che soddisfa le due condizioni sopra esposte) è commutativa, e lo si dimo​stra proprio sfruttando le caratteristiche accettate di questa funzione.

 Dal momento che la funzione binaria moltiplicazione è stata definita per induzione, sarà natura​le cercare di dimostrare per induzione che è commutativa. Per sviluppare questa dimostrazione è opportuno premettere due lemmi
,

 Lemma 1. Per ogni numero naturale n risulta che 0n=0.

 Infatti, per induzione su n, se n=0 si ha 00=0 e la base è mostrata; mentre per il passo si argo​menta così: se n0 allora n=succ(k), per un certo numero naturale k, e 0n = 0succ(k) = (per definizione induttiva di moltiplicazione) (0k)+0 = (sfruttando l'ipotesi induttiva che vuole 0k = 0) 0+0 = 0.

 Lemma 2. Per ogni coppia di numeri naturali m e n, succ(m)n = (mn)+n.

 Ancora, per induzione su n, si dimostra che, per ogni numero naturale m, succ(m)n = (mn)+ n. Infatti, se n=0 si ha succ(m)0 = 0 = (m0)+0 (a causa delle basi delle definizioni induttive di moltiplicazione e addizione) e la base di questa dimostrazione è mostrata; mentre per il passo si argomenta cosi: se n0 allora n=succ(k), per un certo numero naturale k, e succ(m)succ(k) = (per il passo della definizione induttiva di prodotto) (succ(m)k)+succ(m) = (per il fatto che succ(m)k = (mk)+k come vuole l'ipotesi induttiva) ((mk)+k)+succ(m) = (per il passo della de​finizione per induzione di addizione) succ(((mk)+ k)+m) = (per la associatività e commutatività dell'addizione) succ(((mk)+m)+k) = (per il passo della definizione di prodotto) succ((m succ(k))+k) = (per il passo della definizione per induzione di addizione) (msucc(k))+succ(k) = (mn)+n, come volevasi mostrare. 

 Con questi risultati si può dimostrare agilmente che, qualunque siano i numeri m e n, nm = mn (propietà commutativa della moltiplicazione), ancora per induzione questa volta su m. Per mostrare la base, si osservi che, quando m=0, da una parte m0 = 0 per definizione induttiva di moltiplicazione, mentre dall'altra anche 0m = 0, questa volta grazie al lemma 1. Per mostrare il passo di questa dimotrazione, supposto m0, sicché deve essere m=succ(k) per un certo numero naturale k, si deve far vedere che, per ogni n, se nk = kn allora nsucc(k) = succ(k)n. Di fatto  si osserva che nm = nsucc(k) = (per definizione induttiva di moltiplicazione) (nk)+n = (per i​potesi induttiva) (kn)+n = (in virtù dell lemma 2) succ(k)n = mn, come volevasi. Invocando il principio d'induzione si può concludere che vale la proprietà commutativa della moltiplicazione

 Si è visto che, se m è il numero degli elementi di ciascuno degli n insieme A0, A1, ..., An-1 tra loro a due a due disgiunti, allora mn è il numero di elementi dell'insieme A0A1...An-1 = {A0,A1,...,An-1}. mn è anche il numero degli elementi dell'insieme A0{0,1,...,n-1}.

 Infatti si mostra che A0{0,1,...,n-1} è equinumeroso all'insieme A0A1...An-1. Anzitutto, ciascuno degli insiemi A0, A1, ..., An-1 ha m elementi, cioè per ogni insieme Ai, i{0,1,.., n-1}, c'è una corrisponenza biiettiva che associa ad ogni elemento di Ai un numero naturale j minore di m; chiamiamo aij l'elemento di Ai a cui è associato il numero naturale j. Ora notiamo che la corrispondenza i che associa all'elemento aij di Ai la coppia ordinata (a0j,i) è una biiettività da Ai in A0{i} e che, per ogni i e j con ij, sia AiAj =  che A0{i}A0{j} = , sicché, unendo le i, per i<n, si ottiene una biiettività  = {i: i<n} da A0A1...An-1 su A0{0,1,...,n-1}, e, pertanto, questi due insiemi sono equinumerosi. Più in generale, se A è un insieme con m ele​menti e B è un insieme con n elementi, allora l'insieme AB è equinumeroso all'insieme A{0,1,...,n-1} poiché f={((a,b),(a,f1(b))): aA e bB}, dove f1 è una biiettività da B su {0,1,...,n-1}, è una biiettività tra i due insiemi dati; così anche l'insieme AB avrà nm elementi.

 Quando si calcola il prodotto di due numeri naturali, m e n, uno di questi, m, potrebbe essere a sua volta una somma, sia m=a+b. In tale caso, oltre al modo ovvio di ottenere il risultato ese​guendo prima la somma a+b (supponendo che a+b=m) e quindi moltiplicando il risultato m per n, c'è un altro modo equivalente di procedere. Infatti mn significa sommare m a sé stesso n volte, e, poiché m=a+b, ciò equivale a sommare a+b con sé stesso n volte, cioè

 (a+b)+(a+b)+...+(a+b)

 (((((((((
          n volte.

 Ma, per le proprietà associativa e commutativa della somma applicate ripetutamente, cioè equi​vale a 

 (a+a+...+a) + (b+b+...+b)

(((((  (((((
     n volte          n volte,

 cioè equivale a (an)+(bn).

 Si noti come nella dimostrazione appena terminata a e b abbiamo un ruolo diverso da n: a e b rappresentano arbitrari numeri naturali sui quali si opera, mentre n è a un livello linguistico di​verso e rappresenta dal di fuori quante volte si ripete l'operazione di addizione. Si potrebbe preci​sare il risultato ottenuto dicendo che fissato n, per ogni coppia di numeri naturali a e b  (a+b)n = (an)+(bn), ma invece si vorrebbe concludere che per ogni terna di numeri naturali a, b, n vale (a+b)n = (an)+(bn), che è detta la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto all'addi​zione. Si potrebbe sostenere che quando si è fissato n questo era un qualsiasi numero naturale e che pertanto il risultato è proprio quello che si desiderava. Tuttavia bisogna osservare che il nu​mero naturale n fissato è un numero di ripetizioni che deve essere raggiungibile utilizzando ripe​tizioni nel linguaggio, quindi dal di fuori della struttura dei numeri natualli. Dunque la dimostra​zione sarebbe completa se i numeri naturali fossero esattamente quelli raggiungibili con ripeti​zioni nel linguaggio. Ma nella scelta che i numeri naturali siano proprio il minimo insieme indut​tivo si è stabilito esattamente ciò. Sappiamo, inoltre, che la caratteristica dei numeri naturali di essere il minimo insieme induttivo equivale esattamente al principio di induzione. 

 Sicché per mostrare che vale la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto all'addizione anche nella teoria dei naturali che si sta costruendo, si esegue una dimostrazione, per induzione su n, che per ogni coppia di numeri naturali a e b, (a+b)n = (an) +(bn). Se n=0 allora eviden​temente (a+b)0 = 0 = 0+0 = (a0)+(b0), e ciò prova la base della dimostrazione per induzione. Se invece n0 allora n=succ(k), per qualche numero naturale k, e si ha (a+b)n = (a+b)succ(k) = ((a+b)k)+(a+b) = (poiché si sta assumendo (a+b)k=(ak)+(bk) che per ipotesi induttiva) ((ak)+(bk))+(a+b) = (per l'associatività e la commutatività dell'addizione) ((ak)+a)+((bk))+ b) = (asucc(k))+ (bsucc(k)) = (an)+(bn). Si è così concluso il passo della dimostrazione in​duttiva, e, per il principio di induzione, si è provata la distributività della moltiplicazione rispetto all'addizione di numeri naturali.

 E' chiaro che le espressioni (a+b)(c+d), ((a+b)c)+d, a+(bc)+d, a+(b(c+d)) non sono tra loro equivalenti, nel senso che non indicano sempre lo stesso numero una volta scelti i numeri naturali a,b,c,d. Perciò è importante l'uso delle parentesi per indicare quale operazione va ese​guita prima di un'altra. Tuttavia, per non appesantire troppo la notazione con un numero ecces​sivo di parentesi, se ne evitano alcune convenendo che, quando non è indicato altrimenti dalle parentesi, prima vanno eseguite le moltiplicazioni e poi la addizioni.

 Come per l'addizione, anche per la moltiplicazione può capitare di voler ripetere l'operazione per determinare il numero di elementi di un insieme ottenuto, ad esempio, nella seguente situa​zione: ci sono 3 insiemi disgiunti A, B e C ciascuno dei quali ha 4 elementi (siano A0, A1, A2, A3 gli elementi di A; B0, B1, B2, B3 quelli di B e C0, C1, C2, C3 quelli di C) e ciascuno di questi elementi è un insieme disgiunto dagli altri che ha 2 elementi, ci saranno 24, cioè 8, elementi sia in A1A2A3A4=A che in B1B2B3B4=B che in C1C2C3C4=C, e ci saranno (24) 3, cioè 83, elementi in (A)(B)(C), che è l'insieme di cui si vuole determinare il numero di elementi.

 In generale, si può voler considerare il prodotto di due numeri, mn, e poi voler moltiplicare il risultato per un altro numero p, cioè cercare (mn)p. Considerando il prodotto come somma ri​petuta, questo si può indicare così:

 (m+m+...+m)+(m+m+...+m)+...+(m+m+...+m)

(((((      (((((          (((((
    n volte                n volte                     n volte

(((((((((((((((((((
                           p volte

 somma di p ripetizioni di somme di n addendi.

 Poiché l'addizione è associativa, non importa l'ordine delle somme indicate, ed in effetti si sta sommando m a sé stesso np volte, cioè si sta determinando m(np). Così si è visto che, dati m, n e p, si vorrebbe che m(np) = (mn)p, ma, come per n nel caso della distributività del pro​dotto rispetto all'addizione, anche qui non si è esibita un'unica prova che qualunque siano i nu​meri m, n ed p, si ha che m(np) = (mn)p, che sarebbe la proprietà associativa della moltipli​cazione di numeri naturali. Infatti anche in questo caso si è dimostrato che fissati i numeri natu​rali indicati da n e p, per ogni numero naturale m vale l'ugualglianza m(np) = (mn)p.

 Così, come prima, per dimostrare l'associatività della moltiplicazione, si dimostra per induzione sul numero naturale p che per ogni coppia di numeri naturali m e n si ha che m(np) = (mn)p. Se p=0 allora evidentemente m(n0) = m0 = 0 = (mn)0, e ciò prova la base della dimostra​zione per induzione. Se invece p0 allora p=succ(k), per qualche numero naturale k, e da una parte m(np) = m(nsucc(k)) = m((nk)+n), mentre dall'altra (mn)p =(mn)succ(k) = (mn)k+(mn) = (in base all'ipotesi induttiva m(nk)=(mn)k) (m(nk)) +(mn). Se si dimo​strasse che (m(nk))+(mn) = m((nk)+n) si sarebbe concluso il passo della dimostrazione in​duttiva, e, per il principio di induzione, si sarebbe provata l'associatività della moltiplicazione tra numeri naturali. Ma il risultato che voluto è una immediata conseguenza della commutatività della addizione e della moltiplicazione e della distributività della moltiplicazione rispetto all'ad​dizione: infatti m((nk)+n) = (per la commutatività della moltiplicazione) ((nk) +n)m = (per la distributività della moltiplicazione rispetto all'addizione) ((nk)m)+ (nm) = (ancora per la commutatività della moltiplicazione) (m(nk))+(mn), che è ciò che si voleva.

 Si è già visto che se uno dei due numeri naturali n o m è 0, allora il prodotto nm=0. Si vuole ora mostrare che vale anche il viceversa, cioè se il prodotto nm=0 allora almeno uno dei due numeri n o m è 0. Di fatto si mostra la contronominale, ovvero, se sia n che m sono diversi da 0 allora anche il prodotto nm è diverso da 0. Infatti se sia n che m non sono 0 allora entrambi so​no dei successori immediati di qualche numero naturale, siano n=succ(k) e m=succ(h). Ma allora nm = succ(k) succ(h) = (per il passo della definizione induttiva di moltiplicazione) (succ(k) h)+succ(k) = (per il passo della definizione induttiva di addizione) succ((succ(k)h)+k), che, es​sendo il successore immediato di un numero naturale, non può essere 0, come volevasi dimostra​re.

 Si supponga che il numero naturale c sia maggiore di 0. Allora a < b se e solo se ac < bc con a e b numeri naturali qualsiasi. La direzione “se a < b allora ac < bc” discende dal fatto che, se a < b allora, per come è stata caratterizzata attraverso l’addizione la relazione di “essere minore di” fra numeri naturali, esiste un numero naturale k > 0 tale che b = a+k; ne consegue quindi che bc = (a+k) c = (per la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione) (ac)+(k c), dove kc >0 in quanto prodotto di numeri naturali entrambi diversi da zero, perciò bc = (ac)+(kc) > ac, come volevasi dimostrare. La direzione inversa “se ac < bc allora a < b” può essere dimostrata argomentando che non può essere diversamente, in quanto se fosse a = b allora sarebbe anche ac = bc e se fosse a > b, ossia b < a, per quanto appena visto, dovrebbe essere anche bc < ac contrariamente all’ipotesi.
 Se i numeri a, b, c. d sono tali che a < b e c < d si ha che ac < bd. Infatti, per quanto appena visto, se 0<c allora ac < bc e cb < db (sicuramente 0<b) e per commutatività della moltipli​cazione e transitività della relazione d’ordine si ha il risultato. Se invece c=0 allora ac = 0, men​tre bd non e’ 0, per il risultato visto sopra, non essendolo né b né d, sicché ancora ac < bd. 
 Da questo risultato discende in particolare il fatto che se a e b sono due numeri naturali tali che a < b allora aa < bb.
4.7 LA POTENZA E L'ESPONENZIALE.

 Può capitare di voler ripetere il prodotto di un qualsiasi numero naturale a per sé stesso un certo numero n di volte (n>2). Cioè si vuole ottenere:

aa...a

 (((
  n volte

 Il prodotto di un numero a per sé stesso n volte viene chiamato potenza n-esima di a e si indica così: an. a viene detta la base della potenza e n l'esponente della potenza. Di fatto si stanno intro​ducendo tante funzioni unarie, una per ogni numero naturale n, ciascuna delle quali associa ad un numero naturale la sua potenza n-esima, cioè la funzione che corrisponde al numero n è {(a,an): a è un numero naturale} che viene chiamata funzione potenza n-esima.

 Si convene, come è naturale, di dare significato anche alla scrittura a1 che sarà a; ed a0 che sarà 1, poiché moltiplicando per uno il prodotto non varia, come appunto succede se il fattore a non compare del tutto.

 Così, dato il numero naturale n, per ogni a si può ottenere an, in un modo legato al numero n. Ma si vorrebbe qualcosa di più, e cioè definire una funzione binaria che applicata ad una qual​siasi coppia ordinata di numeri (m,n) dia mn. 

 Si è detto che una volta accettato che le definizioni per induzione dell'addizione e della moltipli​cazione individuano ciascuna una ed una sola funzione che le soddisfa, si può dimostrare che, in generale, ogni altra definizione per induzione individua una unica funzione che la soddisfa.

 In virtù di tale risultato (che, come già detto, non sarà dimostrato qui) si può cercare di dare una definizione induttiva della funzione binaria, che sarà indicata con exp, che ad ogni coppia di nu​meri naturali (m,n) associa mn. La base della definizione per induzione sarà exp(m,0) =1, e il passo sarà exp(m,succ(n))=(exp(m,n))m. Si chiamerà esponenziale l'unica funzione binaria che soddisfa questa caratterizzazione. Si noti subito che questa funzione binaria e’ totale (può essere applicata ad ogni coppia ordinata di numeri naturali), ma non e’ iniettiva, ad esempio a tutte le coppie ordinate il cui primo elemento e’ 0 , eccetto quella il cui secondo elemento e’ ancora 0, si associa 0, a tutte le coppie ordinate il cui primo elemento e’ 1 si associa 1, a tutte le coppie ordi​nate il cui secondo elemento e’ 0 si associa 1. Si noti che, quando l’esponente e’ 1, la funzione fornisce il valore delle prima variabile (diviene cioè la funzione identica sulla prima variabile) e diventa poco interessante. Però, se si restringe la funzione esponenziale a quando la base e l’e​sponente sono maggiori od uguali a due e si fissa una delle componenti della coppia ordinata, si ottengono tante funzioni iniettive e crescenti. Questo risultato dipende essenzialmente dalle pro​prietà della moltiplicazione rispetto all’ordine.
 E' chiaro che, se si moltiplicano tra loro il prodotto di a per sé stesso n volte e il prodotto di a per sé stesso m volte, poiché non importa l'ordine di esecuzione dei prodotti per la proprietà associa​tiva della moltiplicazione di numeri naturali, è come moltiplicare a per sé stesso n+m volte. Indi​cato altrimenti

(aa...a)  (aa...a) = aa...a

((((    ((((    (((
    n volte         m volte       n+m volte

 Cioè: aman=am+n o, come si usa dire, il prodotto di potenze di ugual base è una potenza della stessa base che ha per esponente la somma degli esponenti.

 Forse si potrebbe esprimere meglio il problema del prodotto di potenze di ugual base conside​rando la funzione binaria exp: per questa ci si aspetta questo risultato: per ogni terna ordinata di numeri naturlai a, m, n si ha che exp(a,m)exp(a,n) = exp(a,m+n). Si noti però che questo ri​sultato non segue da quanto affermato precedentemente che riguardava la situazione per fissati valori di m e n, ora si vuole una unica prova che il risultato valga per ogni a,m,n. Continuano ad essere appropriate le osservazione già fatte nel caso delle proprietà della moltiplicazione.

 Si può dimostrare per induzione su n che per ogni coppia ordinata di numeri naturali a e m si ha che exp(a,m)exp(a,n) = exp(a,m+n). Se n=0 allora exp(a,0)=1= succ(0), sicché, in base alle de​finizioni per induzione di addizione e di moltiplicazione e per i risultati già visti, exp(a,m)  exp(a,0) = exp(a,m)succ(0) = (exp(a,m)0)+exp(a,m) = 0+exp(a,m) = exp(a,m) = exp(a,m+ 0). Se invece n è il successore immediato di un numero p, n=succ(p), allora exp(a,m)exp(a,succ(p)) = exp(a,m)(exp(a,p)a) = (per l'associatività del prodotto) (exp(a,m)exp(a,p))a = (grazie all'i​potesi induttiva) exp(a,m+p)a = (per la definizione per induzione di exp) exp(a, succ(m+p)) = (per la definizione induttiva di addizione) exp(a,m+ succ(p)) = exp(a,m+n). Avendo mostrato la base e il passo dell'indizione, la proprietà è dimostrata.

 Si può considerare anche la potenza di una potenza, cioè qualcosa del tipo (an)m. Ciò vuol dire ripetere il prodotto di an per sé stesso m volte; ma an è già il prodotto di a per sé stesso n volte. Ci si può raffigurare la presente situazione così: 

  (aa...a)(aa...a)…...(aa...a)

(((((  (((((     (((((
      n volte          n volte                 n volte

   ((((((((((((((((
                            m volte

 prodotto di m ripetizioni di prodotti di n fattori.

 Per la proprietà associativa del prodotto tra numeri naturali, non importa l'ordine in cui ven​go​no eseguiti i prodotti, e (an)m è uguale al prodotto di a per sé stesso nm volte, cioè (an)m= amn. Si usa dire che la potenza m-esima della potenza n-esima di base a è uguale alla potenza di ugual base a che ha per esponente il prodotto nm degli esponenti.

 Anche questo caso può essere riconsiderato dal punto di vista della funzione exp. Il risultato si tradurrebbe in exp(exp(a,n),m)=exp(a,nm). Tuttavia la giustificazione prima presentata non sarebbe più sufficiente perché dipende di volta in volta dai valori di n ed m, mentre ora si vuole un'unica giustificazione per ogni n ed m. Questa, ancora una volta, si può ottenere dimostrando per induzione su m che per ogni coppia ordinata di numeri naturali a e n si ha che exp(exp(a,n), m)=exp(a,nm). Così, se m=0 allora, per definizione induttiva, da una parte exp(exp(a,n),0) = 1, e dall'altra exp(a,n0) = exp(a,0) = 1; se invece m0, m sarà succ(p), per un certo p, e exp(exp(a,n)),m) = exp(exp(a,n),succ(p))) = exp(exp(a,n),p)exp(a,n) = (per ipotesi induttiva) exp(a,np) exp(a,n) = (per un risultato già ottenuto) exp(a,(np)+n) = (per la definizione di prodotto) exp(a,(nsucc(p)), come volevasi dimostrare.

 Osserviamo anche che il prodotto di due potenze di ugual esponente, an e bn, è uguale a (ab)n, perché

  (aa...a)  (bb...b)  =  (ab)(ab)...(ab)

(((((  (((((    ((((((((
     n volte            n volte                  n volte.

 Al solito questa con i puntini non è una dimostrazione, ma una indicazione di una proprietà che i numeri naturali e le loro operazioni dovrebbero avere se rappresentassero adeguatamente il con​tare. La dimostrazione si svolge per induzione su n: considerando la funzione exp si vuole mo​strare che, per ogni coppia ordinata di numeri naturali a e b si ha che exp (a, n) exp(b, n) = exp(ab, n).

 Se n = 0, per il passo della definizione induttiva di exp, si ha: exp (a, 0) exp(b, 0) = 11 = 1 = exp(ab, 0).

 Se n ( 0, allora è il successore immediato di un qualche numero naturale, cioè n = succ(p); in tal caso exp (a, n)  exp(b, n) = exp (a, succ(p))  exp(b, succ(p)) = (per il passo della definizione induttiva di exp) = (exp (a, p)  a)  (exp(b, p)  b) = (per le proprietà associativa e commutativa della moltiplicazione) = (exp(a, p)  exp(b, p))  (a  b) = (per l’ipotesi induttiva) = exp(a  b, p)  (a  b) = (per il passo della definizione induttiva di exp) = exp(a  b, succ(p)) = exp(a  b, n), come volevasi dimostrare.

 Si noti che la funzione esponenziale non è commutativa. In effetti ci sono coppie ordinate di nu​meri naturali m e n tali che exp(m,n) è diverso da exp(n,m), ad esempio exp(2,3) = 23 = 8 è di​verso da exp(3,2) = 32 = 9. La mancanza della commutatività sarà determinante più avanti nell’affrontare i problemi inversi. 

 Osserviamo che (ab)n e a(bn) non sono espressioni equivalenti poiché, in generale, non indi​cano lo stesso numero, una volta scelti i numeri naturali a,b e n. Anche qui l'uso delle parentesi per indicare quali operazioni eseguire prima è essenziale. Tuttavia, per non appesantire la nota​zione con troppe parentesi, se ne evitano alcune convenendo che le potenze vanno eseguite pri​ma dei prodotti, a meno che non sia indicato diversamente dalle parentesi.

 Notiamo anche che se a<b e n0 allora an<bn, e che se m<n e a>1 allora am<an.

 Esercizio. Si dimostri quanto appena affermato.

4.8 UNA NOTAZIONE PER I NUMERI NATURALI.

 Come si è visto finora, si sono costruiti i numeri naturali come termine di confronto canonico per la numerosità di insiemi: ecco allora l'infinità dei numeri naturali. Corrispondentemente ci vor​reb​be​ro una infinità di simboli per denotarli, a meno che non si riesca a determinare numerosità anche ri​levanti, ben al di là del colpo d'occhio, usando opportunamente pochi numeri naturali.

 La potenza, il prodotto e la somma di numeri naturali con le loro proprietà permettono di orga​nizzare un metodo comodo per rispondere positivamente al problema proposto di contare gli ele​menti di un insieme, facendo solo riferimento a pochi numeri naturali relativamente piccoli.

 Invece di contare gli elementi di un insieme finito uno dopo l'altro (se sono davvero tanti è facile perdere il conto, e per fare una verifica bisogna ricontare tutto), possono essere contati a gruppi di un certo numero fissato K di elementi (magari con K = dieci), cioè si contano K elementi e si forma un gruppo, lo si chiami gruppo di primo livello, poi se ne contino altri K e si formi un al​tro gruppo di primo livello, e così via finché rimangono meno di K elementi; gli elementi a0 che rimangono possono allora essere indicati con una cifra, sia a0 questa cifra, che potrebbe anche essere 0. Le cifre sono i segni inventati dall'uomo per indicare i primi K numeri naturali; se K è dieci le cifre sono 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 che indicano i primi dieci numeri naturali nell'ordine. Si noti che le cifre non sono numeri, ma segni per indicare numeri.

 Ora si contino i gruppi di primo livello, ognuno con K elementi, se ce ne sono, ed ancora ogni K gruppi di primo livello si formi un gruppo di gruppi di primo livello, che chiamiamo gruppo di secondo livello (ognuno di questi gruppi di secondo livello avrà KK=K2 degli oggetti iniziali). Si continui a formare questi gruppi di secondo livello finché i gruppi di primo livello rimasti sa​ranno meno di K: sia a1 tale numero e a1 la cifra che indica il numero di gruppi di primo livello rimasti, che corrisponde a a1K oggetti iniziali in questi gruppi di primo livello rimasti. Se si ri​corda che erano rimasti fuori dai gruppi di primo livello già a0 oggetti iniziali, gli oggetti iniziali rimasti fuori dai gruppi di secondo livello sono a1K+a0. 

 Ora si contino i gruppi di secondo livello, se ce ne sono, (ciascuno ha K2 oggetti iniziali) e ogni K gruppi di secondo livello si formino un nuovo gruppo di gruppi di secondo livello, cioè un nuovo gruppo di terzo livello (ognuno di questi gruppi di terzo livello avrà KKK=K3 degli og​getti iniziali) finché rimarranno meno di K gruppi di secondo livello, diciamo che ne rimarranno a2, numero a cui corrisponde la cifra a2. Questi a2 gruppi di secondo livello avranno a2K2 oggetti iniziali, che aggiunti agli a1K+a0 rimasti fuori dai gruppi di secondo livello danno un totale di a2K2+a1K+a0 oggetti iniziali rimasti fuori dai gruppi di terzo livello.

 Si prosegua in questo modo finché è possibile. 

 Si supponga di essere giunti a ripetere le operazioni sopra descritte fino a formare gruppi di li​vello n, cioè gruppi di Kn oggetti iniziali, e questi gruppi di livello n siano an, con an minore di K, altrimenti si potrebbe continuare formando gruppi di livello maggiore. Sia an la cifra che in​dica il numero an.

 Estendendo fino a questo livello il conto degli oggetti iniziali rimasti fuori dai gruppi di livello n, si ottiene che questi saranno

      an-1Kn-1+an-2Kn-2+...+a2K2+a1K+a0.

 Aggiungendo gli anKn oggetti iniziali nei gruppi di livello n a quelli rimasti fuori da questo li​vello possiamo dire che in totale gli oggetti iniziali erano

      anKn+an-1Kn-1+an-2Kn-2+...+a2K2+a1K+a0.

 In questa notazione an, an-1, an-2,..., a2, a1, a0 indicano numeri minori di K, univocamente deter​minati dal numero K e dal numero degli elementi dell'insieme dato inizialmente. Questi numeri possono essere detti i coefficienti K-esimali del numero dato; se poi K è dieci più precisamente a0 sarà detto il coefficiente della 0-esima potenza di dieci o il numero delle unità, a1 il coefficien​te della prima potenza di dieci o numero delle decine, a2 il coefficiente della seconda potenza di dieci o numero delle centinaia, ..., an-2 il coefficiente della (n-2)-esima potenza di dieci, an-1 il coefficiente della (n-1)-esima potenza di dieci, an il coefficiente della n-esima potenza di dieci. I numeri an, an-1, an-2,...,a1, a0 possono essere indicati dalle cifre an, an-1, an-2,..., a2, a1, a0.

 Tornando ad un numero K fissato ad arbitrio, vale anche il viceversa: date le cifre an, an-1, an-2, ..., a2, a1, a0 esse indicano i numeri an, an-1, an-2,..., a2, a1, a0 (ciascuno minore di K) che univo​camente determinano il numero

      anKn+an-1Kn-1+an-2Kn-2+...+a2K2+a1K+a0.

che è proprio quello i cui coefficienti K-esimali sono an, an-1, an-2, ..., a2, a1, a0.

 Questo metodo di contare gli elementi di un insieme permette facili controlli e verifiche, perché per controllare qual'è quello corretto tra due conteggi di un certo insieme di oggetti entrambi ef​fettuati con il metodo indicato e che danno risultati diversi si devono controllare gruppi di al massimo K elementi. Per aumentare la facilità del controllo, K può essere scelto in modo diverso in base alla situazione.

 Questo metodo di contare gli elementi di un insieme suggerisce, inoltre, una conveniente nota​zione posizionale che usa solo le cifre come segni.

 Poiché dato un qualsiasi numero naturale a esiste un solo numero naturale n ed esistono esatta​mente n+1 numeri naturali an, an-1, ..., a1, a0 minori di K tali che

    a = anKn+an-1Kn-1+...+a1K+a0,

si può indicare il numero a mediante la successione delle cifre  an, an-1, ..., a1, a0, rappresentanti i numeri an, an-1, ..., a1, a0, ordinate in modo che la posizione di ciascuna cifra indichi per quale potenza di K deve essere moltiplicato il numero corrispondente. Conveniamo che la prima cifra a partire dalla destra di questa scrittura indichi il coefficiente di K0, cioè il numero delle unità, che la seconda cifra dalla destra, indichi il coefficiente di K1 (il numero delle decine se K è dieci), che la terza cifra indichi il coefficiente di K2 (il numero delle centinaia se K è dieci), e così via fino alla n-esima cifra che indicherà il coefficiente di Kn. Così il numero a = 2103+1102+710 +4 si scrive (con K=10) 2174. Questo modo convenzionale di indicare i numeri naturali si chia​ma notazione posizionale decimale dei numeri naturali.

 Si noti l'importanza della cifra 0 in questa notazione perché, se anche il coefficiente di una certa potenza di K (in particolare di 10) è 0, non si può saltare la cifra in corrispondenza di quel coef​ficiente poiché ciò diminuirebbe di uno la posizione delle cifre alla sinistra della cifra non messa, e farebbe diventare queste cifre coefficienti di una potenza di K (dieci) di uno minore di quella di cui dovrebbero esssere coefficienti. Ad esempio il numero b=2102+1= 2102+010+1 deve essere scritto (con K=10) così: 201, e non 21 che, invece, indica il numero 210+1.

4.9 ALGORITMI SULLE CIFRE PER ADDIZIONE E MOLTIPLICAZIONE.

 Siano a e b due numeri naturali contati a gruppi in base K nei modi seguenti: 

    a = anKn+an-1Kn-1+...+a1K+a0,

    b = bmKm+bm-1Km-1+...+b1K+b0,

sicché a potrà essere indicato dalla successione di cifre anan-1...a1a0, e b dalla successione di ci​fre bmbm-1...b1b0. Può succedere che n sia maggiore uguale o minore di m. Per non dover distin​guere i vari casi, si consideri il numero p che e’ il più grande tra n e m, denotato con max{n,m}, e si completi la rappresentazione del numero, o a o b, avente rappresentazione più corta aggiun​gendo 0 gruppi di livello superiore a quelli che compa​iono nella sua rappresentazione fino ad ar​rivare a livello p. Così i due numeri potranno essere rappresentati nel seguente modo.

    a = apKp+ap-1Kp-1+...+a1K+a0,

    b = bpKp+bp-1Kp-1+...+b1K+b0,

in cui o in una rappresentazione o nell'altra i primi coefficienti possono essere 0.

 Si voglia ora considerare la somma a+b. E' immediato che a+b = (apKp+ap-1Kp-1+...+a1K +a0)+(bpKp+bp-1Kp-1+...+b1K+b0) che, grazie alle proprietà associativa, e commutativa del​l'addizione e alla proprietà distributiva della moltiplicasione rispetto all'addizione, può anche es​sere rappresentato così.(ap+bp)Kp+(ap-1+bp-1)Kp-1+...+(a1+b1)K+(a0+b0). Nell'ultima rappre​sentazione, non è detto che i singoli coefficienti delle varie potenze di K siano ancora minori di K, ma, dato che si sta effettuando una somma fra due numeri minori di K, sono sicuramente mi​nore di 2K
, per cui sono riconducibili a K più un numero minore di K: in questo modo nasce quello che è abitualmente noto come “riporto” infatti si riesce a formare un nuovo gruppo di K e​lementi di livello superiore a quello in esame, lasciando, per il livello in esame, il numero, mino​re di K, che avanza dalla somma dei coefficienti di questo livello Il problema sarà poi quello di collocare il nuovo gruppo che si è generato insieme agli altri dello stesso livello. Così l'ultima rappresentazione della somma può essere vista anche come cp+1Kp+1+cpKp+cp-1Kp-1+...+ c1K+c0, dove 

- c0 è a0+b0 se questo è minore di K, mentre c0 è a0+b0-K altrimenti; 

- per i da 1 a p, per ottenere ci si deve considerare anche un'altra successione di numeri, xi
, con i che va da 0 a p, così definita: x0 = a0+b0, mentre, per i che va da 1 a p, xi = ai+bi+1 se xi-1 è maggiore o uguale a K, e xi = ai+bi altrimenti. Ora se xi è maggiore o uguale a K si avrà che ci è uguale a xi-K, mentre ci è uguale a xi altrimenti
;

- cp+1 è uguale a 1 se xp è maggiore o uguale a K, mentre cp+1 è 0 altrimenti.

 Poiché, come si verifica facilmente, ogni ci, per i che va da 0 a p+1, è minore di K, ad ogni ci corrisponde la cifra ci, sicché la somma a+b può essere indicata dalla successione di cifre cp+1cpcp-1...c1c0. 

 La descrizione di come ottenere i numeri cp+1, cp, cp-1, ..., c1, c0 dai numeri ap, ap-1,..., a1, a0 e bp, bp-1, ..., b1, b0 prima esplicitata, si tramuta facilmente nella corrispondente descrizione di co​me ottenere le cifre cp+1, cp, cp-1, ..., c1, c0 dalle cifre ap, ap-1, ..., a1, a0 e bp, bp-1, ..., b1, b0. Que​sta trasformazione delle successioni di cifre che rappresentano gli addendi nella successione di cifre che rappresenta la somma dei due addendi è il noto algoritmo della somma. Questo algorit​mo può essere descritto senza fare rifefrimento ai numeri, ma alle sole cifre. Per convincerci di ciò lo descriviamo esplicitamente.

 Tra le cifre si stabilisce un ordine ciclico: ciascuna cifra, diversa dalla cifra che rappresenta lo zero, segue immediatamente la cifra che rappresenta il predecessore immediato del numero rap​presentato dalla cifra data, mentre lo zero segue immediatamente la cifra che rappresenta K-1.

 Anzitutto bisogna considerare la tabellina della somma, che riguarda le cifre e non i numeri. Qui è riportata quando K è uguale a 10. 

	+
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0*

	2
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0*
	1*

	3
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0*
	1*
	2*

	4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0*
	1*
	2*
	3*

	5
	5
	6
	7
	8
	9
	0*
	1*
	2*
	3*
	4*

	6
	6
	7
	8
	9
	0*
	1*
	2*
	3*
	4*
	5*

	7
	7
	8
	9
	0*
	1*
	2*
	3*
	4*
	5*
	6*

	8
	8
	9
	0*
	1*
	2*
	3*
	4*
	5*
	6*
	7*

	9
	9
	0*
	1*
	2*
	3*
	4*
	5*
	6*
	7*
	8*


Questa tabellina permette di associare a due cifre una terza cifra nel seguente modo: si individui​no la colonna in cui la prima cifra occorre nella prima casella (la casella che corrisponde all’“in​testazione” della colonna) e la riga in cui la seconda cifra occorre nella prima casella (la casella che corrisponde all’“intestazione” della riga). Poi si associ alle due cifre date il contenuto della casella in cui si incrociano la colonna e la riga individuate.  

 Ora la cifra c0 è quella ottenuta usando la tabella applicata alle cifre a0 e b0. Con i tra 0 e p-1, la cifra ci+1 si ottiene nel seguente modo: si applichi la tabellina alle cifre ai+1 e bi+1 e si ottenga la cifra xi+1; ci+1 sarà la cifra che segue immediatamente xi+1 se la tabellina applicata ad ai e a bi fornisce una cifra in una casella con asterisco oppure se la tabellina applicata ai e a bi fornisce 9 e ci è 0
, altrimenti ci+1 è xi+1. Infine cp+1 sarà 1 se la tabellina applicata ad ap e a bp fornisce una cifra in una casella con asterisco oppure se la tabellina applicata ap e a bp fornisce 9 e cp è 0.

 Ciò completa la descrizione dell’algoritmo. Si noti la complessità nel descrivere un algoritmo che è conosciuto dall’età di sei - sette anni, ma, per descriverlo con precisione, la descrizione non può essere semplificata più di tanto.

 Si noti che, date le cifre degli addendi, tale algoritmo può essere eseguito anche senza conoscere la funzione somma, né il suo significato. Il complesso delle osservazioni precedenti è la dimo​strazione che questo algoritmo sulle successioni di cifre degli addendi porta proprio alla succes​sione di cifre che rappresenta la somma.

 Per il  prodotto ab si possono fare delle considerazioni analoghe a quelle svolte per la somma e cercare di ottenere la successione di cifre che rappresenta il prodotto a partire dalle successioni di cifre che rappresentano i fattori attraverso un opportuno algoritmo. 

 Questa volta, date le seguenti rappresentazioni di a e b
    a = anKn+an-1Kn-1+...+a1K+a0,

    b = bmKm+bm-1Km-1+...+b1K+b0,

è immediato che ab = (anKn+an-1Kn-1+...+a1K +a0)  (bmKmbm-1Km-1+...+b1K+b0).

Grazie alle proprietà associativa, e commutativa dell'addizione e della moltiplicazione e alla pro​prietà distributiva della moltiplicasione rispetto all'addizione, ab può anche essere rappresentato così: (anb0Kn+an-1b0Kn-1+...+a1b0K +a0b0) + (anb1Kn+1+an-1b1Kn+...+a1b1K2+a0 b1K)+…+(anbm-1Kn+m-1+an-1bm-1Kn+m-2+...+a1bm-1Km+a0bm-1Km-1)+(anbmKn+m +an-1bmKn+m-1+...+a1bmKm+1 +a0bmKm). A partire da questa rappresentazione del prodotto si può sviluppare, in modo analogo a quanto fatto prima, e usando l’algoritmo prima determinato per la somma, un algoritmo per ottenere la successione delle cifre del numero che è il prodotto a partire dalle successioni delle cifre dei numeri che sono i fattori. Il lavoro per ottenere questo al​goritmo non è concettualmente più difficile di quello svolto prima, ma richiede una descrizione ancora più ingarbugliata, che qui non si sviluppa poiché non ne vale la pena essendo tale algorit​mo ben noto. Naturalmente si deve dimostrare che anche questo algoritmo sulle cifre è corretto, nel senso che fornisce proprio la successione di cifre che rappresenta il prodotto dei numeri rap​presentati dalle successioni di cifre a cui si applica l’algoritmo; ma, seguendo un percorso analo​go a quello utilizzato per l’addizione si riesce a completare anche tale dimostrazione.

4.10 PREDECESSORE IMMEDIATO E SOTTRAZIONE.

 All'inizio si era considerata l'aggiunta di un nuovo elemento ad un insieme. Ora, invece, si vuole vedere cosa succede della sua numerosità togliendone uno. Questa operazione è possibile solo quando l'insieme di partenza non è vuoto, cioè non ha 0 elementi. Si chiama predecessore imme​diato del numero naturale n il numero naturale che lo precede immediatamente, cioè il più gran​de dei numeri naturali minori di n, cioè ancora il numero naturale minore di n che non sia seguito da altri numeri minori di n, ovvero il numero naturale che ha n per successore immediato (si noti che si può dimostrare che tutte queste affermazioni sono equivalenti). Si scriverà n-1 per indicare il predecessore immediato di n.

 Il predecessore immediato di n è anche il numero di elementi di un insieme ottenuto togliendo un elemento da un insieme di n (>0) elementi. Si noti che questo numero non varia al variare del​la scelta dell'elemento tolto. Per quanto si è osservato prima, si deve concludere che 0 non ha predecessore immediato, mentre ogni numero diverso da 0 ha predecessore immediato.

 Si può considerare la funzione che ad ogni numero naturale, fuorché a zero, associa il suo prede​cessore immediato. Questa funzione è detta funzione predecessore. Si osservi che la funzione predecessore è la funzione inversa della funzione successore. Questa, pensata come funzione da |N in |N, è totale, iniettiva, e non suriettiva avendo per codominio l'insieme dei numeri naturali diversi da zero. Così c'è la sua funzione inversa da |N in |N, la funzione predecessore prima de​scritta, che è iniettiva, non totale, il suo dominio è il codominio dell'altra che è l'insieme dei na​turali diversi da zero, e suriettiva. 

 Osserviamo anche che il predecessore immediato del successore immediato di n è proprio n, il che descrive il fatto che togliendo un elemento da un insieme dopo averne aggiunto uno dà un insieme con lo stesso numero di elementi di quello di partenza. Analogamente, se n è un numero naturale diverso da 0 (così ha predecessore), allora il successore del predecessore di n è n.

 Esercizio. Dimostrare che se a<b allora a<b-1.

 Anche in questa circostanza possiamo essere interessati a togliere più di un elemento ad un in​sieme: ne toglieremo uno alla volta. L'operazione può essere eseguita solo se non si giunge mai al punto di dover togliere un elemento dall'insieme vuoto, cioè se il numero degli elementi da to​gliere è minore od uguale al numero degli elementi dell'insieme iniziale. 

 Se a è il numero degli elementi di un insieme e a questo insieme si vogliono togliere b suoi ele​menti, con b<a, si esegue un'operazione che viene chiamata sottrazione (in questo caso, tra i nu​meri naturali a e b); a viene detto il minuendo, b il sottraendo e il risultato si chiama differenza tra a e b (si usa dire anche a meno b) e si indica con a-b.

 In base a quanto si è visto, fare la differenza tra a e b vuol dire iterare b volte l'applicazione della funzione predecessore a partire da a.

 Ma vuole anche dire contare il numero di elementi di un insieme ottenuto sottraendo un sottoin​sieme di b elementi da un insieme di a elementi; cioè se A contiene B e A ha a elementi e B ha b elementi (sarà b<a), allora a-b è il numero di elementi di A-B.

 Poiché il predecessore immediato del successore immediato di un numero a è lo stesso numero a, ripetendo b volte questa considerazione, quindi con una argomentazione che varia al variare della scelta del valore da dare a b, possiamo concludere che (a+b)-b=a. Inoltre, poiché il succes​sore immediato del predecessore immediato di un numero a, a0, è il numero a stesso, ripetendo, come prima, b volte questa considerazione, con b<a, si vede che (a-b)+b=a. Così si può dire che, quando a>b, a-b è il numero da aggiungere a b per ottenere a, cioè a-b è il numero che risolve il problema: quando b<a, che numero bisogna aggiungere a b per ottenere a?

 Si può anche affermare che la funzione togliere un numero ad a è la funzione inversa della fun​zione aggiungere un numero ad a (che è una funzione 1-aria totale e iniettiva ottenuta come fun​zione parziale dalla funzione 2-aria addizione fissando il valore a della prima variabile) perché applicando prima una e poi l'altra si ritorna al numero di partenza, cioè si ottiene la funzione i​dentica sul dominio della prima funzione applicata. Si noti che, poiché la funzione aggiungere un numero ad a è iniettiva e ha per dominio l'insieme di tutti i numeri naturali (perché è sempre pos​sibile) e come codominio l'insieme dei numeri naturali maggiori od uguali ad a (perché aggiun​gendo qualcosa ad a si ottiene qualcosa di maggiore od uguale ad a), si ha che la funzione toglie​re ad a ha per dominio il codominio della funzione sua inversa, cioè l'insieme dei numeri naturali maggiori od uguali ad a (che corrisponde al fatto che non si può togliere b da un numero naturale minore di b).

 La funzione binaria addizione, come tutte le funzioni binarie, è una relazione ternaria, ma in cui si sottolinea come dai primi due elementi si possa ottenere il terzo per ogni terna ordinata appar​tenente alla relazione. Si potrebbe sottolineare la ricerca del terzo elemento, che è la somma, con la scrittura a+b=?c?. Ma in modo analogo a come ci si chiede chi è il terzo elemento in una tale terna, ha senso anche chiedersi quale può essere il primo elemento di una tale terna, noti gli altri due: questo problema può essere sottolineato con la scrittura ?a?+b=c. Si noti che, avendo fissato b, in effetti si sta parlando della funzione unaria “cosa si ottiene sommando a un numero arbitra​rio un certo fissato numero b”. ottenuta per parzializzazione dalla funzione binaria addizione a​vendo fissato un valore della seconda variabile. Si può constatare che questa funzione parziale è totale, iniettiva e che il suo codominio è costituito dai numeri maggiori od uguali a b, sicché esi​ste la sua inversa che ha per dominio l’insieme dei numeri maggiori od uguali a b ed è suriettiva. Tale funzioni inversa è proprio quella che, fissato il secondo addendo b, al risultato c dell’addi​zione fa corrispondere il primo addendo (ovviamente con c>b). Ma le b iterazioni del passaggio all’immediato successore per andare da numero che si cerca a al numero dato c sono tante quante le b iterazioni del passaggio all’immediato predecessore per andare dal numero dato c al numero cercato a. Così, in base alla precedente definizione di sottrazione come iterazione di passaggi all’immediato predecessore, il numero cercato a è esattamente il risultato della sottrazione di b da c: a = c-b.

 In modo analogo, ha senso anche chiedersi quale può essere il secondo elemento di una terna appartenente alla funzione binaria addizione, noti gli altri due: questo problema può essere sotto​lineato con la scrittura a+?b? = c. Si noti che, avendo fissato a, in effetti si sta considerando la funzione unaria “cosa si ottiene sommando qualcosa ad un certo fissato elemento”, ottenuta per parzializzazione dalla funzione binaria addizione avendo fissato un valore della prima variabile. Si noti anche come ora si stia considerando un diverso problema da quello analogo affrontato prima, e come questa funzione parziale sia stata ottenuta fissando il primo e non il secondo ele​mento delle terne dell’addizione. Tuttavia si può constatare che anche questa funzione parziale è totale, iniettiva e che il suo condominio è costituito dai numeri maggiori od uguali ad a, sicché e​siste la sua inversa. che è appunto quella che al risultato c assegna il valore da addizionare ad a per ottenere proprio c (ovviamente con c>a). Ma si può dire di più. Poiché l’addizione è commu​tativa, il problema di trovare un secondo b addendo che aggiunto ad un primo dato a dia una cer​ta somma c equivale al problema di trovare un primo addendo b che aggiunto ad un secondo dato a dia una certa somma c. Ci si è così ricondotti, pur affrontando un problema diverso, al proble​ma precedente risolto con una sottrazione, e anche ora si potrà risolvere il problema con una sot​trazione, questa volta ottenendo il secondo addendo dalla sottrazione del primo dalla somma: b = c-a. 

 Così si è visto che il togliere un numero naturale n da un altro m che sia maggiore od uguale risolve sia il problema di trovare quale numero si deve aggiungere ad n per ottemere m, sia il problema di trovare a quale numero deve essere aggiunto n per ottenere m, poiché questi due problemi sono equivalenti per la proprietà commutativa della addizione di numeri naturali. Detto altrimenti, m-n è sia il numero che aggiunto ad n dà m, n+(m-n)=m, sia il numero a cui aggiun​gere n per ottenere m, (m-n)+n=m.

 Esercizio. Dimostrare la correttezza del noto procedimento di esecuzione della differenza tra nu​meri naturali a partire dalla notazione decimale del minuendo e del sottraendo

 Esercizio. Dimostrare che se a<b e c<a allora a-c<b-c.

 Può capitare di voler eseguire varie addizioni e sottrazioni successivamente: il risultato è indi​pendente dall'ordine con cui vengono eseguite la varie operazioni, purché le sottrazioni vengono eseguite quando il minuendo è maggiore del sottraendo. Ad esempio, (((4+3)-5)-1)+15=(((15-1)+3)-5)+4, ma non a (((3-5)+4)-1)+15, perché non si può fare 3-5.

 Si dimostri quanto è stato sopra affermato.

 Poiché è indifferente l'ordine con cui vengono eseguite le varie operazioni di addizione e sottra​zione fintantoché le sottrazioni sono possibili, potremo evitare di mettere le parentesi tra somme e differenze, intendendo che queste operazioni vanno eseguite in un ordine qualsiasi purché ce ne sia uno in cui ogni sottrazione da eseguire ha il sottraendo minore del minuendo. Così invece di scrivere (((4+3)-5)-1)+15 possiamo più semplicemente scrivere 4+3-5-1+15. Si noti però che accettando scritture di questo tipo,  i numeri preceduti da segno meno vanno sottratti all’intera quantità che si sta considerando, e non al numero precedente, che potrebbe esso stesso essere da sottrarre alla quantità considerata: sostanzialmente bisogna mantenere i due ruoli distinti di mi​nuendo e sottraendo.

 Si può anche dimostrare una certa distributività della moltiplicazione rispetto alla sottrazione, nel senso che si dimostra che (a-b)c = (ac)-(bc). Anche in questo caso di tratta di contare per gruppi, in particolare gruppi di c elementi.

 Sfruttando queste proprietà della sottrazione, si giustifica anche la correttezza del noto algoritmo della sottrazione che fornisce la successione di cifre che rappresenta il risultato di una sottrazione quando è applicato alle due successioni di cifre che rappresentano il minuendo e il sottraendo. 

4.11 DIVISIONE

 Un problema, che si presenta in modo naturale, è quello di domandarsi quanti individui si pos​sono soddisfare se avendo un certo numero n di oggetti se ne vogliono dare un numero fissato m a ciascuno senza avanzare alcun oggetto. Se n è diverso da 0, ovviamente il numero m dovrà es​sere minore od uguale a n altrimenti si vede immediatamente che non si può soddisfare nessuno, e il problema non ha soluzione poiché si avanzeranno oggetti, mentre se n è 0 si può soddisfare un qualsiasi numero di individui dando 0 oggetti a ciascuno. Tale situazione anomala dello 0 ci fa escludere questo numero dal tipo di problemi che si vogliono considerare ora. E’ chiaro che per ogni individuo che si vuole soddisfare bisogna avere altri m oggetti, sicché il problema ri​chiede di vedere quante volte che si può sommare m con se stesso prima di esaurire gli n elemen​ti dati, cioè qual è il numero q per cui si deve moltiplicare m per ottenere n, e il problema può essere denotato nel modo seguente m?q? = n. 

 Un modo equivalente di vedere il problema è il seguente. Per ogni individuo che viene soddi​sfatto con m elementi si devono sottrarre m elementi dall’ammontare disponibile: così il proble​ma diviene quante volte si può sottrarre m dal numero iniziale n di elementi disponibili fino ad arrivare a 0. 

 Come ci si era posti il problema di trovare quale numero x, se c'è, va aggiunto ad un numero na​turale dato a per ottenere un numero naturale fissato c come somma (a+x=c), così di fatto ci si sta ponendo il problema di trovare, se c'è, un numero naturale q tale che moltiplicando un nume​ro naturale dato m per q si ottenga come prodotto dei due un numero naturale fissato n, per ogni m e n esiste p tale che mq = n. Dato m, al variare di q ordinatamente a partire da 0, varia anche il prodotto mq nel seguente modo: m0 (che è 0), m1 (che è m), m2, m3,... . Questi numeri vengono chiamati i multipli di m, cioè un multiplo di m è un numero naturale che si ottiene come risultato della moltiplicazione di m per un opportuno numero naturale. I multipli di m sono infi​niti se m non è 0, e questo caso lo escluderemo dalle succesive considerazioni perché totalmente privo di interesse in quanto è presto descritto in ogni suo dettaglio: ogni multiplo di 0 è 0.

 Solo se il numero m è 1, l'insieme dei suoi multipli coincide con l'insieme dei numeri naturali, altrimenti almeno i numeri naturali maggiori di 0 e minori di m non sono multipli di m (ricordia​mo che abbiamo deciso di considerare solo m>0).

 Le osservazioni sui multipli di un numero possono anche essere viste come un modo per deter​minare il codominio della funzione 1-aria che ad un numero naturale q associa il multiplo di m per quel numero q, funzione che si ottiene come funzione parziale dalla funzione 2-aria moltipli​cazione fissando il valore m da assegnare alla prima variabile. Mentre la funzione binaria molti​plicazione non è iniettiva (infatti ci sono coppie ordinate di numeri naturali che sono diverse ma forniscono lo stesso prodotto, ad esempio, 34 = 62), la funzione 1-aria ottenuta per parzializza​zione dalla moltiplicazione fissando il valore da attribuire alla prima variabile è totale e iniettiva, se m>0, e suriettiva solo se m=1. La totalità segue dal fatto che la moltiplicazione si può eseguire qualsiasi sia il secondo fattore; l’iniettività è giustificata dal fatto che per differenti valori del se​condo fattore risulta diverso il numero di volte che si addiziona il primo fattore a se stesso, e si sa che sommando ad un numero un altro numero maggiore di 0 la somma è strettamente maggio​re di ciascuno degli addendi, sicché a numeri diversi corrispondono numeri diversi, che è quanto serve per mostrare la iniettività. L’iniettività della funzione 1-aria parziale essere multipli di m è molto importante perché garantisce l’esistenza di una funzione inversa che permette di risolvere il problema di trovare quel numero tale che moltiplicando m per quel numero si ottiene un certo risultato n, se tale n è nel condominio della funzione ottenuta per parzializzazione o, il che è equivalente, nel dominio della funzione inversa di questa.

 Queste considerazioni ci portano a concludere che, se m>1, il problema proposto di trovare un numero naturale q tale che mq=n, dove n è un numero naturale fissato, ha soluzione solo se n è un multiplo di m. 

 Altro problema è quello di suddividere equamente una certa quantità n di oggetti tra q individui: in questo caso si sta cercando di risolvere un problema del tipo “trovare un numero q che moltiplicato per un numero m dato dia un numero n fissato”. In effetti si cerca il numero di cose, uguale per ciascun individuo, che ciascuno dovrà avere. Cioè si cerca un numero m di cose che moltiplicato per il numero q degli individui dia il numero totale n delle cose disponibili, ovvero ancora, si cerca il numero m che addizionato a se stesso q volte dia il numero n.  Il problema può essere indicato con la notazione ?m? q = n, cioè per ogni coppia ordinata di numeri n e q esiste un numero m tale che m q = n? In questo caso è fissato il numero q, e si sta considerando la funzione 1-aria parziale ottenuta dalla funzione binaria moltiplicazione attribuendo il numero fis​sato m alla sua seconda variabile, funzione che è totale e iniettiva, e anche suriettiva solo se q è 1. Meglio si sta considerando la funzione inversa della funzione 1-aria descritta che non è totale a meno che q sia 1. Per ciascun valore di q, questa funzione inversa in corrispondenza di q forni​sce la soluzione m del problema se n appartiene al dominio di questa funzione.

 Anche se bisogna distinguere tra i due tipi di problemi in considerazione a causa del diverso ruolo dei fattori nel prodotto (uno indica una quantità e l’atro il numero di volte che quella quan​tità deve essere ripetuta), a causa della commutatività della moltiplicazione, parlare di ?m?q e​quivale a parlare di q?m?, e si sono ricondotti i problemi del tipo che si sta considerando ora, a quelli del tipo visto prima.

 Quindi si riuscirà ad effettuare la suddivisione se il numero delle cose disponibili è un multiplo del numero degli individui tra cui si vuole effettuare la suddivisione.

 Chiameremo il numero naturale n, cioè il numero delle cose da dividere, il dividendo, mentre chiameremo il numero naturale q, il numero degli individui tra cui dividere , il divisore. 

 Si noti che il divisore non può essere 0, perché, come si è notato, l'unico multiplo di 0 è 0, e perciò se il dividendo è diverso da 0 la ricerca di un numero che moltiplicato per 0 dà un numero diverso da 0 non potrà avere successo, mentre se il dividendo è 0 ogni numero risolve il proble​ma di dare 0 una volta moltiplicato per 0. Pertanto, lo ripetiamo, il divisore non dovrà mai essere 0, perché questo caso non ha interesse.

 Chiameremo divisione l'operazione che ci fa passare dal dividendo e dal divisore al numero cer​cato di cose che toccano a ciascun individuo, e chiameremo quoziente questo risultato. 

 Se n è il dividendo e m il divisore, con n:m indichiamo il risultato della divisione di n per m.

 Se il numero n delle cose disponibili non è un multiplo del numero di oggetti che si vogliono dare a ciascun individuo, il problema di determinare quanti individui si possono accontentare senza avanzare alcun elemento (che non ha soluzione) potrebbe essere trasformato nel più mode​sto obiettivo di determinare il numero massimo di individui che possono essere accontentati, pur concedendo di avanzare degli oggetti. Si noti che gli oggetti che avanzeranno saranno meno di m perché altrimenti si potrebbe accontentare ancora almeno un altro individuo e il numero trovato non sarebbe stato il massimo. Si osservi anche che il numero n degli oggetti disponibili è uguale alla somma del prodotto del numero m delle cose date a ciascun individuo per il numero q degli individui a cui sono state date le m cose, più il numero degli elementi rimasti non distribuiti. Ancora il problema può essere presentato in modo equivalente come segue. Per ogni individuo che viene accontentato con m elementi si devono sottrarre m elementi dall’ammontare disponibi​le, e quello che si vuole sapere è il numero massimo di volte si può ripetere la sottrazione di m elementi dagli n iniziali. Alla fine potranno rimanere degli elementi, ma sicuramente meno di m perché altrimenti si sarebbe potuto accontentare un altro individuo.

 Analogamente, ma non è esattamente la stessa situazione di quanto appena osservato a causa del ruolo diverso dei fattori nella moltiplicazione, se il numero n delle cose disponibili non è un mul​tiplo del numero q degli individui tra cui si vuole effettuare la suddivisione, questa non può essere effettuata in modo uniforme e completo. Ci accontenteremo di dare a ciascun individuo lo stesso massimo numero possibile q di cose, e rimarranno delle cose, ci sarà un resto, ma le r cose che rimarranno saranno meno degli individui, perché altrimenti si potrebbe dare almeno un'ulteriore cosa a ciascuno degli individui e il numero delle cose già distribuite non sarebbe stato il massimo. Osserviamo che il numero n delle cose disponibili è uguale alla somma del prodotto del numero m delle cose date a ciascun individuo per il numero q degli individui più il numero r delle cose restate, n=mq+r. dove mq è il più grande multiplo di m minore od uguale ad n, e r è minore di m. 

 Si è affermato che l’ultima accettazione di trasformazione di un problema in uno meno forte è diversa dall’analoga accettazione fatta subito prima perché, ancora una volta, il ruolo dei fattori nella moltiplicazione non e’esattamente lo stesso. 

 Anche se, come si e’notato, i due tipi di problemi considerati sono diversi per il diverso ruolo dei fattori nella moltiplicazione, tuttavia, come già osservato nel caso dei problemi non indeboli​ti, a causa della commutatività della moltiplicazione, l’indebolimento di un tipo di problemi può essere ricondotto all’indebolimento dell’altro tipo di problemi, ed entrambi i tipi di problemi po​tranno essere risolti con un uguale procedimento.

 Così, anche se il dividendo n non è un multiplo del divisore m, chiameremo divisione l'operazio​ne che fa passare dal dividendo n e dal divisore m al massimo numero q, chiamato quoziente, che moltiplicato per il divisore dia un prodotto minore od uguale al dividendo, cioè q è il massi​mo numero naturale tale che mq<n. Il numero naturale r uguale a n-mq, cioè il numero degli elementi rimasti, che è minore di m, viene detto resto della divisione. Anche questa operazione che a due numeri n e m, il secondo diverso da 0 (dividendo e divisore), associa il quoziente e il resto sarà chiamata divisione e sarà ancora indicata con la notazione m:n.

 Si osservi che il quoziente q della divisione di n per m è minore di od uguale a n. Infatti sap​piamo che m non può essere 0 e dunque sarà 1<m. Moltiplicando entrambi i termini di questa di​sequazione per q si ottiene q=q1<qm per le proprietà del prodotto. Ma, per la definizione di quoziente, si ha che qm<n, e la transitività dell'ordine tra numeri naturali ci permette di conclu​dere.

 Questa osservazione ci permette di affermare che dati due qualsiasi numeri a e b, con b>0, si può sempre decidere effettivamente quale numero è il quoziente e quale numero è il resto della divisione a:b. Infatti, poiché il quoziente deve essere minore del divisore, basta, al più, moltipli​care il divisore b per ciascuno dei numeri minori di a. Sicuramente uno di questi prodotti sarà maggiore od uguale al dividendo, e il minor prodotto con questa caratteristica (che può essere ef​fettivamente individuato dovendo confrontare solo un numero finito di possibilità, al di là del fatto che ogni insieme di numeri naturali ha minimo elemento) può essere o uguale ad a o stretta​mente minore di a. Nel primo caso il numero naturale che moltiplicato per b dà a è il quoziente e il resto sarà 0. Nell’altro caso il quoziente è il predecessore immediato di quel minimo, essendo il massimo numero che moltiplicato per b è minore di a. Poi si ottiene il resto con una sottrazione sicuramente possibile.

 Esercizio. Si dimostri che se a<b e c> 0, allora a:c<b:c.

 Si noti che in quanto sviluppato si sono visti tre tipi di problemi da affrontare con l’operazione di divisione, e precisamente 

1) il problema di determinare il numero massimo di individui ai quali si possono distribuire m elementi da un gruppo dato di n elementi (divisione per distribuzione); 

2) il problema di determinare il numero massimo iterazioni della sottrazione di m elementi da n dati (divisione per ripetuta sottrazione); 

3) il problema di determinare, avendo un certo numero n di elementi da suddividere tra t individui, il numero massimo di elementi che si può dare a ciascuno di loro.

 Quando il dividendo è un multiplo del divisore, possiamo ancora usare la terminologia ora intro​dotta, e il resto sarà 0. Cioè se dividiamo un numero naturale n per un numero naturale m otte​niamo un quoziente q e un resto r che sarà 0 se e solo se n è un multiplo di m. Detto altrimenti, la divisione si può effettuare in modo esatto se e solo se il resto è 0, cioè se e solo se n è un multi​plo di m. In questo caso diremo anche che m divide n, o che m è un divisore di n, o che n è divi​sibile per m. 

 Notiamo subito che ogni numero naturale m è divisibile per 1 e per sé stesso (infatti m=m1), ma ciò ci dice poco perché moltiplicare un numero per 1 vuol dire mantenere lo stesso numero, e dire che un numero è divisibile per 1 o per sé stesso è quasi come dire che un numero è sé stesso: verissimo ma poco interessante. Pertanto nelle questioni di divisibilità assumeremo sempre che i numeri coinvolti non siano né 1 né 0 (ribadiamo che non ha senso dividere per 0, e, come abbia​mo già visto, è poco informativo dividere 0 perché ogni numero naturale divide 0 con quoziente 0).

 Se un numero naturale è ottenuto da altri numeri naturali attraverso certe operazioni, in alcuni casi si può determinare la sua divisibilità dalla conoscenza della divisibilità dei numeri da cui è ottenuto.

 Ad esempio, se k è il prodotto del numero a, divisibile per n, per un qualsiasi numero b, allora anche k è divisibile per n. Infatti se a è divisibile per n allora esiste un numero m tale che a=mn, ma allora ab=mnb, cioè ab è un multiplo di n, e n divide il prodotto. 

 Ancora, se i numeri a e b sono divisibili per n allora anche a+b e a-b sono divisibili per n (a sarà maggiore di od uguale a b affinché esista la differenza a-b). Infatti sarà a=hn e b=kn, ed allora saranno a+b = hn+kn = (h+k)n e a-b = hn-kn = (h-k)n (qui h>k affinché a>b) e pertanto anche a+b e a-b sono multipli di n. Si noti che il risultato appena visto che riguarda la differenza può anche essere espresso nel modo seguente: se un numero n divide la somma a+b e divide an​che uno degli addendi, diciamo a, allora divide anche l'altro addendo: infatti b non è altro che a+b-a. 

 Anche per la divisione esiste un algoritmo di calcolo, da applicarsi alle cifre che rappresentano il dividendo e il divisore, che fornisce le cifre del quoziente e del resto. La dimostrazione della correttezza di tale algoritmo si dimostra ancora una volta sfruttando il contare per gruppi e tenen​do conto anche delle proprietà della divisione.
4.12 RADICI E LOGARITMI

 Si e’ già introdotta la funzione binaria esponenziale: essa a due numeri a e b fa corrispondere il numero che si ottiene moltiplicando a per se stesso b volte; questo numero può essere indicato mediante le scritture exp(a,b) o ab.

Anche per questa funzione binaria si possono considerare le parzializzazioni ottenute attribuendo un valore fissato a una o all’altra delle variabili. Quando si fissa un valore per la seconda variabi​le, cioè si fissa il numero di volte per cui un certo numero naturale n deve essere moltiplicato per se stesso, si introduce addirittura un nome particolare per la funzione 1-aria ottenuta e si parla di potenza n-esima di quel numero. Quando invece si dà un valore fissato b alla prima variabile e si considera la corrispondente funzione 1-aria ottenuta per parzializzazione dalla funzione binaria esponenziale, questa funzione 1-aria viene chiamata esponenziale di base b. 

 Con la funzione binaria esponenziale si intende risolvere il problema di trovare un numero c che sia il prodotto di un numero b per se stesso n volte: per indicare questo tipo di problema si può usare la seguente notazione bn = ?c? 

 Come per la addizione e per la moltiplicazione, ci si può domandare anche di trovare, se c’e’, un numero b tale che moltiplicato per se stesso un certo numero fissato n di volte dia un determinato valore c; o ancora di trovare un numero n, sempre se c’e’, tale che moltiplicando un fissato numero b per se stesso n volte si ottiene un dato numero c. Questi due tipi di problemi possono essere rappresentati con le notazioni ?b?n = c, e b?n? =c rispettivamente. 

 Un notevole aiuto alla soluzione del primo tipo di problemi (?b?n = c) viene dallo studio delle funzioni 1-arie parziali potenza. Come si e’gia’ notato quando n e’ 0 si ottiene la funzione 1-aria costante 1 che e’ totale, ma non e’ ne’ iniettiva ne’ suriettiva. Quando poi si considera n = 1 si ottiene la funzione identica e questa situazione non ha grande interesse. Negli altri casi si otten​gono funzioni che a 0 associano 0, a 1 associano 1, sono totali, non suriettive e iniettive. L’ulti​ma affermazione merita una giustificazione, non essendo immediata come le precedenti. Si e’ già visto che, se si moltiplicano tra loro due numeri ed anche si moltiplicano tra loro altri due numeri rispettivamente ciascuno strettamente maggiore del corrispondente precedente, il secondo pro​dotto e’ strettamente maggiore del primo (cioè se a<c e b<d allora ab<cd), e in particolare di​verso: ciò giustifica l’iniettività mediante una argomentazione induttiva su n. Per n uguale a 0 o a 1 non c’e’ niente da dimostrare perché non si considerano questi casi. Per n uguale a 2, se a<b allora, sfruttando l’osservazione richiamata sulla moltiplicazione, si ha che aa<bb. nel passare poi da n a n+1 si deve supporre che la proprietà valga per n, cioè se a<b allora an<bn, e dunque anche an+1=ana<bnb<bn+1, sempre sfruttando l’osservazione precedente, come volevasi dimo​strare.

 Dal momento che, fissato n>2, queste funzioni sono iniettive, ciascuna di esse possiede pure una sua funzione inversa, chiamata radice n-esima, che e’ non totale, ma suriettiva e iniettiva. La funzione radice n-esima applicata al numero c e’ quella che risolve il problema di trovare che numero b deve essere moltiplicato per se stesso n volte per ottenere il numero c, se tale numero b esiste, cioè se c appartiene al dominio della funzione radice n-esima.

 Passando ai problemi del secondo tipo (b?n? =c) l’aiuto viene ora dalle funzioni 1-arie parziali che si ottengono per parzializzazione dalla funzione binaria esponenziale fissando il valore della prima variabile, cioè dalle funzioni esponenziali di base b. Come si e’ già notato, nel caso che il numero fissato per la prima variabile sia 0 o 1 si ottengono rispettivamente le funzioni costanti 0 e 1, e l’interesse per queste funzioni e’ molto scarso. Se b e’ maggiore od uguale a 2, le funzioni esponenziali di base b che si ottengono sono totali, non suriettive (3 non e’ nel codominio della funzione esponenziale di base 2, e 2 non e’ nel condominio delle funzioni esponenziali di base maggiore di 2) e iniettive.

 In particolare per l’iniettività si sfrutta ancora la proprietà della moltiplicazione che se a < c e 0 < d allora ad < cd, e, dopo aver dimostrato per induzione su n che se 0<n allora 1<bn, sempre per b > 2, si sfrutta anche la proprietà che se m < n allora bm < bn, sempre con b > 2. Così anzitut​to si dimostra che, con b > 1, se 0 < n allora 1 < bn. Di fatto sia b > 2, allora il caso n = 0 e’ ba​nalmente soddisfatto perché non va considerato, se invece n = 1 si ha che 1 < b = b1 per la scelta di b, e, infine, se n = succ(h), con h > 1, si ha che 1 < bh per ipotesi induttiva, sicché, sfruttando la proprietà della moltiplicazione richiamata, si ha che bh = bh1 < bhb = bsucc(h) = bn poiché 1 < b e 0 < 1 < bh, completando la dimostrazione per induzione. Per dimostrare l’ultima proprietà di​chiarata, sia b ancora un qualsiasi numero maggiore od uguale a 2, e sia m < n, cioè c’e’ un nu​mero c maggiore di 0 tale che n = m+c, così, per il risultato precedente, 1 < bc e 0 < 1 < bm, sic​ché bm = bm1 < bmbc = bm+c = bn, come volevasi far vedere. L’iniettività delle funzioni esponen​ziali di base b, con b > 1, segue dalla crescenza di tali funzioni (cioè dalla proprietà che se m < n allora bm < bn) osservando che se un numero e’ minore di un altro non può essergli uguale.

Dal momento che, fissato b > 2, queste funzioni sono iniettive, ciascuna di esse possiede pure una sua funzione inversa, chiamata logaritmo di base b, che e’ non totale, ma suriettiva e inietti​va. La logaritmo di base b applicata al numero c e’ quella che risolve il problema di trovare che numero n tale che moltiplicando b per se stesso n volte si ottiene il numero c, se tale numero n e​siste, cioè se c appartiene al dominio della funzione logaritmo di base b.

Nel presentare la funzione binaria esponenziale si era osservato che non e’ commutativa. Ciò giustifica il fatto che le funzioni parziali che si ottengono dalla funzione binaria esponenziale fis​sando il valore dell’una o dell’altra variabile, hanno funzioni inverse completamente diverse: ciò dovrebbe far riflettere sulla centralità della commutatività nell’ottenere le operazioni di sottrazio​ne e di divisione.
4.13 NUMERI PRIMI E FATTORIZZAZIONE DI UN NUMERO NATURALE.

 È chiaro che per poter dividere esattamente un numero è necessario conoscere i suoi divisori. La determinazione dei divisori di un numero, e di quali numeri hanno divisori è un problema centra​le nello studio dei numeri naturali, e ad esso dedicheremo ora un pò di lavoro.

 Cominciamo con l'osservare che ci sono numeri (>1) che hanno divisori diversi da 1 e dal nume​ro stesso (ma abbiamo già notato che questi divisori non ci interessano), ad esempio 4=22, men​tre ci sono numeri che non hanno divisori di questo tipo, ad esempio 2. Chiameremo irriducibili i numeri naturali maggiori di 1 che non hanno divisori se non 1 e sé stessi.

 Osserviamo, poi, che nella divisione a:b, se il divisore b è maggiore del dividendo a allora il quoziente è zero e il resto è uguale al dividendo. Infatti moltiplicando il divisore b per un qualun​que numero naturale n maggiore di zero si ottiene un numero nb maggiore od uguale a b, e quindi strettamente maggiore di a, numero n che pertanto non può essere il quoziente. Così il quoziente deve essere zero e di conseguenza il resto sarà uguale al dividendo.

 Questa osservazione ci permette di affermare che si può sempre decidere effettivamente quali sono i divisori di un numero naturale n maggiore di zero, perché i numeri maggiori di n sicura​mente non sono divisori di n (il resto della divisione sarà n che non è zero), sicché basta control​lare quali tra i numeri minori od uguali a n sono suoi divisori: per ogni tale numero si può deci​dere effettivamente se è un divisore di n, come abbiamo già visto, e queste decisioni sono in nu​mero finito.

 Allora possiamo anche decidere effettivamente se un numero è irriducibile, perché ciò equivale a decidere effettivamente quali sono i suoi divisori.

 Se un numero n è riducibile (maggiore di 1 e non irriducibile), allora può essere scritto come prodotto di altri due numeri, a e b, diversi da 1 e da n. A loro volta ciascuno dei numeri a e b può essere riducibile o irriducibile. Se uno, diciamo a, è riducibile, allora può essere scritto come prodotto, a=a1b1 con a1 e b1 diversi da 1 e da a. Così si può scrivere n=a1b1b; ma ancora qualcuno dei fattori di n può essere riducibile e scritto come prodotto. Si continuino a sostituire ad un fattore riducibile nel prodotto che dà n un prodotto di numeri che dia quel fattore, numeri diversi da 1 e dal fattore stesso. Questo processo avrà termine perché i nuovi fattori introdotti ad ogni passo sono minori del numero che vanno a sostituire e siamo partiti da un numero naturale n che ha un numero finito di predecessori. Quando questo processo sarà terminato ogni fattore nel prodotto che dà n sarà irriducibile. Se un prodotto di numeri irriducibili dà un numero n dire​mo che quel prodotto è una fattorizzazione di n.

 In sostanza abbiamo visto che

TEOREMA. Ogni numero naturale maggiore di 1 ha una fattorizzazione.

 In una fattorizzazione un numero irriducibile può comparire più volte, come negli esempi già vi​sti. Alle varie occorrenze di un numero irriducibile in una fattorizzazione possiamo sostituire la potenza che ha per base quel numero e per esponente il numero di volte che quel numero occorre nella fattorizzazione. Se facciamo così per tutti i numeri che occorrono nella fattorizzazione otte​niamo un prodotto di potenze di numeri irriducibili tra loro diversi. 

 Ora vogliamo dimostrare che la fattorizzazione di un numero è sostanzialmente unica nel senso che se p'0e’0  p'1e’1  ...  p're’r e p"0e"0  p"1e"1  .. .  p"se"s sono fattorizzazioni di n, in cui p’0, p’1, …, p’r e p”0, p”1, …, p”s sono due successioni crescenti di numeri irriducibili, allora r=s e p'0=p"0 e p'1=p"1 e ... e p'r=p"s e e’0=e"0 e e’1=e"1 e ... e e’r=e"s, con gli esponenti tutti diversi da 0. Questo risultato va sotto il nome di teorema di fattorizzazione unica dei numeri naturali.

 Per arrivare a questo risultato è opportuno introdurre prima il concetto di numero primo: un nu​mero n si dice primo se è maggiore di 1 e se dati due qualsiasi numeri naturali a e b, se n divide ab allora o n divide a o n divide b.

 Osserviamo che non si può decidere effettivamente se un numero n maggiore di 1 è primo usan​do la definizione: infatti per ogni coppia di numeri naturali a e b bisognerebbe verificare che se n divide ab allora o n divide a o n divide b, e non è sufficiente fare questa verifica solo per alcune coppie di numeri naturali, sicché non si potrà mai arrivare ad una decisione. 

 Per superare questo problema faremo vedere che i numeri primi sono esattamente i numeri irri​ducibili, e sappiamo che possiamo decidere effettivamente se un numero è irriducibile o meno.

 Iniziamo con l'osservare che i numeri riducibili non sono primi. Infatti, se n è un numero riduci​bile, allora è il prodotto di due numeri diversi da uno e da n, diciamo che n=cd. Per mostrare che n non è primo scegliamo proprio i numeri c e d: chiaramente n divide cd, ma non divide né c né d perché entrambi sono minori di n che è il loro prodotto. Dunque n non è primo. 

 Da quanto appena mostrato segue, per contronominale, che se un numero n è primo allora è irri​ducibile, cioè i numeri primi sono contenuti tra gli irriducibili.

 Vogliamo ora far vedere che, viceversa, i numeri irriducibili sono primi.

 Siccome, come abbiamo già visto, usando la definizione non si può decidere quando un numero è primo, ragioniamo per assurdo, cioè iniziamo con il supporre che ci sia un certo numero irridu​cibile m che non sia primo. Dire che m non è primo vuol dire che ci sono due numeri naturali a e b tali che m divide ab, ma m non divide né a né b. Questa affermazione ci mette a disposizione già degli ipotetici numeri a e b e non dobbiamo più provare con tutte le possibili coppie di nume​ri naturali. Se, come stiamo supponendo per assundo, c'è un numero irriducibile non primo, allo​ra ci sarà anche un più piccolo numero irriducibile non primo, chiamiamolo n, perché, come sap​piamo, ogni insieme non vuoto di numeri naturali ha un minimo elemento. A questo punto per poter concludere che i numeri irriducibili sono primi dobbiamo far vedere che supporre che ci sia un minimo numero irriducibile n che non sia primo porta ad un assurdo.

 L'enunciata ipotesi di assurdità può essere formulata così: c'è un minimo numero n irriducibile (quindi maggiore di 1) e ci sono due numeri a e b tali che n divide il prodotto ab (cioè esiste q tale che ab=nq), ma n non divide né a né b. Si osservi che, se n è un numero irriducibile non primo, allora non è unica la coppia di numeri a e b tali che n divide ab ma non divide né a né b. Infatti, se p è un numero irriducibile diverso da b e da n, esso non è divisibile per n (se lo fosse non sarebbe irriducibile), e allora o ap è divisibile per n, e, in tal caso, si è trovata una nuova coppia di numeri non divisibili per n il cui prodotto è divisibile per n, oppure ap non è divisibile per n, e, in questo altro caso, la coppia di numeri ap e b è una nuova coppia di numeri non divi​sibili per n ma il cui prodotto apb è divisibile per n, essendolo ab, e p è un fattore sia di ap che di (apb):n. Così, per arrivare alla dimostrazione che è assurdo supporre che ci sia un nu​mero irriducibile che sia anche non primo, tra tutte le coppie che mostrerebbero che n non è pri​mo, se ne potrebbe cercare una con meno fattori aggiunti: in una tale coppia non ci dovrebbero essere fattori maggiori di 1 in comune tra a e (ab):n ed anche non ci dovrebbero essere fattori maggiori di 1 in comune tra b e (ab):n.

 Di fatto si mostra che ci si può ridurre ad una tale situazione, cioè si farà vedere che se il nume​ro n divide ab ma non divide né a né b, allora esistono due numeri A e B tali che n divide AB, ma non divide né A né B, ed inoltre né (AB):n e A hanno fattori maggiori di 1 comuni né (AB):n e B hanno fattori maggiori di 1 comuni.

 Infatti, se (ab):n e a non hanno fattori maggiori di 1 comuni, A sia a; altrimenti sia h il massimo comun divisore tra (ab):n e a (per cui esistono k e j tali che (ab):n=hk e a=hj), e A sia pro​prio j, cioè a:h. Così n divide Ab, dal momento che (hA)b=ab=n((ab):n) =n(hk), sicché Ab=nk. Ed anche n, oltre a non dividere b, non divide A, perché altrimenti dividerebbe anche a. Ed infine (Ab):n e A non hanno fattori maggiori di 1 comuni, altrimenti h non sarebbe stato il massimo comun divisore tra (ab):n e a.

 Analogamente, se (Ab):n e b non hanno fattori maggiori di 1 comuni, B sia b; altrimenti sia h' il massimo comun divisore tra (Ab):n e b (per cui esistono k' e j' tali che (Ab):n=h'k' e b= h'j'), e B sia proprio j', cioè b:h'. Così n divide AB, dal momento che A(h'B)=Ab= n((Ab):n)=n(h'k'), sicché AB=nk'. Ed anche n, oltre a non dividere A, non divide B, per​ché altrimenti dividerebbe anche b. Ed infine (AB):n e B non hanno fattori maggiori di 1 comu​ni, altrimenti h' non sarebbe stato il massimo comun divisore tra (Ab):n e b, ed anche (AB):n e A non hanno fattori maggiori di 1 comuni, altrimenti anche (Ab):n e A ne avrebbero.

 Così si è mostrato che la riduzione proposta non è restrittiva, ma può sempre essere effettuata.

 Anzitutto faremo vedere che non è restrittivo supporre che i numeri a e b siano minori di n, ed inoltre che ab non abbia fattori maggiori di 1 che siano anche fattori di (ab):n. Dire che non è restrittivo, vuol dire che se a e b sono numeri tali che n divide ab e n non divide né a né b, allora esistono anche due numeri a’ e b' tali che, ancora, n divide a’b' e n non divide né a’ né b', ma anche n>a’ e n>b'. Anzi, addirittura, esistono due numeri A e B tali che n divide AB ma n non divide né A né B e n>A e n>B e nessun fattore maggiore di 1 di AB è fattore anche di (AB):n.

 Inizialmente il nostro compito sarà quello di giustificare le due riduzioni enunciate; solo succes​sivamente faremo vedere che, dal caso più specifico che si ottiene, segue una contraddizione, e dunque sarà assurda l'ipotesi fatta che un numero irriducibile sia non primo, e perciò ogni nu​mero irriducibile sarà primo.

 Cominciamo col far vedere che se, dato il numero n irriducibile ci sono due numeri a e b tali che n divide ab ma n non divide né a né b, allora ci sono anche due numeri a’ e b' tali che n divide a’b' ma n non divide né a’ né b', ed inoltre n>a’ e n>b'.

 Dati i numeri a e b dividiamoli per n: le due divisioni avranno ciascuna resto diverso da 0 per​ché né a né b sono divisibili per n; inoltre i resti sono minori di n e sono i numeri dati solo nel caso che essi siano già minori di n. Siano à e b' i resti delle divisioni a:n e b:n rispettivamente i cui quozienti siano h e k rispettivamente. Facciamo vedere che questi due numeri a’ e b' soddi​sfano le nostre richieste. Infatti essendo minori di n e diversi da zero non sono divisibili per n, ma il loro prodotto è divisibile per n. Per renderci conto di quest'ultima affermazione, ricordiamo che a=nh+a’ e b=nk+b' per la definizione di divisione. Allora ab = (nh+a’)(nk+b') = (hk+hb'+ka’)n+a’b'. Poiché stiamo supponendo che n divida ab, e inoltre ovviamente n divide (hk+hb'+ka’)n, allora n dovrà dividere anche a’b', per le proprietà già viste sul preservarsi della divisibilità attraverso le operazioni. Ma questo è proprio quello che volevamo far vedere. Così possiamo affermare che la prima riduzione non è restrittiva.

 Proseguiamo ora con l'altra riduzione, cioè facciamo vedere che, dato n irriducibile, se esistono a’<n e b'<n tali che tali che n divide a’b' ma n non divide né a’ né b', allora esistono anche A<n e B<n tali che tali che n divide AB e (AB):n = 1.

 Se (a’b'):n = 1 siamo già a posto, cioè prendiamo A=a’ e B=b'. Altrimenti consideriamo i fatto​ri irriducibili di (a’b'):n, che ovviamente sono anche fattori di a’b'. Osserviamo che questi fattori sono minori di n dal momento che (a’b'):n < n essendo a’b' < n2 poiché sia a’ che b' so​no minori di n. Così i fattori irriducibili di (a’b'):n, essendo minori di n, sono anche primi perché n era il più piccolo numero irriducibile che non fosse primo. Sia allora p un fattore irridu​cibile e primo di (a’b'):n ed anche di a’b'; poiché p è primo e divide a’b' allora deve anche di​videre o a’ o b', supponiamo che divida a’ per fissare le idee, e così sarà a’=pa" con a"<a’. Poi​ché si è supposto che p divide (a’b'):n, si avrà anche che (a’b'):n = (pa"b'):n = pq per qual​che naturale q; e dunque anche a"b'=nq, per le proprietà del prodotto. Indicando b' con b", si sono cosi ottenuti i due numeri a" e b" il cui prodotto è ancora divisibile per n, entrambi non so​no divisibili per n ( sono minori di n) ed inoltre a"b"<a’b'; e, se (a"b"):n non è uguale ad 1, si è nella stessa situazione in cui ci si trovava con a’ e b', ma con (a"b"):n< (a’b'):n. A partire da a" e b", se (a"b"):n non è uguale ad 1, si può ripetere lo stesso tipo di procedimento e ottenere altri due numeri à'' e b''' con le stesse caratteristiche di a" e b", se (à''b'''):n non è 1, ma anche tali che (à''b'''):n<(a"b"):n. Si prosegua in questo modo fino ad arrivare a due numeri A e B tali che n divide AB, n>A, n>B, e (AB):n = 1. Il processo descritto sicuramente porterà ad ottenere questi numeri A e B perché si è partiti da (àb'):n e ai vari passaggi, effettuabili se gli analoghi rapporti non fossero stati  uguali a 1, si ottenevano rapporti sempre minori, sicché ad un certo punto si deve pervenire ad un tale rapporto che sia uguale ad 1. Questi numeri A e B sono prorio quelli che si cercavano, e si può affermare che anche questa riduzione non è restrittiva, come si voleva far vedere.

 Ma la situazione a cui si è pervenuti è un'assurdità. Infatti n non può essere irriducibile e non primo, dividendo AB ma non dividendo né A né B, ed essere anche tale che (AB):n = 1 (che e​quivale AB = n), cioè essere riducibile. 

 Perciò si deve concludere che l'ipotesi per assurdo non può essere vera e, dunque, ogni numero irriducibile è primo e l'insiemi dei numeri naturali irriducibili coincide con l'insieme dei numeri naturali primi, come si voleva far vedere.

 Poiché i numeri primi sono esattamente i numeri irriducibili, avremmo potuto chiamare primi proprio i numeri irriducibili, cioè i numeri maggiori di 1 che non hanno fattori diversi da 1 e da sé stessi. Da questo punto di vista ciò che abbiamo dimostrato equivale a far vedere che i numeri primi godono della seguente proprietà: se dividono un prodotto allora dividono anche almeno uno dei fattori. Nella nostra presentazione abbiamo scelto di dare al termine numero primo e al termine numero irriducibile due definizioni diverse per cercare di mettere maggiormente in rilie​vo le caratteristiche fondamentali degli uni e degli altri. Di fatto queste caratterizzazioni sono en​trambe molto importanti ed essenziali per dimostrare che ogni numero naturale si fattorizza in modo unico. In base a queste osservazioni, decidiamo di abbandonare la dizione pesante di nu​mero irriducibile e adottare la dizione numero primo; per numero primo intenderemo, per defini​zione, un numero maggiore di 1 che non ha divisori diversi da 1 e da sé stesso, e in tal modo sap​piamo che possiamo decidere quando un numero è primo.

 In quanto abbiamo appena fatto, abbiamo sempre considerato prodotti di due numeri, ma, prece​dentemente, abbiamo anche detto cosa intendiamo come prodotto di più di due numeri che, gra​zie alla proprietà associativa del prodotto, abbiamo potuto definire come il risultato di ripetute moltiplicazioni di due numeri. Viene allora naturale la curiosità di sapere cosa succede quando un numero primo divide un prodotto di più numeri. Per fissare le idee, chiamiamo a1, a2,... ,am i fattori del prodotto e supponiamo che il numero primo n divida a1a2...am. Vogliamo far vedere che allora n divide almeno uno dei fattori. Infatti, poiché n è primo e a1a2...am=a1(a2(...(am-1 am)...)), allora n o divide a1 o divide il prodotto a2(...(am-1am)...); se divide a1 abbiamo mostra​to quanto volevamo far vedere, altrimenti osserviamo che poiché n è primo e divide a2(...(am-1 am)...) allora n o divide a2 o divide l'altro fattore; se divide a2 ancora abbiamo mostrato quanto volevamo, altrimenti continuiamo con le prossime applicazioni dell'operazione moltiplicazione e, mal che vada, arriveremo fino ad affermare che n divide am-1am, ma in tal caso n o divide am-1 o divide am, e, dunque, in ogni caso, abbiamo trovato almeno un fattore divisibile per n, come vo​levasi dimostrare.

 Abbiamo già detto cosa intendiamo per fattorizzazione di un numero naturale, cioè la rappresen​tazione di quel numero come prodotto di potenze, di esponente non 0, di numeri primi tra loro diversi.

 Ora finalmente dimostriamo che dato un qualsiasi numero naturale n maggiore di 1, se p'1e’1  p'2e’2  ..  p're’r e p"1e"1  p"2e"2  ...  p"se"s sono fattorizzazioni di n, in cui p’0, p’1, …, p’r e p”0, p”1, …, p”s sono due successioni crescenti di numeri irriducibili, allora r=s, p'1=p"1, p'2=p"2, ... , p'r=p"s, e’1=e"1, e’2=e"2, ... ,e e’r=e"s.

 Anche in questo caso ragioniamo per assurdo. Supponiamo che ci sia un numero n e che ci siano due fattorizzazioni diverse di quel numero n, siano p'1e’1  p'2e’2  ..  p're’r e p"1e"1  p"2e"2  ...  p"se"s. Poiché sono diverse, c'è un numero irriducibile, e quindi primo, q che compare con un cer​to esponente i' in una fattorizzazione (diciamo nella prima), ma compare con un diverso espo​nente, diciamo i", nella seconda (possiamo supporre senza restrizioni che sia i'>i", se non è così invertiamo i nomi), oppure non compare del tutto nella seconda fattorizzazione. Se q compare anche nella seconda fattorizzazione dividiamo il numero da fattorizzare per qi" ottenendo un altro numero N con due fattorizzazioni diverse una in cui compare il numero primo q e l'altra in cui non compare (queste due fattorizzazioni si ottengono dalle fattorizazioni di q togliendo i" volte il fattore q). Poiché le due fattorizzazioni sono dello stesso numero N e q divide quel numero (è fattore nella prima fattorizzazione) allora q divide anche il prodotto di potenze di numeri primi che è l'altra fattorizzazione. Poiché q è primo allora divide almeno uno dei fattori di questo prodotto. Ma i fattori sono potenze di numeri primi diversi da q e nessuno di essi è divisibile per q. Assurdo. 

 Perciò dobbiamo concludere che l'ipotesi che ci sia più di una fattorizzazione di un certo numero è assurda, e la fattorizzazione è unica.

 Si noti che nella precedente dimostrazione si e’ utilizzato il fatto che i numeri irriducibili sono primi, ma non quello che i numeri primi sono irriducibili.

 4.14 INTRODUZIONE INSIEMISTICA DEI NUMERI NATURALI.

In quanto sviluppato finora a proposito dei numeri naturali, questi sono stati considerati come quegli enti che servono per rappresentare l'esperienza di contare, cioè di partire da niente e ripe​tere l'operazione di aggiungere un nuovo elemento, ricordando quanto si è fatto. Così i numeri naturali sono stati concepiti come le quantità di iterazioni del passaggio a considerare un ulterio​re elemento a partire da niente. In effetti non ci si è mai posti il problema se questi enti potessero essere determinati in qualche modo. A questo ultimo problema si potrebbe rispondere che sono frutto della nostra fantasia e che pertanto non possono essere ulteriormente precisati in modo in​teressante. Tuttavia ci si può domandare se possono essere ricondotti ad altre creazioni della no​stra fantasia in modo che la fiducia in queste possa giustificare la fiducia anche nei numeri natu​rali. Il problema è analogo a quello visto di rappresentare gli insiemi ordinati mediante insiemi. Anche questa volta si potrebbe tentare di trovare una soluzione rifacendosi agli insiemi.

 Un primo tentativo potrebbe essere quello di identificare un numero naturale con la classe di tut​ti gli insiemi che hanno quel numero di elementi. Per il numero zero le cose vanno bene e sareb​be identificato con la classe il cui unico elemento è l'insieme vuoto: questa classe è un insieme, come si è visto. Ma già con il numero uno si trovano le prime difficoltà. Infatti dovrebbe corri​spondergli la classe di tutti gli insiemi con un solo elemento. Questa classe è equinumerosa alla classe universale poiché la funzione che ad un insieme x associa l'insieme, {x}, che ha quello co​me unico elemento è una biiettività. Ne consegue che la classe di tutti gli insiemi con un solo e​lemento è una classe propria, dal momento che lo è la classe universale. Si può facilmente mostrare che anche le classi degli insiemi con un fissato numero di elementi maggiore di uno sono equinumerose alla classe universale, e, pertanto sono tutte classi proprie. Il guaio di tale conclusione è che queste classi, proprio in quanto classi prorpie, non possono essere soggetto di alcuna proprietà, sicché non si può parlare di successore di una di esse, ne di somma tra due di esse, né di alcun'altra cosa.

 Per superare l'ostacolo evidenziato, si potrebbe cambiare scelta cercando di identificare un nu​mero non con la classe degli insiemi con tanti elementi quanti indica quel numero, ma con un particolare elemento di quella classe, cioè con un particolare insieme con tanti elementi quanti sono indicati da quel numero: quel particolare insieme nella classe fungerebbe da rappresentante della classe, ed anche del numero che si considera.

 Il problema diventa come scegliere il rappresentante all'interno di ciascuna classe. Per la classe di insiemi con zero elementi la cosa è banale e forzata: in quella classe c'è solo l'insieme vuoto e non c'è che da scegliere quello. Ma cosa fare per le altre classi che hanno tanti elementi quanti l'universo degli insiemi? Un'idea potrebbe essere quella di usare della scelta fatta per una classe per determinare la scelta da farsi per la classe degli insiemi con un elemento in più: cioè corri​sponde anche all'idea che per i numeri naturali c'è un punto di partenza e si procede attraverso il passaggio al prossimo. Un'altra osservazione che può aiutare nella scelta del rappresentante è la seguente: nell'usare un numero, per indicare quanti elementi ha un certo insieme, si sono sempre considerate biiettività tra gli elementi dell'insieme e i predecessori del numero, affermando im​plicitamente che l'insieme dei predecessori di un numero sia un elemento tipico della classe degli insiemi ad esso equinumerosi (si era anche visto che non c'è alcuna biiettività tra i numeri che precedono un numero e quelli che ne precedono un altro).

 Mettendo queste osservazioni assieme, diventa naturale pensare di associare al successore di ze​ro (1) l'insieme il cui unico elemento è quello messo in corrispondenza con zero (unico suo pre​decessore immediato), cioè {}. Al successore del successore di zero (2), poi, corrisponderà l'in​sieme i cui elementi sono i corrispondenti di zero e del successore di zero, e cioè {,{}}; e così via. Più in generale, per passare da un insieme che rappresenta un numero n a quello che rappre​senta il prossimo numero succ(n), si deve considerare l'insieme dei numeri che precedono il prossimo, succ(n), che è l'insieme dei numeri che precedono il primo numero dato n a cui va ag​giunto lo stesso numero dato, che è l'insieme di quelli che lo precedono. Detto altrimenti l'insie​me X' che corrisponde a succ(n) sarà l'insieme X che corrisponde a n a cui si aggiunge l'insieme corrispondente ad n. Poiché per aggiungere un elemento ad un insieme si deve fare l'unione di quel insieme con l'insieme che ha per unico elemento quell'elemento, l'operazione prima descrit​ta si può precisare così: X' = X{X}. Così l'operazione insiemistica che fa passare dalla scelta di un rappresentante in una classe di insiemi con n elementi alla scelta del rappresentante in una classe di insiemi con succ(N) elementi è quella di unire al rappresentante della prima classe l'in​sieme che ha per unico elemento proprio quel rappresentante.

 A questo punto si può voler identificare i numeri con gli insiemi che li rappresentano e conside​rare tali insiemi come i numeri naturali. Così 0 sarà , 1 sarà {0}={}, 2 sarà {0,1}= {,{}}, 3 sarà {0,1,2}={,{},{, {}}}, 4 sarà {0,1,2,3}={,{},{,{}},{,{}, {,{}}}}, e così via considerando che se n è un numero, il prossimo, succ(n) sarà n{n}.

 Rimane il problema che nel presentare i numeri naturali si era affermato che erano il più piccolo insieme induttivo. Nell'attuale contesto detta affermazione si tramuta nella seguente che rimane indispensabile per precisare quali insiemi si vogliono considerare come numeri naturali: questi sono il minimo insieme (rispetto all'inclusione) cui appartiene l'insieme vuoto, , e chiuso rispet​to all'operazione di unione di un suo elemento con l'insieme che ha come unico elemento quel elemento, cioè se n appartiene all'insieme allora anche n{n} appartiene all'insieme.

 Se i numeri vengono precisati nel modo detto si può ridimostrare, in teoria degli insiemi, tutto quanto si è già visto a proposito dei numeri naturali.

 Questa nuovo punto di vista insiemistico su cosa sono i numeri naturali permette di riformulare l'assioma dell'infinito in teoria degli insiemi in modo puramente insiemistico senza dover ricorre​re a insiemi di atomi. Infatti l'affermazione a suo tempo formulata dicendo che la collezione dei numeri naturali è un insieme, ora suona nello stesso modo ma intendendo per numeri naturali gli insiemi prima definiti e non atomi diversi.

� Infatti la relazione di equinumerosità è riflessiva perché l'identità su un insieme è una biiettività, è simmetrica per�ché l'inversa di una biiettività è una biiettività, ed è transitiva perché la composizione di biiettività, con codominio della prima uguale al dominio della seconda, è ancora una biiettività.


� La dimostrazione di ciò è semplice per quanto riguarda la riflessività e la transitività (la funzione identica è una iniettività totale, e la composizione di iniettività totali è ancora una iniettività totale), molto più delicata per quanto riguarda l'antisimmetria, tanto che sarà oggetto di ampio studio e dimostrazione, in modo indipendente, quando si considereranno gli insiemi infiniti.


� Qui di seguito vengono riportati gli assiomi di Peano per l’aritmetica, nella versione originale che differisce un po’, ma e’ equivalente, alle affermazioni accettate.


1. Zero e’ un numero.


2. Se a e’un numero, allora il successore immediato di a e’ un numero.


3. Zero non e’ il successore immediato di un numero.


4. Due numeri i cui successori immediati sono uguali sono essi stessi uguali.


5. (Assioma d’induzione) Se un insieme S di numeri contiene zero ed anche il successore immediato di ogni numero di S, allora ogni numero e’ in S. 


� Infatti sia Xn l’insieme dei predecessori di n non raggiungibili considerandone via via i predecessori immediati di n, quindi Xn = (x: x e’ un numero naturale e x < n e x non è raggiungibile a partire da n considerando via via i suoi predecessori immediati(. Chiara�mente Xn e’ un sottinsieme dell’insieme dei numeri naturali. Ora, 0 ( Xn (per l’ipotesi as�surda che si sta considerando) e se un certo numero naturale h gli appartenesse anche succ(h) gli dovrebbe appartenere, perché se h ( Xn sarebbe h < n, da cui discende che succ(h) ( n ma succ(h) ( n dato che altrimenti h sarebbe raggiungibile considerando il predecessore immediato di n; deve allora essere succ(h) < n. Se succ(h) fosse raggiungi�bile a partire da n considerandone via via i predecessori immediati, ossia se succ(h) ( Xn, anche h dovrebbe essere raggiungibile a partire da n considerandone via via i predeces�sori immediati dal momento che basterebbe iterare ancora una volta l’operazione di pas�saggio al predecessore immediato dopo aver ottenuto succ(h) per ottenere h. Xn sarebbe quindi un insieme induttivo incluso propriamente nell'insieme dei naturali. 





� Per cogliere l’entità del problema bisogna ricordare che non è detto a priori che a sod�disfare le affermazioni della definizione per induzione sia esattamente la sola nozione che si intende definire: potrebbe anche succedere che anche nozioni completamente di�verse siano in grado di farlo. Per comprendere meglio la questione si può considerare il seguente aneddoto: per avere accesso ad una città è necessario avere la parola d’ordine, che tuttavia cambia spesso; una spia nascosta in prossimità della guardiola cerca di co�glierla ascoltando le domande della guardia a quanti devono entrare: al primo la guardia dice 6, questi risponde 3 ed entra; al secondo la guardia dice 8, questi risponde 4 ed en�tra; al terzo la guardia dice 10, questi risponde 5 ed entra; al quarto la guardia dice 12, questi risponde 6 ed entra; a questo punto la spia, certa di aver compreso il trucco, si fa avanti la guardia dice 14 e lei risponde 7: viene arrestata! La risposta non era 7 ma 11, perché bisognava indicare il numero di lettere da cui era composto il nome del numero. La storiella serve a mettere in luce il fatto che talvolta, quando non si è in possesso di u�na definizione esplicita, non si può essere assolutamente certi del fatto che le caratteriz�zazioni in casi parziali, che giustamente si utilizzano per indovinare la nozione da definire in mancanza d’altro, siano in grado di individuarla univocamente.


� Un lemma non è altro che un teorema che serve per dimostrare un teorema più importante; la presentazione di un lemma prima di effettuare la dimostrazione di un teorema permette di mantenere una migliore chiarezza, in quanto consente di non dover dimostrare un risultato all’interno della dimostrazione di un altro, come era stato fatto invece nel caso della proprietà commutativa dell’addizione.


� E’ una conseguenza di un risultato sull’addizione dimostrato nel paragrafo 4.5, per cui se i numeri naturali n, m, q, p sono tali che  n < m e q < p, si ha che n + q < m + p: nel caso in esame per ogni i tale che 0 < i < p si ha che ai < K e bi < K, quindi, per ogni tale i, si ha anche che ai + bi < K + K = 2 K.


� La successione xi consente di tenere conto anche di eventuali riporti.


� Si noti che nella precedente determinazione dei numeri ci si è usata la sottrazione, ma per numeri minori di 2K, anche se questa operazione non è stata ancora introdotta; tuttavia ciò non crea difficoltà e la lacuna sarà colmata quando la sottrazione sarà introdotta in modo indipendente dal suo uso fatto in questa circostanza.


� In questo caso si era già ottenuto un asterisco nel corso della ricerca di ci – 1 per cui tale asterisco ha incrementato di uno il numero associato alla cifra che doveva corrispondere a ci facendolo passare da 9 a 0, ora che si vuole trova�re il coefficiente per ci + 1 bisogna tenere conto del fatto che, per tenere conto del riporto, si deve considerare la cifra che segue immediatamente la cifra xi + 1  che rappresenta la somma dei coefficienti (i + 1)-esimi.
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