LEZIONE 5. (trascritta da Nicola Turrini e Giovanni Luisetto)
  Secondo Frege il numero naturale 1 corrisponde all’insieme (x: |x|=|(a(|(, il numero naturale 2 corrisponde all’insieme (x: |x|=|(a,b(|(, il numero naturale 3 corrisponde all’insieme (x: |x|=|(a,b,c(|( e così via. Secondo questa rappresentazione 0 corrisponderà all’insieme (x: |x|=((=(((. L’elemento 1=(x: |x|=|(a(|( può essere riscritto nel modo seguente: ((x(: x è elemento(; ora la classe universale U=(x: x è elemento( non può essere un elemento, infatti se essa fosse un elemento la classe di Russell R=(x: x non appartiene a x( in quanto sottoinsieme di U sarebbe un insieme, il che è assurdo. Ora che relazione intercorre tra U e 1? Tra U e 1 esiste una biettività, infatti esiste una funzione iniettiva, totale e suriettiva da U in 1 (consideriamo per esempio la funzione f:U→1 che associa l’elemento x ( U all’elemento (x( ( 1), ed esiste una funzione iniettiva, totale e suriettiva da 1 in U (consideriamo per esempio la funzione g:1→U che associa l’elemento (x( ( 1 all’elemento x ( U). Per l’assioma di rimpiazzamento la collezione dei corrispondenti di un insieme è un insieme, cioè se partiamo da un insieme e ad ogni elemento facciamo corrispondere al più un elemento allora l’insieme dei corrispondenti è un insieme; da ciò segue che se 1 è insieme allora anche U è un insieme, ma ciò è assurdo per quanto detto precedentemente (infatti la classe di Russell sarebbe un insieme il che è assurdo). Considero ora l’insieme 2, cioè l’insieme delle coppie del tipo (x,y(,(a,b(,…; tra queste coppie considero quelle della forma (x,x0( o della forma (x0,b( con x0 elemento fissato; i due sottoinsiemi qui considerati sono equinumerosi rispetto all’insieme 1, quindi 2 non è insieme perché anche in questo caso si otterrebbe un assurdo; similmente si procede per le terne.

  I numeri naturali come li ha pensati Frege non sono dunque insiemi (solo 0 è insieme). Cosa possiamo recuperare le idee di Frege per salvare le cose? A questa domanda ha risposto Von Neumann riprendendo e correggendo le idee di Frege per ridefinire i numeri naturali. Data la classe di un numero naturale possiamo scegliere un elemento come rappresentante; per la classe 0 la scelta è forzata perché 0 ha solo ( come elemento;ora quale sarà la scelta del rappresentante per la classe dei singoli? Si deve scegliere un particolare oggetto, ed eleggere il singolo che ha quell’oggetto come unico elemento a rappresentante della classe dei singoli. Una scelta naturale è quella di prendere come oggetto il rappresentante della classe del numero precedente prima scelta, in questo caso (. Il numero naturale 1 è quindi ((( = (0(, insieme che ha ( come unico elemento. Per scegliere un rappresentante per la classe delle coppie, insiemi che contengono esattamente un elemento ed un altro elemento, si unisce al precedente rappresentante dei singoli ((( l’insieme (((((:

2 = ((( ( ((((( = ((,((((=(0,1(
analogamente

3 = ((,(((,((,(((((=(0,1,2(
4 = ((,(((,((,((((((=(0,1,2,3(
Proseguendo, si possono definire gli altri numeri naturali.

n = ((,(((,((,((((,…..( = (0,1,2,3,…,(n-1)(
n+1 = succ (n) = n ( (n(
Decidiamo quindi di accettare che la collezione dei numeri naturali è un insieme, una cosa singola, e assumiamo questo come uno degli assiomi della teoria degli insiemi: l’assioma dell’infinito. Questo assioma viene assunto con molto rischio, finché non ne verrà dimostrata l’inconsistenza: la matematica è anche questo, assumere dei rischi.. Accettare che la collezione dei numeri naturali sia un insieme porta a stranezze, come affermare che i numeri naturali sono tanti quanti i numeri naturali pari, o a paradossi come ad esempio quello delle scatole con il buco: abbiamo due grandi scatole vuote A e B, bucate sul fondo, in cui metto i numeri naturali ordinati e a gruppi di cinque; ad ogni iterazione dalla scatola dalla scatola A esce il numero più basso contenuto in quel momento nella scatola mentre dalla scatola B esce il numero più alto contenuto in quel momento nella scatola. Cosa rimane alla fine nelle due scatole? Ad ogni stadio ci saranno 4n elementi in ogni scatola, ma alla fine la situazione sarà la seguente: scatola A: nessun elemento, (; scatola B: (0,1,2,3,5, 6,…(, insieme equinumeroso a quello dei numeri naturali.

  Riassumiamo ora gli assiomi della teoria degli insiemi:

A0: ASSIOMA DELL’ESTENSIONE: la collezione gode della proprietà dell’estensionalità, cioè non dipende da come vengono descritti i suoi elementi.
A1: ASSIOMA DELLA COPPIA: ogni classe con tanti elementi come la classe i cui elementi sono solo i simboli a e b sono un insieme.

A2: ASSIOMA DEL SOTTOINSIEME: una sottoclasse di un insieme è un insieme.
A3: ASSIOMA DELL’UNIONE TRA INSIEMI: l’unione tra insiemi è un insieme.

A4: ASSIOMA DELLA POTENZA: la classe di tutti i sottoinsiemi di un insieme è un insieme ed è chiamata insieme delle parti.
A5: ASSIOMA DI RIMPIAZZAMENTO: le classi che hanno tanti elementi quanto quelli di un’altra classe che sappiamo essere un insieme sono anch’esse insiemi.
A6: ASSIOMA DELL’INFINITO: la classe dei numeri naturali è un insieme.
Gli assiomi da A1 a A6 precisano una certa idea di insieme: almeno alcune collezioni sono insiemi; tra gli assiomi l’unico che ci forza ad affermare che ci sono insiemi infiniti è A6: accettare A6 significa, in sostanza, accettare l’esistenza di insiemi infiniti: la matematica per avere respiro deve possedere una teoria degli insiemi infiniti.

A7: ASSIOMA DELLA SCELTA. Sia (Eλ)λ∈Λ famiglia di insiemi non vuoti disgiunti. Esiste un insieme S tale che S ∩ Eλ contiene un unico elemento, per ogni ( ( (. 

L’assioma della scelta descrive questa situazione: data una collezione di insiemi non vuoti  voglio scegliere un elemento per ciascuno degli insiemi: questa collezione esiste? E se esiste è un insieme? Il problema della scelta è un problema sulle collezioni: c’è un criterio per scegliere? Posso sapere quando un elemento appartiene a questa collezione? Quanto devo sapere dell’elemento per sceglierlo? Un problema analogo si pone per esempio rispetto agli assiomi A4 e A6: le descrizioni sono  un insieme numerabile e per il teorema di Cantor non ci sono biiezioni tra N e P(N) sicchè la gran parte degli elementi di P(N) non possono essere descritti essendo P(N) un insieme non numerabile. Il problema della scelta è focalizzato sulle collezioni e non sul fatto di essere insiemi, accettare l’assioma della scelta significa accettare l’esistenza di collezioni mal precisate: ammetto che data una collezione di insiemi non vuoti esiste una collezione di elementi presi ognuno da ciascun insieme non vuoto. L’assioma della scelta è stato proposto in differenti versioni, più deboli o più forti, che misurano in certo senso quanto bene deve essere conosciuto un elemento per poterlo considerare appartenente ad una collezione e quindi per poter ammettere che tale collezione esista. Si può dimostrare che il principio del buon ordinamento equivale all’assioma della scelta; l’idea infatti è che attraverso il principio del buon ordinamento ho a disposizione un criterio per scegliere: posso infatti scegliere il minimo, sapendo che questo minimo esiste; inoltre se riesco a scegliere allora riesco anche a bene ordinare.

