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Capitolo 1

Completezza e compattezza in R

In questo primo capitolo' ci occupiamo, nell’ambito dell’insieme R dei numeri reali, di due nozioni
molto importanti dell’analisi matematica: la completezza e la compattezza. A questo scopo, il
concetto di massimo e minimo limite che vedremo ora, costituisce un’utile strumento.

1 Massimo e minimo limite

(1.1) Definizione Siano E C R, f : E — R una funzione e x € E. Diciamo che M € R é un
maggiorante definitivo per f in x, se esiste un intorno U di x tale che M ¢é un maggiorante per
f(U N E). Diciamo che m € R ¢ un minorante definitivo per f in x, se esiste un intorno U di x
tale che m e un minorante per f(U N E).

400 (resp. —o0) € sempre un maggiorante definitivo (resp. un minorante definitivo).

(1.2) Definizione Siano E C R, f i E— R e x € E. Poniamo

limsup f(§) := inf {M € R: M ¢ un maggiorante definitivo per f in x} ,

E—>x
liminf f(§) := sup {m € R : m & un minorante definitivo per f in x> .
§—x
La prima quantita si chiama massimo limite di f in x e si denota anche con i simboli
max lim f(§), lim f(§).
E—x E—>x
La seconda quantita si chiama minimo limite di f in x e si denota anche con i simboli

mign lim f(§), lim f(&).

E—>x

(1.3) Teorema Siano E CR, f: E - Rex € E. Allora si ha
1i§n inf £(£) <limsup f(£).
—>X

E—>x

'Questo pamphlet & una rielaborazione di parte delle dispense di Analisi I del Prof. Marco Degiovanni.
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6 CAPITOLO 1. COMPLETEZZA E COMPATTEZZA IN R

Inoltre I’'uguaglianza sussiste se e solo se [ ammette limite in x, nel qual caso

liéninff(f;‘) = limsup f(§) = Jim AR

E—>x

Dimostrazione. Siano m un minorante definitivo e M un maggiorante definitivo per / in x. Siano
U’ ed U” due intorni di x tali che m & un minorante per f(U’ N E) e M & un maggiorante per
f(U” N E). Dal momento che U’ N U” ¢ un intorno di x, esiste £ € (U’ N U"”) N E. Ne segue
m < f(&) < M, in particolare m < M . Per il Principio di Dedekind esteso, esiste z € R tale che
m =< z < M per ogni minorante definitivo m e per ogni maggiorante definitivo M. Ne segue

ligninff(é) <z <limsup f(§).

E—>x

Supponiamo ora che

Elimf(é)=5~

Dimostriamo anzitutto che
£ > limsup f(§).

E—>x
Se £ = +o00, I’affermazione ¢ vera. Altrimenti sia M > £. Dal momento che [—oo, M| & un

intorno di £, esiste un intorno U di x tale che /(U N E) € [—oo, M[. Ne segue che M & un

maggiorante definitivo per f in x, per cui M > limsup f(£¢). Per Iarbitrarieta di M si deduce
§—>x
che

£ > limsup f(§).

E—>x

In modo simile si prova che £ < lign inf f(§). Ne segue
—>X

lién inf f(£) < limsup f(§) < Elim fE) < lign inf f(£),

E—>x

il che e possibile solo se tutte le disuguaglianze sono uguaglianze.
Viceversa supponiamo che
liminf /(&) = limsup f(§).
E§—x E—x
Denotiamo con £ il comune valore di massimo e minimo limite. Consideriamo prima il caso
£ € R. Per ogni intorno V di £ esiste ¢ > 0 tale che |¢ — 2¢,£ + 2¢[C V. Dal momento che

£ + & > limsup f (&), risulta che £ 4+ ¢ € un maggiorante definitivo per f in x. Sia U’ un intorno
E—>x
di x tale che f(U' N E) € [—00,£ 4 ¢]. In modo simile si trova un intorno U"” di x tale che

fU"NE)C[l—¢ +0o0]. AlloraU = U’ NU” & unintorno di x e

JWUNE)C[l—el+¢el Sl —2el+2e[C V.
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Consideriamo ora il caso £ = —oo. Per ogni intorno V di —oo esiste M € R tale che
[—oo, M + 1[C V. Poiché M > limsup f (&), si trova come prima un intorno U di x tale
§—>x

che f(U N E) € [—oo0, M]. In conclusione, si ha
fWUNE)C[—oo, M| C[-00,M +1[C V.

Il caso £ = 400 ¢ simile e pud essere trattato per esercizio.m

(1.4) Teorema Siano E C R, f.g : E — Re x € E. Supponiamo che f(£) < g(£) per ogni
& € E. Allora si ha

limsup (&) < limsup g(§),

E—x E—x

ligninff(g) < ligninfg(é).

Dimostrazione. Evidentemente ogni maggiorante definitivo per g in x ¢ anche un maggiorante
definitivo per f in X, ossia si ha

{M € R: M & un maggiorante definitivo per f in x} i,

2 {M € R: M & un maggiorante definitivo per g in x} .

Passando all’estremo inferiore membro a membro, si deduce la prima disuguaglianza. La seconda
disuguaglianza puo essere dimostrata per esercizio in maniera simile.m

(1.5) Corollario Siano E C R, f,g : E — Rex € E. Supponiamo che f(£) < g(&) per ogni
& € E eche [ e g ammettano limite in x. Allora si ha

lim £(§) < lim g(&).

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza dei due teoremi precedenti.m

2 Successioni e sottosuccessioni

(2.1) Definizione Siano (x,) e (yn) due successioni in un insieme X . Diciamo che (y,) é una sot-
tosuccessione di (x,), se esiste una funzione strettamente crescente v : N — N tale che y, = xy(@)
perognin € N.
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(2.2) Proposizione Sia (x,) una successione in R, sia £ € R e sia (y,) una sottosuccessione di
(xp). Supponiamo che
limx, =¢.
n

Allora
limy, =¢.
n

Dimostrazione. Siav : N — N una funzione strettamente crescente tale che y, = x,(,). Si verifica
facilmente per induzione su n che v(n) > n, per cui

lim v(n) = +o0.
n—-+o00

La tesi discende allora dal Teorema di composizione dei limiti.m

(2.3) Teorema Sia (x,) una successione in R. Allora esistono due sottosuccessioni (xv(n)) e
(xk(n)) di (xn) tali che

lim x,,) = limsup x, ,
n n

lim x; ;) = liminfx, .
n n

Dimostrazione. Poniamo

£ = limsup x,
n

e consideriamo anzitutto il caso £ € R. Costruiamo ricorsivamente una funzione v : N — N

ponendo
v(0)=min{neN:{—-1=<x,<{+1},

1 1
v : = mi : — = <X Sl
heN v(ih+1) mln{neN n>vh),t h+2_x €+h+2}

In effetti, poiché £ 4+ 1 ¢ un maggiorante definitivo per (x,), esiste ko € N tale che x, < £ + 1
per ogni n > ky. Poiché £ — 1 non & un maggiorante definitivo per (x,), esiste ny > kg tale che
Xn, > £ — 1. La definizione di v(0) ¢ quindi ben posta. Supponiamo ora di aver costruito v (/).
Poiché ¢ + ﬁ ¢ un maggiorante definitivo per (x,), esiste k41 € N tale che x, < £ + ﬁ per

ogni n > kp. Poiché £ — non ¢ un maggiorante definitivo per (x,), esiste

1
h+2
Np1 > max{kpi1,v(h)}

tale che x,,,, > £ — h+r2 Pertanto anche la definizione di v(4 + 1) & ben posta. Evidentemente

risulta . .
VheN:vh) <vh+1), {——<x <f{+ —-.
(h) < v(h+1) T S N S
In particolare v ¢ strettamente crescente, per cui (xv(h)) ¢ una sottosuccessione di (x,). Dal
Teorema del confronto si deduce che

liin Xony = L.
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Consideriamo ora il caso £ = +o00. Costruiamo ricorsivamente una funzione v:N— N ponendo
V(0) =min{n e N: x, > 0},

VheN: vh+1)=min{neN:n>vh),x,>h+1}.

In effetti, poiché 0 non ¢ un maggiorante definitivo per (x,), esiste no € N tale che x,, > 0. La
definizione di v(0) ¢ quindi ben posta. Supponiamo ora di aver costruito v(/). Poiché 4 + 1 non &
un maggiorante definitivo per (x,), esiste 41 > v(h) tale che x,, , > h + 1. Pertanto anche la
definizione di v(/ + 1) & ben posta. Evidentemente risulta

VhieN:vh) <vh+1), Xymy = h.

In particolare v ¢ strettamente crescente, per cui (xv(;,)) ¢ una sottosuccessione di (x,). Per il
Teorema del confronto si ha
lilgnxv(h) = +00.

Nel caso £ = —o0, infine, si ha x,, — —o0 per n — +00, per cui basta porre v(%) = h per ogni
h € N. La dimostrazione riguardante il minimo limite & simile e puo essere svolta per esercizio.m
Il teorema appena dimostrato ha alcune conseguenze di fondamentale importanza.

(2.4) Corollario Sia (x,) una successione in R. Allora esistono £ € R ed una sottosuccessione
(xv(,,)) tali che
lim Xvn) = L.
n

Dimostrazione. Si tratta di un’ovvia conseguenza del teorema precedente.m

(2.5) Corollario (Teorema di Bolzano-Weierstrass) Ogni successione limitata in R ammette
una sottosuccessione convergente.

Dimostrazione. Sia (x,) una successione limitata in R. Per il Corollario (2.4) esiste (x,,(n)) con
lim x,(;) = £ € R. Poiché
n

—oo < inf{x, : n e N} < xym <sup{x,: neN} <+oo,

risulta —0o0 < £ < 4+00.m

(2.6) Definizione Sia K C R. Diciamo che K e compatto se ogni successione in K ammette una
sottosuccessione convergente in K

(2.7) Teorema Sia K C R. Allora K é compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Dimostrazione. Supponiamo anzitutto che K sia compatto. Sia (x;) una successione in K che con-
verge ad xo. A meno di sottosuccessioni (x;) converge in K, per cui per I’unicita del limite, deve
essere xo € K. Inoltre K non puo essere illimitato, altrimenti si potrebbe costruire una successione



10 CAPITOLO 1. COMPLETEZZA E COMPATTEZZA IN R

(yj) C K tale che |yj| — 400 per j — 400, che non sarebbe quindi convergente. Viceversa,
supponiamo che K sia chiuso e limitato e prendiamo una successione (x;) C K. Essendo K
limitato, (x;) ¢ limitata. Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass esiste una sottosuccessione di (x;)
convergente a xo € R. Essendo poi K chiuso, si ha xo € K. Pertanto K risulta compatto.m

(2.8) Definizione Sia (x,) una successione in R. Diciamo che (x,) ¢ di Cauchy, se per ogni ¢ > 0
esiste n € N tale che
VmneN: mn>n = |x, — x| <e¢.

Sia X C R. Diciamo che X é completo se ogni successione di Cauchy in X é convergente in X

(2.9) Teorema R ¢ completo.
Dimostrazione. Si deve provare che una successione (x,) in R ¢ convergente se e solo se ¢ di
Cauchy. Supponiamo che (x,) sia convergente a £ € R. Per ogni ¢ > 0 esiste 7 € N tale che
_ €
VhneN:n>n —= |x,,—€|<§.

Allora per ogni m,n > n risulta

& &
|xm_xn| = |xm—£|+|f—xn| <§—|—§:g_

Supponiamo ora che (x,) sia di Cauchy. Sia 7z € N tale che
VmneN: mn>n = |xu,—xu| <1.
Ne segue
VYo =i |xa| < [xn — xa| + |xal < 1+ |xal

per cui la successione (x,) & limitata. Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass esiste una
sottosuccessione (xy(n)) convergente a £ € R. Per ogni & > 0 esiste 7 € N tale che

€
VmneN: mn>n — |xm—xn|<§.

Siak e Ntalechev(k) >ne !xv(k) — E} < 5. Allora per ogni n > 7 risulta

&

2

|x, — €| < }xn—xv(k)| + |xv(k)—£| <§+ =¢.

Pertanto (x,) ¢ convergente a £.m



