3 Marzo 2006

GLI ORDINALI

Si dice che due insiemi ordinati hanno lo stesso tipo di ordine se esiste una biiettività (f) tra i due che preserva l’ordine. “f” si dice isomorfismo. 

La situazione analoga di confronto tra insiemi non ben ordinati per vedere se sono equinumerosi la biiettività che certifica  questo non è unica. Invece nel caso di confronto tra insiemi ben ordinati se c’è un isomorfismo è unico.
Il tipo di ordine di un insieme può essere confrontato anche soltanto con un sottoinsieme di un altro insieme dato, non necessariamente con un insieme.

Introduciamo la definizione di segmento iniziale che ci servirà per dimostrare una proposizione che permetterà di confrontare buoni ordinamenti: un sottoinsieme X di un insieme ben ordinato A si dice supporto di un segmento iniziale di A se per ogni elemento che vi appartiene, vi appartiene anche quello che lo precedono. Si noti che il segmento iniziale con supporto X  sarà ordinato dall'ordine di A ristretto ad X.

Proposizione: DATI DUE BUONI ORDINAMENTI UNO E’ DELLO STESSO TIPO DI UN SEGMENTO INIZIALE DELL’ALTRO.

Prendiamo due strutture ben ordinate: (A, R) e (B, R’).

Si osservi che se la prima struttura coincidesse con (lN , <) e la seconda con (P, <) dove P indica l’insieme dei numeri pari, potremmo affermare che tra le due esiste un isomorfismo e pertanto sono dello stesso tipo d’ordine. Però (P, <) non è un segmento iniziale perché se prendo un suo elemento e un qualcosa che lo precede, non è detto che quest’ultimo appartenga a P. Quindi (P, <) non è un segmento iniziale. 

Ritorniamo alla dimostrazione della proposizione.

Consideriamo l’insieme X={a: a Є A e a≤  ≈ segmento iniziale in B }.  a≤  rappresenta tutti gli elementi minori o uguali ad a, cioè i primi elementi di A.

Ci domandiamo se X è vuoto? Sapendo che A è un buon ordimento consideriamo il minimo di A e dobbiamo dimostare che vi appartiene perché è isomorfo a un segmento iniziale di B..

Nominiamo min A = mA . 

Chi è mA≤ ? L’insieme di tutti gli elementi minori o uguali a mA , cioè l’insieme a cui appartiene solo mA, quindi possiamo scrivere : mA = {mA}. 

mA è isomorfo a un segmento iniziale di B? Quale potremmo considerare? 

Sia mB il minimo di (B,R'). Prendiamo mB≤ , che corrisponderà a mB≤ = {mB}. Notiamo che mB è proprio un segmento iniziale di B e che tra mA = {mA} e mB  = {mB} esiste una biiettività ,che preserva l'ordine, che mandi l’unico elemento del primo insieme nell’unico elemento del secondo insieme, che preserva l'ordine.

Possiamo concludere che X non è vuoto perchè almeno mA vi appartiene, in quanto mA ≈ mB.

Ora dimostriamo che X è segmento iniziale: se x Є X e Ryx (y<x) allora y Є X.

Considerando x Є X possiamo dire che x≤ è un  segmento iniziale di X tale che x≤ ≈ β dove β è un segmento iniziale di β e f isomorfismo.
Dato y < x, come sarà y≤ ? Sarà contenuto interamente in un segmento iniziale di x≤ perchè è una struttura d'ordine e l'ordine è transitivo, quindi f( y≤) è contenuto in β.
Se applichiamo l'isomorfismo ( f ) da x≤ a un segmento iniziale di β(che esiste perchè x Є X) che cosa otteniamo?
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Sapendo che y≤ C x≤ e che è anche un segmento iniziale di x≤ ,definiamo f nel seguente modo: 

L'insieme dei corrispondenti f(y≤ ) è un segmento iniziale di β, perchè (f) preserva l'ordine.

Possiamo concludere che y Є X allora X è segmento iniziale.

A questo punto sappiamo che X è non vuoto e un segmento iniziale.

Consideriamo a, b Є X tale che Rab (a < b) e a≤ ≈ α e b≤ ≈ β attraverso rispettivamente le biiettività f1 e f2, dove α, β sono segmenti iniziali.

Che rapporto c’è tra f1 e f2?

f1 è contenuto in f2 perché a < b e f2‌‌׀a≤  è un isomorfismo tra a e α, f1 coincide con f2‌‌׀a≤  perché se esiste un isomorfismo tra due buoni ordinamenti dello stesso tipo d’ordine, è unica.

Sapendo che a Є X posso considerare fa ,che è un isomprfismo tra a≤ e un segmento iniziale di B, si può fare U{fa : a Є X}. Quest’ultimo è isomorfismo tra X e un segmento iniziale di B, avente per dominio l’unione dei domini, cioè X, e per codominio l’unione di condomini, cioè l’unione di segmenti iniziali che è un segmento iniziale di B.

A questo punto abbiamo dimostrato che esiste f isomorfismo da X su un segmento iniziale di B.

Possiamo concludere:

· Se X = A il nostro problema è risolto: abbiamo dimostarato che A è dello stesso tipo di un segmenti iniziale di B(proposizione).

· Se X ≠ A dimostriamo che sarà B isomorfo a un segmento iniziale di a, cioè B≈ X.

Sappiamo che X è isomorfo a un segmento iniziale di B. 

Se Il segmento iniziale coincide con B, abbiamo dimostrato la proposizione.

Se il segmento iniziale non coincide con B chiamiamolo B’ (B’ ≠ B).

Possiamo affermare che esiste un elemento k appartenente a B – B’ e posso considerare mB = min(B – B’) poiché B e B’ sono buon ordini. 

Per ipotesi e poichè A è un buon ordine, possiamo dedurre che A - X ≠ Ø e  considerare  mA = min(A - X).

Sappiamo da quanto prima dimostrato che X è isomorfo attraverso una biiettività f a un segmento iniziale di B e consideriamo f ’ = f U {mA, mB}. 

Dimostriamo che f ’ è una biiettività a cui è stata aggiunta una coppia ordinata. 

Il dominio di f ’ sarà X U mA  = mA≤ e il codomio di f ’ sarà B’ U mB = mB≤ .

Che caratteristiche ha f ’? f ’ è una biiettività che preserva l’ordine, cioè un isomorfismo da XU{mA} a BU{mB} che sono segmenti iniziali. Allora possiamo dedurre che mA Є X secondo la definizione iniziale di X (X = {a: a Є A e a≤  ≈ segmento iniziale in B }) ASSURDO! mA non appartiene a X perché è per definizione il più piccolo elemento che non sta in X. Tale assurdo è conseguenza della supposizione che X ≈ B’ con B’ ≠ B. Possiamo concludere che se B è isomorfo a X e quindi isomorfo ad un segmento iniziale di A, cioè B ≈ X.

Riassumendo: 

Un buon ordinamento è dello stesso tipo di un altro buon ordinamento se tra i due esiste un isomorfismo.

Un buon ordinamento è più piccolo di un altro buon ordinamento se è dello stesso tipo di un segmento iniziale dell’altro.

Se il buon ordinamento è più piccolo si tratta di una relazione di ordina largo (≤) o di una relazione di ordine stretto (<) ?

Se fosse una relazione di ordine largo significherebbe che esiste un segmento iniziale dello stesso tipo del buon ordine dell’insieme che lo contiene.

Sia (A, <) un buon ordinamento e X sia segmento iniziale di A (che è anche un supporto) diverso da A. 

Può essere X dello stesso tipo di buon ordine di A ? No. Dimostriamolo per assurdo.

Supponiamo che esiste un segmento iniziale di A dello stesso tipo di A, cioè che esista un isomorfismo da X su A.

[image: image2.png]



Inoltre abbiamo che f(x0) > x0 come conseguenza dell’ipotesi (si veda disegno).

In questo caso possiamo considerare un insieme Y = {a: a Є X, f(a) > a} ricordando che f è un isomorfismo da X su A. L’esistenza di x0 implica che Y sia non vuoto, quindi x0 Є Y. Essendo Y un sottoinsieme non vuoto di X ammette minimo.

Sia m = minY.

Che caratteristiche ha m?

Se b < m allora f(b) ≤ b perché b non appartiene a Y, in quanto m è il più piccolo degli elementi ad avere la proprietà di f(m) > m.

Consideriamo il segmento iniziale m≤. Chi è f(m)?Dove viene mandato m attraverso l’isomorfismo?

f(m) = min{z Є A : z ≠ f(b), b < m}, cioè è il primo elemento dopo gli f(b).
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Allora f(m) ≤ m poichè f preserva l'ordine tra X e A. ASSURDO!

Possiamo concludere che se X è segmento iniziale di A non può essere dello stesso ordine di A. 

A questo punto possiamo affermare che la relazione introdotta è una relazione d’ordine stretto.

Finora abbiamo più volte ripetuto la terminologia “tipo di buon ordinamento”.

Per essere chiari ora ci domandiamo: cos’è il tipo di buon ordinamento?

Il tipo di (a, R) è ( secondo Frege ) una collezione {(x,R) | esiste un isomorfismo
tale che (x, R')  a (A, R)}. Ma questa collezione non va bene perché è
una classe propria.   

Per esempio se consideriamo la classe formata da {a}, Ø}, (dove a è un
insieme con un singolo elemento e R la relazione vuota) questa classe ha tanti
elementi quanti sono gli elementi dell'universo, perchè per ogni elemento s
dell'universo si può costruire il singolo di {s} e una relazione d'ordine, quella vuota. Sono tutti dei buon ordini diversi, tutti dello stesso tipo. Quindi c'è una
biiettività tra i buoni ordini di questo tipo e gli insiemi, ma la collezione di questi buoni ordini non può essere un insieme, è una classe propria perchè l'universo è una classe
propria.
L’unica classe di buoni ordinamenti dello stesso tipo che è un insieme, è la classe dei buoni ordinamenti isomorfi a (Ø,Ø), in quanto ha il solo elemento (Ø,Ø).

Anche qui si sceglie un rappresentante come nei naturali. Il tipo di {a} sarà
l'elemento scelto all'interno di una classe, quel elemento che diventerà il
rappresentante del tipo.

All'interno della classe dei buoni ordinamenti isomorfi all'insieme vuoto c'è soltanto lui. 

All'interno delle altre classi quale è il rappresentante?

Se invece considero l'insieme di {a, b} con  a diverso da b e la relazione di appartenenza è la coppia ordinata (a, b) che significa che a precede b, a<b. 

La relazione che è un insieme di coppie ordinate, è soltanto quella.

Se consideriamo (m, ≤), dove m è l’insieme dei predecessori e ≤ è l'ordine di appartenenza,  questo è un insieme di predecessori quindi se  X appartiene a N e Y appartiene a X allora Y appartiene a n (in simbologia: se X Є N e Y Є X allora Y Є N). Tale è la proprietà transitiva, abbiamo visto che N è un insieme transitivo. Stiamo notando che la transitività è una proprietà importante. Ora vogliamo andare oltre. 
Per esempio consideriamo (A, Є) che deve essere transitivo e ben ordinato da Є
Se X è sottoinsieme di A e X non è vuoto, vogliamo che esiste un minino (min(X)=mX ) che appartiene a X e per ogni x appartenente a X con x diverso da mX allora x non appartiene a mX, 
perchè la relazione d'ordine è rispetto l'appartenenza.Ma non è detto che mX appartenga ad X. Un modo per esprimere che un elemento è il minimo è dire che non ne esistono di più piccoli, m aho bisogno della tricotomia:
Per ogni x, y Є A o x = y o X Є Y oppure Y Є X.

Un insieme con queste caratteristiche dimosteremo che è unico in ogni classe.
Un buon ordine per cui valgono queste tre proprietà lo chiamiamo ordinale.

Maddalena Mandarà e Silvia Saoncella.
Abbiamo supposto che X ≠ A e che gli elementi che non stanno in X vengono dopo X, essendo X segmento iniziale. 


Se c’è un isomorfismo f da X su A (come supposto nelle ipotesi) allora esiste y Є A – X tale che y = f(x0).








