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NUMERI REALI

Un primo tipo di presentazione per i numeri reali è quello assiomatico nel quale i reali vengono definiti come CORPO ORDINATO COMPLETO.

Un corpo è una struttura dotata di due operazioni dette addizione e prodotto; queste godono delle seguenti proprietà: commutatività, esistenza dell’elemento neutro, associatività, distributività, esistenza dell’elemento opposto ed esistenza dell’elemento reciproco per i diversi da zero. 
Inoltre la struttura ha una relazione d’ordine vi sono anche proprietà che legano le operazioni all’ordine:

· Se a<b → a+c<b+c
· Se a<b e c<0 → a∙c<b∙c
Questo corpo deve contenere i numeri razionali.

Inoltre completo significa che ogni insieme, diverso dall’insieme vuoto, superiormente limitato ( c’è un elemento più grande, ≥, di tutti gli elementi dell’insieme) ha estremo superiore, ovvero il minimo dei maggioranti.

Ma perché questi devono essere i numeri Reali? 

Seguiamo, invece, un altro tipo di costruzione: essa comporterà delle scelte non obbligate.
Il punto di partenza è dato dall’esistenza di grandezze incommensurabili: la più ricorrente è la diagonale del quadrato di lato 1. I pitagorici sostenevano la teoria che “tutto è  numero”(dove numeri sono i Naturali). Oltre ai Naturali ammettevano i Razionali (in quanto coppie ordinate di naturali). I naturali esprimevano un desiderio di controllo nel senso che, pur essendo una collezione infinita, ciascun naturale è finito. La teoria pitagorica permetteva una certa comprensione e controllo della natura. La scoperta di grandezze incommensurabili con Razionali portò al crollo della filosofia pitagorica.
Una possibile difesa della filosofia pitagorica avrebbe potuto essere il chiedersi perché deve esistere la diagonale del quadrato? Nella realtà l’idea geometrica di diagonale non è necessaria: empiricamente si misurano le diagonali con la precisione consentita dagli strumenti cioè con rapporti razionali arrotondando la misura geometrica e accettando gli errori. 

Probabilmente un fisico, oggi, sarebbe d’accordo con questa teoria: infatti non si può trovare una precisione maggiore del quanto di materia e la diagonale geometrica non avrebbe una realtà fisica.

Invece l’umanità preferì accantonare “tutto è numero” e scelse il fatto puramente teorico (costruito con la mente) dell’esistenza di grandezze incommensurabili, che permise di semplificare la nozione di geometria e matematica.
L’uomo ha evidenti limiti nel gestire la complicazione del reale come gli si presenta attraverso l’esperienza. Così può essere utile semplificare la visione della realtà cogliendo solo aspetti ritenuti significativi e, in tal modo, staccandosi dalla stessa realtà. In questa situazione semplificata la gestione della conoscenza si rende più facile, ma ci si è staccati dal reale: ci si è fatti “una certa idea”. 
Tenendo conto di quello che è stato appena osservato la geometria greca ha sviluppato la TEORIA delle PROPORZIONI che considera i rapporti che esistono tra enti geometrici, dove per rapporto non si intende necessariamente un numero. Esistono certi rapporti? Ad esempio π indica due rapporti costruiti in maniera diversa (rapporto fra la circonferenza e il doppio della raggio, ma anche fra l’area del cerchio e il quadrato del suo raggio).

La conoscenza di tali proporzioni permette di porre l’accento sul fatto che “ci sia lo stesso rapporto”, piuttosto che sulla sua incommensurabilità; quindi pur non avendo un valore preciso posso usarlo per confronti, relazioni.
Non si sentiva, dunque, la necessità di rappresentare questi rapporti tra grandezze attraverso numeri.

I razionali si è già accettato che esistono, perciò posso trovare multipli e sottomultipli della grandezza.

Ma questi multipli e sottomultipli di una grandezza fissata quanti sono? Non tutte le grandezze, ci sono anche quelle incommensurabili.

Si dovette aspettare un periodo più pratico come il Medioevo durante il quale cominciarono a voler apprezzare almeno pressappoco quanto erano grandi quelle grandezze incommensurabili: ci si proponeva di conoscere attraverso approssimazioni razionali, ad esempio la diagonale del quadrato di lato 1 sta fra 14/10 e 15/10. Se tutti questi confronti portassero a determinare una qualsiasi grandezza come multiplo razionale dell’unità di misura potremmo dire di essere riusciti a MISURARE CONTANDO, mediante razionali. Ma l’esistenza di grandezze incommensurabili ci dice che non si può sempre misurare contando. Tuttavia le approssimazioni di una grandezza si possono misurare contando. Da ciò si può individuare un modo per misurare (con eventuali approssimazioni) contando? Misurare vuol dire rendersi conto di quanto è estesa una grandezza confrontandola con un’unità di misura.
Ci raffiguriamo che le grandezze si distribuiscono in un CONTINUO, qualcosa dove non vi sono “buchi”; le lunghezze, le aree, i volumi “ci sono tutti”.

Continuità
A volte i greci confondevano la continuità con la nozione di divisibilità illimitata: i razionali possono essere divisi ripetutamente per un numero diverso da zero. Ma questa è la densità e la densità è diversa dalla continuità: lo aveva già dimostrato Pitagora con l’esistenza della diagonale del quadrato di lato 1.

Consideriamo la continuità come una nozione primitiva di cui coglierne il significato, senza darne una definizione.

In matematica si propone la definizione di CONNESSO come quella che coglie la continuità. Un insieme si dice connesso se non può essere diviso in due aperti disgiunti. Ma queste sono già nozioni troppo sofisticate.

Devo ancora farmi un’idea di continuità. Se metto una pallina su una superficie di un tavolo, essa non cade: il tavolo è continuo, non ha buchi. Ma se prendo i raggi X passano tutti. Dunque?

Da questa e altre esperienze analoghe ci facciamo comunque un’idea della continuità: qualcosa senza interruzioni, senza buchi rispetto ad un agente passante.
Anche la nozione usuale del tempo rappresenta un continuo.
Da queste affermazioni possiamo già cogliere due caratteristiche:

· l’essere senza interruzioni

· relativamente ad un agente che deve passare.

Fra le tante lunghezze non c’è interruzione che si riesca a vedere. Con questa idea proviamo a parlare delle grandezze incommensurabili, partendo dalle approssimazioni.

Di fatto i razionali hanno una proprietà particolare: mediante multipli razionali dell’unità di misura posso fare approssimazioni per difetto e per eccesso e trovarne di tra di loro vicine quanto voglio, ossia per ogni n naturale fissato, ci sono una approssimazione razionale per eccesso e una per difetto la cui differenza sia minore del multiplo razionale dell’unità 1/n.
Cioè fissato un razionale posso trovare approssimazioni razionali per difetto (multipli razionali dell’unità di misura più piccoli della quantità che voglio misurare) e per eccesso (multipli razionali dell’unità di misura più grandi della quantità che voglio misurare) la cui differenza è minore di quel multiplo razionale dell’unità di misura fissato.

La misura è un rapporto non necessariamente razionale.

Ora fra le grandezze pensiamo, per esempio, alle lunghezze. Il complesso di tutte le approssimazioni per difetto e di tutte quelle per eccesso determina la misura della grandezza che sto cercando di valutare.
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Considerando le approssimazioni sto ancora affrontando il problema contando. Una volta fatti tutti i conti, infiniti ma controllabili, posso arrivare a capire quanto è estesa la grandezza?
Se essa è incommensurabile o mi accontento di una approssimazione con un errore sufficientemente piccolo, il che può rispondere ad un’esigenza pratica di non lasciarla indefinita.
Oppure devo considerare il complesso di tutte le approssimazioni sia per difetto che per eccesso.

Ma questo fa sì che la grandezza sia UNIVOCAMENTE determinata?
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Rimane un solo punto o più di uno minore di tutte le approssimazioni per eccesso e maggiore di tutte le approssimazioni per difetto?
È accettabile sia l’una che l’altra soluzione. Dovrò operare una SCELTA per precisare quale sistema di numeri sto cercando di introdurre. La scelta può essere fatta in funzione  degli obiettivi che si vogliono raggiungere.
Esaminiamo le conseguenze della scelta.
Mettiamo caso che ce ne siano almeno 2 A e B. Quanto è grande la differenza fra questi punti? È piccola, ma non è zero; è meno di una quantità razionale positiva qualsiasi.

Se indichiamo tale distanza con δ, allora o<δ<1/n ,  per ogni n naturale, n≠0.

E se ci fosse un altro punto C maggiore di tutte le approssimazioni per difetto e minore di tutte quelle per eccesso? Ci sarà un δ’, distanza tra A e C; cosa posso sapere di δ’? Sarà anch’esso >0 e <1/n.

Come confrontare δ e δ’? Non riesco a distinguerli, separandoli mediante razionali.

Una quantità che in modulo è più piccola di ogni razionale positivo viene chiamata INFINITESIMO. Ma più precisamente cosa sono?

Sappiamo che sicuramente zero è infinitesimo, ma stiamo anche considerando che ne esistano altri diversi da zero.
Così anche se ci sono infinitesimi diversi da zero (se ce ne è uno il suo doppio e la sua metà sono ancora infinitesimi e così via) non riuscendo a distinguerli non saprei bene cosa farmene e ne posso considerare la loro classe di equivalenza e supporre che il solo oggetto maggiore di tutti i razionali negativi e minore di tutti quelli positivi sia proprio questa classe di equivalenza.
Così si può privilegiare la scelta che ci sia un unico elemento, lo zero, maggiore di tutti i razionali negativi e minore di tutti i razionali positivi.
Questa idea è molto antica: è alla base del principio di Eudosso (che i greci usano per le approssimazioni); esso è chiamato PRINCIPIO di ARCHIMEDE. C’è una sola grandezza all’interno del gap fra le approssimazioni per difetto e quelle per eccesso, perché le altre non sono distinguibili, gestibili.

Nonostante queste motivazioni Leibniz e Newton usarono gli infinitesimi diversi da zero, anche se non sapevano esattamente cosa fossero e svilupparono grandemente la matematica.

Quindi successivamente si è cercato di considerare un sistema di numeri senza gli infinitesimi, ma anche senza perdere i risultati già conseguiti.

Ci si è riuscito solo nella seconda metà dell’Ottocento, mediante la nozione di limite. Precedentemente anche per la definizione di limite si usavano gli infinitesimi, ma si preferì l’uso di una nozione di limite più complicata che non comportasse l’uso di questi.

Riassumendo, un passo chiave nella costruzione dei Reali è proprio la SCELTA ARCHIMEDEA: il complesso di tutte le approssimazioni per difetto e di tutte quelle per eccesso determina un’unica cosa: l’ELEMENTO SEPARATORE. Non c’è niente maggiore di zero e minore di tutti i razionali positivi.

Segue che i Reali sono “i razionali arricchiti di tappi, al più uno per ogni buco”.

Però il principio di Archimede, pur stabilendo che non ci sia più di un elemento separatore, non afferma che ce sia almeno uno.

Per asserire ciò si deve fare un’ulteriore supposizione: ma questa com’è giustificata?

Ci accorgiamo di molti “buchi” tra i razionali perché esistono soluzioni a problemi non esprimibili con i razionali. In questi casi è naturale supporre l’esistenza dell’elemento separatore perché indica una soluzione che sappiamo esserci.

Ma i casi di soluzioni di problemi che individuano buchi tra i razionali esauriscono i casi possibili?

I casi di soluzioni sono al più numerabili perché tale è la quantità dei problemi esprimibili in un linguaggio ragionevole. Ci sono altri casi? Quelli finora considerati partivano dall’approssimare una certa grandezza soluzione di un problema; ma ci sono buchi non legati ad una tale situazione.

Per cercare di individuare altri casi possibili anzitutto vediamo di stabilire proprietà che ha una coppia (D,E) formata dall’insieme D delle approssimazioni razionali per difetto e dall’insieme E delle approssimazioni razionali per eccesso di una certa grandezza. D C Q  e  E C Q.

Per ogni qєD, q’єE → q’<q  perché le approssimazioni per difetto sono minori di quelle per eccesso.
Ancora ogni razionale, se non è proprio l’elemento separatore, indica una approssimazione razionale per difetto o una approssimazione razionale per eccesso. Così DUE=Q, ameno che l’elemento separatore non sia il razionale q0, in tale caso DUE=Q-{q0}.
Segue che D non ha massimo, E non ha minimo.
Una coppia di insiemi razionali che abbia tali caratteristiche si chiama SEZIONE di DEDEKIND (matematico tedesco).

Ci sono sezioni che non corrispondono a quei problemi di cui si è parlato che sono in quantità numerabile, ma ognuna di esse tale che DUE=Q individua un buco.

Quante sono? Si dimostra che sono più che numerabili: sono in corrispondenza non solo di problemi ma “ce ne sono di più”.

Decidiamo comunque che ogni sezione abbia elemento separatore, così decidiamo di identificare i Reali con le sezioni di Dedekind, le quali individuano l’elemento separatore.

Dal momento che abbiamo individuato i Reali come elementi separatori UNICI di sezioni di Dedekind, che sono costituite da due insiemi di Razionali, si può pensare di essere giunti a misurare (mediante multipli reali dell’unità di misura) contando. Infatti le approssimazioni sono razionali e dunque ottenibili contando e i Reali sono determinati da tutte le approssimazioni: così si misura contando, ma contando infinite approssimazioni.
Usiamo quindi le sezioni:

-quando (D,E) < (D’,E’)? È naturale dire che  (D,E) = (D’,E’) se D=D’ ed E=E’. quindi sarà pure naturale dire che è minore se esiste x t.c. xєE e xєD’.
Questo crea un ordine, che separa reali mediante razionali da cui seguirà la densità dei razionali nei Reali (due reali sono distinti da un razionale).

Inoltre posso definire anche le operazioni di somma e prodotto [ad esempio la somma (D,E)+(D’,E’)=({d:d=d1+d2, d1єD, d2єD’},{e:e=e1+e2, e1єE, e2єE’}), dimostrando che questa coppia di insiemi di razionali gode delle proprietà delle sezioni di Dedekind ed inoltre che l’operazione così definita estende la somma tra razionali e ha le stesse proprietà di questa].
REALI→insieme degli elementi separatori di tutte le sezioni (per scelta!).

Le operazioni hanno tutte le loro proprietà solite.

L’insieme delle sezioni di Dedekind è un corpo ordinato completo.

Credibilità delle sezioni (dei Reali) ←credibilità dei Razionali ←credibilità dei Naturali. A questo si deve aggiungere l’ASSIOMA DELL’INFINITO.

Si devono qui usare le classi infinite di approssimazioni per difetto e per eccesso: necessità dell’INFINITÀ COMPLETATA (infinito attuale) e non di quella potenziale sufficiente quando si prendevano i rappresentanti delle classi di frazioni per precisare i razionali.
La critica a Newton e Leibniz si basava sul fatto che usassero gli infinitesimi, reciproci di numeri infiniti e che dunque richiedono l’infinito attuale. La volontà era di eliminare l’infinito attuale mediante l’uso dei limiti nella speranza che richiedessero solo infiniti potenziali. Ma non è attuabile in quanto il limite è una nozione che richiede la conoscenza dei Reali e quindi l’accettazione dell’infinito attuale.

Successioni di CAUCHY
Per avere lo stesso risultato ottenuto con le sezioni di Dedekind, ma non utilizzando il complesso di tutte le approssimazioni razionali per difetto e per eccesso. Di fatto nel misurare in pratica si parte da un’approssimazione razionale e se ne considerano successivamente altre sempre più fini.

Si considera, così, una successione di razionali che individui il reale, elemento separatore di una sezione di Dedekind. Una tale successione si dice che converge verso quel reale e si chiama successione di Cauchy. Cauchy ha stabilito delle condizioni sui razionali di una successione affinché questa converga.

successioni→ funzioni dai Naturali nei Razionali

di Cauchy → fissato un qualsiasi errore ε0>0, esiste n0 t.c. per ogni n1>n0 e n2>n0  |an1  - an2  |<ε0
                      la successione quindi tende a qualcosa, non va all’infinito.

Ci sono più successioni di Cauchy che determinano lo stesso reale, perché sono modi diversi di avvicinarsi.

Costruisco, quindi, classi di equivalenza delle successioni di Cauchy che determinano lo stesso reale.

Si possono considerare queste classi di equivalenza di successioni di Cauchy ed identificarle con i Reali.
Di fatto le classi di equivalenza di successioni di Cauchy costituiscono un MODELLO dei REALI.
Un altro modo che è sufficiente per individuare i Reali tra i campi ordinati è quello che ogni insieme superiormente limitato ha estremo superiore.

