Esercizi di geometria proiettiva: fasci di coniche e polarita
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Esercizio 1. Nel piano proiettivo P?(R) si consideri il fascio F di coniche tangenti in P : (1, —1, —1)
alla retta ¢t : 2xg + 1 + 2 = 0 e passante per i punti R: (1,01) e @ : (1,1, —1).

1. Determinare I’equazione generale del fascio F e determinare le coniche degenri di F.
2. Sul piano affine A?(R) complementare di zo = 0 clasificare le coniche del fascio.

Sol. 1. Dobbiamo scrivere ’equazione di un fascio F di coniche passanti per tre punti e tangenti
ad una retta data in uno di questi punti. Il fascio & quindi generato dalle sue coniche degeneri
C; =tseCy=7q, in cui s ¢ la retta per RQ, r la retta per PQ e q la retta per PR.

§: xg—2x1 —22=0
r: xg9+ 211 — To

qg: xop+x2=0
Quindi ’equazione generale del fascio &

F: M2z + @1 + 22) (o — 221 — 22) + (g + 221 — x2)(x0 + 22) =0
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che si riscrive
Fo (X + )zl — 2223 — (A + p)zd + (2p — 3N)xow1 — Aroxs + (21 — 3\)z122 = 0
Come gia detto in precedenza le coniche degenri del fascio sono solo C; e Cs.

. Per classificare affinemente le coniche non—degeneri del fascio andiamo a studiare il segno del
determinante del minore Ago(\, p) al variare di A e p, in cui A(A, p) € la matrice associata
alla conica:

2u—3X A
i S Y
AN p) = N 2—2?/\ =
P D S

Ora S
—2) ZH—OA
A = 2
00(A, 1) [ TS P }

Sappiamo che se A = 0 e u # 0 o viceversa si ottiene una delle coniche degeneri C; o Ca,
rispettivamente, quindi possiamo assumere ad esempio A # 0. Per semplicita assumiamo
A = 2 per cui det(Ago(\, i) = —(u? — 10p + 1). Quindi

>08e3€€]52\/6,5+2\/6 — ellisse
2 2
-2 2
det Ago(A, p) = :Osex:¥ oppmz@,—» parabola
-2 2
<OSex€]oo,52\/6[opp:c€ y,qLoo — iperbole




ESERCIZI DI GEOMETRIA PROIETTIVA 25 febbraio 2009

Esercizio 2. 1. Nel piano euclideo E? determinare la conica C che:

Sol.

- passi per O : (0,0) e P: (1,3);

- la polare di P; : (0,1) siap; : y — 3z = 0;

- C sia una parabola.

1. Si osservi che O e P sono punti della retta p;, per cui possiamo scrivere un fascio di
coniche bitangenti in O e P! e poi imporremo la condizione che la conica sia una parabola.
Il fascio & quindi generato dalle coniche degeneri C; = (P;P)(OP) e Co = p3. L’equazione
generale del fascio & quindi F: (y —2z — 1)z + Ay —32)2=0,incui PLP: y—2r—1=0
e OP; : x = 0. Imponiamo ora che la conica sia una parabola, cioé che il minore Ay, della

matrice associata alla conica abbia determinante nullo, ossia det Agg = (9A — 2)A — W e
detAgg = 0 se e solo se A = i. Da cui 'equazione della parabola ¢ P : x2? +y? — 3zy — 4z = 0.

Esercizio 3. Si consideri il piano affine reale A%(R) ampliato proiettivamente.

1.

L

Sol.

Determinare la conica C tale che P : (2,1) sia polo di p: z+y = 0 e passi per P; : (—2,2),
Py:(1,-1)e@:(1,1).

Determinare il tipo affine di conica.
Determinare il polo R’ di v’ = PQ.
Determinare il polo R” di " = R'P.
Cosa si puo dire del triangolo PR'R"?

1. Osserviamo che i punti P; e P, appartengono alla retta p, polare del punto P, quindi
scriviamo 'equazione del fascio di coniche bitangenti F : riry + xp? in cui m = PP :
dy+x—6=0ery,=PPy: 2z —y—3 =0, quindi

F:dy+z—-6)2r—y—3)+rz+y)?=0
Imponiamo ora il passaggio per ) ottenendo A = —% da cui la conica cercata ha equazione

C: a? =3y +4oy — 102 — 4y +12=0

1Si ricordi che la polare di un punto ad una coniche interseca la conica in due punti che sono i punti in cui le rette
condotte dal polo sono tangenti la conica.
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La matrice associata alla conica ¢

12 -5 -2
A= -3 1 2
=32 2 =3

La conica C & quindi un’iperole dal mometo che det Agy < 0.

. Per determinare di che tipo di conica si tratta scriviamo la matrice associata alla conica

12 -5 -2
A= -3 1 2
=32 2 =3

Quindi C & un’iperbole dal mometo che det Agg < 0.

. Per determinare R" applichiamo il principio di reciprocita. Se 7¢ € la tangente a C in Q) il punto
R’ sara data dall’intersezione 7 N p. Ora passando per lo spazio ampliato proiettivamente si
ottiene 7q : XSAX = 2x1 4+ 33 — bxg = 0 0 in coordinate affini 2z + 3y — 5 = 0 e quindi
R : (-5,5).

. Analogamente al punto precedente R” =r'Np. Orar’ : y=1e quindi R : (—1,1).

. 1l triangolo PR'R" & autopolare.
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Esercizio 4. Nel piano proiettivo reale P?(RR) si consideri il fascio ddi coniche F
AAck + BN+ p)ad — (N + p)as — 25X 4 2u) oz + 4\ + p)xoas =0
1. Determinare le coniche degeneri, i punti e le tangenti comuni alle coniche del fascio F.

2. Nell'usuale piano affine reale A%(R) associato a P?2(R) determinare i cerchi e le parabole del
fascio F.

3. Classificare affinemente le coniche di F e descrivere il luogo dei centri delle coniche a centro
del fascio.

4. Determinare, se esistono, i punti di A?(R) che hanno la stessa polare per tutte le coniche non
degeneri di F.

5. Fissati un punto P e una retta r di A%(IR), & vero che esiste sempre una conica di F che ha r
come polare di P? Giustificare la riposta.



