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CAPITOLO 1

Insiemi

1. Elementi e Classi

Lo scopo di questo primo capitolo & di introdurre in maniera rigorosa le nozioni di classe
e insieme, e di studiarne le principali proprieta. Nel seguito useremo il termine elemento per
indicare qualcosa a cui si attribuisce identita. Si noti che da un punto di vista matematico, nel
definire un elemento si & interessati solo al fatto di potergli attribuire una identita, astraendo da
tutte le sue caratteristiche eccetto quella di poter essere distinto da un altro elemento.

DEFINIZIONE 1.1. Si dice classe una collezione di elementi su cui si & scelto di fissare la
propria attenzione. I singoli elementi considerati si dicono elementi della classe.

EsSEMPI 1.2. Sono esempi di classe: la classe delle lettere dell’alfabeto italiano; la classe di
tutti gli studenti dell'universita di Verona; fissato un piano a, la classe di tutti i punti di a oppure
la classe di tutti i poligoni contenuti in a.

NotazIONI. Nel seguito indicheremo gli elementi con lettere minuscole, mentre le clas-
si con lettere maiuscole. Per indicare I'appartenenza o la non appartenenza di un elemento a
una certa classe si usano rispettivamente i simboli ‘€’ e ‘¢’; con la scrittura ‘a € A’ si indica che
I'elemento a appartiene alla classe A, mentre la scrittura ‘a ¢ A’ indica che I'’elemento a non
appartiene alla classe A.

Per descrivere una classe si possono usare diverse notazioni. Una prima possibilita & di elen-
care gli elementi della classe tra parentesi graffe separati da virgole. Ad esempio la scrittura
{2,1,d,b,5,4,7} indica la classe formata dalle lettere d e b e dai numeri 1, 2, 4, 5 e 7. Si possono
considerare classi formate da un unico elemento g; in tal caso, la classe che si sta considerando
siindica con {a} e si puo0 scrivere a € {a}.

Se invece gli elementi che formano una classe sono tutti quelli che godono di una certa
proprieta P si puo denotare la classe nel modo seguente: {x | x soddisfa P}, dove il simbolo ‘| si
legge “tale che”. Ad esempio per indicare la classe di tutti i numeri naturali pari si puo scrivere

{x| x € un numero naturale pari}.
Analogamente con la scrittura
{x | x € un numero naturale dispari e x € minore di 10}

si indica la classe dei numeri naturali dispari minori di 10; si noti che usando la notazione de-
scritta precedentemente, la stessa classe si puo indicare anche con {1, 3,5, 7,9}. Spesso il simbolo
‘I’ viene sostituito dal simbolo ‘’; in questo modo si scrive { x : x soddisfa P}.

E importante sottolineare che ogni classe & determinata dagli elementi che la compon-
gono, indipendentemente da come essi vengono descritti. Questa proprieta del concetto di
classe viene detta estensionalita: infatti per individuare una classe guardiamo a quali elemen-
ti si estende e non al modo in cui questi vengono descritti. Percio due diverse descrizioni in-
dicano la stessa classe se la classe individuata dalla prima descrizione ha gli stessi elementi
di quella individuata dalla seconda. In altre parole, due classi coincidono se e solo se han-
no gli stessi elementi. Ad esempio la classe {0,6,9,3}, la classe {3,0,6,9,3,6} e la classe {x |
x € un multiplo di 3 minore di 10} sono tutte coincidenti.
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2 1. INSIEMI

2. Sottoclassi e classe complementare

DEFINIZIONE 2.1. Date due classi X e Y, Y & una sottoclasse di X se tutti gli elementi di Y
sono anche elementi di X. In tal caso diciamo che Y e contenuta in X e si scrive Y < X; diciamo
anche che X contiene Y e siscrive X2 Y.

Si osservi che ogni classe € sottoclasse di sé stessa, cioe X < X per ogni classe X. Inoltre
date due classi X e Y, se X € Y e anche Y < X, possiamo concludere che X = Y; infatti le due
inclusioni ci dicono esattamente che X e Y hanno gli stessi elementi e quindi, per la proprie-
ta dell’estensionalita, le due classi coincidono. Se Y & la sottoclasse di X formata da tutti gli
elementi di X che godono di una certa proprieta P, si scrive

Y ={x|xe X e x soddisfa P}.

Ad esempio se N ¢ la classe dei numeri naturali, la classe {x | x € N e x € multiplodi 2} ¢ la
sottoclasse dei numeri naturali pari.

Un’altra classe molto importante € la classe che non contiene elementi; si consideri per
esempio la classe {x | x & un numero reale e x> = —1}, oppure la classe dei mesi dell’anno con
meno di 20 giorni.

DEFINIZIONE 2.2. Una classe che non contiene elementi si dice classe vuota; essa si indica
con il simbolo @.

Si noti che, poiché una classe e determinata dai suoi elementi e due classi coincidono se
hanno gli stessi elementi, la classe vuota € unica. Inoltre la classe vuota & sottoclasse di ogni
altra classe.

Per concludere, data una classe X, introduciamo la classe formata da tutti gli elementi che
non appartengono a X.

DEFINIZIONE 2.3. Data una classe X, la classe {x | x ¢ X} e detta la classe complementare di
X e siindica con CX.

Ad esempio, se X ¢ la classe formata dalle lettere dell’alfabeto italiano, la classe comple-
mentare di X ¢ CX = {x | x non & una lettera dell’alfabeto italiano}; pertanto 7 € CX e anche
7eCX.

3. Operazioni tra classi

In questa sezione, date due classi Y; e Y, introduciamo alcune nuove classi che si ottengono
a partire da esse. Si consideri ad esempio la classe formata dagli elementi che appartengono sia
aYicheaYs.

DEFINIZIONE 3.1. Laclasse {x| x € Y] e x € Y} e detta intersezione delle classi Y; e Y5 e si
indicacon Y; N Y>.

Si noti che dalla definizione di intersezione, segue che Y1 n Y, = Y, N Y;. Inoltre Y; N Y, € una
sottoclasse sia di Y7 che di Y». Se Y1 N Y> = @, allora le classe Y; e Y> si dicono disgiunte.

Analogamente, introduciamo la classe formata dagli elementi che appartengono o a Y; op-
pure a Y.

DEFINIZIONE 3.2. Laclasse {x | x € Y; oppure x € Y»} & detta unione delle classi Y; e Y e si
indicacon Y; U Y>.

Dalla definizione di unione segue che YUY, = Y,UY;. Si osservi che, data una qualsiasi clas-
se Y, I'unione tra Y e la sua classe complementare (Y individua la classe {x | x &€ un elemento},
cioe la classe formata da tutti gli elementi. Tale classe & detta classe universale e nel seguito sara
indicata con %. Quindi, per ogni classe Y, sihache Y UCY = %.

Si noti che le operazioni di intersezione e unione tra classi possono essere ripetute succes-
sivamente. Ad esempio, date tre classi X, Y e Z, la classe X N Y n Z si ottiene calcolando prima
XNnYepoi(XnY)n Z. Analogamente si costruisce la classe XU Y U Z.

Per finire, date due classi Y; e Y> consideriamo la classe formata dagli elementi che appar-
tengono a Y; manona Y.



4. INSIEMI 3

DEFINIZIONE 3.3. Laclasse {x|x€ Y] ex ¢ Y>} & detta differenzatra Y; e Y» o, equivalente-
mente, complementaredi Y in Yy, e siindica con Y7 \ Y>.

Si osservi che, dalla definizione di differenza tra classi, segue che Y1\ Y, = Y1 nCY>. Sinoti
inoltre che Y7 \ > & una sottoclasse di Y; manon di Y.

4. Insiemi

Tra tutte le classi che possiamo costruire ce ne sono alcune che possono essere considerate
come una cosa singola; ad esempio, la classe formata da tutti i giocatori della nostra squadra di
calcio preferita puo essere considerata come una cosa singola, cioé la squadra stessa. A sua volta
la nostra squadra preferita puo essere vista come un elemento della classe di tutte le squadre
di calcio che partecipano al campionato italiano. In generale, quando una classe puo essere
considerata come una cosa singola, essa puo essere elemento di qualche altra classe.

DEFINIZIONE 4.1. Le classi che possono essere considerate come una cosa singola, cioe che
aloro volta possono essere considerate come elementi, si dicono insiemi. Le classi che non sono
insiemi sono dette classi proprie.

EsSEMPI 4.2. Laclasse degli studenti dell’Universita di Verona € un insieme; infatti tale classe
puo essere considerata come un elemento, cioe I'Universita di Verona stessa, che a sua volta
appartiene alla classe di tutti gli Atenei italiani.

La classe di tutti gli esseri umani € un insieme; infatti puod essere considerato come 1’ele-
mento “genere umano”, appartenente alla classe di tutte le specie animali.

Si fissi un piano @ e una circonferenza y contenuta in a. La classe di tutti i punti che ap-
partengono alla circonferenza y € un insieme; infatti tale classe puo essere considerata come
la circonferenza y stessa, che a sua volta € un elemento della classe delle figure contenute nel
piano a.

EsEMPIO 4.3. Un esempio importante di classe propria, cioe di classe che non & un insieme,
e la classe degli insiemi che non appartengono a sé stessi, cioé la classe

R={X|Xeéuninsiemee X ¢ X}.

Se infatti tale classe fosse un insieme, R potrebbe essere visto come elemento o come classe.
Dato che tra elementi e classi sussiste la relazione di appartenenza e un dato elemento appar-
tiene o non appartiene a una data classe, sicuramente R dovrebbe verificare una e una sola delle
seguenti: R € R oppure R ¢ R. Nel primo caso, se R € R, R dovrebbe soddisfare la proprieta
che caratterizza gli elementi della classe R, cioe R ¢ R. Nel secondo caso, sappiamo che R € un
insieme e R ¢ R; pertanto potremmo dire che R, come elemento, soddisfa la proprieta che ca-
ratterizza la classe R, e quindi dovremmo concludere che R € R. In entrambi i casi si trova una
contraddizione che deriva dall’aver assunto che R sia un insieme. Pertanto si conclude che R
non eun insieme.

OSSERVAZIONE 4.4. Come risulta evidente dagli esempi precedenti, dato che un insieme
puo essere visto come elemento, esso puo a sua volta appartenere ad altre classi. Al contrario,
le classi proprie non possono appartenere ad altre classi, dato che 'appartenenza é prerogativa
degli elementi.

Sottolineiamo inoltre che I’Esempio 4.3 & molto significativo non solo perché mostra co-
me ci sia una profonda differenza tra il concetto di classe e di insieme, ma anche perché in
esso si € applicato un tipo di ragionamento, detto ragionamento per assurdo, molto usato nelle
dimostrazioni matematiche.

Si osservi che, poiché gli insiemi sono classi, per essi vale tutto quanto detto finora sulle
classi per quanto riguarda notazioni, operazioni e simboli introdotti.
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5. Assiomi sugli insiemi

Nella sezione precedente abbiamo visto che non tutte le classi sono insiemi. Sorge quindi il
problema di riconoscere quali classi sono insiemi. Si puo stabilire che una classe € un insieme
ogni qual volta questa assunzione non porta a contraddizioni, come nel caso dell’Esempio 4.3.
E quindi necessario trovare un metodo per stabilire se 'assumere che una certa classe sia un
insieme implichi o meno una contraddizione. Un possibile criterio & quello di partire da alcuni
classi che evidentemente sono insiemi e fissare delle regole per costruire nuovi insiemi a partire
da queste classi iniziali. Pertanto fissiamo i seguenti assiomi sugli insiemi, cioe affermazioni che
non sono dimostrabili ma che decidiamo di assumere come vere.

(1) Ogni classe finita € un insieme.

(2) Una sottoclasse di un insieme X € un insieme, detta sottoinsieme di X.

(3) L'unione di due insiemi & un insieme.

(4) Se X e un insieme e la classe Y ha tanti elementi quanti X, allora anche Y & un insieme.

(5) Se X e un insieme, si costruisca la classe di tutti i sottoinsiemi di X, cioe P(X) ={Y | Y € X}.
Allora P(X) & un insieme, detto insieme delle partidi X.

(6) La classe dei numeri naturali, indicata con N, € un insieme.

(7) Non esistono successioni di insiemi Xy, Xj,..., X, taliche Xg€ Xj € --- € X, € Xp.

Dagli assiomi introdotti seguono alcune importanti conseguenze.

(a) Dal secondo assioma si ottiene che, dati due insiemi X e Y, sia XNnY che X\ Y sono insiemi,
essendo entrambi sottoclassi di X.

(b) Sempre dal secondo assioma, segue che la classe universale %/ non e un insieme. Se infattilo
fosse, la sottoclasse R introdotta nell’Esempio 4.3 (si dimostri per esercizio che R € %/!) per
il secondo assioma sarebbe un insieme. Invece abbiamo gia visto che R non € un insieme.

(c) Laclasse vuota e sottoclasse di ogni classe, e in particolare di ogni insieme. Quindi, di nuovo
dal secondo assioma, concludiamo che @ e un insieme. Nel seguito lo chiameremo insieme
vuoto.

(d) Se X & un insieme, il suo complementare (X non & un insieme. Se infatti lo fosse, dal terzo
assioma si concluderebbe che X UCX = % & un insieme, ma abbiamo gia osservato che la
classe universale € una classe propria.

(e) Nel quarto assioma, se si considerano insiemi con infiniti elementi, il concetto di “avere tanti
elementi quanti” puo risultare confuso: chiariremo nei capitoli successivi cosa si intende
con questa espressione.

(f) Se X e un insieme finito con n elementi, allora anche P(X) € un insieme finito con 2" ele-
menti. (Si veda I’Esercizio 1.5.)

(g) Il fatto che i numeri naturali siano un insieme, chiaramente infinito, implica che anche la
classe dei numeri interi, dei numeri razionali, dei numeri reali e dei numeri complessi sono
insiemi; una dimostrazione di cio sara vista successivamente. Nel seguito, indicheremo tali
insiemi rispettivamente con le lettere Z, Q, R e C.

(h) Per ogni insieme X, possiamo affermare che X ¢ X.

Nel seguito, tranne quando esplicitamente specificato, tutte le classi su cui lavoreremo si
intenderanno insiemi.

6. Unione e intersezione su classi e insiemi

Siano Yj, Y,..., Y}, insiemi; allora possiamo costruire 'insieme Y1 n Y, Nn---NY,. Questa
intersezione si puo indicare anche con( X, dove X ¢ l'insieme X = {Y1, Y>,..., ¥, }; in altre parole,
NX ={x|xeY perogni Y € X}. Questo modo di descrivere I'intersezione tra piu1 insiemi puo
essere generalizzato al caso in cui X sia un insieme infinito, o una classe, i cui elementi siano
a loro volta insiemi. Pertanto estendiamo la definizione di intersezione tra insiemi nel modo
seguente.

DEFINIZIONE 6.1. Se X € una classe i cui elementi sono insiemi, allora( X elaclasse {x| x €
Y perogni Y € X}.
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ESEMPIO 6.2. Si noti che, se X non e l'insieme vuoto, allora N X < Y per ogni insieme Y
appartenente a X e quindi (X € un insieme. Analizziamo invece nel dettaglio il caso in cui
X = ¢ e quindi

(18 ={x|x€eY perogniY €@}
Possiamo riscrivere (@ nella forma equivalente: {x|se Y € ¢ allora x € Y }; poiché @ non con-
tiene alcun elemento, dato un qualsiasi elemento x esso sicuramente appartiene a [ @; questo
perché non e richiesta alcuna verifica sull’elemento x affinché appartenga a (@. Concludiamo
quindi che N @ =%, dove % & la classe universale.

Possiamo verificare 1'asserzione anche in un altro modo. Quando un elemento x non ap-
partiene a (1 X? Precisamente quando esiste un elemento Y € X tale che x ¢ Y. Ora, di quali
elementi x possiamo asserire che x ¢ (1®? Di nessuno, perché non possiamo trovare Y € ¢ tale
che x ¢ Y. Dunque di nessun elemento x possiamo dire che x ¢ (@ e percio di ogni elemento x
dobbiamo dire che appartiene a(®, cioe (@ =%.

Alla luce di quanto osservato, si verifica facilmente che se X e Z sono due classie X ¢ Z,
allora N X 2N Z (si veda I'Esercizio 1.6).

In modo analogo a quanto fatto per I'intersezione, dati gli insieme Y3, Y>,..., ¥}, allora pos-
siamo costruire I'insieme Y; U Y> U--- U Y},. Questa unione si puo indicare anche con J X, dove
X élinsieme X = {Y1,Ys,...,Y},}; in altre parole, UX = {x | esiste Y € X tale che x € Y}. Que-
sto modo di descrivere 'unione tra piu insiemi puo essere generalizzato al caso in cui X sia un
insieme infinito, o una classe, i cui elementi siano a loro volta insiemi. Pertanto estendiamo la
definizione di unione tra insiemi nel modo seguente.

DEFINIZIONE 6.3. Se X e una classe i cui elementi sono insiemi, allora | X & la classe
{x|esiste Y € X taleche xe Y}.

Consideriamo il caso X = @; allora U® = {x | esiste Y € @ taleche x € Y}. Poiché @ non
contiene elementi, dato un elemento x non esiste alcun Y € ¢ che lo contenga. Quindi U® = @.

Se invece X = %, U% = {x | esiste Y € % tale che x € Y'}. Si osservi che per ogni elemen-
to x possiamo costruire I'insieme {x}, dove x € {x}; poiché I'insieme {x}, in quanto a sua volta
elemento, e sicuramente contenuto nella classe universale, concludiamo che x € J%. Quindi
U% =% . Questo mostra che in generale, al contrario di quanto sussiste per l'intersezione, I'u-
nione di una classe, o di un insieme infinito, di insiemi non e in generale un insieme. Tuttavia
assumiamo che se X € un insieme, allora |J X e un insieme; si consideri questo un assioma da
aggiungere alla lista descritta nella Sezione 5.

Si verifica facilmente dalla definizione di unione che, se X e Z sono due classie X < Z, allora
UX cUZ (si veda I’Esercizio 1.6).

7. Insiemi ordinati

Spesso é utile considerare gli elementi di un dato insieme con un certo ordine. Ad esempio,
le lettere della parola ‘mela’ formano 'insieme {a, e, [, m}, ma se vogliamo distinguere la parola
‘mela’ dalla parola ‘lame’, dobbiamo indicare I'ordine delle lettere. Si introduce cosi il concetto
di insieme ordinato.

DEFINIZIONE 7.1. Un insieme ordinato finito € un insieme finito in cui € messo in evidenza
un ordine degli elementi.

In generale un insieme ordinato si indica tra parentesi tonde; ad esempio se si conside-
ra 'insieme ordinato delle lettere parole ‘mela, si scrivera (m,e,],a), mentre I'insieme ordinato
delle lettere della parola ‘lame’ sara (I,a,m,e). Si osservi che mentre nella usuale notazione insie-
mistica gli insiemi {a, b, c}, {b,c, a}, {b,a,c} e {a, b, a,c, b} coincidono, se si considerino insiemi
ordinati gli insiemi (a, b, ¢), (b, ¢, a), (b, a,c) e (a, b, a, c, b) sono insiemi tra loro diversi.

In particolare spesso consideriamo il caso di insiemi ordinati formati da due elementi, detti
coppie ordinate, cioe insiemi del tipo (a, b). Si osservi che mentre gli insiemi {a, b} e {c, d} coin-
cidono sianel casoincui a=ce b=d chenel casoin cui a=d e b = ¢, le coppie ordinate (a, b)
e (¢,d) coincidonoseesolosea=ceb=d.
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EsSEMPIO 7.2. Dovendo rappresentare da un punto di vista insiemistico le targhe automobili-
stiche italiane, dobbiamo ricorrere a insiemi ordinati con 7 elementi, dove i primi due elementi
sono lettere, i successivi tre sono numeri, gli ultimi due lettere; per esempio (A, W,1,2,3,F G)
e (W, A,1,2,3,FG) sono due targhe diverse, mentre (4,1, W, 2,3, F G) non rappresenta alcuna
targa.

Si osservi che gli insiemi ordinati possono essere descritti usando la notazione insiemistica
classica, senza introdurre cioe il concetto di ordine su un insieme. Ad esempio, la coppia ordi-
nata (a, b) si puo indicare anche con l'insieme {{a}, {a, b}}; infatti in questo insieme si ¢ indicato
il fatto che a “viene prima” di b semplicemente ripetendolo due volte, la prima volta formando
I'insieme {a}, la seconda come elemento dell'insieme {a, b}. Si faccia attenzione che l'insieme
{{a},{a, b}}, 'insieme {{a},{b,a}} e 'insieme {{a, b}, {a}} sono uguali, in quanto in questa nota-
zione non e rilevante I'ordine in cui gli elementi compaiono tra parentesi graffe. Analogamente
I'insieme ordinato (a, b, ¢) si puo indicare anche con {{a}, {a, b}, {a, b, c}}; 'insieme cosi fatto for-
nisce informazioni su quale elemento va considerato come primo, quale come secondo e quale
come terzo. Allo stesso modo si possono denotare insiemi ordinati finiti arbitrari.

8. Prodotto di insiemi

Date due classi A e B consideriamo la classe i cui elementi sono le coppie ordinate in cui
il primo elemento appartiene alla classe 4, il secondo alla classe B. Tale classe si dice prodotto
delle classi Ae B.

DEFINIZIONE 8.1. Date due classi A e B il prodotto di A per B eélaclasse {(a,b)|a€ Ae be B}
e siindica con A x B.

Sinoti che gli elementi del prodotto sono coppie ordinate. Pertanto in generale 'operazione
prodotto non € commutativa, cioé date due classi A e B in generale A x B & diverso da B x A4;
questo perché gli elementi di A x B hanno come primo termine della coppia elementi di A e
come secondo termine elementi di B, mentre gli elementi di B x A hanno come primo termine
della coppia elementi di B e come secondo termine elementi di A.

Esempio 8.2. Se A=1{1,2,3} e B={a,b,c}, il prodotto A x B ¢ la classe {(1,a), (1,b), (1,¢),
2,a), 2,b), (2,¢c), (3,a), (3,b), (3,c)}, mentre il prodotto B x A € la classe {(a, 1), (a,2), (a,3),
(b, 1), (b,2), (b,3), (¢, 1), (c,2), (c,3)}.

Se una delle due classi A e B che si stanno considerando € 'insieme vuoto, allora il prodotto
Ax B elinsieme vuoto: infatti non si possono costruire coppie ordinate con il primo o il secondo
termine appartenente all'insieme vuoto, dato che @ non contiene alcun elemento. Inoltre, se
A’ c Ae B' c B, e facile verificare che A’ x B'< Ax B.

Si osservi che se A e B sono entrambi insiemi, allora anche il prodotto A x B € un insieme.
Infatti abbiamo gia visto che ogni coppia ordinata (a, b) si pud rappresentare tramite 'insieme
{{a},{a, b}}. Dato che {a} e {a, b} sono elementi dell'insieme delle parti P(A U B), in quanto sot-
toinsiemi di AU B, si ottiene che A x B < P(P(Au B)). Quindi applicando il secondo, il terzo e il
quinto assioma della Sezione 5, possiamo concludere che A x B &€ un insieme.

Per concludere, si puo facilmente generalizzare la nozione di prodotto tra due classi a quello
tra n classi. Infatti se A;, A, ..., A, sono n classi, il prodotto A; x Ay x --- x A, € l'insieme delle
n-uple ordinate con il primo termine appartenente a A;, il secondo a Ay, e in generale I'i-esimo
termine appartenente a A;.

ESERCIZI
EsERrcizIO 1.1. Sia X una classe tale che X € Y per ogni classe Y. Si dimostri che X = @.

EsERrcizio 1.2. Sidimostriche, date due classi X e Y, XnY éla pit grande classe contenuta
sia in X che in Y; analogamente si dimostri che X U Y & la piu piccola classe contenente sia X
che Y.
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ESERCIZIO 1.3. Datedueclassi X e Y, sidimostriche XcY e XnY =X XuY=Y.

ESERCIZIO 1.4. Sia X la classe dei numeri naturali multipli di 10 e Y la classe dei numeri
naturali la cui scrittura decimale ha come ultima cifra lo zero. Si dimostri che X =Y.

EsERrcIzIO 1.5. Sidimostriche se X € un insieme finito con n elementi, alloral'insieme P (X)
ha 2" elementi. (Suggerimento: dato un arbitrario sottoinsieme Y < X e un arbitrario elemento
x € X, sappiamo che x € Y oppure x ¢ Y. Quindi i possibili modi per costruire un sottoinsieme
Y sono...)

ESERCIZIO 1.6. Sidimostri che se X e Y sono due classidiinsiemie X c Y, alloraUX<cUY
e X 2NY (sifaccia attenzione al caso in cui X = @).

EsERrcIzIO 1.7. Si considerino gli insiemi X = {{a},{a,b}} e Y = {{x},{x, y}}. Si dimostri che
X=Yseesolosea=xeb=y.

EsERrcIzIO 1.8. Siconsiderino gli insiemi
X ={a}{a b} {a,b,ctteY = {{x},{x, ¥}, {x,,2}}.
Sidimostriche X =Y seesolosea=x,b=yec=z.

ESERcIZzIO 1.9. Dati tre insiemi A, B e C si dimostrino le seguenti uguaglianze insiemistiche:
AUBNC)=(AUBIN(AUC); AN(BUC)=(ANB)U(ANC); (A\B)U(B\A) =(AUuB)\(ANB).

ESERcI1zIO 1.10. Si descrivano, in termine di unione, intersezione e differenza di insiemi, i
seguenti insiemi:
{x|xeN,xemultiplodi5edi3manondi7};

{x|xeN,x eminore di 100 oppure & multiplo di 3 e di 5}.






CAPITOLO 2

Relazioni

1. Prime proprieta

Il significato comune del concetto di relazione e facilmente intuibile: due elementi sono in
relazione se c’e un legame tra loro descritto da una certa proprieta; ad esempio, “essere genitore
di...”, “essere alto tanto quanto...”, “avere la stessa eta di...”. Da un punto di vista matemati-
co siamo interessati a studiare quali coppie di elementi sono coinvolte in una data relazione,
astraendo dalle caratteristiche e dalle proprieta che descrivono la relazione stessa; € pertanto

naturale ricorrere al concetto di coppia ordinata.

DEFINIZIONE 1.1. Una relazione R € un insieme di coppie ordinate. Se la coppia (a, b) € R,
si scrive anche aRb e si dice che a € in relazione con b tramite R, o che b corrisponde ad a nella
relazione R.

Si noti che ¢ essenziale I'ordine con cui si descrivono gli elementi in relazione: ad esempio
se si considera la relazione “essere il doppio di”, la coppia (2, 1) appartiene alla relazione, mentre
non ci appartiene la coppia (1, 2). Risulta quindi evidente perché si ricorre al concetto di coppia
ordinata e non di semplice insieme con due elementi.

Si osservi inoltre che relazioni che a parole si descrivono in modo diverso, possono avere
la stessa descrizione in termini di coppie ordinate e quindi essere in realta la stessa relazione,
come mostra I'esempio seguente.

ESEMPIO 1.2. Sia X = {x € N| x = 5" per qualche n € N} I'insieme delle potenze di 5. Consi-
deriamo le seguenti relazioni: due elementi di X sono in relazione se il primo € minore o uguale
al secondo; due elementi di X sono in relazione se il primo divide il secondo. In termini di
coppie ordinate, entrambe individuano lo stesso insieme R = {(x,y) | x=5",y=5"en<m}e
quindi sono la stessa relazione.

Data una relazione R, dato cioé un insieme di coppie ordinate, i primi termini della coppie
possono appartenere a un insieme A, detto dominio della relazione; analogamente i secondi
termini delle coppie in R possono appartenere a un insieme B, detto codominio della relazione.
In tal caso 'insieme R € un sottoinsieme del prodotto A x B. Viceversa, dati due insiemi A e
B, un qualsiasi sottoinsieme R del prodotto A x B individua una relazione, quella i cui elemen-
ti sono esattamente le coppie appartenenti al sottoinsieme scelto. Si osservi che il dominio e
il codominio di una relazione non sono univocamente determinati, dato che possiamo consi-
derare come dominio qualsiasi insieme contenente i primi elementi delle coppie di R, e come
codominio qualsiasi insieme contenente i secondi elementi delle coppie di R. Se gli insiemi A
e B coincidono, allora I'insieme A = B viene detto supporto della relazione R. Si noti che si puo
sempre assumere che R abbia come supporto I'insieme AU B, dove A & un qualsiasi dominio e
B un qualsiasi codominio.

ESeEMPIO 1.3. Si consideri la relazione R = {(1,5),(2,7),(6,3)}. Linsieme A = {1,2,6} € un
possibile dominio di R e I'insieme {5,7,3} € un possibile codominio; infatti R < A x B. Anche
I'insieme A’ = {1,2,3,4,5,6} & un possibile dominio e B’ = {3,4,5,6,7} & un possibile codominio;
infatti R < A’ x B'. Se si considera l'insieme C = {1,2,3,4,5,6,7}, C & un possibile supporto di R,
dato che sia i primi elementi che i secondi elementi delle coppie in R appartengono a C. Per
concludere si osservi che anche I'insieme N dei numeri naturali & un supporto di R.

NoTAZIONI. Una relazione R con dominio A e come codominio B si puo indicare con la
terna (A, B, R); si dice anche che R € una relazione dall’'insieme A all'insieme B. Con questa

9
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notazione si vuole sottolineare I'insieme in cui si scelgono i primi termini delle coppie e quello
in cui si scelgono i secondi. Sinoti che questo concetto di relazione da un insieme a un altro &
diverso dal concetto di relazione introdotto in 1.1, che & semplicemente un insieme di coppie
ordinate. Infatti, la stessa relazione R puo essere vista come relazioni tra insiemi diversi, come
mostra il seguente esempio.

EsempiO 1.4. Si consideri la relazione R = {(1,5), (2,7), (6,3)} descritta nell’esempio prece-
dente. Possiamo considerare la relazione R come relazione tra gli insiemi A e B oppure tra gli
insiemi A’ e B’, dove A, B, A’ e B’ sono gli insiemi descritti in 1.3. Quindi le scritture (A, B, R)
e (A, B', R) indicano due diverse relazioni tra insiemi, anche se R & lo stesso insieme di coppie
ordinate.

Per concludere introduciamo la nozione di insieme di definizione e di insieme immagine di
una relazione.

DEFINIZIONE 1.5. Data una relazione R, I'insieme {x | esiste y tale che (x,y) € R} & detto
insieme di definizione di R e si indica con Def(R). Linsieme {y | esiste x tale che (x,y) € R} &
detto insieme immagine di R e si indica con Im(R).

In altre parole, I'insieme di definizione & formato da tutti i primi elementi delle coppie ordi-
nate che appartengono alla relazione, 'insieme immagine dai secondi. Chiaramente se R € una
relazione con dominio A e codominio B, allora Def(R) € A e Im(R) < B. Se Def(R) = A allora la
relazione R si dice totalein A; se Im(R) = B, allora R si dice suriettiva su B.

Si osservi che I'insieme di definizione e I'insieme immagine di una relazione sono univo-
camente determinati da R, dipendono cioe solo dalle coppie che appartengono alla relazione.
Invece il concetto di relazione totale o suriettiva assumono significato solo per relazioni da un
insieme a un altro, dato che dipendono dal dominio e dal codominio di R.

ESEMPIO 1.6. Siconsiderila relazione tra insiemi (N, N, R) dove xRy se e solo se x & il doppio
di y. 1l dominio di R & N, mentre I'insieme di definizione & 2N, dove 2N indica I'insieme dei
numeri naturali pari. La relazione quindi non é totale in N, mentre ¢ suriettiva su N dato che
Im(R) = N. Al contrario la relazione (2N, N, R), dove di nuovo xRy se e solo se x ¢ il doppio di y,
e totale in 2N, poiché Def(R) = 2N coincide con il dominio.

Si consideri la relazione tra insiemi (N,N, R) dove xRy se e solo se x & un terzo di y. Il co-
dominio e I'insieme N, mentre Im(R) = 3N, dove 3N denota 'insieme dei naturali multipli di 3;
pertanto R non é suriettiva su N. Invece la relazione tra insiemi (N, 3N, R) dove di nuovo xRy se
e solo se x € un terzo di y, € suriettiva su 3N poiché Im(R) = 3N coincide con il dominio.

Si osservi che data una qualsiasi relazione R, scegliendo come dominio I'insieme Def(R) e
come codominio I'insieme Im(R), la relazione descritta dalla terna (Def(R),Im(R), R) e totale e
suriettiva.

2. Proprieta delle relazioni

Vediamo ora alcune rilevanti proprieta di cui possono godere le relazioni. Nel seguito si
suppone che R sia una relazione con supporto A.

PROPRIETA RIFLESSIVA. Unarelazione tra insiemi (A, A, R) si dice riflessiva se, per ogni x € A,
la coppia (x, x) appartiene a R.

PROPRIETA ANTIRIFLESSIVA. Una relazione tra insiemi (A, A, R) si dice antiriflessiva se, per
ogni x € A, la coppia (x, x) non appartiene a R.

PROPRIETA SIMMETRICA. Una relazione tra insiemi (A, A, R) si dice simmetrica se, per ogni
coppia (x, y) appartenente a R, anche la coppia (y, x) appartiene a R.

PROPRIETA ANTISIMMETRICA. Una relazione tra insiemi (A, A, R) si dice antisimmetrica se,
ogni qual volta (x,y) e Re (y,x) € R,sihax = y.

PROPRIETA TRANSITIVA. Una relazione tra insiemi (A, A, R) si dice transitiva se, ogni qual
volta le coppie (x,y) € Re (y,z) € R, allora (x, z) € R.
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EsEmPI 2.1. La relazione tra insiemi (N,N, R), dove xRy se e solo se x < y, & una relazione
riflessiva. Infatti x < x per ogni numero naturale x.

La relazione tra insiemi (N, N, R), dove xRy se e solo se x < y, € una relazione antiriflessiva.
Infatti nessun numero naturale x & strettamente minore di se stesso.

La relazione tra insiemi (Z, Z, R), dove Z & I'insieme dei numeri interi e xRy se e solo se x e
y hanno lo segno, € una relazione simmetrica. Infatti se x ha lo stesso segno di y, allora anche y
ha lo stesso segno di x.

Larelazione tra insiemi (N, N, R), dove xRy se e solo se x < y, € unarelazione antisimmetrica.
Infatti, se x < y e y < x, allora possiamo sicuramente concludere che x = y.

La relazione tra insiemi (X, X, R), dove X & I'insieme delle rette del piano e xRy se e solo se
la retta x € parallela alla retta y, € una relazione transitiva. Infatti se una retta x ¢ parallela alla
retta y e inoltre y & parallela alla retta z, possiamo concludere che anche x e z sono parallele.

3. Relazioni d’equivalenza

DEFINIZIONE 3.1. Una relazione (A, A, R) riflessiva, simmetrica e transitiva e detta relazione
di equivalenza.

Esemp1 3.2. Sia X I'insieme delle rette del piano a.

Larelazione tra insiemi (X, X, R), dove xRy se e solo se laretta x ¢ parallela alla retta y, € una
relazione d’equivalenza. Infatti é riflessiva, dato che ogni retta & parallela a se stessa; inoltre &
simmetrica, poiché se una retta r € parallela alla retta s, allora anche s & parallela a r. Abbiamo
gia osservato nell’esempio 2.1 che R & transitiva, quindi concludiamo che R & una relazione
d’equivalenza.

La relazione tra insiemi (X, X, R), dove xR’y se e solo se x e y hanno un punto in comune
non € unarelazione d’equivalenza. Infatti essa € riflessiva e simmetrica ma non transitiva. Infatti
siano x e z due rette parallele e y una terza retta incidente sia x che z. Allora xR'y, yR'z ma x
non & in relazione con z, dato che due rette parallele non hanno punti di intersezione.

Si consideri una relazione d’equivalenza (A, A, R). Per ogni x € A possiamo costruire I'insie-
me di tutti gli elementi di A in relazione con x.

DEFINIZIONE 3.3. Il sottoinsieme di A descrittoda{y € A| xRy} e detto classe d’'equivalenza
dell’elemento x e si denota [x]g.

ESEmMPIO 3.4. Si consideri ancora la relazione d’equivalenza (X, X, R), dove X é I'insieme
delle rette di un piano « e xRy se e solo se la retta x € parallela alla retta y. Data una retta r, la
classe d’equivalenza di r € I'insieme di tutte le rette del piano parallele a r. Si osservi che ogni
classe d’equivalenza determinata da R individua una direzione del piano.

Analizziamo ora alcune importanti proprieta delle classi d’equivalenza associate a una rela-
zione d’equivalenza (A, A, R).

PROPOSIZIONE 3.5. Sia (A, A, R) una relazione d’equivalenza.
(i) Perognixe A, x € [x]p.
(ii) Se(x,y) € R, allora[x]g = [y]r.
(iii) Se(x,y) ¢ R, allora(xlgn[ylr = 9.
(iv) Lunione di tutte le classe d'equivalenza|Jye ol X] g € l'insieme A.

DIMOSTRAZIONE. (i) Poiché R riflessiva, per ogni x € A la coppia (x,x) appartiene a R e
pertanto x € [x]g.

(ii) Sia z € [x]R; allora (z,x) € R. Essendo R transitiva, da (z,x) € R e (x, y) € R, si conclude
che (z,y) € R, cioeé z € [y]g. Si & cosi verificato che [x]r < [y]r; analogamente si dimostra che
[x]gr 2 [y]R, e di conseguenza si ottiene [x]g = [y]g.

(iii) Se esistesse z € [x]r N [y]r = @, si avrebbe (z,x) € R e (z,y) € R. Essendo R simmetrica e
transitiva, seguirebbe che (x, z) € R e quindi (x, y) € R, contrariamente alle ipotesi.

(iv) Ogni classe d’equivalenza € un sottoinsieme di A, quindi Uye4[x]r € A. Inoltre, poiché
X € [x]R, siottiene x € UyealX]r per ogni x € A; pertanto A € UyealX]r. O
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COROLLARIO 3.6. Data una relazione d’equivalenza (A, A,R) edatix,y € A, (x,y) € R see solo
se[x]g = [y]r.

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla definizione 3.3 e dalla precedente proposizione. O

Le proprieta (iii) e (iv) ci dicono che I'insieme delle classi d’equivalenza € una partizione di
A; in generale, dato un insieme X una partizione di X & un insieme di sottoinsiemi di X a due a
due disgiunti tali che la loro unione sia tutto X.

Inoltre data una partizione di A, ad essa € associata una relazione d’equivalenza nel modo
seguente: dati due elementi x, y € A, xR’y se e solo se x e y appartengono allo stesso sottoinsie-
me della partizione. Si verifica facilmente che R’ & riflessiva, simmetrica e transitiva.

ESEMPIO 3.7. Si consideri una relazione d’equivalenza (A, A, R). Data la partizione su A
individuata dalla classi d’equivalenza di R, si costruisca la relazione R’ su A come descritto nel
paragrafo precedente. Si verifichi che R = R'.

4. Relazioni d’ordine stretto

DEFINIZIONE 4.1. Unarelazione (A, A, R) antiriflessiva e transitiva e detta relazione d’ordine
stretto.

ESEMPI 4.2. Si consideri la relazione tra insiemi (N, N, R) dove, dati i numeri naturali n e m,
nRm se e solo se n < m; si verifica facilmente che R & una relazione d’ordine stretto.

Sia X un insieme e (P(X), P(X), R) larelazione definitada Y R Zseesolose Y C Z, dove Y
e Z sono sottoinsiemi di X; allora R € una relazione d’ordine stretto.

Come risulta chiaro dagli esempi precedenti, una relazione d’ordine stretto con supporto
I'insieme A determina un criterio per confrontare tra loro gli elementi di A. In generale non
tutti gli elementi di A possono essere confrontati tramite R; ad esempio, dato un insieme X con
almeno due elementi a e b e la relazione (P(X), P(X), Q) i due sottoinsiemi {a} e {b} non sono
confrontabili tra loro, dato che nessuno dei due € contenuto nell’altro.

DEFINIZIONE 4.3. Una relazione d’ordine stretto (A, A, R) gode della proprieta di tricotomia
se dati due qualsiasi elementi x e y contenuti in A, o xRy, oppure yRx, oppure x = y.

ESEMPIO 4.4. Larelazione trainsiemi (Z, Z, <) gode della proprieta di tricotomia, poiché dati
due qualsiasi numeri interi 7 0 m, 0 n < m o m < n oppure n = m.

Si consideri ora un sottoinsieme S < A; tramite la relazione di ordine stretto R vogliamo con-
frontare gli elementi di S tra loro e con gli elementi esterni a S. Nell’effettuare questo confronto
si possono individuare alcuni elementi con caratteristiche rilevanti, descritti nella discussione
che segue.

Data una relazione d’ordine stretto (A, A, R) e S € A, un elemento u € A € detto maggiorante
per S se per ogni x € S si ha x = u oppure (x, u) € R; in altre parole un elemento ¢ un maggio-
rante per S se e confrontabile con ogni elemento di S e risulta “maggiore”, rispetto a R, di ogni
elemento di S.

Un elemento u € S & detto massimale per S se per ogni x € S si ha (u,x) ¢ R; in altre parole
un elemento & un massimale per S se € un elemento di S e, se € confrontabile rispetto a R con
altri elementi di S, risulta “maggiore”.

Un elemento u € S & detto massimo per S se per ogni x € S si ha x = u oppure (x,u) € R; in
altre parole un elemento € un massimo per S se appartiene a S, & confrontabile con ogni altro
elemento di S, e risulta “maggiore” di ogni altro elemento di S. Notiamo che la differenza con la
definizione di maggiorante & che qui si impone che I'elemento appartenga a S.

In modo analogo, possiamo definire gli elementi minoranti, minimali e minimi di S. Un
elemento u € A e detto minorante per S se per ogni x € S si ha x = u oppure (i, x) € R; in altre
parole un elemento € un minorante per S se € confrontabile con ogni elemento di S e risulta
“minore”, rispetto a R, di ogni elemento di S.
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Un elemento u € S & detto minimale per S se per ogni x € S si ha (x, u) ¢ R; in altre parole un
elemento € un minimale per S se & un elemento di S e, se &€ confrontabile rispetto a R con altri
elementi di S, risulta “minore”.

Un elemento u € S & detto minimo per S se per ogni x € S si ha x = u oppure (4,x) € R; in
altre parole un elemento & un minimo per S se appartiene a S, &€ confrontabile con ogni altro
elemento di S, e risulta “minore” di ogni altro elemento di S.

Si osservi che massimali, minimali, massimi e minimi sono elementi del sottoinsieme S,
mentre i maggioranti e i minoranti possono anche non appartenere a S. Si noti inoltre che gli
elementi massimali, minimali, maggioranti e minoranti, se esistono, possono non essere uni-
ci. Si verifica facilmente invece che il massimo e il minimo, se esistono, sono unici (si veda
I’Esercizio 2.6).

Si considerino ora tutti gli elementi maggioranti per il sottoinsieme S. Essi formano un sot-
toinsieme di A e pertanto possiamo considerarne il minimo; tale minimo, se esiste, e detto estre-
mo superiore di S, e 'insieme S si dice superiormente limitato. Essendo un minimo, I’estremo
superiore se esiste € unico.

Si considerino invece tutti gli elementi minoranti per il sottoinsieme S. Essi formano un
sottoinsieme di A e pertanto possiamo considerarne il massimo; tale massimo, se esiste, € det-
to estremo inferiore di S, e I'insieme S si dice inferiormente limitato. Essendo un massimo,
I'estremo inferiore se esiste & unico.

Si vedano gli esercizi alla fine del capitolo per alcune importanti connessioni tra massimi,
massimali, maggioranti e ed estremo superiore e analogamente tra minimi, minimali, minoranti
ed estremo inferiore.

Dopo aver introdotto la nozione di minimo, possiamo studiare un’ulteriore proprieta di cui
possono godere le relazioni d’ordine stretto, la proprieta di buon ordinamento.

DEFINIZIONE 4.5. Una relazione d’ordine stretto (A, A, R) si dice un buon ordine se ogni
sottoinsieme non vuoto di A ammette elemento minimo.

ESEMPI 4.6. Si consideri 'usuale relazione d’ordine stretto (N, N, <); questo & un buon or-
dine, dato che ogni sottoinsieme dei numeri naturali ammette minimo. Infatti sia S <N e sia
S# @.Se0¢€ S, allora chiaramente 0 € il minimo di S. Altrimenti, poiché S & non vuoto, esiste un
elemento sy € S, con sy > 0; se sy € ’elemento minimo di S, allora S ammette minimo, altrimenti
esiste s; € S con §1 < sp; se s; € 'elemento minimo di S allora S ammette minimo, altrimenti
esiste s; € S con $; < s1; procedendo in questo modo, dopo al piti un numero finito di passi, in
particolare dopo al piu sg passi, si trova I’elemento minimo di S. Si consideri invece la stessa
relazione, ma tra numeri interi; allora (Z, Z, <) non € un buon ordine. Infatti sia S il sottoinsie-
me di Z formato da tutti i numeri negativi: chiaramente S non ammette minimo e pertanto la
relazione non puo essere un buon ordine.

5. Relazioni d’ordine largo

Come abbiamo visto nella sezione precedente, un tipico esempio direlazione d’ordine stret-
to e larelazione < tra insiemi numerici. Spesso tuttavia e piu utile confrontare coppie di numeri
tramite la relazione <. Questa non € una relazione d’ordine stretto, dato che non e antiriflessiva,
ma si verifica facilmente che e riflessiva, antisimmetrica e transitiva.

DEFINIZIONE 5.1. Una relazione (A, A, R) riflessiva, antisimmetrica e transitiva & detta rela-
zione d'ordine largo.

ESEMPI 5.2. Si consideri la relazione tra insiemi (N, N, R) dove, dati i numeri naturali n e m,
nRm se e solo se n < m; si verifica facilmente che R € una relazione d’ordine largo.

Sia X un insieme e (P(X), P(X), R) la relazione definitadaY R X seesolose Y € Z,dove Y e
Z sono sottoinsiemi di X; allora R € una relazione d’ordine largo.

Per chiarire la differenza tra il concetto di ordine stretto e ordine largo, si consiglia di ricorda-
re i due esempi precedenti, confrontandoli con gli analoghi esempi 4.2 della sezione precedente.

Il legame tra le relazioni d’ordine stretto e d’ordine largo & molto forte: ogni relazione d’or-
dine stretto individua in modo univoco una relazione d’ordine largo, e viceversa.
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PROPOSIZIONE 5.3. (a) Sia (A, A, R) una relazione d’ordine stretto e si consideri la relazione
R ={(x,y)| (x,y) € R oppure x = y}. Allora (A, A, R") & una relazione d’ordine largo.

(b) Sia (A, A, R) una relazione d'ordine largo e si consideri la relazione R' = {(x,y) | (x,y) €
Rex# y}. Allora (A, A, R') & una relazione d’ordine stretto.

N

DIMOSTRAZIONE. (a) Dobbiamo verificare che R’ & riflessiva, antisimmetrica e transitiva,
sapendo che R & antiriflessiva e transitiva. Sia quindi x € A; la coppia (x, x) appartiene a R’
per costruzione, quindi R’ & riflessiva. Inoltre se (x,y) € R' e (y,x) € R/, possiamo concludere
che x = y; se infatti x # y, dalla costruzione di R’ seguirebbe che (x,y) € R e (y,x) € R. Perla
transitivita di R si avrebbe quindi che (x, x) € R, contrariamente all’antiriflessivita di R. Pertanto
R’ & antisimmetrica. Per finire, siano (x, y) € R' e (y,z) € R’; se x = y allora ovviamente (x, z) € R/
e analogamente se y = z allora (x,z) € R. Se x # y e y # z, allora per costruzione (x,y) € R e
(3, 2) € R; essendo R transitiva si conclude che (x, z) € R e quindi (x,z) € R'.

(b) Dobbiamo verificare che R’ ¢ antiriflessiva e transitiva sapendo che R e riflessiva, an-
tisimmetrica e transitiva. Sia quindi x € A; la coppia (x, x) non appartiene a R’ per costruzio-
ne, quindi R’ & antiriflessiva. Inoltre siano (x,y) € R’ e (y,z) € R'; dalla costruzione di R’ sap-
piamo che x # y, y # z, (x,¥) € R e (,2) € R. Per la transitivita di R otteniamo (x,z) € R; se
X = z, si avrebbe inoltre (y, x) € R e quindi per 'antisimmetria di R si concluderebbe che x = y,
contrariamente al fatto che (x, y) € R’. Quindi otteniamo (x,z) € R e x # z, cioé (x,z) € R'. O

6. Relazioni n-arie

La definizione di relazione data in 1.1 & anche detta relazione binaria, poiché coinvolge
coppie ordinate. Si pu0 generalizzare questa definizione, introducendo il concetto di relazione
n-aria:

DEFINIZIONE 6.1. Una relazione n-aria & un insieme di n-uple ordinate.

Una relazione n-aria € un sottoinsieme del prodotto A; x Az x --- x A,, dove A; € un insie-
me a cui appartengono tutti gli i-esimi termini delle n-uple. Nel seguito, se non diversamente
specificato, col termine relazione intenderemo relazioni binarie

ESERCIZI

ESERCIZIO 2.1. Descrivere geometricamente la relazione sull’'insieme X = R definita da xRy
se x* + y? = 1; si ripeta I'esercizio con la relazione xRy se x* + y> < 1.

ESErCIZIO 2.2. Sia X = N x N e si consideri la relazione R = {((a, b), (¢,d)) | (a,b),(c,d) €
X ea+d=Db+c}. Sidimostri che R & una relazione d’equivalenza.

ESERCIZIO 2.3. Si consideri la relazione su Z definita da xRy se esolose —2<x—y<2. E
una relazione d’equivalenza?

ESERCIZIO 2.4. Si consideri la seguente relazione suZ: R={(a,b) | a,be Z, a*=b*eb<al.
Dire se si tratta di una relazione di tipo noto; quali sono gli elementi x € Z tali che (3, x) € R?

ESERCIZI0 2.5. Siconsiderila seguente relazione sull’'insieme Z\ {0} dei numeri interi diversi
da 0:
R={(a,b):a,beZ,ab>0}.
Dire se & unarelazione di tipo noto, motivandone la risposta. Quali sono gli elementi in relazione
con —3?

ESERCIZIO 2.6. Sia (A4, A, R) una relazione d’ordine stretto e sia S € A. Si dimostri che, se
esiste un minimo di S, questo € unico. Si dimostri I'analogo fatto per un massimo.

ESERCIZIO 2.7. Mostrare che R = {(a, b), (a,e), (a,d), (a, f), (b,e), (b, ), (c,b), (¢, e), (c, [),
(d, f), (e, f)} e una relazione d’ordine stretto sull’'insieme {a, b, ¢, d, e, f}. Determinare gli even-
tuali elementi massimali, minimali, massimo, minimo, estremo superiore e estremo inferiore
del sottoinsieme {b, d, e}.
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ESERcIZIO 2.8. Mostrare che R = {(6,5), (6,4), (6,3), (6,2), (6,1), (5,3), (5,4), (5,2), (5,1),
4,3), (4,1), (3,1), (2,1)} &€ una relazione d’ordine stretto sull’insieme {1,2,3,4,5,6}. Determina-
re gli eventuali elementi massimali, minimali, massimo, minimo, estremo superiore e estremo
inferiore del sottoinsieme {2, 3, 4}.

ESERCIZIO 2.9. Mostrare che R = {(7,5), (7,3), (7,2), (7,1), (6,4), (6,3), (6,2), (6,1), (5,3),
5,2), 5,1), (4,3), 4,2), (4,1), (3,2), (3,1)} & una relazione d’ordine stretto sull’insieme {1, 2, 3,
4,5, 6, 7}. Determinare gli eventuali elementi massimali, minimali, massimo, minimo, estremo
superiore e estremo inferiore del sottoinsieme {3, 4, 5}.

ESERCIZI0 2.10. Si consideri la relazione sull’insieme N definitada R ={(a,b) | a,beNe b—
a € multiplo di 5}. Si dica se & una relazione di tipo noto.

ESERCIZIO 2.11. Si consideri la relazione sull’insieme Z definitada R={(a,b) |a,beZ e b—
a € multiplo di 5}. Si dica se & una relazione di tipo noto.

ESERCIZIO 2.12. SiaX =7ZxZesiaR={((a,b),(c,d))]|(a,b),(c,d)e Xea<c}. SidicaseR ¢
una relazione di tipo noto.

ESERCIZI0 2.13. SiaX=7ZxZesiaR={((a,b),(c,d))|(a,b),(c,d) e Xea<c}. SidicaseRe
una relazione di tipo noto.

ESERCIZIO 2.14. Sia R una relazione d’ordine stretto. Si costruisca come nella Proposizione
5.3(a) larelazione d’ordine largo R’. A partire da R’, si costruisca come in 5.3(b) la relazione d’or-
dine stretto R”. Si dimostri che R = R". Si svolga lo stesso esercizio partendo da una relazione R
d’ordine largo.






CAPITOLO 3

Funzioni

1. Definizioni e prime proprieta

Il concetto di funzione € di uso comune per esprimere la seguente situazione: due grandez-
ze variano l'una al variare dell’altra secondo una certa legge. Ad esempio, 'area del quadrato
varia al variare del lato, la pressione di un gas in un recipiente chiuso varia in funzione della
temperatura, il tempo impiegato a percorrere un certo tragitto varia in funzione della velocita.
In tutti questi casi si osservi che dato un certo valore del lato, della temperatura, o della velocita
possiamo ottenere in modo esatto il valore dell’area, della pressione o del tempo semplicemente
conoscendo la formula dell’area del quadrato, la legge di Boyle o la legge oraria del moto.

Procedendo analogamente a quanto e stato fatto per le relazioni, da un punto di vista ma-
tematico vogliamo astrarre dal significato e dalle caratteristiche fisiche delle funzioni; siamo
invece interessati ad individuare le coppie ordinate che sono coinvolte in esse.

DEFINIZIONE 1.1. Unafunzione f € uninsieme di coppie ordinate con la seguente proprieta,
detta univocita: se (a,b) € f e (a,c) € f, allora b = c. Se la coppia (a, b) € f siscrive b = f(a) e si
dice che b e immagine di a tramite f, o che b é il valore assunto da f in a.

EsempiO 1.2. Linsieme di coppie ordinate {(1,2), (2,4),(1,3), (4,1)} non € una funzione; in-
vece l'insieme {(1,2), (2,4), (4,1)} & una funzione.

Si noti che le funzioni sono particolari relazioni, in quanto insiemi di coppie ordinate. Inol-
tre I'univocita esprime matematicamente quanto gia osservato: dato un certo valore della gran-
dezza corrispondente al primo elemento delle coppie ordinate, possiamo individuare in manie-
ra univoca il valore della grandezza corrispondente al secondo elemento delle coppie ordinate.
Spesso la quantita corrispondente ai primi termini delle coppie della funzione viene detta va-
riabile indipendente e quella corrispondente ai secondi termini viene detta variabile dipendente.
Tuttavia non bisogna dare al termine “variabile” significati che non ha; il concetto di funzione
non li richiede.

Poiché le funzioni sono relazioni, ad esse si applicano tutti i concetti descritti nel capitolo
precedente. In particolare, si definiscono il dominio, il codominio, I'insieme di definizione e l'in-
sieme immagine di una funzione data. Inoltre una funzione si dice totale se il dominio coincide
con l'insieme di definizione e suriettiva se il codominio coincide con I'insieme immagine. Se
gli insiemi A e B sono rispettivamente il dominio e il codominio di una funzione f e (a, b) € f,
si usa la notazione f: A — B, a — b; questa notazione si legge “f € una funzione da Ain B e
manda a in b”.

OSSERVAZIONE 1.3. Per descrivere le coppie ordinate appartenenti a una funzione, spesso
si usa la notazione f = {(a, b) | (a, b) soddisfa P}, dove P € una data proprieta. Per esempio, si
consideri la funzione f = {(x,y) | x,y € Re x = (y + 1)/2}, oppure la funzione f = {(x,y) | x,y €
Re y = e*}. In maniera pili compatta, si scrive anche y = f(x); per esempio, le due funzioni
sopra descritte, si scrivono rispettivamente

y=2x-1 e y=e".
Introduciamo ora una nuova importante proprieta di cui possono godere le funzioni.

DEFINIZIONE 1.4. Una funzione f sidice iniettivase gode della seguente proprieta: se (a, c) €
febc)e f,alloraa=b.

17
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Si puo riformulare la proprieta di iniettivita nel modo seguente: dati x;,x, € Def(f), se
f(x1) = f(x») allora x; = xy. Sifaccia attenzione a distinguere l'iniettivita dall'univocita. Si no-
ti inoltre che, mentre la totalita e la suriettivita di una funzione dipendono dal dominio e dal
codominio, I'iniettivita dipende solo dalla funzione.

ESEMPI 1.5. Si considerino f ={(1,2),(3,4),(5,7)} e f' =1(1,2),(3,2), (5,7)}, insiemi di coppie
ordinate che sono funzioni; la funzione f & iniettiva, mentre f’ non & iniettiva.

Si consideri la funzione f: N — N, x — 3x + 2; questa € una funzione iniettiva, poiché, se
f(x1) = f(x2), siha3x; +2 =3x,+2, da cui si conclude x; = x,. Inoltre f € una funzione totale,
ma non suriettiva; infatti, per esempio, 4 ¢ Im(f).

Si consideri la funzione f: N — N, x — 3x? + 2; questa & una funzione totale, iniettiva e non
suriettiva.

Si consideri la funzione f: R — R, x — 3x? + 2; questa & una funzione totale, non suriettiva e
non iniettiva.

DEFINIZIONE 1.6. Una funzione f: A — B totale, iniettiva e suriettiva si dice biiettiva.

Le funzioni biiettive sono dette anche corrispondenze biunivoche; infatti, data una funzione
biiettiva tra due insiemi A e B, possiamo far corrispondere a ogni elemento di A uno e un solo
elemento di B.

Esempi 1.7. Lafunzione f: N — 2N, x — 2x ¢ biiettiva.
La funzione f: R — R, x— 2x —1 & biiettiva.
La funzione f: R—-R, x — x3 & biiettiva.

EsemMPIO 1.8. Un importante esempio di funzione biiettiva ¢ la funzione identica: dato un
insieme A, la funzione f: A — A, a— a, e detta identita su A, e siindica con id 4.

Per concludere introduciamo alcune notazione che useremo frequentemente. Si consideri
la funzione f: A — B; siano C £ A e D < B. Linsieme {f(x) | x € C} & detto immagine di C
tramite f e siindica con f~(C); l'insieme {x | f(x) € D} & detto controimmagine di D tramite f
e si indica con f~ (D). Sinotiche f~(C) € Be f~ (D) € A. Si osservi inoltre che, in generale,
(7)) #Ce f~(f (D)) #D;siverifichiche C< f~(f~(C)) perogniCc Ae f~(f (D)) <
D per ogni D < B (si veda I'Esercizio 3.17).

Esemp1 1.9. Sia f: R—-R, x — x% esia C<R, C ={1,2}. Allora fT(f~0) =141,-1,2,-2}.
Sia f: R—R, x—2x;alloraNcRe f~(f~(N)) =N.

2. Funzioni composte

Supponiamo di voler studiare la pressione di una gas in un recipiente chiuso; abbiamo gia
richiamato nella sezione precedente che la pressione varia in funzione della temperatura del gas.
Ma se a sua volta la temperatura del gas varia al variare del tempo, chiaramente si ottiene che la
pressione del gas varia al variare del tempo. Questo esempio introduce il concetto di funzione
composta.

DEFINIZIONE 2.1. Siano f e g due funzioni; 'insieme di coppie ordinate
{(a,c)| esiste b tale che (a,b)e fe(b,c)e g}

si dice funzione composta di f e g e si indica con go f. Se la coppia (a,c) € go f, si scrive ¢ =
go f(a) e, evidentemente, go f(a) = g(f(a)).

EsEmMPI 2.2. Si considerino le funzioni f = {(1,5),(3,7),(4,6),(5,5)} e g = {(2,3),(5,1), (6,3)};
possiamo calcolare le funzioni composte go f ={(1,1),(4,3),(5,1)} e fog=1{(2,7),(5,5),(6,7)}.

Sia f: N—N,x—2x,esiag:N—N,x— x+5;alloragof: N—-N, x—2x+5e fog: N—N,
x—2(x+5).

Come mostra 'esempio precedente, cambiando 'ordine di composizione si ottengono in
generale funzioni composte diverse. Si noti inoltre che, date due funzioni f e g, affinché la
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funzione composta go f sia non vuota, l'intersezione Im(f) N Def(g) deve essere diversa dal-
I'insieme vuoto. In generale, se f: A— B e g: C — D, allora si pud assumere come domi-
nio della funzione go f l'insieme A, e come codominio l'insieme D. Inoltre I'insieme di de-
finizione & {x | f(x) € Def(g)}, cioe Def(go f) = f~ (Def(g)), mentre 'insieme immagine &
{z|z=g(y) per qualche y e Im(f)}, cioé Im(go f) = g~ (Im(f)).

EseMp12.3. Siano f: Z—-Z,x—x-2eg8:Q—-Q,x— %; quindi Def(f) = Z, Def(g) = Q\ {0}
e Def(go f) = Z\{2}.

Siano f: N—N, x—2x e g: 3N — N, x — %; quindi Def(f) = N, Def(g) = 3N e Def(go f) =
[T (Def(g)=f"(3N)=3N.

Dall’esempio precedente si osserva come, anche se f e g sono funzioni totali, in generale
go f non e una funzione totale. La proposizione seguente analizza il legame tra le proprieta
delle funzioni di partenza e quelle della funzione composta.

PROPOSIZIONE 2.4. Si considerino due funzioni f: A—Beg: C— D.

(1) La funzione go f é totale se e solo se f e totale eIm(f) < Def(g);

(2) se f e g sono iniettive, allora go f e iniettiva;

(3) se g esuriettiva eDef(g) < Im(f), allora g o f é suriettiva;

(4) se g einiettivaego f ésuriettiva, alloraDef(g) < Im(f);

(5) se f e g sono biiettive, go f ¢ biiettiva se e solo seIm(f) = Def(g), cioé se e solo se B = C.

DIMOSTRAZIONE. (1) Supponiamo che go f sia totale; quindi per ogni x € A esiste z € D
tale che z = g(f(x)); in particolare esiste y € Im(f) tale che y = f(x) e pertanto f é totale. Si
consideri inoltre y € Im(f) e sia x € A tale che f(x) = y. Poiché go f & totale, esiste z € D tale che
z = g(f(x)); ne segue quindi y € Def(g).

Supponiamo invece che f sia totale e che Im(f) < Def(g). Dato x € A, poiché esiste y € Im(f)
tale che y = f(x) e y € Def(g), allora esiste z € D tale che z = g(y) = g(f(x)); ne segue che go f &
totale.

(2) Se g(f(x1)) = g(f(x2)), essendo g iniettiva, segue che f(x;) = f(x2). Poiché anche f &
injettiva, si ottiene x; = xy.

(3) Supponiamo Def(g) < Im(f) e sia z € D. Poiché g & suriettiva, esiste y € Def(g) tale che
z = g(y); dato che y € Im(f), esiste x € A tale che y = f(x) e quindi z = g(f(x)).

(4) Sia y € Def(g); poiché go f & suriettiva, esiste x € A tale che g(y) = g(f(x)). Essendo g
iniettiva, segue che y = f(x) e pertanto Def(g) < Im(f).

(5) Segue dalle precedenti. O

3. Funzione inversa

Consideriamo la formula che esprime I'area del quadrato in funzione del lato, A = I?; tale
funzione ci permette di trovare ’area noto il lato del quadrato. Possiamo pero anche considerare
il lato come funzione dell’area, secondo la formula ! = v/A. Questo primo esempio introduce il
concetto di funzione inversa che studieremo in questa sezione.

In generale, data una funzione f, & sempre possibile costruire I'insieme f 1= »x)|(x,y €
[}; sicostruisce cioe I'insieme di coppie ordinate ottenuto scambiando |’ordine dei termini nelle
coppie ordinate contenute in f. Si osservi che f~! & sicuramente una relazione, ma in generale
non é una funzione, dato che potrebbe non godere della proprieta di univocita.

EsemPI 3.1. Data la funzione f = {(1,2),(2,3), (3,2), (4,1)}, &€ immediato verificare che la re-
lazione f‘1 =1{(2,1),(3,2),(2,3),(1,4)} non & una funzione. Si osservi che f non & iniettiva. Si
consideri invece la funzione g = {(1,2),(2,3), (3,4)}; si verifica facilmente che la relazione g‘1 =
{(2,1),(3,2),(4,3)} € una funzione. Si osservi che g € iniettiva.

Come mostra il precedente esempio, affinché la relazione f~! sia una funzione, f deve
essere iniettiva; tale proprieta assicura infatti che f~! sia una relazione univoca.

DEFINIZIONE 3.2. Sia f una funzione iniettiva. La funzione f‘1 ={(y,x) | (x,y) € f} & detta
funzioneinversa di f.
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Si osservi che se f: A— Be b= f(a), allora f‘l: B—Aea= f‘l(b). Inoltre, Def(f_l) =
Im(f) e Im(f~1) = Def(f).

Esemp13.3. Sia f: N— N, x— x +2; la funzione inversa & f‘1 N—-N, x— x—2.
Si consideri la funzione esponenziale R — R, x — e*, dove R~y denota I'insieme dei reali
strettamente maggiori di 0; la sua funzione inversa e la funzione logaritmica Ry — R, x — log x.

PROPOSIZIONE 3.4. Sia f: A — B una funzione iniettiva.

(1) La funzioneinversa f ~1 ¢ iniettiva;

(2) la funzione f ~1 & totale se e solo se [ ésuriettiva;
(3) la funzione f ~1 & suriettiva se e solo se f étotale;
(4) la funzione f~' & biiettiva se e solo se f ¢ biiettiva.

DIMOSTRAZIONE. (1) Sia f~1(y1) = f~'(3») = x; allora le coppie ordinate (y;,x) e (2, X)
appartengono a f~'. Quindi le coppie (x,y;) e (x, y») appartengono a f. Per la proprieta di
univocita si conclude che y; = y».

(2) e (3) Seguono direttamente dal fatto che Def(f_l) =Im(f) e Im(f_l) = Def(f).

(4) Segue dai punti precedenti. U

ESEMPI 3.5. Siconsiderilafunzione f: N — N, x — 2x; f éiniettiva, totale ma non suriettiva.
La sua funzione inversa f~1: N — N, x — 5 € iniettiva, suriettiva ma non totale.

Si consideri la funzione biiettiva f: R — R, x — x3; la sua inversa f TR-R x— x
ancora biiettiva.

1/3 &

Si osservi inoltre che la funzione inversa della funzione inversa & la funzione di partenza, e
componendo una funzione con la sua inversa si ottiene la funzione identica.

PROPOSIZIONE 3.6. Sia f una funzione iniettiva.

O (fHrt=f;
@) flo f=idpess)
3) fof_l = idlm(f)-

DIMOSTRAZIONE. (1) (f D' ={(x, I e fi={x I (xyefi=Ff.

(2) Si consideri x € Def(f) e poniamo y = f(x). Poiché, perla definizione di funzione inversa,
F71(») = x, segue che f71(f(x)) = f~1(y) = x per ogni x € Def(f). Quindi f~' o f = idpef().

(3) Sia y € Im(f); poiché y = f(x) per qualche x € Def(f), f~'(y) = x e quindi f(f~'(y)) =
f(x) = y. Pertanto fo f~! = idyyp). O

4. Funzioni n-arie

Le funzioni qui studiate sono dette anche funzioni a una variabile, o funzioni 1-arie dato che
esse esprimono matematicamente la situazione in cui una certa quantita varia in funzione di
un’altra. Si pu0 generalizzare tale concetto, introducendo le funzioni a n variabili, per descrivere
la situazione in cui una certa quantita varia in funzione di altre n.

DEFINIZIONE 4.1. Una funzione n-aria, o funzione a n variabili, f € unarelazione n+ 1-aria
che gode della seguente proprieta: se (aj, ay,...,a,, b) € f e (a1, ay,...,an,c) € f, allora b=c.

La proprieta che caratterizza le funzione n-arie tra le relazioni n + 1-arie & I'analogo della
proprieta di univocita introdotta per la funzioni 1-arie. Si osservi inoltre che una funzione a
n variabili puo essere vista come una funzione 1-aria f: A — B, dove il dominio A ¢ il prodotto
di ninsiemi, cioeé A = A; x---x A,. In questo modo si possono estendere alle funzioni a n variabili
tutti i concetti visti finora.
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ESERCIZI

EsERcCIZIO 3.1. Dato I'insieme di coppie ordinate
g= {(x,x*+2x) | xeN,x*—1<10}uU
Uf{(x,4x+3)|xeN,2<x<5}uU
U{(xyx_s) | X€e er > 5} U {(1,3)»(7)2)}’
motivare perché g & una funzione da N in N, precisando se € totale, suriettiva, iniettiva o biiet-
tiva, giustificando le risposte. Data poi la funzione f = {(0,3), (2,3), (1,5)}, scrivere quali sono le
funzioni h = foge k= go f. Di esse precisare insieme di definizione e insieme immagine e se
sono iniettive.
EsErcizio 3.2. Dato 'insieme di coppie ordinate
g={(x5-x)|xeN,x-1<3}U
U{lx*-2x-1)|xeN,7<x*-1<27}u
Uf{(x,2x+3) | xeN,x>5}U{(2,3),(6,15)},
motivare perché g € una funzione da N in N, precisando se & totale, suriettiva, iniettiva o biiet-
tiva, giustificando le risposte. Data poi la funzione f = {(0,3), (2,6), (1,0)}, scrivere quali sono le

funzioni h = foge k = go f. Di esse precisare insieme di definizione e insieme immagine e se
sono iniettive.

EsERrcIzi0 3.3. Dato 'insieme di coppie ordinate
g={(x,x—x*)|xeN,0<x+1<3}U
{(x,x-=1)|xeN,0<x*-1=<20}U
{(x,2x=7) | xeN,x>5}U{(5,4),(3,2)},

motivare perché g € una funzione da N in N, precisando se & totale, suriettiva, iniettiva o biiet-
tiva, giustificando le risposte. Data poi la funzione f = {(0,3), (1,5), (3, 1)}, scrivere quali sono le
funzioni h = foge k = go f. Di esse precisare insieme di definizione e insieme immagine e se
sono iniettive.

ESERCIZIO 3.4. Sidica se le seguenti relazioni sono funzioni di R in R:
@ {5,y x,yeRx®+y> =1}
d) {(x,»1x,yeR,y=sinx};
© {(x,»1x,yeR,x=siny}.
EsERcCIzIO 3.5. La composizione di funzioni suriettive e suriettiva? Si motivi la risposta. In
caso di risposta negativa si esibisca un controesempio.

ESERCIZIO 3.6. La composizione di funzioni iniettive & iniettiva? Si motivi la risposta. In
caso di risposta negativa si esibisca un controesempio.

EsErcizio 3.7. La composizione di funzioni totali & totale? Si motivi la risposta. In caso di
risposta negativa si esibisca un controesempio.

ESERCIZIO 3.8. Sipuo dire che

e’ sex<0,
X— )
x—x° sex=0.
definisce una funzione f?
Si puo dire che
e* sex<0,
X— )
x—x“+1 sex=0.

definisce una funzione g?
Nel caso la risposta sia affermativa, si dica se f o g sono totali, iniettive o suriettive.
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ESERCIZIO 3.9. Si consideri la funzione f: R — R definita da f(x) = x° — 4. Si dimostri che f
& biiettiva e si costruisca la funzione inversa .

EsERrcIzIO 3.10. Sia A € R e si ponga, per x € R, f(x) = x;;flx. Esistono valori di A per i quali

[ definisce una funzione da R a R>¢? Esistono valori di A peri quali f definisce una funzione da
R>o a R>¢? (Siricordi che R indica I'insieme dei reali maggiori o uguali a 0.)

ESERCIZIO 3.11. Dati due insiemi non vuoti X e Y e una funzione f: X — Y, definiamo una
funzione f*: P(Y) — P(X) ponendo, per A€ P(Y), f*(A) = f~(A). Si verifichi che: (1) se f &
suriettiva, allora f* & iniettiva; (2) se f ¢ iniettiva, allora f* & suriettiva.

ESERCIZIO 3.12. Sia X un insieme non vuoto. Sia A un sottoinsieme di X e si consideri
la funzione f: P(X) — P(X), Y — Y \ A. Per quali sottoinsiemi A la funzione f € iniettiva o
suriettiva? Per quali B € P(X) si ha f(B) = ¢? Si determini Im(f).

EsSERcIzI10 3.13. Siconsiderila funzione f: R — R, x — sinx+2. f € iniettiva? f € suriettiva?
Si determini Im(f).

ESERCIZIO 3.14. Qual ¢ il massimo sottoinsieme A € R su cui f(x) = m definisce una

funzione totale f: A — R? Si consideri allora f: A — R e si calcoli Im(f). Si ripeta I'esercizio con
f(x) = logllxl'

[x—2]

T@—2x+5] definisce

EsERrciz10 3.15. Sidetermini il pit1 grande sottoinsieme di R su cui f(x) =
una funzione totale f: S — [0,1]? (Siricordi che [0,1] = {xeR|[0=x<1}.)

ESERCIZIO 3.16. Si considerino le funzioni f: R — R e g: R — R definite da

1 se x <0,
X

x2+1

fl) =

gx)=40 sex=0,
-1 sex>0.

Si determinila funzione composta go f. Tra le funzioni f, g e go f, quali sono iniettive, suriettive
o biiettive?

EsErcizio 3.17. Siano f: A— B, C< Ae D < B. Si dimostri che C < f~ (f~(C)) e che
f7(f~ (D)) € D. Quando si puod concludere che C = f~(f(C)) per ogni C < A? Quando si pud
concludere che D = f~(f (D)) per ogni D < B?



CAPITOLO 4

Insiemi infiniti

1. Introduzione

Finché gli insiemi che si considerano sono finiti (cioé si puo contare quanti sono i loro ele-
menti mettendoli in corrispondenza biiettiva con i numeri che precedono un certo numero na-
turale) la nozione di insieme puo fornire un comodo modo di esprimersi, ma non e indispensa-
bile. Di fatto Cantor per primo elaboro la nozione di insieme per risolvere problemi di quantita
di elementi in insiemi infiniti (cioé non finiti).

DEFINIZIONE. Si dice che due classi hanno la stessa cardinalita quando c’e una biiettivita
tra le due classi. In tal caso si dira anche che le due classi sono equinumerose.

DEFINIZIONE. Si dice che un insieme A & finifo se esistono un numero naturale n e una
biiettivita da A sull’insieme dei numeri naturali che precedono 7; in questo caso diremo che A
ha n elementi. Se cid non succede, si dice che I'insieme ¢ infinito.

Se un insieme A & finito e un altro insieme B € contenuto propriamente (contenuto ma non
uguale) in A allora A e B non sono equinumerosi, cioeé non c’e alcuna biiettivita tra i due.

Questo risultato dipende dal fatto che per nessun numero naturale ci puo essere una biiet-
tivita tra I'insieme dei numeri che lo precedono e I'insieme di quelli che precedono un diverso
numero naturale.

Lultima affermazione non si estende agli insiemi infiniti; lo giustifichiamo con un controe-
sempio gia considerato da Galileo Galilei nel suo Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo.
Inumeri pari sono un sottinsieme proprio dei numeri naturali, ed entrambi gli insiemi non sono
finiti; inoltre la funzione che a un numero naturale associa il suo doppio € una biiettivita dai nu-
meri naturali sui numeri pari. Cosi si deve dire che i numeri naturali sono tanti quanti i numeri
pari pur costituendo questi un sottinsieme proprio dell'insieme dei naturali.

Per gli insiemi finiti non solo si puo dire se hanno lo stesso numero di elementi, ma anche se
uno ha piti elementi di un altro o meno. A questo scopo ci si rifa alla relazione d’ordine naturale
tra i numeri naturali che contano gli elementi di ciascuno dei due insiemi. Per gli insiemi infiniti
non si puo utilizzare lo stesso metodo. Come decidere allora quando un insieme ha piti 0 meno
elementi di un altro?

Ci si potrebbe limitare a dire che un insieme ¢ finito o infinito. Tuttavia 'esperienza di vari
insiemi infiniti porta naturalmente a domandarci se si puo stabilire una gerarchia simile a quella
fra gli insiemi finiti.

Prenderemo a modello le stesse proprieta degli insiemi finiti.

2. Cardinalita

DEFINIZIONE 2.1. Siano A e B due insiemi. Diremo che la cardinalita dell’insieme A & mi-
nore o uguale a quella dell'insieme B, e scriveremo | A| < |B| quando esiste una funzione totale
iniettivadi Ain B.

Questa relazione fra insiemi non e un ordine, né stretto né largo. Non € stretto perché |A| <
| Al, per motivi ovvi (basta considerare la funzione identita). Non € un ordine largo, perché puo
accadere che |A| < |B| e anche |B| < |A], con A # B. Un esempio e proprio quello in cui A &
I'insieme dei numeri naturali e B quello dei numeri naturali pari.

Scopo di queste note e di studiare le proprieta di questa relazione. Attraverso essa potremo
arrivare al concetto di “uguale cardinalita”, che € cio che ci interessa.

23
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ESEMPI 2.2. (1) Se Aeéuninsieme e B c A, allora |B| <|A|.

(2) Se Z e I'insieme dei numeri interi e N quello dei numeri naturali, allora |Z| < [N|. Cio pud
apparire paradossale, ma vedremo che non lo e.

Consideriamo infatti la seguente funzione:

Foo = {Zx sex=0,

-2x—-1 sex<O.

Si puo facilmente verificare che f: Z — N € non solo iniettiva, ma anche suriettiva.

(3) Se X e un insieme finito e Y & un insieme infinito, allora | X| < | Y.

Supponiamo che X abbia n elementi. Faremo induzione su n.

Se n =0, la funzione vuota & quella che cerchiamo.

Supponiamo la tesi vera per insiemi con n elementi e supponiamo che X abbia n+1 elemen-
ti: X ={x1,...,Xn, Xn+1}. Peripotesi induttiva esiste una funzione totale iniettiva f: {x,..., X} —
Y. Siccome Y e infinito, esiste un elemento y ¢ Im(f) (altrimenti Y avrebbe n elementi). Possia-
mo allora definire una funzione totale iniettiva g: X — Y che estende f ponendo g(x,+1) = y.

Diamo subito la definizione che ci interessa maggiormente.

DEFINIZIONE 2.3. Siano A e B due insiemi. Diremo che A e B hanno la stessa cardinalita, e
scriveremo | A| = |B|, quando esiste una funzione biiettiva (totale) di A su B.

Non daremo la definizione di cardinalita, per la quale occorrerebbe molta piut teoria e che
non ci servira. Sara pit rilevante per noi scoprire le connessioni fra le due relazioni introdotte.

3. Proprieta della cardinalita di insiemi infiniti

(C1) Se A euninsieme, allora |A| =|A].
(C2) Se A e Bsonoinsiemie |A| =|B|, allora |B| = | Al.
(C3) Se A, B e C sono insiemi, |A| = |B| e |B| = |C|, allora |A| = |C|.

Queste tre proprieta sono quasi ovvie: basta, nel primo caso, considerare la funzione iden-
tita; nel secondo si prende la funzione inversa della biiettivita A — B; nel terzo si prende la
composizione fra la biiettivita A — B e la biiettivita B — C.

(M1) Se A e un insieme, allora | A| < |A].
(M2) Se A, B e C sono insiemi, |A| <|B| e |B| <|C], allora |A| < |C].

La dimostrazione di queste due ¢ facile (esercizio). Notiamo che esse e le precedenti valgono
anche per insiemi finiti.

C’e¢ un legame fra le due relazioni? La risposta € si e sta proprio nella “proprieta antisimme-
trica” che sappiamo non valere per <.

Il risultato che enunceremo ora € uno fra i pitt importanti della teoria degli insiemi e risale
allo stesso Cantor, poi perfezionato da altri studiosi.

TEOREMA 3.1 (Cantor, Schroder, Bernstein). Siano A e B insiemi tali che |A| < |B| e|B| < |A],
allora

|Al = |B.

DIMOSTRAZIONE. Lipotesi dice che esistono una funzione f: A — B iniettiva totale e una
funzione g: B — Ainiettiva totale.
Per completare la dimostrazione dobbiamo trovare una funzione biiettiva h: A — B.
Un elemento a € A ha un genitore se esiste un elemento b € B tale che g(b) = a. Analoga-
mente diremo che un elemento b € B ha un genitore se esiste a € A tale che f(a) = b.
Siccome f e g sono iniettive, il genitore di un elemento, se esiste, & unico.
Dato un elemento a € A oppure b € B, possiamo avviare una procedura:
(a) poniamo xy = a o, rispettivamente xo = b e i =0;
(b) se x; non ha genitore, ci fermiamo;
(c) se x; ha genitore, lo chiamiamo x;;;, aumentiamo di uno il valore di i e torniamo al pas-
so (b).
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Partendo da un elemento a € A, possono accadere tre casi:

¢ la procedura non termina; scriveremo che a € Ag;
« la procedura termina in un elemento di A; scriveremo che a € Ay;
« la procedura termina in un elemento di B; scriveremo che a € Ap.

Analogamente, partendo da un elemento b € B, possono accadere tre casi:

« la procedura non termina; scriveremo che b € By;
« la procedura termina in un elemento di A; scriveremo che b € By;
« la procedura termina in un elemento di B; scriveremo che b € Bp.

Abbiamo diviso ciascuno degli insiemi A e B in tre sottoinsiemi a due a due disgiunti: A =
ApUA U AR, B=ByuB4UBgp.

Se prendiamo un elemento a € Ay, & evidente che f(a) € By, perché, per definizione, a € ge-
nitore di f(a). Dunque f induce una funzione hy: Ay — By, dove hy(a) = f(a). Questa funzione,
essendo una restrizione di f, & iniettiva e anche totale. E suriettiva, perché, se b € By, esso ha un
genitore a che deve appartenere ad Ay.

Se prendiamo un elemento a € Ay, allora f(a) € Bx: infatti a e genitore di f(a) e la pro-
cedura, a partire da b = f(a) termina in A. Dunque f induce una funzione hs: Ay — B4 che
e injettiva e totale. Essa € anche suriettiva, perché ogni elemento di B4 ha genitore che deve
appartenere ad Ay.

Analogamente, se partiamo da un elemento b € Bp, allora g(b) € Ap e g induce una funzione
iniettiva e totale hg: Bp — Ap che € suriettiva, esattamente per lo stesso motivo di prima.

Cirestadaporre h=hyUhyu hgl. Allora h € una funzione h: A — B che é totale, iniettiva e
suriettiva (lo si verifichi). O

Esempio 3.2. Illustriamo la dimostrazione con la seguente situazione: sia f: N — Z la fun-
zione inclusione; consideriamo poi la funzione g: Z — N

) 4z sez=0,
z) =
& —4z—-2 sez<O.

Quali sono gli elementi di N che hanno un genitore? Esattamente quelli che appartengono
all'immagine di g, cioe i numeri pari. I numeri dispari, quindi, appartengono a Ny, perché la
procedura si ferma a loro stessi.

Consideriamo xy = 2 € N; siccome g(—1) = 2, abbiamo x; = —1; poiché —1 ¢ Im(f), la proce-
durasifermae2eNgy.

Consideriamo invece xy = 4 € N; siccome g(1) = 4, abbiamo x; = 1 e possiamo andare avanti,
perché 1 = f(1), dunque x, = 1 € N. Poiché 1 ¢ Im(g), abbiamo che 4 € Ny.

Studiamo ora xp = 16 € N; siccome g(4) = 16, abbiamo x; = 4; siccome f(4) = 4, abbiamo
X = 4 € N; siccome 4 = g(1), abbiamo x3 = 1 € Z; siccome 1 = f(1), abbiamo x4, =1 € N. La
procedura si ferma qui, dunque 16 € N.

Si lascia al lettore I'’esame di altri elementi di N o di Z.

La relazione < si puo allora vedere non come una relazione d’ordine largo fra insiemi, ma
piuttosto come un ordine largo fra le “cardinalita” degli insiemi. Non vogliamo pero definire il
concetto di cardinalita; ci limiteremo a confrontarle usando le relazioni introdotte.

Il teorema seguente dice, in sostanza, che la cardinalita dell'insieme dei numeri naturali & la
pil1 piccola cardinalita infinita.

TEOREMA 3.3. Sia A un insieme infinito. Allora IN| < | Al.

DIMOSTRAZIONE. Costruiremo un sottoinsieme di A per induzione.

Siccome A ¢ infinito, esso non & vuoto; sia xp € A. Evidentemente {x(} # A, quindi esiste
x1 € A\ {xp}. Ancora {xp, x1} # A, quindi esiste x, € A\ {xg, X1, X2}.

Proseguiamo allo stesso modo: supponiamo di avere scelto gli elementi xo, x1,...,X, € 4, a
due a due distinti. Siccome {xy,..., x,} # A, esiste

Xn+1 € A\ {Xxg,..., Xn}.
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Dunque la procedura associa a ogni numero naturale un elemento di A e la funzione n — x, &
iniettiva. g

Questo risultato ha una conseguenza immediata.
COROLLARIO 3.4. Sia A< N. Allora A é finito oppure | Al = |N|.

DIMOSTRAZIONE. Se A non ¢ finito, allora ¢ infinito. Per il teorema, |N| < |A|. Ma |A| < |N]|
perché A < N. Per il teorema di Cantor-Schroder-Bernstein, | A| = |NJ. O

Un altro corollario € la caratterizzazione che Dedekind prese come definizione di insieme
infinito.

COROLLARIO 3.5. Un insieme A & infinito se e solo se esiste un sottoinsieme proprio B c A tale
che|B| = Al

DIMOSTRAZIONE. Se A é finito, & evidente che un suo sottoinsieme proprio non puo avere
tanti elementi quanti A.

Supponiamo ora che A sia infinito. Per il corollario precedente, esiste una funzione iniettiva
totale f: N — A. Definiamo ora una funzione g: A — A ponendo:

glx) = {f(n+ 1) seesiste n e N tale che x = f(n),

se x ¢ Im(f).

La condizione “esiste n € N tale che x = f(n)” equivale alla condizione “x € Im(f)”.

La funzione g € ben definita, perché f é iniettiva; dunque, se x = f(n) per qualche n, questo
n € unico. Osserviamo anche che x € Im(f) se e solo se g(x) € Im(f).

Verifichiamo che g € totale e iniettiva. Il fatto che sia totale € ovvio. Supponiamo che g(x) =
g(y).

e Se x ¢ Im(f), allora g(x) = x; dunque non puo essere y € Im(f) e percio g(y) = y, da cui
x=y.

e Se x € Im(f), € x = f(n) per un unico n € N. Allora g(x) = f(n+1) € Im(f). Percio
g(y) = g(x) = f(n+1) € Im(f) e quindi, per quanto osservato prima, y € Im(f). Ne
segue che y = f(m) perununico meNe g(y) = f(m+1).

Abbiamo allora f(n+1) = f(m+1) e, siccome f & iniettiva, n+ 1 = m + 1; percio
n=mex=f(n)=f(m=y.

Qual ¢ I'immagine di g? E chiaro che f(0) ¢ Im(g). Viceversa, ogni elemento di A\ {f(0)}
appartiene all'immagine di g, cioe Im(g) = A\{f(0)}. Se allora consideriamo la funzione g come
una funzione g: A — A\ {f(0)}, questa & una biiettivita.

In definitiva | A| = |A\{f(0)}|; se poniamo B = A\{f(0)}, abbiamo il sottoinsieme cercato. []

Notiamo che, nella dimostrazione precedente, A\ B = {f(0)} & finito. Come esercizio si trovi
in modo analogo al precedente un sottoinsieme C c A tale che |C| = |A] e A\ C sia infinito.

4. Insiemi numerabili

Il teorema secondo il quale per ogni insieme infinito A si ha |N| < |A| ci porta ad attribuire
un ruolo speciale a N (piu precisamente alla sua cardinalita).

DEFINIZIONE 4.1. Un insieme A si dice numerabile se | A| = |N].

Un sottoinsieme di N € allora finito o numerabile. Abbiamo gia visto in precedenza che
anche Z (insieme dei numeri interi) € numerabile.
Piu in generale possiamo enunciare alcune proprieta degli insiemi numerabili.

TEOREMA 4.2. Se A ¢ finito e B e numerabile, allora AU B e numerabile.

DIMOSTRAZIONE. Se A < B, 'affermazione é ovvia. Siccome
AUuB=(A\B)UB

possiamo supporre che A e B siano disgiunti, sostituendo A con A\ B che e finito.
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Possiamo allora scrivere A = {ay,..., a,-1} € considerare una biiettivita g: N — B. Definiamo
una funzione f: N — AU B ponendo

_Jan se0<n<m,
f(n)_{g(n—m) sen=m.

E facile verificare che f & una biiettivita. O

TEOREMA 4.3. Se A e B sono numerabili, allora AU B e numerabile.
Se Ay, As,..., A, sono insiemi numerabili, allora Ay U Ay U---U A, e un insieme numerabile.

DIMOSTRAZIONE. La seconda affermazione segue dalla prima per induzione (esercizio).
Vediamo la prima. Supponiamo dapprima che An B = ¢. Abbiamo due biiettivita f: N— A
e g: N — B. Definiamo una funzione i#: N — Au B ponendo:
n
f(E) se n € pari,

h(n) = n—-1
¢l

) se n € dispari.

Si verifichi che h € una biiettivita, cido che dimostra I'asserzione in questo caso particolare.
In generale, possiamo porre

A'=A\(ANnB), B'=B\(ANB)

e abbiamo AU B = AU (AN B) U B’; questi tre insiemi sono a due a due disgiunti. I casi possibili
sono i seguenti:

(1) A, An B e B’ sono infiniti;

(2) A’ e finito, An B ¢ infinito, B’ & infinito;
(3) A’ efinito, An B ¢ infinito, B’ & finito;
(4) A’ e infinito, An B & infinito, B’ & finito;
(5) A’ ¢ infinito, An B & finito, B’ & infinito;
(6) A’ e infinito, AN B & finito, B’ & finito.

Ci basta applicare quanto appena dimostrato e il teorema precedente, dal momento che i tre
insiemi A’, AnB e B’ sono a due a due disgiunti. Si concluda con la dimostrazione per induzione
della seconda affermazione. O

I prossimo teorema puo essere sorprendente. Un modo breve per enunciarlo e dire: L'unio-
ne di un insieme numerabile di insiemi numerabili ¢ numerabile.

TEOREMA 4.4. Per ognin €N, sia A,, un insieme numerabile e supponiamo che, per m # n,
AnnA,=¢.Allora
A=J{An I neN}
e numerabile.
DIMOSTRAZIONE. Per questa dimostrazione ci serve sapere che la successione dei numeri
primi pg =2, p1 =3, p2 =5,..., e infinita.

Sia, per ogni n €N, g,: A; — N\ {0} una funzione biiettiva. Se x € A, esiste un unico n € N
tale che x € A;; poniamo j(x) = n. Definiamo allora

8w
f)=ple -

Per esempio, se x € Ay, sara f(x) = 58 1a funzione f: A— N einiettiva; quindi |A| < IN|. Ma
Ap € A e quindi
INI=1Apl = Al = IN.

Per il teorema di Cantor-Schroder-Bernstein, |A| = |N|. O
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Il succo della dimostrazione si puo riassumere cosi: possiamo considerare, per ogni numero

primo pj, 'insieme

Xn= {pn’pizwpi"”}
e questi insiemi sono a due a due disgiunti e numerabili. Una volta che consideriamo una
funzione biiettiva f,,: A, — X,, per ogni n € N, possiamo metterle insieme per ottenere una
funzione totale iniettiva f: Uyen An — N.

Il teorema si puo estendere anche al caso in cui gli insiemi A, non sono a due a due di-
sgiunti. Si provi a delinearne una dimostrazione, usando ancora le funzioni biiettive f;,: A, —
X, per definire una funzione iniettiva f: U,en An — N; 'unico punto complicato é garantire
l'univocita.

Questo teorema ha una conseguenza sorprendente.

TEOREMA 4.5. LinsiemeN x N é numerabile.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo A, = {(m,n) | m e N}. Gli insiemi A, sono a due a due disgiunti
e ciascuno & numerabile. E evidente che U,,eny Ay =N x N, O

Ancora piu sorprendente € forse quest’altro fatto.
TEOREMA 4.6. Linsieme Q dei numeri razionali e numerabile.

DIMOSTRAZIONE. Un numero razionale positivo si scrive in uno e un solo modo come m/n,
con m,n € N primi fra loro (cioe aventi massimo comune divisore uguale a 1). Ne segue che
I'insieme Q' dei numeri razionali positivi € numerabile, perché a m/n (con m e n primi fra loro)
possiamo associare la coppia (1, n) € N x N e la funzione cosi ottenuta € iniettiva. Dunque

INI<1Q'| < INx N| = |NI.

Linsieme Q" dei numeri razionali negativi € numerabile, perché la funzione f: Q' — Q" de-
finita da f(x) = —x & chiaramente biiettiva. Per concludere, possiamo applicare altri teoremi
precedenti, tenendo conto che

Q=Q u{otuQ”. O

C’e un altro modo per convincersi che Q' € numerabile, illustrato nella figura 1. Si immagina
una griglia dove segniamo tutte le coppie con coordinate intere positive. Possiamo percorrere
tutta la griglia secondo il percorso indicato e associare in questo modo a ogni numero naturale
un numero razionale, incontrandoli tutti. Trascuriamo naturalmente i punti in cui il quoziente
fra ascissa e ordinata € un numero razionale gia incontrato precedentemente (per esempio, nella
prima diagonale si trascura il punto (2,2) che corrisponderebbe al numero razionale 2/2 =1, gia
incontrato come 1/1; nella terza diagonale si trascurano (2,4), (3,3) e (4,2)).

5. Esistenza di cardinalita

A questo punto sorge naturale la domanda se ci sono insiemi infiniti di un’infinita diversa da
quella dei numeri naturali. Non ci siamo riusciti nemmeno considerando I'insieme dei razionali
che, intuitivamente, dovrebbe avere piu elementi dei numeri naturali.

C’é una costruzione che produce cardinalita maggiori. Prima pero definiamo con precisione
cio che intendiamo.

DEFINIZIONE 5.1. Se A e B sono insiemi, diciamo che A ha cardinalita minore della cardi-
nalita di B, e scriviamo |A| < |B|, se |A| < |B|, ma non ¢ vero che |A| = |B].

Il modo corretto per verificare che | A| < |B| € questo:

¢ esiste una funzione totale iniettiva di A in B;
e non esiste una biiettivita di A su B.

Notiamo che non basta verificare che una funzione iniettiva totale di A in B non é suriettiva. Per
esempio, esiste certamente una funzione totale iniettiva di N in  che non e suriettiva; tuttavia,
come abbiamo visto, |N| = [Q]. Un altro esempio: I'insieme N U {—2} € numerabile, anche se la
funzione di inclusione N — N U {—2} non e suriettiva. Infatti la funzione f: N — NuU{-2} definita
da f(0) =—-2e f(n) = n—1 per n> 0 e una biiettivita.
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FIGURA 1. Enumerazione dei razionali positivi

Lidea per trovare un insieme di cardinalita maggiore partendo da un insieme X & dovuta a
Cantor.

TEOREMA 5.2 (Cantor). Se X é un insieme, allora | X| < |P(X)].

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che esiste una funzione totale iniettiva X — P(X); essa €,
per esempio,

{(x,{x}) | x€ X}

cioe la funzione che all’elemento x € X associa il sottoinsieme {x} € P(X).
Dobbiamo ora dimostrare che non esistono funzioni biiettive di X su P(X). Lo faremo per
assurdo, supponendo che g: X — P(X) sia biiettiva. Consideriamo

C={xeX|x¢ gx)}

La definizione di C ha senso, perché g(x) € un sottoinsieme di X, dunque si hanno sempre due
casi: x € g(x) oppure x ¢ g(x).
Siccome, per ipotesi, g & suriettiva, deve esistere un elemento c € X tale che C = g(c).
Dunque si ha c € C oppure c ¢ C.
Supponiamo c € C; allora c € g(c) e quindi, per definizione di C, c ¢ C: questo & assurdo.
Supponiamo c ¢ C; allora c ¢ g(c) e quindi, per definizione di C, c € C: assurdo.
Ne concludiamo che I'ipotesi che g sia suriettiva porta a una contraddizione. Percio nessuna
funzione di X in P(X) e suriettiva. O

6. La cardinalita dell'insieme dei numeri reali

Con il teorema di Cantor a disposizione, si puo affrontare il problema di determinare la
cardinalita dei numeri reali.
Intanto dimostriamo un risultato preliminare; consideriamo I'intervallo aperto

I={xeR|0<x<1}
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e dimostriamo che |I| = |R|. Consideriamo la funzione f: R — R,
1

X

—_— + —

20V1+x2+1) 2

Un facile studio di funzione mostra che f & iniettiva e che Im(f) = I.
Allo stesso risultato si arriva considerando la funzione

1 1
X) = — + —arctan x.
g 2 7

flo=

La considerazione di I ci permettera di semplificare i ragionamenti.
Sappiamo che ogni numero reale in I si puo scrivere come allineamento decimale:

=0,500000000000...
=0,333333333333...

=0,142857142857 ...

=0,707106781187...

=|N|§\1I>—'wl>—'l\bli—'

1- 0,785398163397...

dove i puntini indicano altre cifre decimali. Prevedibili in base a uno schema periodico nei primi
tre casi, non cosi negli ultimi due che sono numeri irrazionali.

Il numero dieci non ha nulla di particolare. Si puo allo stesso modo sviluppare un numero
reale come allineamento binario. Gli stessi numeri, scritti a destra dell'uguale come allineamen-
ti binari, sono:

=0,100000000000000000000000000...
=0,010101010101010101010101010...
=0,001001001001001001001001001...

=0,101101010000010011110011001...

=0,110010010000111111011010101...

4>I=|N|§\1|»—'w|»—-mlﬂ

e le cifre si ripetono ancora periodicamente nei primi tre casi. La regola della frazione generatri-
ce continua a valere:
— 1, 1
0,0l =—=—,
11, 3
(al numeratore il periodo e al denominatore tanti 1, cioe uno meno della base, quante le cifre
del periodo).

In generale un numero r € I si scrive come
r=0,rorirs...,

dove r; = 0 oppure r; = 1; in modo unico, se escludiamo tutte le successioni che, da un certo
momento in poi, valgono 1. Questo € analogo ai numeri di periodo 9 nel caso decimale.
Dunque abbiamo in modo naturale una funzione f: I — P(N):

f(r={neN|r,=1}
dove ry, r1,... sono le cifre dello sviluppo binario di r.
La funzione f & totale (ovvio) e iniettiva (esercizio), quindi concludiamo che |I| < |P(N)].

Vogliamo ora definire una funzione g: P(N) — I. Prendiamo A € P(N); la tentazione sarebbe
di definire g(A) come quel numero reale il cui sviluppo binario e

0,apa; ...ay,...
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ponendo
0 sen¢A,
an =
1 seneA.

Questo non funziona, perché, se per esempio 'insieme A & N, avremmo, secondo quella regola,
ap =1 per ogni n € N, ma il numero

0,111111...=1¢ 1.

Se anche escludessimo questo insieme, avremmo comunque il problema del “periodo 1”. Dun-
que agiamo in un altro modo. All'insieme A associamo il numero reale il cui sviluppo binario
e
g(A) =0,apa1aza3 ...

dove

0 se nedispari,

a,={0 senéparien/2¢A,
1 seneparien/2€A,

cioe con la regola precedente, ma intercalando uno zero fra ogni termine. E evidente che, se
A,Be P(N) e A# B, allora g(A) # g(B), dunque g & iniettiva e totale.

Siccome abbiamo definito f: I — P(N) e g: P(N) — I entrambe totali e iniettive, il teorema
di Cantor-Schréder-Bernstein termina la dimostrazione del risultato seguente.

TEOREMA 6.1 (Cantor). |R|=|P(N)|.

Occorre commentare questo risultato. Per dimostrarlo abbiamo usato il teorema di Cantor-
Schroder-Bernstein, quindi non abbiamo potuto scrivere esplicitamente una biiettivita di R su
P(N). Ma non ¢ questo il punto pitt importante. La conseguenza piu rilevante del teorema & che
non € possibile descrivere ogni numero reale, perché, come vedremo in seguito, i numeri reali
che possono essere espressi con una formula sono un insieme numerabile.

7. Il paradiso di Cantor

Un’altra applicazione del teorema di Cantor porta alla costruzione del cosiddetto “paradi-
so di Cantor”. Questa espressione vuole indicare I'esistenza di una successione di cardinalita
infinite ciascuna strettamente maggiore della precedente. Allo scopo basta iterare il passaggio
all'insieme dei sottinsiemi, per esempio a partire dall'insieme dei numeri naturali, per ottene-
re una successione di insiemi la cui cardinalita, per il teorema di Cantor, continua a crescere
strettamente:

INI <|P(N)| < [P(P(N)| <|P(P(P(N)))| <---<|P(---P(P(P(N))))---)| <---
Si potrebbe ancora andare avanti; definiamo, per induzione,
P(x)=x, P"(X)=P(P"(X)).
Allora possiamo considerare I'insieme
ni=UP'N),
nenN

e si puo dimostrare che |P"(N)| < |Y;], per ogni n € N. Dunque abbiamo trovato una cardinalita
ancora maggiore di tutte quelle trovate in precedenza e il gioco pud continuare: consideriamo
Y= J P"(N1)
neN
e ancora |P"(Y1)| < |Y2|. E cosi via, costruendo una gerarchia infinita di cardinalita sempre
maggiori.

Oltre a interrogarci sul prolungarsi della successione delle cardinalita infinite sempre mag-
giori, € del tutto naturale domandarsi se tra [N| e |[P(N)| c’€ o no una cardinalita strettamente
compresa tra le due. Piu in generale, ci si puo chiedere se, dato un insieme infinito X, esiste un
insieme Y tale che | X| < |Y]| < |P(X)|.
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Cantor ipotizzo che non ci siano insiemi Z tali che |[N| < |Z] < |P(N)|, e questa ipotesi ha
preso il nome di ipotesi del continuo. Non & questo il luogo dove discutere questa questione,
risolta brillantemente da P. J. Cohen nel 1963: l'ipotesi del continuo e indecidibile rispetto agli
assiomi della teoria degli insiemi, nel senso che e altrettanto coerente prenderla come vera che
prenderla come falsa. Non si tratta di argomenti semplici, tanto che per i suoi studi Cohen fu
insignito della Fields Medal che, per i matematici, € 'analogo del Premio Nobel.

ESERCIZI

Siricordi che kN indica I'insieme dei numeri naturali multipli di k, N 'insieme dei numeri
naturali maggiori o uguali a k, e N.; 'insieme dei numeri naturali strettamente maggiori di k.

EsErcizio 4.1. Sidica, motivando la risposta, se gli insiemi 3N U {2,5} e 2N\ {10, 8} hanno la
stessa cardinalita.

ESERCIZIO 4.2. Si costruisca una funzione biiettiva tra gli insiemi 4N U {%, 7,v2} e Nxg.

ESERCIZIO 4.3. Si dimostri che per ogni insieme finito X, se f: X — X & totale e iniettiva,
allora e biiettiva. Si dia un esempio di un insieme infinito in cui I'analoga proprieta non sussiste.

ESERrcCIZzIO 4.4. Si dimostri che per ogni insieme finito X, se f: X — X e totale e suriettiva,
allora e biiettiva. Si dia un esempio di un insieme infinito in cui I'analoga proprieta non sussiste.

ESERCIZIO 4.5. Si costruisca una funzione biiettiva tra gli insiemi Z U {%, v/2} e 3N.

ESERCIZIO 4.6. Si dica, motivando la risposta, se gli insiemi (5N\ {5,15}) U {v/3,2} e 2N U
{11,17} hanno la stessa cardinalita.

ESERcCIZIO 4.7. Si dica, motivando la risposta, se gli insiemi N>50 U5N e 3NN 2N hanno la
stessa cardinalita.

ESERCIZIO 4.8. Sia A un insieme numerabile e sia a ¢ A. Si costruisca una biiezione tra gli
insiemi Ae AU {aj}.

ESERCIZIO 4.9. Sia A un insieme numerabile e sia a € A. Si costruisca una biiezione tra gli
insiemi Ae A\ {a}.

ESERCIZIO 4.10. Sia Il l'insieme dei numeri reali irrazionali. Linsieme IT € numerabile?
ESERCIZIO 4.11. Linsieme di tutte le funzioni da @ all’insieme {0, 1, 2,3} € numerabile?

ESERCIZIO 4.12. Sia P = {I | ] = Ne I ¢ uninsieme finito} 'insieme delle parti finite di N.
Qual e la cardinalita di P?

EsERrciz10 4.13. Sidica, motivando la risposta, se I'insieme P(3N) & numerabile.



CAPITOLO 5

Induzione e numeri naturali

1. Il principio di induzione

Il principio di induzione & una tecnica di dimostrazione molto usata in matematica. Lo
scopo di questa sezione ¢ di enunciare tale principio e di mostrare con vari esempi come esso
possa essere applicato.

PRINCIPIO DI INDUZIONE 1.1. Sia {22 (i)}ien un insieme di proposizioni tali che:

(1) 22(0) e vera;
(2) perognineN, se2?(n) e vera, allora??(n+1) é vera.

Allora 22(i) e vera per ogni i € N.

Il principio di induzione afferma che per dimostrare la veridicita di una data proprieta per
ogni numero naturale, € sufficiente verificare: (1) che essa & vera in zero; (2) che se si suppone es-
sere vera per un numero naturale arbitrario n, allora essa € vera anche per il naturale successivo
n+ 1. La prima verifica viene detta passo base dell'induzione, la seconda passo induttivo.

ESEMPIO 1.2. Si dimostri che ogni insieme con i elementi ha 2! sottoinsiemi.
Possiamo considerare I'affermazione come un insieme di proposizioni {Z?(i)};en; per poter
applicare il principio di induzione dobbiamo verificare i due punti seguenti:

(1) £2(0) e vera, cioé ogni insieme con 0 elementi ha 20 sottoinsiemi; questo e chiaro, dato
che l'unico sottoinsieme di @ & @.

(2) se Z2(n) e vera, allora 22(n +1) e vera. Questo punto si traduce nella seguente verifica:
supponiamo di sapere che ogni insieme con n elementi ha 2" sottoinsiemi e verifi-
chiamo che ogni insieme con 7 + 1 elementi ha 2"+l sottoinsiemi. A tal fine, sia X un
insieme con n + 1 elementi, e sia a € X; allora X = X' U {a}, dove X’ & un insieme di
n elementi e a ¢ X'. Osserviamo che, dato un generico sottoinsieme Y € X, 0a€Y
oppure a ¢ Y; nel primo caso Y < X', nel secondo caso ¢ Y = Y' U {a}, dove Y' < X'.
Poiché si sta supponendo che i possibili sottoinsiemi di X’ siano 2", i sottoinsiemi di X
sono 2" +2" =2+

Avendo verificato i punti (1) e (2), in base al principio di induzione possiamo concludere che
(i) & vera per ogni i € N, cioé che ogni insieme con i elementi ha 2/ sottoinsiemi, per ogni
ieN.

ESEmMmPIO 1.3. Si dimostri che, per ogni i € N, la somma dei primi i numeri naturali pari e
i+
Dobbiamo dimostrare che per ogni i € N vale la seguente formula:

i
Y 2k=i*+i.
k=0

In base al principio di induzione é sufficiente verificare i due punti seguenti:
@8 22:0 2k=0%+0, uguaglianza chiaramente vera;
(2) supponendo Y.} 2k = n? + n, allora ZZ;“é 2k = (n+1)? + n + 1; per verificare questa
uguaglianza, osserviamo che

n+1l n

Y 2k=) 2k+2(n+1).
k=0 k=0

33
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Quindi, dallipotesi segue che

n+l

Y 2k=n*+n+2(n+1)=m+1*+[n+1).

k=0
Avendo verificato sia il passo base che il passo induttivo, possiamo concludere che la formula
Yhoo2k= i2 + i vale per ogni i € N.

ESEMPIO 1.4. Sidimostriche (1+ x)" =1+ nx perogni neN e perogni xR con x> —1.
Dimostriamo I'enunciato per induzione su n. Poiché (1 + x0%=1,il passo base é facilmente
verificato. Supponendo che (1+ x)" =1+ nx, siha

A+x0)" YV =1+x00+0"20+x)Q+nx)=1+nx+x+nx’=1+n+1x+nx’.

Poiché nx?> =20, 1+ (n+1)x+nx? =1+ (n+1)x. Si conclude quindi 1+ x)"™V =1+ (n+1)x;
pertanto abbiamo verificato anche il passo induttivo.

Una variante del principio di induzione permette di considerare come passo base un natu-
rale qualsiasi.

VARIANTE DEL PRINCIPIO DI INDUZIONE 1.5. Sia {Z?(i)};en un insieme di proposizioni e sia
[ € N tali che:
(1) 22(]) evera;
(2) se2?(n) evera perognin =1, allora??(n+1) évera.
Allora 22(i) e vera per ognii = I.

ESEMPIO 1.6. Sidimostri che per ogni i = 1, vale la seguente formula:

i
Y k-k'=(@+D!-1.
k=1
Poiché si deve dimostrare la veridicita della formula per i = 1, si applica la variante del principio
di induzione considerando come passo base [ = 1. Pertanto si deve verificare:

1) Z,lczl 1-1!'=(2)! -1, uguaglianza chiaramente vera;

) seX!_ k-k!=(n+1)!-1,alloraY " k-k! = (n+2)!-1. Poiché Y k-k!=Y1_ k-kl+
(n+1)-(n+1)!, per ipotesi induttiva segue ZZ;“} k-kK'=(n+D!'-1+n+1)-(n+ 1! =
(nm+DY(n+2)-1.

Si noti che il principio di induzione, se applicato erroneamente, puo portare a conclusioni
assurde, come mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 1.7. PerognikeN, k =2, dati k punti del piano, essi sono allineati.

Per applicare il principio di induzione, verifichiamo innanzitutto il passo base, partendo
da k = 2: dati due punti del piano, esso sono certamente allineati. Verifichiamo ora il passo
induttivo: supponiamo che dati n punti essi siano allineati, e concludiamo che anche n+1 punti
sono allineati. A tal fine, siano dati n + 1 punti del piano {Xj, ..., X;;, X,,+1}. Per ipotesi induttiva,
esiste una retta r che passa per i punti Xj,..., Xj; inoltre esiste una retta ¢ che passa per i punti
Xo,..., Xpt1. Pertanto l'intersezione tra le rette r e ¢ contiene i punti X,..., X;. Osserviamo
che, date due rette del piano, o la loro intersezione € vuota, o consiste di un unico punto, oppure
le due rette sono coincidenti. Nel nostro caso {X»,...,X,} € rNnt, e quindi concludiamo che
r = t; da cio segue che gli n + 1 punti sono allineati. In base al principio di induzione possiamo
pertanto concludere che dati k punti del piano, essi sono allineati.

Poiché l'affermazione dimostrata ¢ chiaramente assurda, abbiamo commesso un errore nel-
lapplicare il principio di induzione. Lerrore consiste nella verifica del passo induttivo: per
esempio, mentre & ovviamente vero che due punti del piano sono sempre allineati, non & vero
che lo sono anche tre punti. Per esercizio lo studente individui I'’errore commesso.

Concludiamo questa sezione osservando come I'argomento che sta alla base del principio
di induzione puo essere applicato non solo per dimostrare proprieta, ma anche per dare defi-
nizioni. Si consideri per esempio la definizione di potenza con esponente naturale di una data
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base a € R. Tale definizione si pud enunciare nel modo seguente: a° =1 e a”"*! = a- a”, per ogni

n € N; in altre parole, si costruisce a’e poi, supponendo di conoscere a”, si costruisce a™ ! In
tal modo si costruisce qualsiasi potenza naturale di a. Queste definizioni si dicono definizioni
per ricorrenza.

ESEmMPIO 1.8. Sidefinisca 0! =1 e, per ogni n € N, sia (n+ 1)! = (n+ 1)n!. In questo modo si
definisce per ricorrenza il prodotto fattoriale n! per ogni n € N.
Dunque avremo 1!=1-0!=1,2!=2-11=2,3!=3-2! = 6 e cosl via.

2. 1l principio di induzione: dimostrazione

Nel sezione precedente abbiamo visto come si enuncia e come si applica il principio di in-
duzione. In questa sezione vogliamo invece capire perché vale tale principio. La dimostrazio-
ne della validita del principio di induzione si basa essenzialmente sulla proprieta di buon or-
dinamento dei numeri naturali, sul fatto cioe che ogni sottoinsieme non vuoto di N ammette
elemento minimo (vedi Esempio 4.6, Capitolo 2).

TEOREMA 2.1. Sia{2(i)};en un insieme di proposizioni tali che:

(1) £2(0) evera;
(2) se?(n) evera, allora??(n+1) e vera.
Allora 22(i) e vera per ogni i € N.

DIMOSTRAZIONE. Sia M = {m € N | 22(m) e falsa}. Supponiamo che l'insieme M sia non
vuoto; allora M, in quanto sottoinsieme dei numeri naturali, ammette elemento minimo 7. Dal
punto (1) segue che 7 # 0, e pertanto 72 = 1. Inoltre, poiché m—1 ¢ M, la proposizione & (m—1)
e vera; dal punto (2) segue pertanto che 2?(m) & vera, contrariamente all’ipotesi m € M. g

Dal buon ordinamento di N, segue anche un’utile variante del principio di induzione.

TEOREMA 2.2 (Seconda forma del principio di induzione). Sia {Z?(i)};en un insieme di pro-
posizioni e sia l € N tali che:
(1) 22(1) evera;
(2) seZP? (k) everaperognil <k<n,allora?(n) e vera.
Allora 2 (i) e vera per ognii = I.

DIMOSTRAZIONE. Sia M ={meN|m=1e 2 (m) e falsa}. Supponiamo che I'insieme M sia
non vuoto; allora M, in quanto sottoinsieme dei numeri naturali, ammette elemento minimo m.
Dal punto (1) segue che m > [; inoltre, per la minimalita di m, le proposizioni 22(1), (I +1),...,
2 (m — 1) sono vere; dal punto (2) segue pertanto che 2?(m) & vera, contrariamente all’ipotesi
meM. O

ESEMPIO 2.3. Si dimostri che ogni numero naturale maggiore o uguale a 2 o é primo o ¢
prodotto di primi.

Dimostriamo I'’enunciato applicando la seconda forma del principio di induzione, assumen-
do come passo base n =2.

(1) Passo base: per n = 2 'enunciato ¢ vero, dato che 2 & primo.

(2) Passo induttivo: sia n > 2 e supponiamo che per ogni 2 < k < n, k & primo o € prodotto di
primi; dobbiamo concludere che n € primo o prodotto di primi. Se n & primo, allora si conclude.
Se n non e primo, allora esistono due numeri naturali r e s taliche r < n, s<nen=rs. Per
ipotesi induttiva, r e s 0 sono primi o sono prodotto di numeri primi; pertanto n € prodotto di
numeri primi.

3. I numeri naturali

Nel dimostrare il principio di induzione a partire dal buon ordinamento di N, si & assunta
nota la struttura e la costruzione dell'insieme dei numeri naturali. E tuttavia importante cercare
di dare una definizione formale di N, da cui derivino tutte le proprieta comunemente note di tale
insieme. Concludiamo questo capitolo con un cenno all’approccio assiomatico a tale problema
introdotto da Peano.
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ASSIOMI DI PEANO. Sia (4,0, s) una terna dove A4 € un insieme, 0 un elemento di A4 e
s: A& — A unafunzione, tali che valgano le seguenti proprieta:

P1. la funzione s e iniettiva;
P2. I'elemento 0 non appartiene all'immagine di s;
P3. Se ./ < ./ halaproprietache 0 € # e s(x) € 4 per ogni x € 4, allora 4 = N .

Si dimostra che la terna (/, 0, s) costruita con le proprieta P1, P2 e P3 & essenzialmente uni-
ca, nel senso che se (A,0/,s") & un’altra terna soddisfacente le stesse proprieta, allora esiste una
funzione biiettiva ¢: A& — A" tale che ¢(s(x)) = s'(¢(x)) per ogni x € 4. Una volta dimostrata
I'unicita della terna (4,0, s), definiamo I'insieme dei numeri naturali come I'insieme .4". Si os-
servi che, per ogni x € A/, il ruolo di s(x) & quello del “successore” di x, cio¢ del numero naturale
x+1.

A partire da questa definizione assiomatica dell’'insieme dei numeri naturali, possiamo dare
una definizione rigorosa delle usuali operazioni di addizione e moltiplicazione. Si consideri
infatti la funzione F: A x A& — A tale che F(x,0) = x e F(x, s(y)) = s(F(x,y)) per ogni x,y € & .
Si puo dimostrare che tale funzione esiste ed & unica; poiché F corrisponde all'usuale addizione,
si denota comunemente con +. Analogamente si consideri la funzione G: A x A — A tale
che G(x,0) =0 e G(x, s(y)) = G(x,y) + x. Si puo dimostrare che tale funzione esiste ed e unica:
poiché G corrisponde all'usuale moltiplicazione, si denota comunemente con x. Applicando gli
assiomi P1, P2 e P3 si dimostra che le operazioni + e x godono di ben note proprieta, come ad
esempio la proprieta commutativa, associativa o distributiva. A titolo di esempio, dimostriamo
esplicitamente come I'operazione + sia associativa.

PROPOSIZIONE 3.1. Perognia,b,ce N, F(a,F(b,c)) = F(F(a,b),c).

DIMOSTRAZIONE. Siano a e b due arbitrari elementi di .4/, e si consideri I'insieme .4 = {c €
N | F(a,F(b,c)) = F(F(a,b),c)}. Vogliamo dimostrare che .# = /. A tal fine, in base all’as-
sioma P3, basta verificare che 0 € .4 e che s(x) € .4 per ogni x € 4. 1l fatto che 0 € ./ segue
dalla prima proprieta di F, dato che F(a, F(b,0)) = F(a, b) = F(F(a, b),0). Sia quindi c € .4; dob-
biamo verificare I'uguaglianza F(a, F(b, s(c))) = F(F(a, b), s(c)). Dalla seconda proprieta di F se-
gue F(a,F(b,s(c))) = F(a, s(F(b,c)) = s(F(a, F(b, ¢)); inoltre, poiché c € .4, siha s(F(a, F(b,c)) =
s(F(F(a,b),c) = F(F(a,b),s(c)). Si conclude pertanto F(a, F(b, s(c))) = F(F(a, b), s(c)), cioe s(c) €
M. O

Dopo aver introdotto 'operazione +, possiamo definire in modo rigoroso anche l'usuale
relazione d’ordine <, procedendo nel modo seguente. Sia R = {(x,y) | x,y € A ed esiste k €
N,k #0,tale che y = x+k}; si dimostra che R e unarelazione d’ordine stretto su .4/". Applicando
gli assiomi P1, P2 e P3, si dimostra che R gode delle ben note proprieta di <, come ad esempio
la tricotomia o il buon ordinamento.

OSSERVAZIONE 3.2. Si osservi che I'assioma P3 € equivalente al principio di induzione; in
altre parole nell’approccio assiomatico di Peano il principio di induzione & implicitamente as-
sunto come assioma, da cui segue anche il buon ordinamento di N. Si noti la differenza tra
questo approccio e quello seguito nella sezione 2, dove il principio di induzione € stato ottenuto
come conseguenza del principio del minimo.

ESERCIZI
ESERCIZIO 5.1. Sidimostri che Y i = 220,
. . . . 1 2”_1
ESERCIZIO 5.2. Sidimostri che, perognin>1,3%7., 5 = S5

EsErcizio 5.3. Ricordando che D(fg) = D(f)g + fD(g) e che D(x) = 1, si dimostri che
D(x") = nx"L.

ESERcCIZIO 5.4. Sidimostri che, perognin =1, 22+83+...+2n)3 =2n2n+1)>



ESERCIZI
ESERCIZIO 5.5. Sidimostri che, perognin=1,

n 2 1
Y i*=-n(n+1)2n+1).
i1 6

ESERCIZIO 5.6. Si dimostri per induzione che n! > n2" per n > 5.
ESERCIZIO 5.7. Sidimostri che, perognin >3, n!>2"+n

ESERCIZIO 5.8. Sidimostri per induzione che per ogni intero n = 1 risulta

Lo(. 1\ nm+1)?
Zl(l+—) T

i=1 3
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ESERCIZIO 5.9. Sidimostri per induzione che, perogni a,b,ceN, ax (b+c) = (axb)+(axc).

(Si supponga di aver gia dimostrato la proprieta associativa della somma.)






CAPITOLO 6

Elementi di logica

1. L'esigenza di studiare un linguaggio formale

La matematica ha bisogno di un modo di esprimersi che eviti le ambiguita linguistiche.
Consideriamo qualche esempio.

» Questa frase é falsa & una frase vera o falsa?

o Ogni cempo é fristo; un dunco é un cempo; quindi un dunco é fristo.

o Mus syllaba est. Mus autem caseum rodit. Ergo syllaba caseum rodit.

o Mus syllaba est. Syllaba autem caseum non rodit. Ergo mus caseum non rodit.

« Ogni insieme non vuoto di numeri naturali ha minimo. E evidente che esiste almeno
un numero naturale che non sia definibile con meno di venti parole. Sia n il minimo
numero naturale non definibile con meno di venti parole. Abbiamo appena definito
questo numero 7 con meno di venti parole.

Il primo esempio & noto come paradosso del mentitore e ha una storia lunghissima.

Il secondo esempio € un sillogismo. Nella sua struttura questo € simile al famoso Ogni uomo
e mortale; Socrate é un uomo; dunque Socrate e mortale che riconosciamo come vero. Ma che
dire del nostro esempio?

Anche il terzo e quarto esempio sono sillogismi. Occorre dirli in latino (¢ una citazione da
Seneca, Lettere a Lucilio); ‘mus’ & ‘topo), ‘syllaba’ & ‘sillaba’, ‘caseum’ ¢ ‘formaggio’, rodit’ & ‘ro-
sicchia’; ‘autem’ e ‘ergo’ sono avverbi irrilevanti che si possono tradurre ‘del resto’ e ‘dunque’. E
facile confutare il terzo, perché da un’affermazione particolare si deduce una conclusione gene-
rale, come in Ogni uomo e bipede; una gallina é bipede; dunque una gallina e un uomo. Il quarto
esempio invece non é cosi facilmente confutabile: dove sta il problema?

I1 quinto esempio & noto come paradosso di Richard. Lo possiamo confutare osservando
che non e per niente chiaro che cosa significhi ‘definibile’ né che cosa sia ‘parola’. Sono note le
seguenti ‘parole’ pronunciate dall’americano alla corte di re Artu1 nel famoso romanzo di Mark
Twain:

Constantinopolitanischerdudelsackspfeifenmachersgesellschafft
Nihilistendynamittheaterkédstchenssprengungsattentatversuchungen
Transvaaltruppentropentransporttrampelthiertreibertrauungsthréanentragodie

Mekkamuselmannenmassenmenschenmordermohrenmuttermarmormonumentenmacher

che non significano nulla, ma sono costruite secondo le regole della lingua tedesca e apparen-
temente sono una sola parola. In tedesco € comune creare parole uniche componendone al-
tre. Che cos’e una parola? In quale lingua la dobbiamo interpretare? Se in un contesto inglese
leggiamo la parola ‘dice’, non la interpretiamo certo come verbo, perché significa ‘dadi’; ma se
la vedessimo priva di contesto, come dovremmo interpretarla? Come verbo italiano o come
sostantivo inglese? O forse in un’altra lingua ancora?

Come possiamo allora evitare le ambiguita? Come possiamo essere certi che un’affermazio-
ne matematica o una dimostrazione siano corrette?

Facciamo altri esempi. Se consideriamo I'equazione 4x> = 9, quante soluzioni ha? La do-
manda & mal posta, sebbene siamo abituati a domande del genere.

L'equazione non ha soluzioni nell’'insieme dei numeri interi, ma ne ha due nell'insieme dei
numeri razionali. La domanda, di per sé, &€ ambigua. Torneremo su questo problema.
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Un altro campo nel quale il problema del linguaggio € molto rilevante e quello dell’informa-
tica. Non possiamo certo ‘parlare’ a un calcolatore usando il linguaggio naturale, ma solo con
linguaggi codificati e precisi. Il linguaggio naturale &€ ambiguo, non esisterebbe la poesia, altri-
menti. Invece per scrivere un programma da inserire in un calcolatore dobbiamo precisare le
istruzioni in modo che abbiano un significato univoco.

2. Strutture

Cercheremo dunque di costruire un linguaggio artificiale che sia adatto a discutere le que-
stioni matematiche. Un tale linguaggio avra le sue espressioni, che saranno successioni finite di
simboli precedentemente introdotti. Dovra anche essere possibile riconoscere in modo effettivo
quali espressioni abbiano significato e quali no.

Un tale linguaggio formale sara usato per descrivere una certa situazione matematica, per
esempio i numeri naturali.

DEFINIZIONE 2.1. Una struttura A consiste di

¢ un insieme non vuoto A, detto universo della struttura;

¢ un insieme non vuoto di relazioni su A;

¢ un insieme di funzioni su A;

e un insieme di elementi di A che saranno chiamati costanti.

Chiariamo subito che le relazioni che consideriamo non sono necessariamente binarie, ma
possono essere anche ternarie, quaternarie, eccetera. Una relazione n-aria su A € un sottoinsie-
medi A"=Ax Ax---x A (nvolte).

Anche le funzioni su A possono essere unarie, binarie, eccetera. Una funzione n-aria su A e
una funzione totale di A” in A, cioé

AxAx--+xA— A
n volte
Per evitare altri dubbi, chiariamo che tutte le funzioni considerate in queste note saranno totali.
Come esempio, che ci guidera in tutta la trattazione, considereremo la struttura dei numeri

naturali 9t dove

e 'universo e I'insieme N dei numeri naturali;

e le relazioni che consideriamo sono 'identita (binaria) e I’essere minore (binaria);

« le funzioni che consideriamo sono I'addizione (binaria), la moltiplicazione (binaria) e

il successore (unaria);
e le costanti che consideriamo sono il numero zero e il numero uno.

Laltro esempio che considereremo sara quello della geometria del piano 3 dove

 l'universo é I'insieme P dei punti e delle rette del piano;
* lerelazioni che consideriamo sono I'identita (binaria), essere un punto (unaria), essere
una retta (unaria), appartenere (binaria)
e non consideriamo funzioni;
e non consideriamo costanti.
Si potrebbe economizzare nella descrizione di cio che costituisce una struttura, perché una

funzione € una particolare relazione e un elemento € una particolare funzione; tuttavia non si
guadagna in chiarezza economizzando cosi e quindi non lo faremo.

3. Il linguaggio
Data una struttura I, vogliamo un linguaggio adatto a descriverla. Introdurremo i simboli

un po’ alla volta, intanto uno per ciascun costituente specifico della struttura:

 un simbolo di relazione (o predicato) per ogni relazione;
 un simbolo di funzione per ogni funzione;
» un simbolo di costante per ogni costante.

Di ogni simbolo di relazione o funzione si sa che si riferisce a una relazione o funzione n-aria.
Per esempio, il linguaggio adatto alla struttura dei numeri naturali 1 avra i seguenti simboli:
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o = per l'identita;

< per ‘essere minore’;

+ per I'addizione;

x per la moltiplicazione;

« s per la funzione successore;
0 peril numero zero;

e 1 per il numero uno.

Un linguaggio puo essere adatto a pili strutture. Per esempio, considereremo anche la strut-
tura ‘R dei numeri reali in cui prenderemo la relazione di identita, quella di ‘essere minore’, 'ad-
dizione, la moltiplicazione, la funzione ‘aggiungere uno’, il numero zero e il numero uno nell’in-
sieme dei numeri reali R. O anche la struttura 3 dei numeri interi, con analoghi costituenti. Va
notato che la relazione di ‘essere minore’ nei numeri reali o nei numeri naturali sono diverse e
cosi per tutti gli altri costituenti.

DEFINIZIONE 3.1. Sia 2 una struttura e £ un linguaggio adatto a essa. Linterpretazione di
un simbolo di relazione, funzione o costante S & S%, la relazione, funzione o costante a esso
associata.

Per esempio, + & la funzione binaria addizione nei numeri naturali, 0°! & il numero natu-
rale zero.

4. Termini e loro interpretazione

Cominciamo a introdurre alcune espressioni del linguaggio. I termini saranno espressioni
che intuitivamente indicano un elemento dell'universo; piu precisamente sono ‘nomi’ per tali
elementi. Ricordiamo che un’espressione del linguaggio € una successione finita di simboli del
linguaggio.

DEFINIZIONE 4.1 (provvisoria). Un fermine & una successione finita di simboli del linguaggio
costruita mediante le seguenti regole:
(T1) ognisimbolo di costante & un termine;
(T2) se t1, to,..., t; sono termini e f &€ un simbolo di funzione n-aria, allora ft; t,...t, € un ter-
mine.

Una definizione del genere richiede parecchi commenti. Apparentemente, infatti, il con-
cetto di termine e definito mediante sé stesso, in un circolo vizioso. Non e cosi, naturalmente.
La definizione va letta come una procedura per stabilire se una certa successione di simboli &
un termine oppure no. Un altro aspetto da tenere presente: con #; rappresentiamo un’'intera
successione di simboli, non necessariamente un solo simbolo.

Vediamo allora qual e la procedura da seguire. Un solo simbolo & un termine se e solo se e
un simbolo di costante. Una successione di pit1 di un simbolo € un termine se e solo se:

« il primo simbolo (da sinistra) & un simbolo di funzione;
« cancellando questo simbolo, cid che resta & una successione di n termini (quando il
simbolo & di funzione n-aria).

EseEMPIO 4.2. Nellinguaggio dei numeri naturali, le seguenti espressioni sono termini:
0 1 +01 x11 ++111 x+11+01

Siamo in realta piu abituati a scrivere queste espressioni in un altro modo; per esempio la
terza sarebbe piu familiare nella forma 0 + 1. Tuttavia € piti comodo impiegare la notazione che
abbiamo introdotto, perché rende piti facili le regole per stabilire se un’espressione e un termine.

Analizziamo l'ultima; comincia con un simbolo di funzione binaria x. Se lo cancelliamo,
vediamo che cio che resta sono due termini: +11 e +01. Per riconoscere questi due come
termini, dobbiamo applicare ancora una volta la regola (T2).

Per chiarire meglio, abbiamo in questo caso x come simbolo di funzione binaria, dove #; e
t> sono rispettivamente +11 e +01. Ciascuno di questi due termini & a sua volta costruito da
termini secondo la regola (T2).
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I concetto di termine sara esteso in seguito. Ora vogliamo introdurre quello di interpreta-
zione di un termine.
DEFINIZIONE 4.3 (provvisoria). Sia 2( una struttura e sia £ un linguaggio adatto a essa.
(IT1) Linterpretazione c® di un simbolo di costante c & la costante associata al simbolo.
(IT2) Seftity...t, € un termine secondo la regola (T2), la sua interpretazione &
Ftito... t)? =F2GF .., 1.

ESEMPIO 4.4. Calcoliamo 'interpretazione del termine x+11+01 del linguaggio dei numeri
naturali nella struttura dei numeri naturali:

(x+11+01)"=x"(+11", + 0™
= xNERAN 19, + NN 1)
=x"+%(1,1),+”0,1))
=x"(2,1) =2.
Invece l'interpretazione del termine ++++ 11111 & il numero cinque. Anche (s+++1111)%

e il numero cinque, come ¢ facile vedere e pure il termine sssss0 ha come interpretazione il
numero cinque.

Come nella definizione di termine, anche il calcolo dell'interpretazione avviene ricorsiva-
mente, da sinistra verso destra, scomponendo un termine via via.

5. Formule atomiche

I termini sono ‘nomi per elementi’; ora vogliamo introdurre cio che ci serve per dire qualcosa
di questi ‘elementi’.

DEFINIZIONE 5.1. Se P & un simbolo di relazione n-ariae ti, ,..., t; sono termini, allora
Ptitr... t,
e una formula atomica.

Dunque una formula atomica si riconosce in modo analogo a un termine: e un’espressio-
ne che comincia con un simbolo di relazione che deve essere seguito dal numero corretto di
termini.

EsEmMPIO 5.2. Nel linguaggio dei numeri naturali, le seguenti espressioni sono formule ato-
miche:

=00 =01 <10 <s0+11

Linterpretazione di una formula atomica non € un elemento dell’'universo; del resto una for-
mula deve dirci un fatto che riguarda certi elementi dell’'universo. Per parlare di interpretazione
di una formula atomica, introdurremo due simboli ai quali non attribuiamo alcun significato
formale: Ve F.

Per essere onesti, la forma assegnata a questi simboli dovrebbe ricordarci ‘vero’ e ‘falso.
Tuttavia non e necessario assumere questi significati, anche se € opportuno tenerli presente.

DEFINIZIONE 5.3. Linterpretazione della formula atomica P# ... 1, &

V ose (it 6. t) e PR

Ptito... ty) %=
et F se(t},6),.... 000 ¢ P%

Se ci pensiamo, questa & una definizione ragionevole: I'interpretazione di P € una relazione
n-aria su A e percid ha senso domandarsi se una certa n-pla di elementi appartiene o no a P%.
La n-pla di elementi e fornita dalle interpretazioni degli » termini che compaiono nella formula
atomica.
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ESEMPIO 5.4. Calcoliamo le interpretazioni delle formule precedenti:

=001 =v
=01 =F
<10 =F

(<s0+11)7'=v
Infatti (0,0) € =", (0,1) ¢ ="%, (1,0) ¢ <™, (1,2) e <L

6. Connettivi

Con gli strumenti che abbiamo a disposizione, siamo in grado di esprimere ben poco. Pren-
diamo il caso dei numeri naturali: possiamo nominare ogni numero (con un termine opportu-
no, per esempio ‘s...s0’); se #; e f, sono termini, possiamo esprimere la loro uguaglianza (con
la formula ‘=# ") 0 se uno e minore dell’altro (con la formula ‘< t; £5’).

Non possiamo perd esprimere molte altre cose interessanti, per esempio che un termine
rappresenti un numero “minore o uguale” a un altro, oppure che un numero sia divisore di un
altro. Eppure questi concetti sono ovviamente esprimibili usando la relazione di minore, quella
di uguaglianza e la funzione moltiplicazione. Il problema € che occorre “mettere insieme” piti
formule.

Cominciamo in astratto, perché il nostro scopo ¢ di evitare di assegnare significati intuitivi
a cio che facciamo: il nostro linguaggio deve essere non ambiguo. Vogliamo studiare le funzioni
{V,F} — {V,F} e le funzioni {V, F}2 — {V, F}. Possiamo sintetizzarle in due tabelle:

LAl LA

VIV|V|F|F

F|V|F |V|F

per le funzioni di {V,F} in {V,F} e

‘gl\gz\gg\gﬂgs\ge\gﬂga\ge\glo\gn\812\813\814\5’15\816\
vV V|V | V| V|V |V | V|V]|F F F F F F F F
VH|V|V|V| V| F|F|F|F|V| V|V |V |F|F|F|F
EVIV|V|F|F|V|V|F|F|V| V|F|F|V|V|F]|F
FF|V | F| V| F|V|F|V|F|V|F |V | F|V|F|V|F

per le funzioni di {V, F}2in {V,F}.

Fra le funzioni della prima tabella ce n’e una che ha un certo interesse ed € la f3: quella che
“scambia i valori di verita”. Nella seconda tabella ce ne sono varie che ci possono interessare,
gia dalla g» che corrisponde alla nostra idea di “oppure”, cosi come la gg corrisponde alla nostra
idea di “e”.

E interessante notare come tutte le funzioni della tabella possono essere espresse con com-
posizioni delle funzioni f; e g». Per esempio, si consideri la g5; dati comunque x3, x, € {V,F},
vogliamo verificare che

85 (x1, x2) = 82(f3(x1), X2).
Si dovrebbero esaminare i quattro casi possibili per i valori di x; e xy; il tutto puo essere riassunto
con la seguente tabella:

& (f3(x1), x2)

VFV V
F F V F
V V F V
V V F F

Si vede come sotto a x; e x» sono stati posti tutti i possibili valori; sotto al simbolo delle funzio-
ni si scrive il valore assunto in dipendenza dai vari valori delle variabili. Quindi, per esempio,
& (f3(F),V) silegge sotto il simbolo g3 sulla terza riga.

In modo analogo si puo verificare che, per ogni x;, x, € {V,F},

8s(x1,x2) = f3(g2(f3(x1), f3(x2))).
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Scriviamo ancora la tabella:

(& (f3(x1), f3(x2)))
VF FV FV
F V F V V F
F VvV VF F V

F VvV VF VF

e leggiamo sotto all'ultima funzione applicata il valore associato alla coppia in esame. Siccome i
valori coincidono con quelli delle funzioni gs e gg, abbiamo dimostrato la tesi. Si provi a ottenere
anche le altre funzioni come composizione di f; e g».

Forse le tabelle precedenti sono piu chiare se indichiamo quelle funzioni con simboli pilt
consueti: useremo - per f3, \/ per g2, /\ per gg, — per gs € < per g7.

ESEMPIO 6.1. Dimostriamo che la g; = < si puo esprimere come composizione di — e A:
calcoliamo infatti la tabella corrispondente a A (—(x1, x2), — (X2, X1)):

A(—=(x1,x2),— (x2,x1))
VVVYyV V VY
F F VF V FYV
FV FV F V F
VV FF V F F

Cosi come — traduce l'idea intuitiva di “implicazione” (“se ... allora...”), < traduce quella di
“se e solo se”.

“ . ”»

DEFINIZIONE 6.2. I connettivi \/ e = sono simboli del linguaggio. Li leggiamo “0” e “non”
rispettivamente.

Avendo introdotto nuovi simboli nel linguaggio, vogliamo usarli per estendere il concetto di
formula.

DEFINIZIONE 6.3 (provvisoria). In ognilinguaggio valgono le seguenti regole:

(F1) ogniformula atomica e una formula;
(F2) se ¢ e una formula, allora —¢ & una formula;
(F3) se ¢ e v sono formule, allora V ¢ ¥ & una formula.

ESEMPIO 6.4. Abbiamo gia visto che=00,=01, <10 e <s0+11 sono formule atomiche nel
linguaggio dei numeri naturali. Percio
-<10
V<10<s0+11

sono formule del linguaggio.

Osserviamo di nuovo che le regole appena stabilite sono ricorsive; per verificare che un’e-
spressione del linguaggio &€ una formula occorre “smontarla”:

e un’espressione € una formula solo se comincia con un simbolo di relazione, con —
oppure con V;

 nel primo caso deve essere una formula atomica;

¢ nel secondo caso cio che rimane cancellando — deve essere una formula;

» nel terzo caso cio che rimane devono essere due formule.

La verifica, se '’espressione non € una formula atomica, riduce sempre il numero di simboli,
quindi termina: data un’espressione, siamo in grado di dire se & una formula oppure no.

Ora che abbiamo esteso il concetto di formula, dobbiamo anche dire come le interpretiamo
in una certa struttura 2.

DEFINIZIONE 6.5 (provvisoria). Sia 2| una struttura e sia £ un linguaggio adatto a essa.
(IF1) Linterpretazione di una formula atomica & come gia definita.
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(IF2) Linterpretazione di una formula del tipo = ¢ e
(@)™ =Y.
(IF3) Linterpretazione di una formula del tipo V ¢y ¢
Vo=V v?.

Per essere del tutto rigorosi, non dovremmo usare lo stesso simbolo per indicare i connettivi
e le funzioni mediante le quali calcoliamo le interpretazioni. Tuttavia la pignoleria a volte non
aiuta la chiarezza e bastera un minimo di attenzione per capire con quale significato usiamo i
simboli. In effetti, guardando attentamente, possiamo vedere che in queste note si usa un peso
diverso dei caratteri: i simboli usati per denotare quelli del linguaggio sono pitt marcati.

ESEMPIO 6.6. Vogliamo calcolare I'interpretazione della formula
V-<10<s0+11

e, per evitare troppi simboli, identifichiamo le formule atomiche e le abbreviamo: scriviamo ¢
per<10e v per <s0+11. Laformula da esaminare diventa allora

V-ooy
e le interpretazioni delle formule atomiche sono:

(@ =F,
perché (1,0) ¢ <N

W=V

perché (1,2) € <™. Ora la regola per l'interpretazione delle formule dice:
V=9 =V(Ee)", @)™ = VE@™, @)™ = VEm), V) = VIV, V) = V.

Intuitivamente la formula dice che “non e 1 < 0 oppure & 1 < 2” el'interpretazione e “vero”, come
ci aspettiamo.

Useremo anche altri connettivi come abbreviazioni di formule che compaiono spesso; non
saranno strettamente simboli del linguaggio, ma e comodo usarli per maggiore espressivita.

DEFINIZIONE 6.7. Se ¢ e y sono formule, allora

Aoy staper -y,
— @y staper V-ov,
@y staper A—=opyu—vo.

“w ”»

Leggeremo i simboli A e — come “e” e “implica” rispettivamente.

Per come abbiamo definito le cose, se ¢ e ¥ sono formule, allora anche A ¢ ¥ e = @ ¥ sono
formule e possiamo usare regole analoghe alla (F3) per smontare espressioni in cui compaiono
questi simboli, perché sappiamo che queste espressioni vanno in realta sostituite con altre che
sono formule.

Linterpretazione di una formula abbreviata & facile da calcolare:

Agy)*=(Va99)* =2V a9 = 2V (@), () ™)
= (V@™ ~ @) = Alp™, ™
per quanto visto quando abbiamo dimostrato che gg = A si puo esprimere come composizione

di f = 7 edi g =V. Analogamente, come abbiamo visto che g5 = — si pu0 esprimere come
composizione di = e \/, abbiamo

(= o) = Va0 =V ™ =VE@D, v = - (% v™.

In altre parole, per calcolare le interpretazioni di formule abbreviate, possiamo usare le funzioni
corrispondenti, esattamente come si fa per i connettivi = e V. Allo stesso modo si opera per <.
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7. Variabili

Nel linguaggio formale che stiamo via via definendo possiamo esprimere gia alcune cose.
Ci manca pero un ingrediente fondamentale, il modo di indicare un oggetto “arbitrario”. Inol-
tre possiamo osservare che abbiamo un problema: se nella struttura considerata non ci sono
costanti (e quindi non abbiamo simboli di costanti nel linguaggio), non abbiamo nemmeno
formule! Infatti la definizione di termine, sulla quale poggia quella di formula atomica e di se-
guito quella di formula, richiede che termini esistano; ma se non ci sono simboli di costante, la
definizione precedente non ce ne fornisce.

DEFINIZIONE 7.1. In ogni linguaggio ammettiamo una infinita numerabile di simboli, detti
variabili, che indicheremo con vy, vi,..., Vj,..., Uno per ogni numero naturale.

Ogni variabile sara un termine. Percio amplieremo la definizione precedente e questa sara
la versione definitiva. Ci occuperemo in seguito dell’interpretazione.

DEFINIZIONE 7.2. Un termine € un’espressione del linguaggio costruita secondo le seguenti
regole:

(T1) ognisimbolo di costante & un termine;

(T2) ogni variabile e un termine;

(T3) se f e un simbolo di funzione n-aria e 1, fo,..., t; sono termini, allora fz1£...1, € un
termine;

(T4) nessun’altra espressione del linguaggio € un termine.

EsemMPIO 7.3. Nel linguaggio dei numeri naturali, le seguenti espressioni sono termini:
+vgVv; X V] V3 xslvg sV

La definizione di formula (che amplieremo pil1 avanti) va ovviamente estesa tenendo conto
dei nuovi termini introdotti; ma le regole (F1), (F2) e (F3) rimangono esattamente le stesse.

EsemMPIO 7.4. Nel linguaggio dei numeri naturali, le seguenti espressioni sono formule:
=Vi]Vy <1vg =+vgVv;+VyiVvy

Lultima formula dovrebbe ricordare la proprieta commutativa dell’addizione nei numeri
naturali: scritta in forma piti usuale potrebbe essere infatti vy + v; = v; + vp.

8. Realizzazioni

Intuitivamente una variabile sta a indicare un elemento “qualunque”. Per interpretare una
formula atomica, perod, dobbiamo valutare se una certa n-pla appartiene alla relazione asso-
ciata, nella struttura, al simbolo di relazione che compare nella formula. Che valore di verita
potremmo dare alla formula = v, 0?

La soluzione a questo problema richiede un nuovo concetto; lo scopo successivo sara di
riuscire a farne a meno.

DEFINIZIONE 8.1. Sia data la struttura 2( con universo A. Una funzione a: N — A si chiama
assegnazione di valori alle variabili (abbrevieremo con AVV).
Una realizzazione della struttura 2l € una coppia ordinata o = (,a) dove a € una AvVv.

Diremo ora come interpretare un termine in una realizzazione. Prima di tutto pero ci accor-
diamo che l'interpretazione di ogni simbolo di relazione o di funzione nella realizzazione ¢ la
stessa che nella struttura: se S & un simbolo di relazione o di funzione,

S =8%,

DEFINIZIONE 8.2. Sia 0 = (2,a) una realizzazione. Linterpretazione di un termine nella
realizzazione o e calcolata secondo le regole seguenti:
(IT1) se c & un simbolo di costante, allora c” = c%;
(IT2) (v)? =a(n);
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(IT3) sef e un simbolo di funzione n-ariae t1, fs,..., t; sono termini, allora
Ftito...t))° =F7(1],15,....17).

In altre parole, alla variabile v, sostituiamo il valore della funzione a in n. Naturalmente,
I'interpretazione di un termine puo cambiare cambiando la realizzazione (cioe la funzione di
assegnazione di valori alle variabili).

EsEmPIO 8.3. Sia ala funzione cosi definita: a(0) =1, a(1) =1, a(2) =4, a(n) = n per n>2.
Sia b la funzione cosi definita: b(0) =3, b(1) =0, b(2) =1, b(n) =2 per n > 2.
Consideriamo le realizzazioni o0 = (M,a) e T = (D1, b).

Vogliamo calcolare I'interpretazione in o e 7 della formula

V<vil=v3vy
e, prima di tutto, identifichiamo le formule atomiche che vi compaiono: scriviamo ¢ per <v; 1
e Y per =v3v,. Abbiamo
p’=F e yw’=F
perché (a(1),1”M = (1,1) ¢ <”e (a(3),a(4)) = (3,4) ¢ =™*. Dunque
Vov)? =V(p?,v°)=V(FF) =F.
Abbiamo poi
p'=F e v'=V
perché (b(1),1%) = (3,1) ¢ <™ e (b(3),b(4)) = (2,2) € =™. Dunque
Vo) =V(p",y") =V(EV)=V.

Come vediamo, I'interpretazione della formula dipende dalla Avv.

9. Quantificatori

Consideriamo le seguenti formule nel linguaggio dei numeri naturali:
(1) =wvovo 2) =vovy

e calcoliamone l'interpretazione in una realizzazione o = (J1,a). Dobbiamo allora considerare
le due coppie ((vp)?, (vo)?) = (a(0),a(0)) e ((vg)?, (v1)?) = (a(0),a(1)). Si vede che la prima coppia
appartiene a = indipendentemente dalla funzione a, mentre la seconda puo appartenere alla
relazione di identita oppure no.

Un esempio meno banale e dato dalla formula

<0+vgl

che, scritta in forma usuale, sarebbe “0 < v+ 1”. Riconosciamo facilmente che I'interpretazione
di questa formula & vera in ogni realizzazione della struttura dei numeri naturali. Tuttavia cio
non accade in almeno una realizzazione della struttura dei numeri interi: se a(0) = -2€ Z e
o = (3,a), abbiamo che
(<0+vy I)U =F
perché
07, (+vo1)?)=(0,a(0)+1) = (0,-2+1)=(0,-1) ¢ <3.

Non dovrebbe sorprenderci: il linguaggio dei numeri naturali € adatto sia alla struttura 9t che
alla struttura 3; siccome queste strutture sono diverse, pud accadere che una formula sia inter-
pretata come vera in ogni realizzazione della prima e non in ogni realizzazione della seconda.

E il momento di aggiungere I'ultimo simbolo al linguaggio. Questo simbolo si chiama quan-
tificatore universale e si denota con V. Con questo simbolo si possono costruire nuove formule
e siamo pronti per dare la regola definitiva per le formule.

DEFINIZIONE 9.1. Una formula e un’espressione del linguaggio costruita secondo le seguenti
regole:

(F1) ogniformula atomica e una formula;
(F2) se ¢ e una formula, allora —¢ & una formula;
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(F3) se ¢ e v sono formule, allora V ¢ ¥ & una formula;
(F4) se ¢ & una formula e v € una variabile, allora V v ¢ € una formula;
(F5) niente altro e una formula.

Abbiamo aggiunto alla definizione provvisoria precedente una regola riguardante il quan-
tificatore universale. Oltre ai casi precedentemente visti, una formula pud¢ cominciare con il
quantificatore universale, purché questo sia seguito da una variabile e il resto dell’espressione
sia una formula.

ESEMPIO 9.2. Le seguenti sono formule nel linguaggio dei numeri naturali:
YV vy=vgVvy
VvoVvi —==vgvi=Vv] Vg
Che proprieta esprimono queste formule?
Vogliamo ora definire l'interpretazione di una formula che comincia con il quantificatore
universale. Le altre regole per I'interpretazione delle formule rimangono invariate, le ripetiamo

qui per completezza.
Abbiamo bisogno prima di una definizione supplementare.

DEFINIZIONE 9.3. Sia 2 una struttura con universo A e sia a: N — A una assegnazioni di
valori alle variabili. Consideriamo la realizzazione o = (2(,a). Dati k € N e un elemento b € A,
indichiamo con a[vy/b] la funzione N — A cosi definita:

a(n) sen#k,
alvi/bl(n) = () 7
b sen=k.

Larealizzazione o[vy /D] &
olvi/bl = A, alvi/b]).

In altre parole o[vi/b] & la realizzazione o in cui, pero, alla variabile v; viene sostituito b
invece di a(k).

DEFINIZIONE 9.4. Sia 2 una struttura con universo A, sia £ un linguaggio adatto a essa e
sia a: N — A una assegnazione di valori alle variabili. Consideriamo la realizzazione o = (2, a).
(IF1) Linterpretazione in o della formula atomica Pt t,... ¢, &

Ptity... 007 = V se(t/,t7,...,t;) € P?
e F se(t7,t5,...,t5) ¢ P?

(IF2) Linterpretazione in o di una formula del tipo = ¢ &
()7 = ().
(IF3) Linterpretazione in ¢ di una formula del tipo V ¢y €
Vo) =V, y°).

(IF4) Linterpretazione in o di una formula del tipo V vy ¢ si calcola nel modo seguente:

olvi/bl _

(Vv @)? =Vseesolose ¢ V, per ogni b € A;

Altrimenti (Vv ) =F.

In altre parole, la formula Vv ¢ € interpretata come vera nella realizzazione o se l'inter-
pretazione della formula ¢ € vera in ogni realizzazione che differisca da o solo per il valore
assegnato alla variabile vy.

ESEMPIO 9.5. Se o = (91,a) € una realizzazione della struttura dei numeri naturali, l'inter-
pretazione in o della formula
v Vo1 =VgSVo
e vera. Prendiamo infatti b € N e calcoliamo

(2 =vosvp) 7™ = 2 (= v s )™M
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Ora dobbiamo considerare la coppia
(alvo/b1(0),s™ (alvo/b](0)) = (b, b+1) ¢ ="".
Dungque (=vgsv)?¥’? = F e quindi abbiamo Ia tesi.

ESEMPIO 9.6. Se o0 = (M,a) € una realizzazione della struttura dei numeri naturali, I'inter-
pretazione in o della formula
Vvg=xslslxvyvg
¢ falsa. Se traduciamo in parole usuali la formula, questa direbbe che, per ogni n, 4 # n?. E in
effetti, se consideriamo la realizzazione o [v(/2], abbiamo che

(~=xslslxvyvy)’M/2 =F

perché (4,4) € =N

Come abbiamo visto nell'ultimo esempio, affinché l'interpretazione di una formula con
quantificatore universale sia falsa, basta che esista un elemento dell'universo che non renda
vera la sottoformula nella realizzazione “modificata”.

E interessante notare quando I'interpretazione di una formula che comincia con un quanti-
ficatore universale e falsa (e quindi la sua negazione & interpretata come vera). Meglio ancora,
cerchiamo di capire quando l'interpretazione della formula Vv - ¢ & falsa. Abbiamo gia visto
nell’esempio che cio equivale all’esistenza di un elemento b € A tale che

('_I (p)U[Vk/b] — F
cioe
(pa[vk/b] -V.

Dunque

(Vv =V
se e solo se

esiste b € A tale che ¢?V/P) = v,

Abbiamo dunque trovato il modo di esprimere il concetto di “esistenza” attraverso il quantifica-
tore universale. Possiamo allora introdurre una nuova abbreviazione:

v staper Vv
e chiameremo 3 quantificatore esistenziale.

ESEMPIO 9.7. Vogliamo scrivere una formula nel linguaggio dei numeri naturali che esprima
il fatto che un numero é divisibile per un altro.

Avremo bisogno di due variabili, vg e v, per indicare il numero dato e il divisore. Osserviamo
che, affinché a sia divisibile per b, deve esistere un numero c tale che a = bc. La formula cercata
sara allora

3V2=V0 X ViV
Vediamo qui uno dei motivi per i quali abbiamo scelto di introdurre nel linguaggio infinite
variabili: possiamo sempre trovarne una diversa da quelle che abbiamo gia impiegato.

EsEmMPIO 9.8. Cerchiamo ora di esprimere la relazione di “essere minore” usando solo 1'ad-
dizione e la relazione di identita. Un numero a ¢ minore del numero b se e solo se esiste un terzo
numero ¢, diverso da zero, tale che b = a + c. Dunque la formula sara:

HVZ/\—|=V20=V1+VOV2.
Il lettore verifichi che la formula
VvoVvi = <vogviAvaA=v0=v;+vovs

e vera in ogni realizzazione della struttura dei numeri naturali 1. Vale lo stesso per ogni realiz-
zazione della struttura dei numeri interi 3?
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Consideriamo la formula Vvy=+vy 1+ 1vy; non e difficile verificare che questa & vera in ogni
realizzazione della struttura dei numeri naturali (scritta in termini usuali dice che, per ogni n,
n+1=1+n). Viceversa, la formula A v, =v( x vy v, € vera in certe realizzazioni e falsa in altre.

Per esempio, se a(0) = 6, a(1) = 3, a(2) = 5, mentre b(0) = 7, b(1) = 4, b(2) =9, ponendo
o =("1,a) et = (NM,b), possiamo facilmente vedere che (chiamando ¢ la formula in esame):

’=V, ¢"=F

Infatti a(0) = 6 e divisibile per a(1) = 3, mentre b(0) = 7 non ¢ divisibile per a(1) = 4. Come si
vede, nel calcolo dell’interpretazione in o o in T non ha alcuna rilevanza il valore delle Avvin 2 o
nei numeri maggiori di due. Il valore assegnato alle variabili che non compaiono é irrilevante e
non ci sono particolari motivi che non ce lo facessero supporre gia da prima.

ESEMPIO 9.9. Analizziamo per semplicita una formula ancora piu breve:
V vy <vgsvy.

In forma usuale questa dice che, per ogni n, n < n+ 1. E facile verificare che I'interpretazione
di questa formula non dipende da alcuno dei valori assegnati alle variabili nella realizzazione:
infatti, quando vogliamo “togliere il quantificatore”, dobbiamo sostituire o con o[vg/b], per ogni
valore di b € N; dunque fissiamo il valore in 0 della Avv e gli altri valori non contano perché
I'unica variabile che compare € vy. Ora, se b e N,

(bb+1)e<™

quindi
(<vpsvg)? v/l =y
e questo non dipende dalla scelta di b. Dunque
(VV0<V0$V0)U =V.

Quando parliamo in modo informale, ci accorgiamo che certe “variabili” hanno un nome
che puo essere cambiato. Per fare un esempio concreto, quando diciamo che

Per ogni n € N la somma dei numeri naturalidaO0an e n(n+1)/2,

é evidente che la lettera n puo essere sostituita con qualunque altra. Non € la stessa cosa quando
diciamo che

Esiste un numero naturale » tale che n > 2 e n divide m,

dove ancora la lettera n puo essere sostituita, ma la lettera m no.
Dove sta il motivo della differenza? Sembra evidente che risiede nel fatto che su n “agisce un
quantificatore”.

DEFINIZIONE 9.10. Quando una formula é costruita usando la regola (F4) e v ¢ la variabile
che vi compare, questa variabile si dice vincolata.

Nella formula Vv; V <vgvj =vq vy, la variabile v; & vincolata, la variabile vg no.
Naturalmente, quando si usa il quantificatore esistenziale, vale la stessa regola, visto che si
tratta solo di un’abbreviazione. Per esempio, nella formula

AN=vo0=vpl1IviIAv: AA<Ivi<lvr=voxvivs

la variabile vy non & vincolata, mentre lo sono le variabili v; e v,. (Si scopra che cosa voglia dire
questa formula, trovando in quali realizzazioni del linguaggio dei numeri naturali e vera.)

Ci sono inconvenienti quando si mettono insieme pitl formule, perché in esse una variabile
potrebbe apparire vincolata oppure non vincolata. Per esempio questo accade nella formula

V=VO0VVO=VOV0

che probabilmente e stata costruita in modo non attento. Di fatto, quando vogliamo costruire
una formula che asserisca una condizione significativa, ci preoccupiamo di non usare le variabili
a sproposito. Ma se qualcuno non € cosi attento, non tutto € perduto.
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TEOREMA 9.11. Sev,, & una variabile che non compare nella formula ¢ e chiamiamo ¢’ la
formula che si ottiene sostituendo ogni occorrenza della variabile vincolata vy in ¢ convy, allora
le formule @ e ¢’ sono interpretate allo stesso modo in tutte le realizzazioni.

Non daremo la dimostrazione di questo teorema, del resto non difficile (si fa per induzione
sul numero di connettivi della formula ¢). Quello che ci interessa € notare che, quando abbiamo
una formula “scritta male”, la possiamo sostituire con una che sia “scritta bene”. Una formula &
“scritta bene” quando nessuna variabile che compare in essa € sia vincolata che non vincolata.
D’ora in poi supporremo che tutte le formule siano “scritte bene”; la cosa ci ¢ permessa dal
teorema.

In una formula “scritta bene”, diremo che una variabile non vincolata ¢ libera.

DEFINIZIONE 9.12. Una formula si dice un enunciato se non ha variabili libere.

Prima di dire a che serve distinguere gli enunciati tra le formule, vediamo che cosa accade
quando una formula ha variabili libere.

Per fare un esempio facile, la formula = =v( 0 € vera in tutte le realizzazioni del linguaggio
dei numeri naturali nelle quali alla variabile vy € assegnato un valore diverso da zero. Dunque
abbiamo una condizione che la realizzazione deve soddisfare affinché la formula sia vera.

In generale, data una formula ¢, scriveremo ¢(vy, ..., V) per dire che in ¢ compaiono come
libere solo variabili fra quelle indicate. Se 2{ & una struttura e ay, a,,..., a, sono elementi del suo
universo, scriveremo

A= @vg,...,vp)lag, ..., al
per indicare che la formula ¢ & vera in ogni realizzazione in cuila Avv assegni alla variabile v; il
valore a; (i =0,1,...,n).

ESEMPIO 9.13. Scrivere una formula ¢ con la variabile libera v, tale che

N I= ¢ (vo)ao)
se e solo se ap € un numero primo.

La costruiremo un pezzo alla volta. Intanto dobbiamo dire che il numero dato non & né 0
né 1. Poi dovremo dire che un divisore di questo numero & necessariamente 1 o il numero stesso.
I primi due pezzi sono allora

1=V 0, =V 1.
11 pezzo piu complicato si puo costruire dicendo che, quando si ha un prodotto di due numeri
maggiori di 1, questo non e il numero di cui si asserisce che € primo:

VviVv, 5> A<lvi<lvya=vgxvivs.
Dunque la nostra formula sara:
AN=vg0=vglVv; Vv, S>A<lvi<lvy=voxvivs.
Se ne trovino altre.

Un enunciato, invece, &€ una formula della quale siamo sicuri che I'interpretazione non di-
pende dalla realizzazione, ma solo dalla struttura.

TEOREMA 9.14. Sia ¢ una formula. Se o = (U,a) et = (2,b) sono realizzazioni le cui AVV

coincidono sulle variabili libere di ¢, allora
¢ ="

DIMOSTRAZIONE. Faremo induzione sul numero k di connettivi e quantificatori nella for-
mula ¢.

(Passo base) Se k = 0, la formula e atomica. Linterpretazione della formula dipende allora
solo dal valore assegnato alle variabili che effettivamente compaiono.

(Passo induttivo) Supponiamo la tesi vera per formule in cui il numero di connettivi e quan-
tificatori € minore di 7.

Primo caso: ¢ e della forma —a. Per ipotesi induttiva l'interpretazione di a & la stessain o e
int.
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Secondo caso: ¢ e dellaforma \ a B. Per ipotesi induttiva l'interpretazione di « e § & la stessa
inceinrt.

Terzo caso: ¢ é della forma V v; a e possiamo supporre che la variabile vi non compaia fra
le variabili libere in ¢. Sia b un elemento dell’'universo; dobbiamo verificare che

aa[vk/h] ar[vk/b]

e

sono uguali. Ma le Avv delle realizzazioni o[v/b] e T[vi/b] coincidono sia sulle variabili libere
di ¢ che su vg; dunque coincidono sulle variabili libere di @ che ha un quantificatore in meno
rispetto a ¢. Per ipotesi induttiva le due interpretazioni considerate di @ sono uguali. O

COROLLARIO 9.15. Linterpretazione di un enunciato é la stessa in tutte le realizzazioni di una
data struttura.

Abbiamo finalmente tolto di mezzo le realizzazioni! Non del tutto, perché sono necessarie
per calcolare le interpretazioni.

Osserviamo che il corollario non dice che I'interpretazione di un enunciato ¢ indipendente
dalla struttura, ma solo da una sua realizzazione. Se un linguaggio & adeguato a piu strutture, un
suo enunciato puo essere interpretato diversamente in esse.

ESEMPIO 9.16. Consideriamo I’enunciato nel linguaggio dei numeri naturali
VvoVvi—=<vgviIvo A<vova<vovg

che dice, intuitivamente: fra due elementi distinti ce n’e un terzo.
Questo enunciato e falso nella struttura 91 dei numeri naturali; & invece vero nella struttura
SR dei numeri reali.

10. Teorema di deduzione semantica

Vogliamo ora analizzare pill in profondita quanto abbiamo studiato fin qui. In particolare
vogliamo vedere che I'usuale modo di ragionare ha un corrispettivo nell’analisi dell'interpreta-
zione delle formule.

Fisseremo una struttura 2 e un linguaggio £ a essa adeguato.

DEFINIZIONE 10.1. Una formula ¢ nel linguaggio £ si dice valida in 2l se I'interpretazione
di ¢ & vera in ogni realizzazione di 2 e scriveremo, in tal caso

Fag
o, pitt semplicemente, quando ¢ chiaro a quale struttura ci riferiamo, |= ¢.

Possiamo dare una definizione piu generale.

DEFINIZIONE 10.2. Una formula ¢ si dice conseguenza logica di un insieme di formule ® se
I'interpretazione di ¢ & vera in ogni realizzazione di 2 in cui ogni formula dell'insieme ® ¢ vera;
scriveremo, in tal caso

D=9 ¢p
o, se la struttura di cui si parla & chiara, @ |= ¢.

La seconda definizione ¢ piu generale perché una formula é valida se e solo se € conseguenza
logica dell'insieme vuoto di formule.

Usualmente 'insieme di formule ® e dato dagli assiomi di una teoria (quelli di Peano per i
numeri naturali o quelli di Euclide per la geometria piana). Il nostro scopo & di scoprire quali
siano gli enunciati che valgono in tutte le strutture nei quali gli assiomi siano soddisfatti.

Prendiamo una tipica situazione. Quando vogliamo dimostrare una proposizione del tipo
“se Aallora B”, il ragionamento usuale &: supponiamo che valga A (oltre agli assiomi) e da questa
ipotesi supplementare ricaviamo B.

Non vogliamo qui analizzare il concetto di dimostrazione, che richiederebbe molto piu tem-
po. Cilimiteremo a una descrizione “semantica” della situazione, cioe legata al concetto di inter-
pretazione. Nel corso di Logica Matematica verra invece mostrato che i concetti di “conseguenza
logica” e “dimostrabilita” sono intimamente collegati.
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TEOREMA 10.3 (Teorema di deduzione semantica). Siano ¢ e @ due formule e sia ® un
insieme di formule. Allora

==y seesolose  DdU{y} = .

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione va divisa in due parti.

Supponiamo che ® |= — v ¢. Vogliamo dunque verificare che ® U {y} |= ¢. Percio prendiamo
una realizzazione o in cui l'interpretazione di tutte le formule di ® U {y/} sia vera.

Siccome l'interpretazione di ogni formula di ® e vera, possiamo dire, per ipotesi, che

(=yp)?’=V.
Dunque
V=(=v9) =—-w’ ¢%) =—(V,¢%)

e percio ¢? =V per come ¢ definita la funzione —.

Supponiamo che ® U {y} |= ¢. Vogliamo verificare che ® | — v ¢. Percid prendiamo una
realizzazione o in cui l'interpretazione di tutte le formule di @ sia vera.

Abbiamo due casi: (1) ¥ = F oppure (2) ¢’ =V. Nel caso (1) si ha

(=)’ ==, ¢%) =—(F9’) =V,

per come é definita —.
Nel caso (2) abbiamo che l'interpretazione in o di tutte le formule di ® U {y} e vera. Per
ipotesi, allora ¢? = V. Dunque

=y =—w¢7)=—V,V)=V.
Percio, in entrambi i casi, (— 1 ¢)° =V e dunque @ = — v . O

Un altro modo comune di condurre un ragionamento matematico & la reductio ad absur-
dum, cioé assumere come ipotesi la negazione di cio che si vuole dimostrare e dedurre da essa
una contraddizione. Ricordiamo che l'intepretazione di una formula in una realizzazione é ve-
ra o falsa e che esistono formule la cui interpretazione € vera e altre (le loro negazioni) la cui
interpretazione e falsa.

DEFINIZIONE 10.4. Un insieme di formule ® del linguaggio £ si dice soddisfacibile se esiste
una realizzazione o = (2,a) in cui 'interpretazione di tutte le formule di ® sia vera. Diremo
anche che o soddisfa ®.

Linsieme @ si dira non soddisfacibile in caso contrario.

Abbiamo allora un teorema analogo al precedente.
TEOREMA 10.5. Sia ® un insieme di formule e sia ¢ una formula del linguaggio £ . Allora
Ol=¢ se e solo se ® U {~ ¢} e non soddisfacibile.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo ancora dividere la dimostrazione in due parti.

Supponiamo che @ |= ¢. Vogliamo verificare che ® U {— ¢} non ¢ soddisfacibile.

Sia 0 = (2, a) una realizzazione, dove 2 & una struttura adeguata al linguaggio £ e suppo-
niamo che l'interpretazione di ogni formula di ® in o sia vera: se o soddisfa ® U {1 ¢} allora
necessariamente deve soddisfare ®. Ma, per ipotesi, ¢ = Ve dunque (m¢)? =F. Dunque ¢ non
soddisfa ® U {—¢}.

Supponiamo che ® U {— ¢} non sia soddisfacibile. Vogliamo verificare che ® |= ¢.

Sia o una realizzazione in cui l'interpretazione di tutte le formule di ® € vera. Siccome ® U
{— ¢} non e soddisfacibile, 'unica possibilita & che (—¢)? =F, da cui ¢’ =V, come desiderato.

O

Un facile esempio di insieme non soddisfacibile & {¢, — ¢}, perché in nessuna realizzazione
entrambe le formule possono essere vere.
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EsSEMPIO 10.6. Consideriamo due formule ¢ e ¥ e dimostriamo, usando il teorema di dedu-
zione semantica, che

F=v—rey

cioe che la formula — v — @y & valida. Se la scriviamo in modo piu tradizionale, essa € ¥ —
(¢ — ) e ne intuiamo chiaramente la natura: se sappiamo v, allora sappiamo che qualunque
cosa implica . Ricordiamo che il concetto di implicazione che stiamo usando prescinde da
qualunque collegamento di tipo causa-effetto fra le formule.

La dimostrazione é del tutto formale:

=—wv—¢py seesolose {y}=—¢py seesolose {y,¢}=vw

e 'ultima asserzione € ovvia. Infatti in qualunque realizzazione in cui l'interpretazione delle
formule ¢ e v sia vera, I'interpretazione di v & vera!

11. Calcolo proposizionale

Lultimo esempio della sezione precedente ammette un altro tipo di trattazione. Si puo nota-
re che la formula — ¢ — @ v é valida indipendentemente da quali sono le formule ¢ e y; queste
possono essere vere o false in una data realizzazione, senza che cio influisca sull’intepretazione
di—»v—oeuy.

Fissiamo allora un linguaggio .£; chiameremo formule elementari le formule atomiche o
quelle che cominciano con un quantificatore.

DEFINIZIONE 11.1. Una valutazione (proposizionale) elementare € una funzione totale 7
dall'insieme delle formule elementari in £ all'insieme {V, F}.

Il primo passo € quello di estendere una valutazione elementare all'insieme di tutte le for-
mule. Ora una formula non elementare & sempre della forma

-9  oppure Voy

e quindi possiamo immaginare, per induzione, di aver gia definito I'’estensione alle formule pilt
corte; porremo quindi

V@) == (@) e  TNow) =\VT (@), Vw)).

Nel calcolo di 7 (¢) ovviamente possiamo usare anche le altre funzioni (A e —), come abbiamo
gia fatto per le intepretazioni.

DEFINIZIONE 11.2. Unaformula ¢ si dice proposizionalmente valida se, per ogni valutazione
elementare 7/, si ha

V(p)=V.

EsempiO 11.3. La formula — ¥ — @ & proposizionalmente valida. Infatti, sia 7 una valu-
tazione elementare. Allora

V(isw—oy) =—=T W),V (—op)=—F W), - (@), V@) = x.

Abbiamo usato x per indicare il valore da calcolare. Se ora consideriamo i quattro casi possibili,
otteniamo la tesi.

SeV(p)=Ve7 () =V, x=—V, =V, V) =—(V,V)=V
Se7(p)=Ve¥(y)=F, x=—F—V,F)=—FF =V
Se7V(p)=Fe¥ () =V, x=—(V,—(FV)=—V,V)=V
Se7(p)=Fe¥ () =F, x=—(F —FF))=—FV)=V

e in ogni caso, V(— y—py)=V.
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Si riconosce chiaramente che un modo per verificare se una formula & proposizionalmente
valida e di impiegare le tavole di verita. Questo mostra che per certe formule esiste una proce-
dura “meccanica” per verificarne la validita: e infatti ovvio che una formula proposizionalente
valida e valida.

Il fatto importante & che questo non accade per tutte le formule. Si puo anzi dimostrare che,
in generale, non esiste alcun procedimento meccanico per verificare se una formula é valida o
quanto meno conseguenza logica di un insieme di formule. Per questo I'attivita di dimostra-
zione € essenziale: una macchina puo “scoprire teoremi” (cioé enunciati che sono conseguenza
logica degli assiomi), ma non si puo essere certi che li abbia dimostrati tutti.

ESERCIZI
Termini e formule

ESERCIZIO 6.1. In un linguaggio in cui c’e un simbolo di relazione binaria P e un simbolo di
funzione binaria f, dire quali delle seguenti successioni di simboli sono formule, quali termini,
e quali nulla; in quest’ultimo caso motivare la risposta.

Vv VPfvvg fvifviv,

fvifv, VVv,PfvivgvsaPvyvi v,

VVvoPfvivgvs—Pvyfvivs VVfEvivoaPvsvyga Vv Pfvivovs
VVPviv,mPvsfvgvy; = Vv Pfvivovg

ESERCIZIO 6.2. In un linguaggio in cui c’¢ un simbolo di relazione binaria P e un simbolo di
funzione unaria f, dire quali delle seguenti successioni di simboli sono formule, quali termini, e
quali nulla; in quest’ultimo caso motivare la risposta.

Vvy—VPfv;vg fvifv,

VVviPvivyg—Pfvyfvg VVvoPfvivg—Pvofviv,
VVvi—Pvsfvga Vv, Pfvivovs VVPv;fv,mPvsvy Vv Pfvyvs
ffffvg

ESERCIZIO 6.3. In un linguaggio in cui c’é un simbolo di relazione unaria P e un simbolo di
funzione unaria f, dire quali delle seguenti successioni di simboli sono formule, quali termini, e
quali nulla; in quest’ultimo caso motivare la risposta.

Vv APfvivg Pfviv,

AVv,Pvi=Pfvgv; AVvoPfvivgPvofviv,
ANfvivgPvy 2 VvgPfyvgvs ANAPfvivo = Pv3aVviPfvvs
ffvovivy

Formule con variabili libere

In questi esercizi, si consideri la struttura O = (N, {=, <}, {+, x},{0,1}), dove N denota I'in-
sieme dei numeri naturali, = la relazione binaria di essere lo stesso numero, <, + e x rispet-
tivamente l'ordine, I'addizione e la moltiplicazione tra numeri naturali, 0 e 1 i numeri zero e
uno.

Sia Z un linguaggio adatto alla struttura i cui simboli propri siano i predicati =, <; i simboli
per funzione + e x; i simboli per costante 0 e 1.

ESERcIzIO 6.4. Nel linguaggio £ si scriva una formula ¢(vg,v;) con le sole variabili libere
indicate tale che 2 |= ¢(vg,v1)[a, b] se e solo se: b—2a >0 e a ¢ divisibile per 2 e per 5.



56 6. ELEMENTI DI LOGICA

ESERCIZIO 6.5. Nel linguaggio £ si scriva una formula ¢(vg,v;) con le sole variabili libere
indicate tale che 2 |= ¢(vg,v1)[a, b] se e solo se: ab=0e se a > 3, allora ab > 6.

ESERCIZIO 6.6. Nel linguaggio £ si scriva una formula ¢(vg,v;) con le sole variabili libere
indicate tale che 2 |= ¢(vg,v1)[a, b] se e solo se: a— b >0 e a & pari se e solo se b & dispari.

Esercizio 6.7. Nel linguaggio £ si scriva una formula ¢(vg) con la sola variabile libera
indicata tale che 91 |= ¢ (vg)[a] se e solo se: a € multiplo di 2 e a non & multiplo di 3.

EsErcizio 6.8. Nel linguaggio £ si scriva una formula ¢(vg,v;) con le sole variabili libere
indicate tale che 0 |= ¢(vg,v1)[a, b] se e solo se: b =2, a> 3 e ab divide 4.

Enunciati

Negli esercizi seguenti il linguaggio ha come simbolo proprio solo quello di una relazione
binaria = la cui interpretazione nella struttura e la relazione di identita.

ESERCIZIO 6.9. Sidica in quali strutture & vero il seguente enunciato
Vvodv,=vyvg.

ESERCIZIO 6.10. Sidica in quali strutture € vero il seguente enunciato
VvoVv;=vyvy.

ESERCIZIO 6.11. Sidica in quali strutture € vero il seguente enunciato

VvoVvi=vyvg.

ESERCIZIO 6.12. Sidica in quali strutture € vero il seguente enunciato
IvgVvia=vyvg.

ESERCIZIO 6.13. Sidica in quali strutture e vero il seguente enunciato

VvoVviAvaA=viva=vovg.
ESERCIZIO 6.14. Sidica in quali strutture e vero il seguente enunciato
VvoVviAv,V=vgvy=vvg.
Teorema di deduzione

EsERrciziO 6.15. Date due formule ¢ e v, dimostrare che
F=a>Av—=yoo.

ESERrcCIz10 6.16. Date due formule ¢ e v, dimostrare che

FE=no—=—yeay.



