Appunti della lezione del corso di fondamenti della matematica del 17.02.06

Un insieme X si dice induttivo se vi appartiene l’elemento zero e, se vi appartiene un determinato elemento x, segue che vi appartiene anche l’elemento succ(x).

Ricordiamo che la funzione succ è una funzione iniettiva che ha insieme X su dominio e lo stesso insieme privato dell’elemento zero su condominio.

L’applicazione della funzione successore ad un elemento x restituisce come risultato l’elemento successivo ad x.
Tra tutti gli insiemi induttivi noi vogliamo quello più piccolo. Perché?A cosa ci serve il più piccolo insieme induttivo?Perché dobbiamo effettuare questa scelta? 
La costruzione dell’insieme induttivo avviene tramite la funzione successore, ma di insiemi induttivi ce ne sono tanti.
A questo punto si pone un quesito: “Esistono altri insiemi induttivi oltre a quello dei numeri naturali?”

Se la risposta fosse no, sarebbe insensato parlare del più piccolo insieme induttivo in quanto   potremmo concludere dicendo che l’insieme dei numeri naturali è l’unico insieme induttivo esistente.

La nostra scelta viene dettata dal fatto che vogliamo limitarci agli elementi propri di ogni insieme induttivo e, per far questo, basta il più piccolo insieme induttivo.
L’insieme dei numeri naturali è un insieme induttivamente generato in quanto l’elemento zero vi appartiene e, partendo da un elemento x qualsiasi, gli altri elementi sono ottenuti mediante la funzione successore.

Conoscere i numeri naturali uno ad uno non è possibile e, quindi, l’induzione ci permette di intuirli senza conoscere l’intero insieme.
I numeri naturali sono il frutto della nostra esperienza e della nostra elaborazione mentale che ci ha portato, fin dall’antichità, ad utilizzare i numeri naturali per le normali esigenze quotidiane..  

A questo punto si pone un quesito: “Esistono altri insiemi induttivi oltre a quello dei numeri naturali?”

Se la risposta fosse no, sarebbe insensato parlare del più piccolo insieme induttivo in quanto   potremmo concludere dicendo che l’insieme dei numeri naturali è l’unico insieme induttivo esistente.

L’idea è di costruire un insieme induttivo a partire dall’insieme dei numeri naturali aggiungendo a  N un nuovo elemento che chiameremo b, che non appartiene ai naturali.
Poiché quello che si sta costruendo deve essere un insieme induttivo, b deve avere un successore che chiamo c.

Anche questo va inserito nel nuovo insieme.
Poiché l’elemento b è sicuramente diverso dall’elemento zero, in quanto non appartiene ai naturali, sarà successore di un elemento che chiamo a.

Ipotizzando sempre nuovi elementi costruisco un insieme induttivo diverso da quello dei numeri naturali e perciò ho dimostrato che N non è l’unico insieme induttivo.
La scelta fatta ci dice che l’insieme dei numeri naturali è il più piccolo insieme induttivo e ci chiediamo se questa stessa proprietà possiamo dirla restando all’interno dell’insieme dei numeri naturali.

Peano diede una risposta affermativa a questa domanda con l’assioma di induzione del quale nelle prossime righe ne introduciamo due forme.

La prima che introduciamo è la seguente:

Sia X un insieme, se l’elemento zero appartiene ad X e per ogni elemento x appartenente all’insieme X segue che anche il successore appartiene ad X, allora segue che ogni numero naturale appartiene ad X.
Se accettiamo che la proprietà appena enunciata valga per ogni insieme X, accettiamo che l’insieme dei numeri naturali è il più piccolo insieme induttivo.
Vediamo l’altra versione dell’assioma di Peano.

Sia P una proprietà ed X l’insieme degli elementi per cui risulta vera la proprietà P.

Se P risulta essere vera per l’elemento zero e se per ogni elemento x, dalla veridicità di P per l’elemento x segue la veridicità di P per l’elemento successore di x, allora per ogni numero naturale la proprietà P risulta vera. 
Se accettiamo che l’affermazione appena enunciata valga per ogni P, accettiamo che esso stesso sia il più piccolo insieme induttivo?
Ma in quale linguaggio posso esplicare l’insieme delle proprietà che appartengono ad X?
Sia Px una proprietà di appartenenza all’insieme X e Xp l’insieme degli elementi che soddisfano la proprietà Px   
 Se esistesse una biiettività tra le proprietà Px e l’insieme Xp, seguirebbe che le proprietà riferite all’insieme X sono tante quanto quelle riferite all’insieme Xp.

Invece di riferirmi direttamente alle proprietà, potrei dare dei nomi a tutti gli insiemi Xp.

Questa soluzione è piuttosto dispendiosa e non realizzabile.
E’ facile osservare che descrivere tutte le proprietà pone dei limiti, tenuto conto che bisognerebbe conoscerle tutte e saperle elencare.

 Accettare la validità di quanto è asserito dalla seconda forma che abbiamo presentato dell’assioma di Peano, non ci permette di asserire tutto ciò che è stato detto nella prima forma.
 Gli assiomi di Peano non vogliono dare una definizione dei numeri naturali ma intendono assoggettargli delle proprietà peculiari.
Infatti, come già detto in precedenza, i numeri naturali ci vengono dall’esperienza ma non siamo in grado di descriverli tramite le proprietà.

 Il metodo del riduzionismo fa ricadere la credibilità dell’intera matematica sulla credibilità dei numeri naturali, da questo l’importanza degli assiomi di Peano, se questi devono sostenere la credibilità del sistema dei numeri naturali.
Nelle successive lezioni, infatti, si tratterà di insiemi numerici più grandi dei naturali, ma basando la loro credibilità su quella di N.

Ricordiamo che i greci ritenevano gli assiomi delle verità che non si potevano dimostrare ma allo stesso tempo tali verità erano considerate talmente ovvie e banali che non si poteva fare a meno di accettarle.

Si potrebbe essere tentati di giustificare il principio di induzione nel seguente modo:

si supponga di dover far vedere che una certa proprietà P vale per ogni numero naturale e sia n un numero naturale.  

Supponiamo di saper dimostrare che la proprietà P vale per zero(Passo Base), ed anche di saper dimostrar, per ogni numero x che se P vale per x, allora vale anche per il successore di x(Passo Induttivo).

In base all’assioma di Peano, dalla precedente assunzione, segue che per ogni x vale P(x).
Sia X l’insieme formato da tutti gli a tali che P(a).

L’ipotesi fatta dice che X è induttivo.
Dato che N è il più piccolo insieme induttivo e perciò contenuto in X, allora possiamo dire che per ogni n appartenente ai naturali vale P(n).
Ma si può ottenere lo stesso risultato senza usare l’assioma di induzione?

P(0) vale per ipotesi.

Inoltre, nel caso particolare che x sia zero, vale che P(0) implica P(succ(0)), cioè P(succ(0)) vale.

Perciò vale P(succ(succ(0))), e così via.
Questa è una corretta dimostrazione di P(n),ma non una dimostrazione che per ogni numero naturale n vale P

Infatti la dimostrazione varia da un valore di n ad un altro ed, in particolare, si allunga al crescere di n perciò non è una dimostrazione sufficiente che la proprietà P vale per tutti i numeri naturali (risultato che si ottiene utilizzando il principio di induzione).
Anche se il tentativo fatto porta a dimostrare P(n) con dimostrazioni diverse al variare dei valori di n, comunque queste dimostrazioni ci sono per ogni n, quindi con un ulteriore passo potrei asserire che per ogni n si dimostra P(n).
Tuttavia, anche se non è la stessa cosa ci possiamo ritenere soddisfatti ugualmente.

Però si noti che l’avere dimostrato P(n) per ciascun n non dice che l’insieme di questi n è l’insieme dei naturali, se non si precisa che questo è il minimo insieme induttivo.

Sicchè per arrivare a concludere è necessario ricorrere a questa forte ipotesi che è colta proprio nell’assioma di induzione.
In base alle conoscenze che abbiamo su N, ogni sottoinsieme di N non vuoto ha minimo per una relazione di ordine e per quanto trattato nelle lezioni precedenti.
Fra i numeri naturali vi è una nozione di ordine nel modo seguente: il successore di un elemento viene dopo quell’elemento.
Vogliamo dimostrare che questa proprietà è equivalente al principio di induzione.
Cominciamo a mostrare che il principio di induzione implica il principio del minimo.

Costruiamo un insieme non vuoto e senza minimo e lo chiamiamo X.

Supponiamo, per assurdo ,che se vale la proprietà [P(0) e che P(x) implica P(succ(x))] non  vale la proprietà [per ogni n P(n)].
Allora esiste un x0 tale che non P(x0).

Quindi sappiamo che l’insieme Y formato da tutti gli x tali che nonP(x), non è vuoto e chiamiamo m il minY.

Ma m non può essere pari a zero e perciò deve essere successore di un altro numero.

Perciò esiste q tale che m=succ(q) dove q<m.

P(q) vale in quanto q non è contenuto in Y, ma per il principio di induzione vale anche P(succ(q)), cioè P(n).

Contraddizione.
Allo stesso modo devo procedere per dimostrare l’equivalenza delle due proprietà nell’altro verso cioè assumendo il minimo, trovare che vale il principio di induzione.
Sempre per assurdo assumiamo che il principio di induzione non valga.

Allora esiste un no per cui non valga la proprietà P e considero un insieme X dove per ogni suo elemento non valga la proprietà P diverso dall’insieme vuoto.
Ora assumiamo come m il minimo di X, il quale non può essere uguale a zero per ipotesi del principio di induzione che dice che vale P(0) e perciò deve successore di un altro numero.
Quindi esiste un q tale che m=succ(q) e q<m.
In questo caso la proprietà vale per il successore ma non per m stesso e perciò non rispetta l’assioma di Peano.

Siamo giunti ad una contraddizione e perciò la dimostrazione è completa.

sore di un'ri a zero e perciò deveale,non insieme X dove per ogni suo elemento non valga la proprietà P e che sia diveQueste considerazioni sull’insieme dei numeri naturali ci permetteranno nelle prossime lezioni di dimostrare alcune proprietà fra le più importanti riguardanti la somma e il prodotto in N.
