Correzione del compito

19 Giugno 2006

Compito A

Esercizio 1. Si consideri la seguente relazione sull’insieme Z dei numeri interi.
R={((a,b) :a,b€Z,4a — b & multiplo di 3}.

Dire se € una relazione di tipo noto, motivandone la risposta. Qual’e la classe d’equivalenza di 07

Soluzione.
Mostriamo che la relazione R e di equivalenza.

1. e Proprieta riflessiva
Sia a € Z, allora (a,a) € R, infatti 4a — a = 3a che & multiplo di 3.
e Proprieta simmetrica
Sia (a,b) € R cioe esiste un w € Z tale che 4a — b = 3w. Consideriamo questa relazione e
moltiplichiamo ambo i membri per 4, ottenendo 16a — 4b = 12w, cioe (4b — a) — 15a = —12w
e quindi 4b — a = 3(5a — 4w). Di conseguenza 4b — a € multiplo di 3.
e Proprieta transitiva
Siano (a,b), (b,¢) € R, cioé esistono w,v € Z tali che 4a — b = 3w e 4b — ¢ = 3v. Sommando
tali espressioni membro a membro si ha che 4a — ¢ = 3(w 4+ v — b) e quindi (a,c) € R.

2. La classe di equivalenza di 0 ¢ [0]g = {b] (0,b) € R}, cioe {b] — b & multiplo di 3} cio¢ [0]g &
formata dagli elementi b € Z che sono multipli di 3.
Esercizio 2. Mostrare che R = {(a, c), (a,d), (a,¢), (a, f), (a,g), (b,d), (b,e), (b, f), (b, 9), (¢,d), (¢, €),
(¢, 1), (c,9),(d, f),(d,g), (e, f),(e,q9),(f,9)} &unarelazione d’ordine stretto sull’insieme {a, b, ¢, d, e, f, g}
Determinare gli elementi massimali, minimali, eventuali massimo, minimo, maggioranti, minoranti,
estremo superiore o estremo inferiore del sottoinsieme {c, d, e}.

Soluzione.




Mostriamo che la relazione R & di ordine stretto.

1. e Proprieta antiriflessiva
R & antiriflessiva, poiche il grafo non presenta lacci.
e Proprieta transitiva
R & transitiva, ad esempio (a,c), (¢,d) — (a,d), (b,e), (e, f) — (b, f).
Quindi R ¢ relazione di ordine stretto.

massimali {d,e} | minimali {c}
maggioranti | {f,g} | minoranti | {a,c}
2. -

sup {0} | f 1o}

max 0 min {c}

. . . . netl_
Esercizio 3. Dimostrare per induzione che, per n > 0, E?:o% =2 o L
Soluzione.

0 1 _ 20t 1
1. Passo base. Y, 5 =1e *5— = 1.
. . n+l 1 _ o 1 1 2ntl g 1 2nt2 g
2. Passo induttivo. Y ;" 5r = Y i g5 + 5aFr = —5w— + ga¥r = “garr

Esercizio 4. Si dica, giustificando la risposta, se gli insiemi 3N U {v/27} e 2N\ {2,6} hanno la
stessa cardinalita. (Nota: con 3N denotiamo l'insieme dei numeri naturali multipli di 3 e con 2N
I'insieme dei numeri naturali multipli di 2.)

Soluzione.
Per dimostrare che 3N U {v/27} e 2N\ {2,6} hanno la stessa cardinalita esibiamo una biiezione tre
di essi. La funzione f:3NU {271} — 2N\ {2,6}, definita come segue

0, n=+2r
fny=¢ 4 n=0

2
- 6, >3
3n+ n =

& una possibile biiezione di 3N U {v/27} in 2N\ {2, 6}.

Esercizio 5. Si definisca quando due insiemi A e B hanno la stessa cardinalita.

Sia N l'insieme dei numeri naturali, P(N) 'insieme delle parti di N e R I'insieme dei numeri reali.
Cosa si pué dire della cardinalita di N e di P(N)? E della cardinalita di R e P(N)?

Si giustifichino le risposte.

Soluzione.

Si vedano le dispense.

Esercizio 6. Si consideri la struttura Mt = (N, {=, <}, {®,®},{0, 1}), dove N denota I'insieme dei
numeri naturali, = la relazione binaria di essere lo stesso numero, <, @ e ® rispettivamente ’ordine,
I’addizione e la moltiplicazione tra numeri naturali, 0 e 1 i numeri zero e uno.

Sia £ un linguaggio adatto alla struttura i cui simboli propri siano i predicati =, <; i simboli
per funzione + e x; i simboli per costante 0 e 1.

Nel linguaggio £ si scriva una formula ¢(vg,v1) con le sole variabili libere indicate tale che
N = ¢(vo,v1)[a,b] se e solo se a —2b > 0, a — 2b & multiplo di 5 e il prodotto di a e b & divisible
per 3.

Soluzione: costruiamo per gradi le varie proposizioni e poi mettiamole assieme, assegnando, ovvia-
mente alla variabile v il valore a e vy il valore b.

1. “a —2b> 0" diventa
<wvg xwv +11



2. “a — 2b & multiplo di 5” diventa

E'UQ :’Uo+ XU1 + 11 % ’U2++++11111

3. infine “ab & divisibile per 3” diventa semplicemente

3’03 = XvpU1 X V3 + +111

Adesso non resta che metterle assieme con gli opportuni connettivi...
AN < wvg X 01+ 113vg = vg + Xv; + 11 X v9 ++ + +111113v3 = Xvgvy X v3 + +111

Esercizio 7. Dire che cosa significa che una formula ¢ valida. Dire cosa significa che la formula «
& conseguenza logica della formula 8. Dimostrare che, per ogni scelta delle formule « e 3,

{a} = B Aaf

Soluzione.

Si vedano le dispense.

Esercizio 8. In un linguaggio in cui ¢ un simbolo di relazione unaria P e un simbolo di funzione
binaria f, dire quali delle seguenti successioni di simboli sono formule (F), quali termini (T) e quali
nulla (N); in quest’ultimo caso scrivere nell’ultima colonna una breve giustificazione.

F T N
Yug—AP furvg X A deve essere seguito da due formule
P fuyvg X
AVv1 Pv—P foguy X
AVvo P fvivg—Pug foivg X P vuole un solo termine
AN fu1vg— Pvg—Vug P fogus X fvive € un termine e non una formula
ANAP fviva—Pug—Vui P fvivs | X
[ foovive X

Esercizio 9. Dato l'insieme di coppie ordinate

g={(z,z—2%):2eN0<zr+1<3}U
U{(z,z—1):2€N,0< 2% —1<20}U
U{(z,22-7):ze Nz >5}U{(54),(3,2)},

motivare perché g e una funzione da N in N, precisando se e totale, suriettiva, iniettiva o biiettiva,
giustificando le risposte.

Data poi la funzione f = {(0, 3), (1,5), (3, 1)}, scrivere quali sono le funzioni h = f(g) e k = g(f).
Di esse precisare insieme di definizione e insieme immagine e se sono iniettive.

Soluzione.

g=1{(0,0),(1,1),(2,1),(3,2),(4,3),(5,4),(3,2),(6,5),(7,7),(8,9),...}
={(0,0),(2,1),(3,2),(4,3),(5,4),(6,5),(7,7),(8,9),...}



g € funzione totale, poiche & rispettata la proprieta di univocita e il dominio coincide con I'insieme di
definizione. g non ¢ suriettiva, poiche, ad esempio, 8 non ¢ immagine di alcun elemento dell’insieme
di definizione e g non ¢ iniettiva, dal momento che 1 ¢ immagine sia di 1 che di 2.

h ={(0,3),(1,5),(2,5),(4,1)} e Def(h) = {0,1,2,4}, Im(h) = {3,5,1}. Infine h non & iniettiva
poiche 1 e 2 hanno la stessa immagine.
k=1{(0,0),(1,4),(3,1)} e Def(k) ={0,1,3}, Im(k) = {0,2,4}. Infine, k & iniettiva.



