FONDAMENTI DELLA MATEMATICA

Lezione del 27 gennaio 2006

· “FONDAMENTI”

Con “fondamenti” della matematica si intendono: 
-le nozioni base dalle quali discendono tutte le altre (cioè l’organizzazione della disciplina); 
-le condizioni che hanno portato alla nascita della matematica.

Ma perché si scelgono proprio questi punti di partenza?

· CHE COS’E’ LA MATEMATICA?

Per alcuni la matematica è “il matematicamente certo”. Ma siamo davvero sicuri che le affermazioni matematiche siano certe? Cosa intendiamo per certo? 

La matematica si potrebbe pensare come “la scienza del pensiero” ma questa definizione potrebbe andare bene anche per la filosofia o per la letteratura..

“La matematica è la precisione, è il rigore”, “la matematica è formule, simboli”. Ma cosa significa? Le formule, prese da sole, possono anche non avere significato. Dobbiamo forse concludere che la matematica non ha significato?

·  LA CERTEZZA NELLA MATEMATICA

La certezza è uno dei temi fondamentali della matematica: la matematica vorrebbe essere certa. Ma lo è? Già con la filosofia greca si aspira alla certezza, la matematica per i greci era importante perché era un esempio della loro abilità di utilizzare il pensiero. La conoscenza doveva essere certezza. Ma come si conosce?

Gli antichi affermavano che “si conosce attraverso le cause” ( “scire per causas” ).

La filosofia greca sente il bisogno di arrivare alle “cause ultime” (un esempio è il motore immobile di Aristotele). Perché devono esistere queste “cause ultime”? Solo per dare all’uomo la possibilità di trovare una spiegazione alle sue domande? Solo per comodità?

Il punto di vista galileiano è diverso: si passa infatti dal metodo DEDUTTIVO a quello IPOTETICO DEDUTTIVO: non si ricercano più le cause ultime ma si considerano le conseguenze di trovarsi in una certa situazione.
· I LIBRI DI EUCLIDE E GLI ASSIOMI

Un’ espressione della matematica greca sono i libri di Euclide, libri di matematica e geometria scritti all’interno di una esatta visione della scienza: la scienza aristotelica. 

Il merito di Euclide è stato quello di aver organizzato le conoscenza matematica del suo tempo in modo deduttivo secondo la mentalità del tempo. Euclide presenta degli assiomi (o postulati) dai quali si deduce tutto il resto. Sappiamo che gli assiomi sono 5 ma Euclide ne presenta all’inizio solo 4. Perché?

Il quinto assioma afferma che “data una retta e un punto esterno ad essa, esiste una ed una sola retta passante per il punto dato che sia parallela alla prima”. 

Quand’è che due rette sono parallele? Cos’è una retta? 

Sappiamo che per i greci era un segmento prolungabile quanto si vuole. Due rette sono parallele quando per quanto le si prolunghi non si incontrano mai. Ma per vedere che non si incontrano mai bisognerebbe prolungarle all’infinito. Ma che cos’è l’infinito? Questo è un grosso problema per i greci perché per loro “l’infinito” era “l’indefinito”, il non comprensibile, ed è proprio per questo motivo che Euclide fatica a presentare il quinto assioma.

COSTRUZIONE DEL TRIANGOLO EQUILATERO: Come si costruisce un triangolo equilatero?

Basta prendere un segmento, considerare prima il suo estremo destro come il centro di una circonferenza  di raggio uguale al segmento preso e tracciarla e poi considerare l’estremo sinistro e fare la stessa cosa. A questo punto si considerano i due segmenti per i due stremi del segmento dato e per il punto d’intersezione delle due circonferenze. Questa costruzione è giustificata dal secondo postulato di Euclide che asserisce che dato un  punto  un segmento c’è una circonferenza che ha per centro quel punto e per raggio quel segmento, e dal primo postulato di Euclide che asserisce che per due punti passa una e una sola retta.
Ma da quale assioma si deduce che le circonferenze si intersecano?

Solo più avanti con gli “assiomi della continuità” si potrà dedurre la continuità della circonferenza (i greci non si ponevano neppure il problema sulla continuità perché non erano ancora maturi per questo tipo di ragionamento) e quindi l’esistenza del punto di intersezione tra due circonferenze una interna all’altra.

Se diamo agli estremi del segmento coordinate razionali (0,0) e (0,1), si ha che il vertice dl triangolo ha coordinate non razionali (1/2, (3/2) per il teorema di Pitagora. Questo significa che il vertice del triangolo non si può rappresentare sul piano razionale che invece soddisfa tutti gli assiomi di Euclide. Certamente Euclide non poteva usare il piano cartesiano per notare le difficoltà nella costruzione del triangolo equilatero perché Cartesio è vissuto 1596-1650.

L’esigenza di esplicitare gli assiomi è molto sentita anche nel 1600 con Leibnitz che, con la celebre frase “hypothesis non fingo”, ribadisce la sua volontà di dire chiaramente da che cosa derivano le sue affermazioni.

· PITAGORA

Pitagora, vissuto 200 anni prima di Euclide, può essere ritenuto il fondatore della matematica. All’interno della scuola filosofica pitagorica che prendeva da lui il nome si riunivano persone di conoscenza superiore. Erano un numero ristretto dato che la conoscenza non era di tutti. La visione dei pitagorici si basava sul fatto che “TUTTO E’ NUMERO”: la realtà era data dalla combinazione controllabile e comprensibile di elementi singoli. I pitagorici intendevano per “numero” i numeri naturali che hanno una proprietà importantissima: pur essendo infiniti ciascuno di essi è finito, completato. Anche i numeri razionali si possono comprensibili perché non sono altro che il rapporto di numeri naturali: sono un numero naturale di parti prese un  numero naturale di volte. 

La FINITEZZA è fondamentale (basta pensare che l’idea della non finitezza delle suddivisioni aveva portato Zenone a negare l’esistenza del movimento perché, esistendo tra due punti altri infiniti punti, non è possibile muoversi da un punto all’altro perché non si possono superare infiniti punti).


· TEOREMA DI PITAGORA

Il teorema di Pitagora afferma che, dato un triangolo rettangolo, il quadrato costruito sull’ipotenusa è equiesteso alla somma dei quadrati costruiti sui due cateti.

La dimostrazione di questo teorema si basa sul fatto che due parallelogrammi aventi la stessa base e la stessa altezza hanno area uguale.

Se costruiamo i quadrati su cateti e li facciamo “scivolare”, otteniamo due parallelogrammi della stessa area dei primi due quadrati la cui somma dimostreremo che è uguale all’area del quadrato costruito sull’ipotenusa. Sia la retta s perpendicolare all’ipotenusa e lo scivolamento dei due quadrati iniziali si faccia esattamente in modo che il parallelogramma si appoggi alla retta s. Allora i due parallelogrammi hanno in comune il vertice D (l’intersezione di r ed s è uguale a quella di t ed s). Si ha che CE e CA sono congruenti perché lati dello stesso quadrato e che ED è congruente a CB perché ED è congruente per costruzione a CF che è uguale a CB perché lati dello stesso quadrato e l’angolo DEC è uguale all’angolo ACB ed è retto. Allora i due triangoli ABC e ECD sono triangoli congruenti. L’altezza dell’area A2 è uguale all’altezza CH  e la sua base  è congruente all’ipotenusa AB perché lati dello stesso quadrato. Perciò l’area A2 è uguale all’area del quadrato sul cateto minore CB. A1 invece è uguale all’area costruita sul cateto maggiore perché la sua altezza è uguale all’altezza CK mentre la sua base è uguale a CD per lo stesso motivo spiegato sopra. 

Sorgono però dei problemi nel momento in cui cerchiamo di calcolare la diagonale del quadrato di lato 1. 

La dottrina pitagorica richiede di ottenere un numero razionale. In realtà vediamo che non è cosi. 

Dobbiamo trovare m ed n naturali tali che (m/n)2 = 2. 

Già nel VI secolo si conosceva la fattorizzazione di un numero naturale e che, se due numeri sono uguali, allora hanno la stessa fattorizzazione. 

Si devono allora trovare m ed n tali che m2 = 2n2. 

Fattorizziamo m ed n: 

m = 2a1 3a2 5a3…  

n =2b1 3b2 5b3… ( * e # indicano un certo esponente). 

Allora 

m2 = 22a1 32a 52a3…  

 

n2 = 22b1 32b2 52b3  …
Ma sappiamo che 

m2 = 2n2  allora  m2 = m2 = 22a1 32a 52a3…  = 2n2 = 21+2b1 32b2 52b3… 

Ma non potremmo mai trovare due numeri naturali di questo tipo proprio perché mentre l’esponente di 2 in 2n2 è dispari, quello di m2 è pari contro l’unicità della fattorizzazione. Allora dobbiamo concludere che la diagonale del quadrato di lato 1 non è un numero razionale. 

Questo contraddice la tesi di Pitagora secondo la quale tutto è numero naturale. A questo punto ci si trova davanti a due soluzioni:

1) rinunciare al “tutto è numero” dei pitagorici;

2) negare l’esistenza di figure ideali come il quadrato.

Questo potrebbe essere in sintonia con le esigenze che vengono dalla pratica.

La matematica ha fatto una scelta che si discosta dal concreto: accettare l’esistenza delle figure ideali. Infatti sappiamo, per esempio, che nella realtà non è possibile, per quanto ci si sforzi di essere precisi, costruire un perfetto quadrato. La matematica ha preferito allontanarsi dall’esperienza diretta. 

Anna Sandrini 

Chiara Miglioranzi  
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