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Analisi del comportamento di sistemi ibridi

1. Automi deterministici

2. Automi auto-bloccanti

3. Automi zenoniani

4. Caos
5. Stabilita
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Tempo di esecuzione

Il tempo di esecuzione 7 (x) di una traiettoria x e

Una traiettoria y e

finitase N< 00 e In=|Tn, Ty]
infinita se T, (x) =00 0 N=00

zenoniana se N =00 ma 7. (x) < 00

~
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25 (qy, ) @ insieme di tutte le traiettorie di H con

condizione iniziale (g, , () € Init

277 (qy,xy) : insieme di tutte le traiettorie infinite di

H con condizione iniziale (g, xy) € Init

l(2/}[ — U(qo , 270) € Init l(2/}[ (qo 9 '/L.O)

O O
l(2/}[ — U (qo , 330) € Init QH (qo ) '/L.O)
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Automi deterministici

Un automa H si dice deterministico se ad
ogni condizione iniziale (g, ;) € Init

corrisponde una unica traiettoria y

Il non determinismo si deve a:
reset di & non deterministici

transizioni non deterministiche
non unicita della soluzione continua x(t)

inclusioni differenziali

~
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Automi auto-bloccanti

Un automa H si dice non auto-bloccante se
0@
“QH (QO 9 ZCO) 7& 0

per tutte le condizioni iniziali (g, xy) € Init

. /
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Reach, ={(¢q,z) € Q x R":
Ax € 2y, (q(Ty), 2(Ty)) = (¢,2), N <oo}
Outyy ={(¢q,z) €Q x R":
Ve>0,3t€[0,€) : (¢, @(t,x)) ¢ Inv, Yo(t,x)}

e

@(t,x) soluzione (possibilmente non unica) dell’eq. differenziale

associata a g con condizione iniziale x

Un automa ibrido H e non auto-bloccante se
V(q,z) € Outy N Reachy , Jump(q, z) = ()
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Es. Automa ibrido non auto-bloccante

Ly :=— —CTy

Init ={(q, z) : x;y > 0}

.CEl:O /\:IZQSO

Reach; ={(q, ) : z; > 0}
Outy ={(q,z) : 2, <0} N{(¢g, ) : 2y =0,z <0}

Out ;M Reach;={(q, ) : 2, =0, 5, <0}

o /
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Es. Automa ibrido auto-bloccante

Tnit N {(gy, ) 1z <2} #= () ?

~
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Automi zenoniani

Un automa H si dice zenoniano se

3(qy,xy) € Init tale che almeno una

traiettoria in 27 (qy, ) sia zenoniana

. /
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Non appena un serbatoio si svuota fino al livello h, il
tubo T viene posizionato su quel serbatoio fino a
quando l’altro serbatoio non si svuoti fino al livello h.

h, livello di guardia i-esimo /%

(4
x,; livello serbatoio i-estmo

g; portata in uscita serbatoio i-esimo
q;, portata in ingresso

. /
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qz’n:4
_ 9 =
0 — he
€Tr2 2 q2_3
hlz
hy, = 1

— 4qin — 41

(s1,(2,2))

(Q() ) le0)

.
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T

10 (T90/89)(45,— 1)

MN—

_/

e ~—

-7320/(]2 [$10+(x20/Q2) (qm— ql)]/‘h

25

N

N=0C

(X) = (219 +T99 —h1— Do) /(g1 + 5~ q;,) < OO

~
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La valvola viene aperta se il livello e inferiore al livello
hq, chiusa se il livello € superiore al livello h;.

x1 = hy
\hl ____________
.
r1 = h
1
h, livello div guardia
x, livello serbatoto N=00
g, portata tn uscita
q;,= 2q; portata in ingresso TOO(X) — gjl(())/ql

~
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x1 =h1+90

xy =h1—9

A A s 7 S fy+0

| . AV VAR VAN VAR N
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Un automa ibrido H e zenoniano solo se

il grafo (@, F) ha un ciclo
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Se esiste una collezione finita di stati

{ (G }ﬁl c () x IR" tali che:

o (q1.71) = (4K T f)

o dic{l,...,K}: (¢,x;) € Reachy

® Vig {1y .., K —1}, (gp1, Tig1) € Jumplgy, =)

allora ’automa ibrido H € zenoniano

~
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Caos

Anche un automa ibrido con dinamiche
continue del tipo & = cost puo avere:

x forte sensibilita dalle condizioni iniziali
* orbite periodiche di periodo arbitrario
cioé un

comportamento caotico

~
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Non appena un serbatoio si svuota il tubo T viene

posizionato su quel serbatoio fino a quando un altro

serbatoio non si svuoti.

—

q

x,; livello serbatoio i-estmo
q; portata in uscita serbatoio i-esimo
q;, portata in ingresso

ds

~
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$:1 = Qin — Q1 T2 =0 5?1 = —q1

5?2 == —f2 2{72 = {in — (g2
L3 = —(q3 L3 = —qs3

x2 > 0 - x; > 0

3 2 0 5[31—0 Tz 2 0

N '/
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secondo
serbatoio X2
vuoto

-~
-
-~
-~
-—
-~
-~
-—
~~
-—

X3

(1,0,0)
terzo serbatoio vuoto

2,(t) + 2o(t) + 24(t) = 1 21(t) 2 0 a9(t) 2 0 x3(t) = 0

~
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Traiettorie perlodlche

AA A
A A A

G " possibile dimostrare che ci sono orbite periodiche di periodo arbitrariy
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Stabilita

Lo stato x = x, € uno stato di equilibrio
per fse f(z,) =0

Se o =z, allora x(t) = x, per ogni ¢

~
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Lo stato di equilibrio z, si dice stabile se
Ve>0 36>0: ||lzg—z.|| <6 = |z(t)—z.| <€ VE>0

Lo stato di equilibrio z, si dice asintoticamente stabile
se e stabile e se

dp>0: ||lzg—z. | <p = lim, ,||z(t)—z.| =0

~
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Stabilita di automi ibridi I

(— 0.1 -4 )
A — 0.6+
1 -0.1
(— 0.1 -1 )
A=
4 -0.1
i(t) = Ax(t) o
aj‘(t) — eAt = 05 0 05 1

et =T+ At+ A2¢2/2 4+ A3¢3/31 4 ...
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Lo stato continuo z = z, si dice uno stato di
equilibrio per 'automa ibrido H se

esiste un insieme non vuoto ) € () tale che:

VqE@
(¢,2) € Jump (q,z,) = izxee(jeé

f(Q7 xe) =0

. /
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Lo stato di equilibrio z, si dice stabile se

Ve>0 36>0:Vyx € 25(qy,xg) con ||xg—x,| <6
J

|z(t) —z, || <€, VEteT

Lo stato di equilibrio z, si dice asintoticamente stabile
se e stabile e se

dp>0:Vx € 25 (qp,xp) con [|zg—z[| <6

4

limt—> TOOHx(t) —CE€H =0

~
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Teorema di Lyapunov I

(%) z(t) = f(z(t))  x(0) = g

f(xe) =0

Se esiste (in un intorno D di x,) una funzione V di

classe C! tale che

V(x,) =0
V(x)>0 VeeD/{x,}

V(z)<0 VzeD/{z}

con V(x) calcolata sulle soluzioni z(¢) della (x)

allora z_,e un punto di equilibrio

~

asintoticamente stabile

/
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Cosa dire per automi ibridi? Bisogna trovare o

1) una sola funzione di Lyapunov V(z) valida per ogni
stato g e tale che per ogni salto possibile x_— x

V(z,) < V(z)

O

2) diverse funzioni di Lyapunov V(q, ) ognuna valida

solo nel corrispondente g e tali che per ogni salto

possibile ¢ — q, , v_— @

Vign,r)<Vig,r)

. /
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Ly = —CTy

V(ie)=E=U+T
r1 =0 Azy <0

in un intervallo [1;, 7], V(z) = cost

in ogni transizione, V(x,)=c?V(z.)

c<1 = stabilita asintotica

o /
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