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Introduzione

Queste note offrono un supporto per alcune parti del programma delle Esercitazioni del corso di Analisi
Matematica 2 (Corso di Laurea Triennale in Matematica Applicata). In particolare esse non sono intese
per sostituire il libro di testo [1] adottato per tale corso o le lezioni di teoria. Nelle appendici sono
contenuti alcuni utili suggerimenti per affrontare le prove di Analisi Matematica 2 per il Corso di Laurea in
Matematica Applicata dell’Universita di Verona. Non intendono sostituire né lo studio sui testi, né la frequenza
a lezioni ed esercitazioni. Non si puo neppure pensare ad esse come ad un formulario buono per affrontare con
successo qualsiasi esercizio possa capitare allo scritto: il fattore umano rimane fondamentale, e cio significa,
in ogni momento, capire e rendersi conto di quello che si sta facendo e del motivo per cui lo si fa. Si prega di
segnalarmi per e-mail eventuali errori o inesattezze.

In occasione dell’orale, € richiesta la conoscenza di tutte le definizioni e di tutti gli enunciati delle par-
ti non espressamente indicate come facoltative. Sara inoltre richiesta la conoscenza completa delle seguenti
dimostrazioni:
- Lemma delle contrazioni (Diario del Corso prof. Orlandi 14/10/2009, VIL.36 p. 345 del libro di testo)
- Massimi e minimi liberi di funzioni regolari di piti variabili. (Diario del corso prof. Orlandi 26/10/09,
testo pp. 296,297,298)
- Teorema di Dini (Diario del Corso prof. Orlandi 6/11/2009, VII.63 p. 366 del libro di testo e relativo
es. 38 p. 386)
- Teorema della divergenza (X.45 p. 547 del libro di testo)
- Teorema di Esistenza e Unicita di Cauchy-Lipschitz (Diario del Corso prof. Baldo 2/12/2009, VIII.9
p. 394 e VIIL.10 p.395 del testo, le dimostrazioni si trovano a p. 399 e p. 402)
- Convergenza uniforme della serie di Fourier per funzioni regolari. (Diario del corso prof. Baldo
15/1/2010 p.45, I1.48 p.72 del testo)

Antonio Marigonda
Ultimo aggiornamento del 26 gennaio 2010.






CAPITOLO 1

Lezione del giorno giovedi 1 ottobre 2009 (1 ora)
Richiami sulla topologia di R

Cominciamo questa sezione richiamando alcune nozioni di topologia della retta reale viste all’interno del
precedente corso di Analisi. I nostri riferimenti sono [3, Cap. 6,10,12] e [4, Sezione I1.4].

Definizione 1.1. Siano a,b € R, a < b. Definiamo i seguenti insiemi:

—_
~—

Vintervallo aperto |a,b:={zx € R: a <z < b};

(
(2) lintervallo chiuso [a,b] :={zx € R: a <z <b};
(3) Vintervallo |a,b] :={x € R: a <z < b};
(4) Vintervallo [a,b:={z € R: a <z < b};
(5) Vintervallo degenere chiuso [a,a] := {a};
(6) Vintervallo degenere aperto ]a,al:= );
(7) la semiretta aperta illimitata superiormente |a,+oo[:={x € R: & > a};
(8) la semiretta aperta illimitata inferiormente | — 0o, a[:={x € R: x < a};
(9) la semiretta chiusa illimitata superiormente [a,+ool:={x € R: z > a};
(10) la semiretta chiusa illimitata inferiormente | — 0o, a] ;== {x € R: = < a};
(11) la retta | — oo, +oo[:= R;
Chiameremo intervalli aperti' di R gli insiemi del tipo ]a, b, ]a, 40|, ] — o0, a e i due insiemi 0 e R.

Definizione 1.2. Sia A C R un sottoinsieme di R. Diremo che tale sottoinsieme ¢ aperto se si puo scrivere
come unione finita o infinita di intervalli aperti. Un sottoinsieme B C R si dice chiuso se il suo complementare
R\ B ¢ aperto. L’insieme

7:={ACR: Ae¢aperto di R}

prende il nome di topologia usuale di R.

Esercizio 1.3. Si provino i seguenti asserti basandosi sulle definizioni date:

(

(2)

(3) ogni intervallo chiuso & un chiuso di R;
(4) 0 e R sono sia chiusi che aperti;
(5)
(6

Definizione 1.4. Sia r > 0, a € R e definiamo i seguenti insiemi:
(1) la palla aperta di raggio r centrata in a:

B(a,r[={z €R: |z —a| <r}=la—r,a+r;
(2) la palla chiusa di raggio r centrata in a:
B(a,r] ={x €R: |z —a|<r}=[a—ra+r].
A volte la palla aperta & indicata con B(a,r)
Definizione 1.5. Un sottoinsieme E C R si dice limitato se esiste R > 0 tale che E C B(0, R].
Teorema 1.6. Un sottoinsieme A di R é aperto se e solo se per ogni a € A esiste §, > 0 tale che B(a,§,[C A
DIMOSTRAZIONE. Esercizio facile. O

Diamo ora un quadro delle proprieta dei sottoinsiemi aperti:

LSi noti che talvolta gli intervalli aperti in letteratura vengono indicati con (a, b), oppure con (a, +00). Il contesto & fondamentale
per capire se con la scrittura (a,b) si intenda 'intervallo reale ]a, b[ oppure il punto (a,b) € R2.

3



4 1. RICHIAMI SULLA TOPOLOGIA DI R

Teorema 1.7. Gli aperti di R soddisfano le sequenti proprieta:
(1) 0 e R sono aperti;
(2) unioni arbitrarie di aperti sono aperte: se {Ax}rea € una famiglia finita o infinita di aperti di R,
allora A = U A, ¢ aperto di R;
AEA
(3) intersezioni finite di aperti sono aperte: se Ai, ..., Am € una famiglia finita di aperti di R, allora
A=A;N..NA, éaperto.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. ]
Passando ai complementari si ottengono le proprieta dei sottoinsiemi chiusi:

Teorema 1.8. [ chiusi di R soddisfano le sequenti proprieta:
(1) 0 e R sono chiusi;
(2) intersezioni arbitrarie di chiusi sono chiuse: se {Cy}rea € una famiglia finita o infinita di chiusi di
R, allora C := ﬂ Cy ¢ chiuso di R;
(3) unioni finite d;\iji\wusz sono chiuse: se C1q,...,Cyy € una famiglia finita di chiusi di R, allora C' =
CiL U...UC,, é chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

Esercizio 1.9. Si provino i seguenti asserti:
(1) ogni sottoinsieme finito & chiuso;
(2) in generale, intersezioni di una famiglia infinita di aperti non sono aperte (sugg. si consideri {4,, =
B(0, 1/n[}nen);
(3) in generale, unioni di una famiglia infinita di chiusi non sono chiuse (sugg. si consideri {4,, = B(0,1—

1/n]}nen)-

Definizione 1.10. Sia z € R, V C R. Diremo che V' & intorno di = se esiste A aperto di R tale che x € A e
A C V. Ricordando le proprieta degli aperti, si ha che ogni intorno di z contiene x, se V' ¢ intornodi z e V. C U
allora U ¢ intorno di z, ogni intersezione di una famiglia finita di intorni di = ¢ intorno di x. A volte I'insieme
di tutti gli intorni di = viene chiamato filtro degli intorni di z. La nozione di intorno formalizza la nozione di
“vicinanza”: diremo che una proprieta ¢ vera abbastanza vicino ad z se ¢ vera in un intorno di x.

Definizione 1.11. Sia £ C R. Definiamo la chiusura di EZ come 'intersezione di tuttii chiusi di R contenenti
E. Tale famiglia di chiusi non ¢ vuota perché R ¢ chiuso e contiene F. Essendo un’intersezione di chiusi, la
chiusura di F ¢ un chiuso ed ¢ il piu piccolo chiuso di R contenente FE:

E:=(){CCR: C2E,C chiuso}.
Un’altra scrittura usata per E & clg(E).

Proposizione 1.12. Sia E C R. Si ha che € R appartiene a E se e solo se per ogni intorno U di = in R
sthaUNE # 0.

DIMOSTRAZIONE. Si provi che 2 ¢ E se e solo se esiste un intorno di z in R disgiunto da E. O

Definizione 1.13. Siano F, G sottoinsiemi di R. Diremo che F' ¢ denso in G se F' C G. In particolare se
F & denso in G, ogni intorno di ogni punto di G' contiene punti di F'.



CAPITOLO 2

Lezione del giorno venerdi 2 ottobre 2009 (2 ore)
Alcune nozioni di topologia di R"

Definizione 2.1. Sia E C R. Un punto p € R si dice di accumulazione per E in R se in ogni intorno di p
in R cadono punti di £ distinti da p. Se ¢ € E non ¢ di accumulazione per F si dice punto isolato di E. Un
sottoinsieme i cui punti siano tutti isolati si dice discreto.

Esercizio 2.2. Si provino i seguenti asserti:
(1) La chiusura di un sottoinsieme E di R & formata dai punti di F e dai punti di accumulazione di E.
(2) Un sottoinsieme di R ¢ chiuso se e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.
(3) Un insieme privo di punti di accumulazione ¢ chiuso.

Teorema 2.3. Sia E sottoinsieme di R, ¢ € R. Allora sono equivalenti:

(1) ¢ é di accumulazione per E;
(2) esiste una successione {x;}jen di punti di E diversi da ¢ che converge a c¢;
(3) in ogni intorno di ¢ cadono infiniti punti di E.

Proposizione 2.4. Sia c € R, E CR. Allora c € E se e solo se esiste una successione {x;}jen di punti di
E che converge a c. Un sottoinsieme C' di R é chiuso se e solo se per ogni successione {c;}jen convergente a
ceRsihace E.

Definizione 2.5. Un sottoinsieme K di R si dice sequenzialmente compatto o compatto per successioni se
ogni successione {z;};jen in K possiede una sottosuccessione {z;, }nen convergente ad un elemento = € K.

Teorema 2.6. Un sottoinsieme di R é sequenzialmente compatto se e solo se é chiuso e limitato.

Definizione 2.7. Sia E sottoinsieme di R. Definiamo 1’interno di E nel modo seguente:
intg(E) ;= {x € R: E ¢ intorno di z}.

Esso ¢ il pitt grande (nel senso dell’inclusione) aperto contenuto in E, ovvero 'unione di tutti gli aperti contenuti
in E.

Definizione 2.8. Sia E sottoinsieme di R. Diremo che p € R & di frontiera per E se p non & interno né
ad FE, né al suo complementare. Equivalentemente, ogni intorno di p contiene punti di F e di R\ E, ovvero p
appartiene alla chiusura di E e alla chiusura del complementare. L’insieme dei punti di frontiera di E viene
indicato con frg(F), OF o bdry(E).

Definizione 2.9. Sia D sottoinsieme di R, f : D — R una funzione, e sia ¢ € D. Diremo che f ¢ continua
in ¢ se e solo se per ogni intorno V di f(c) esiste un intorno U di ¢ tale che f(UND) C V.

OSSERVAZIONE 2.10. Si noti come molte delle definizioni e delle proprieta date non siano legate in modo
particolare a R, quanto piuttosto alla possibilita di operare alcune operazioni insiemistiche nelle classi degli
insiemi aperti e chiusi. A tal proposito, individuate le proprieta opportune, sara possibile adattare le definizioni
date di aperto, chiuso eccetera ai sottoinsiemi di un qualunque insieme, non necessariamente dei numeri reali.

Definizione 2.11. Siano X un insieme, 7 una collezione di sottinsiemi di X. Diremo che 7 & una topologia
su X se:

(1) PereX e

(2) se {Ax}ren & una famiglia finita o infinita di elementi di 7, allora A := U Ay e

AEA
(3) se Aq,..., Ay, & una famiglia finita di elementi di 7, allora A := A3 N...N A, € 7.

Chiameremo aperti gli elementi di 7, e la coppia (X, 7) sara detta spazio topologico. Per esercizio, si adattino
a questo contesto le definizioni gia date di chiuso, chiusura, intorno, frontiera, ecc... Si tenga presente che altre
nozioni, come quelle di palla aperta o chiusa, non sono disponibili perché in uno spazio topologico generale non

5



6 2. ALCUNE NOZIONI DI TOPOLOGIA DI R"™

si ha una nozione di modulo o di distanza tra punti. Similmente, non puo essere data una nozione di insieme
limitato in un contesto cosi generale.

Definizione 2.12. Siano (X, 1) e (X, ) due spazi topologici sopra lo stesso insieme X. Diremo che 7
e piu fine di 72 se 71 2O T, diremo che e strettamente piu fine se tale inclusione e stretta. Le due topologie si
dicono equivalenti se Ty = T5. Si osservi che un intersezione finita di topologie € una topologia.

EsEMPIO 2.13. Sia X un insieme. Poniamo 71 = {§, X'} topologia banale e 7 = {A : A C X} topologia
discreta. Tali insiemi sono topologie su X e sono rispettivamente la meno fine e la piu fine topologia che si
possa mettere su X.

OSSERVAZIONE 2.14. Una descrizione completa di tutti gli aperti di un generico spazio topologico & spesso
impossibile. A tal proposito si individua una particolare classi di aperti in grado di ricostruire I'intera topologia.
Nel caso di R, questa classe era data dagli intervalli aperti, o dalle palle centrate nei punti.

Definizione 2.15. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Diremo che B C 7 & una base per la topologia 7 se
ogni aperto di 7 puo essere scritto come unione di elementi di B.

Ci si puo porre anche il problema inverso: data una collezione B di sottoinsiemi di X, quali proprieta deve
avere affinché esista una topologia 7 su X tale che B ne sia una base?

Proposizione 2.16. Sia X insieme e sia data una collezione B di sottoinsiemi di X. Allora B ¢é base per
una topologia su X se e solo se dati A,B € B ex € AN B esiste C € B tale chex € C e C C AN B. Gli aperti
di tale topologia sono X, (0 e le unioni arbitrarie di elementi di B.

Definizione 2.17. Siano X, Y spazi topologici, f : X — Y ¢ continua in a € X se e solo se per ogni intorno
V di f(a) si ha che la controimmagine f~1(V) := {z € X : f(z) € V} ¢ intorno di a in X. Se f ¢ continua
in ogni punto, diremo che & continua in X. Si ha che f & continua in X se e solo se la controimmagine di ogni
aperto e aperta, o equivalentemente se la controimmagine di ogni chiuso & chiusa.

OSSERVAZIONE 2.18. Non ¢ detto invece che se U ¢ aperto e f: X — Y & continua si abbia f(U) aperto!

Ci poniamo ora il problema di porre una topologia su X = R" che in qualche modo abbia le proprieta della
topologia usuale di R e possa essere descritta allo stesso modo. La costruzione che presenteremo ¢ valida per
spazi piu generali di R™.

Proposizione 2.19. Siano z,y € R™. La distanza euclidea di x = (21, ...,2,) day = (Y1, .., Yn) € data da:

d(x,y) = ||z —yl| =

Si ha d(z,y) = d(y,z), dxz,y) > 0 e se d(z,y) = 0 allora x = vy, inoltre se z,y,z € R™ si ha d(z,y) <
d(x,z) + d(z,y). Definiamo per ogni a € R™, r > 0:

(1) la palla aperta di raggio r centrata in a B(a,r[;={x € R": ||z —a| <r};

(2) la palla chiusa di raggio r centrata in a B(a,r] :={x € R": ||z —a| < r}.
Si prova che linsieme delle palle aperte ¢ base per una topologia su R™.

DIMOSTRAZIONE. Siano B(x1,71) € B(x2,72) due palle aperte. Sia « € B(x1,71)NB(x2,72) e proviamo che
esiste 0, > 0 tale che B(z,d,) C B(x1,r1) N B(xg,r2). Dato z € B(x,d,) si ha d(z,21) < d(z,z) + d(z,21) =
0p + d(z, 1) € d(z,22) < d(z2,2) + d(x,z2) = 6, + d(x,x2). Affinché si abbia z € B(x1,7r1) N B(x2,72) si deve
avere d(z,z1) <11 e d(z,x2) < ra, e quindi ¢ sufficiente scegliere §, < min{r; — d(z,z1),72 — d(z,z2)}. Si noti
che 1 > d(z,x1) e 9 > d(z, x2), quindi §, > 0. O

Definizione 2.20. Diremo che la successione {zy }reny di R converge a x € R™ se si ha
lim |z —z| =0.
k—-+oo
Con queste nozioni di palle e convergenza di successioni si vede che gli asserti enunciati per R rimangono
validi anche in R™, inoltre e possibile dire quando un sottoinsieme di R™ & sequenzialmente compatto:

Teorema 2.21 (Heine-Borel). Un sottoinsieme di R™ & sequenzialmente compatto se e solo se é chiuso e
limitato (per la distanza euclidea).

In R™ & possibile definire un’altra distanza:



2. ALCUNE NOZIONI DI TOPOLOGIA DI R™ 7

Definizione 2.22. Siano z,y € R™. La distanza (> di x = (z1,...,x,) da y = (Y1, ..., yn) € data da:
dgoe (z,y) == ||z = Yllee = max{|z; — ys[}-

Valgono ancora dy (x,y) = dp(y, ), de(x,y) > 0 € se dyoo (z,y) = 0 allora x = y, inoltre se z,y,z € R™ si ha
dyoo (z,y) < dyoo (x, 2) + dp (2,y). Definiamo per ogni a € R", r > 0:

(1) la palla £>-aperta di raggio v centrata in a:

By (a,7[;={z € R": ||z —allg=e <71} =21 — 101 +7[X - X]X, — 1,2, +71[;
(2) la palla €>°-chiusa di raggio r centrata in a:
By (a,r]:={x e R": ||z —allge <7} =[r1—1r,21+7] X+ X [Xf — 7,2y, + 7]

Se disegnamo le palle di questa topologia, ci accorgiamo che hanno Uaspetto di ipercubi (quadrati se n = 2,

cubi se n = 3) di spigolo 2r centrati in x. Esattamente come prima, si prova che U'insieme delle palle ¢>°-aperte
¢ base per una topologia su R™.

Ci si puo chiedere quale sia il legame tra la topologia indotta dalla distanza euclidea e quella indotta dalla
distanza £°°:

Teorema 2.23. La distanza euclidea e quella £*° su R™ sono topogicamente equivalenti, ovvero inducono
topologie equivalenti su R™.

DiMOSTRAZIONE. Ciascuna palla aperta contiene un cubo aperto ed € contenuta in un altro cubo aperto.
Pertanto dato un aperto euclideo A e un suo punto x, per definizione esiste una palla euclidea aperta centrata in
x e contenuta in A, ma tale palla contiene un cubo aperto centrato in z che, pertanto, risulta essere contenuto
in A. Pertanto dato un punto x € A, esiste un cubo aperto centrato in x contenuto in A, quindi A & intorno
nella topologia indotta da £°°. Il viceversa € analogo. In verita si puod provare che gli elementi di un’ampia
classe di distanze possibili su R™ inducono la stessa topologia (tutte le distanze provenienti da una norma). O

Una conseguenza di tale fatto, in realta equivalente ad esso, e la seguente:
Proposizione 2.24. Siano {xy}ren successione di R™ e x = (z(M,...,2(™) € R™. Allora si ha

lim ||z — z||¢= =0 se e solo se lim |z —z|| =0
—400 k—4o00

e cio e equivalente a dire che per ogni j = 1,...,n si ha lim xg) = 2Y). Pertanto una successione in R™
k—-+4oco

converge se e solo se ciascuna delle componenti degli elementi di essa converge come successione in R.






CAPITOLO 3

Lezione del giorno martedi 6 ottobre 2009 (1 ora)
Limiti delle funzioni in piu variabili

Definizione 3.1. Se (X, 7) & spazio topologico e D C X ¢ un sottinsieme di X, esso riceve una naturale
struttura di spazio topologico nel modo seguente: posto 71D = {AN D : A € 7}, la coppia (D, 7p) ¢ spazio
topologico. Si dira che 7/p ¢ la topologia indotta da X su D. Gli aperti di 7p sono intersezioni di aperti di X
con D, e se B & base per la topologia di X, I'insieme Bjp = {BN D : B € B} ¢ base per la topologia indotta.

Definizione 3.2. Lo spazio topologico (X, 7) ¢ detto:

(1) To se per ogni coppia di punti z,y € X esiste un intorno di 2 non contenente y oppure un intorno di
y non contenente z (la topologia distingue i punti);

(2) Ty se per ogni coppia di punti x,y € X esistono due aperti U e V talichez e Uey ¢ Uey e Ve
x ¢ V (i punti sono chiusi);

(3) T o di Hausdorff o separato se per ogni coppia di punti z,y € X esistono U e V aperti disgiunti con
x €U ey €V (punti distinti possiedono intorni disgiunti).

Lo spazio R™ con la topologia usuale ¢ di Hausdorff.

EsEmPIO 3.3. Si provi che R dotato della topologia per cui gli aperti sono ), Re {x € R: z > d} al variare
di d € R & uno spazio T ma non 7.
Si provi che R dotato della topologia per cui i chiusi sono (), R e tutti i sottinsiemi finiti di R & uno spazio T}
ma non T5.

Definizione 3.4. Diremo che V' ¢ intorno aperto di oo in R™ se R® \ V' & compatto.

Definizione 3.5. Sia D C R", zp € R" U {o0} di accumulazione per D. Consideriamo una funzione
f:D—R™e/leR™Uoco. Diremo che il limite per x che tende a xo di f é £ se per ogni intorno V di £ si ha
che la controimmagine f~1(V) :={z € D : f(x) € V} ¢ intorno di zg in D dotato della topologia indotta da
R™. Scriveremo in tal caso

Jim fa) =t

zeD

Passando ad una base di intorni, e suppondendo che xg € R™, £ € R™, si ha che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale
che se ||z — xo|| < d e x € D, si ha || f(x) — ¢|| < e. Scriveremo in tal caso
Jim f(z) = ¢
xzeD
intendendo
lim || f(z) —¢|| =0.
|lz—zol|—07"
xeD

Ricordando l'equivalenza delle topologie indotte da dy e da d, si ha che se £ = ({1,....,0m) e f = (f1, ., fm)

Jim f(z) ={seesolose lim f;(z)={¢, Vji=1.m
zEDO IEDO

Se xg = oo, £ € R™, si ha che per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che se ||z|| > M e x € D allora ||f(z) — | < e.
Scriveremo in tal caso

dm f(@) = ¢

€D
intendendo

lim |f(z) - €] =0.

ll]|—+o0
xT€



10 3. LIMITI DELLE FUNZIONI IN PIU VARIABILI

Se zg € R™, £ = o0, si ha che per ogni M > 0 esiste § > 0 tale che se ||z — 20| < § e x € D allora || f(z)|| > M.
Scriveremo in tal caso

A, flw) = o0

xeD
intendendo

lim [|f(2)]] = +oo.
lz—zol|—0F
zeD

Se xg = o0, £ = o0, si ha che per ogni M > 0 esiste N > 0 tale che se ||z|| > N e x € D allora || f(z)| > M.
Scriveremo in tal caso
Jim f(z) = o0
zeD
intendendo
lim [|f(z)] = +o0.
llzll—+o0
xzeD
Poiché nella topologia usuale di R™ si ha che punti distinti possiedono intorni disgiunti, se il limite esiste esso
& unico.

OSSERVAZIONE 3.6. Il precedente riconduce il calcolo del limite per x — x¢ di una funzione f : D — R™
al calcolo dei limiti delle sue m componenti, ovvero dei limiti delle funzioni f; : D — R. Pertanto ¢ possibile
restringersi allo studio dei limiti delle funzioni f : R™ — R, ossia al caso m = 1.

OSSERVAZIONE 3.7. Sia f:R? — R, (z9,%0) € R%. Calcolare

lim  f(z,y),

(z,y)—(x0,y0)
equivale, come si ¢ visto, a calcolare
lim f(z,y).

T—x0
Y—Yo

Si potrebbe essere tentati di calcolare il limite nel modo seguente:
lim ( lim f(x, y))
z—xo \ Y—Yo

ovvero prima calcolare il limite nella variabile y trattando = come una costante, ottenendo quindi una funzione
della sola z, e poi calcolare il limite in z. Simmetricamente si potrebbe anche calcolare

hm<hmf@w0

Y—Yo \T—Zo

ovvero prima calcolare il limite nella variabile x trattando y come una costante, ottenendo quindi una funzione
della sola y, e poi calcolare il limite in y. Sfortunatamente in generale si ha

M1<MHﬂam>#hm<hmf@y0

Yy—Yo xr—xo Tr—xo Yy—Yo

Esemp1O 3.8. Sia f(z,y) = 22/(2? + y?) definita in R?\ {(0,0)}.

2
lim | lim % = lim 0 = 0.
y—0 90;960 xre + Y y—0

y#0 y7#0
2

— —Yo —

a0 \yr0 Y 0

OSSERVAZIONE 3.9. Generalizzando le idee precedenti, supponiamo di avere f : D — R con D C R™. Si
potrebbe considerare una qualungue funzione continua + : [a,b] — D con a,b € R, a < b, tale che uno tra v(a)
o y(b) sia uguale a xg Si osservi che f o~ : [a,b] — R. A questo punto:

(1) se v(b) = xo cerchiamo di calcolare xli_)rrrlo f(z) calcolando invece il limite lim f o ~y(t),

t—b—
xeD
(2) se v(a) = xg cerchiamo di calcolare lim f(x) calcolando invece il limite lim+ fon(t),
=70 t—a

zeD
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Affinché il procedimento abbia successo, € necessario che i limiti

Jm fon(t), lim fo~(t),

t—a™t

rispettivamente nel primo e nel secondo caso, non dipendano dalla particolare scelta di ~.

Teorema 3.10. Sia f: D — R con D CR", ¢ di accumulazione per D. Sono equivalenti:

(1) esiste il lim f(z,y) e vale {;
zeD
(2) per ogni successione {xp}tnen € D tale che x, — ¢ si ha lim f(x,) = ¢;

(3) per ogni curva continua 7y : [a,b[— D tale che 111(171 ~v(t) =c si ha liIll)l fit)y==¢.
t—b— t—b—






CAPITOLO 4

Lezione del giorno giovedi 8 ottobre 2009 (2 ore)
Calcolo di limiti

Corollario 4.1. Sia f : D — R, D C R2. Supponiamo che (xq,yo) sia di accumulazione per D e che esista
€ >0 tale che ] —e,e[x{yo} U{xo}x] —g,e[C D. Allora se ( lim f(z,y) esiste, si ha

z,y)—(Z0,Yo0)
(z,y)€D

lim <lim f(:my)) = lim (lim f(x,y)) = lim  f(x,y),

Yy—yo \T—To z—2o0 \ Y—Yo (z,y)—(z0,Y0)
(z,y)€D

nel senso che i primi due limiti esistono e sono uguali al terzo.

EsempIO 4.2. Sia f(z,y) = 22/(2? + y?) definita in D = R? \ {(0,0)}. Per ogni m € R, z > 0 definiamo
Ym : [0,2] — D come v,,(t) = (t,mt). La funzione 7, ¢ continua (ciascuna delle sue componenti & continua
come funzione da [0, z] in R), e se ¢ # 0 si ha (¢) € D.
t2 1

tLlI}zlJr fonlt)= t1i>1(1)1+ f(t,mt) = tLH(I)l* 2+rm2 1+m?

Il valore di questo limite dipende dalla scelta di m e quindi dalla ~,,. Pertanto il limite non esiste.

OSSERVAZIONE 4.3. Si osservi che, ad ogni modo, potrebbe capitare che esista il limite sulle semirette ~,,
per ogni m, e sia indipendente dalla scelta di m, tuttavia il limite di f non esista. Cio avviene perché le rette
Ym sono solo una tra le molte scelte possibili di funzioni continue il cui valore ad uno degli estremi sia
Porigine.

EseMPIO 4.4. Sia f(z,y) = L7 esia D =R\ {(0,0)}. Scelta ~,,(t) = (¢, mt), si ha:

fljyz
24y

. . . mt3 . mt
fim fro(t) = Jimy £(t,mt) = T - rapmrrr i gy R

indipendentemente dalla scelta di m. Tuttavia se scegliamo v, (t) = (¢2,t), si ha:
¢ 1
lim f oy, (t) = lim f(#?,¢) = lim —— = —
=0’ 't =0’ T T S0t 4 d T 2
mentre se scegliamo v_(t) = (t2, —t), si ha:
lim f o y_(t) = lim f(t2, —t) = li ! L
1um f o 7y_ = lim —t)=1lm — = ——
el 27 t—0" t—0 ¢4 + ¢4 2’
Questi ultimi due limiti sono diversi, quindi f non ha limite per (z,y) — (0,0).

Proposizione 4.5. Sia f: D — R™ con D C R"™, ¢ di accumulazione per D. Si ha che f & continua in c
se

lim [ f(z) = f(e)]| =0,

r—c

x€D
o equivalentemente se per ogni j = 1,...,m si ha

lim f;(z) = f;(c),

xr—cC

rzeD
essendo f = (f1,..., fm)-

OSSERVAZIONE 4.6. Nello studio dei limiti in R? alcuni cambiamenti di coordinate possono semplificare il
problema.

13
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Definizione 4.7. Sia (x,y) € R. Poniamo = = pcosf, y = psinf. Tale trasformazione & invertibile in
R2\ {0} e p = \/22 + y2. Si ha che |(z,y)| = p, pertanto se f : D — R, D C R? & una funzione e (0,0) ¢ di
accumulazione per D, si ha

lim f(z,y) = lim f(pcosB, psinb),
(z,y)—0 p—>0Jr
(z,y)€eD (pcosB,psinf)eD

se 'ultimo limite non dipende da 6. Con cio0 si intende che se esiste il primo limite, allora esiste il secondo, che
non dipende da 6, e i due sono uguali. Viceversa, se esiste il secondo limite ed e indipendente da 6, allora esiste
il primo e i due sono uguali.

Esercizio 4.8. Si studi la continuita della funzione definita in R?

Fla.y) = {sin (arctan ), se x # 0;

0, se x = 0.

SVOLGIMENTO. Nei punti (z,y) con z # 0 la funzione ¢ continua. Studiamo la continuita in (0, 0). Passando
in coordinate polari si ha
lim  sin <arctan Q) = lim sin (arctantanf) = sin
x

(z,y)—(0,0) p—07F
x

Tale limite dipende da 6, quindi f non & continua in (0,0). Consideriamo ora (0,7) con g > 0.

lim z,y) =0
(x7y):>(50737)f( v)

pero
lim z,y) = lim f(z,y)=1
(m,y)—»(og)f( y) = lim f(z,7)
z>0,y=y

quindi il limite non esiste nei punti (0,7) con § > 0. D’altra parte se consideriamo (0, %) con § < 0 si ha

lim z,y) = lim f(x,y)=—1
@,y)_»(o,g)f( y)= lim f(z,7)
z>0,y=y

e quindi come prima si conclude che il limite non esiste nemmeno nei punti (0,%) con § < 0. In definitiva, f
non ¢ continua nei punti (x,y) con z = 0.
Esercizio 4.9. Sia A =]0, 400[x]0, +0c0[. Definiamo f: A — R:
2 _ 2
4 —y° + 2xy
f@y) = 55—
Yy +3zy+x

Dire se esiste il limite:

lim z,Y).
G f(z,y)
(z,y)€A

SVOLGIMENTO. Se poniamo x = y, otteniamo ’espressione:
2
Jla) = =
2?4+ 3z+zx 4dox+1
che tende a 0 per x — 0. Pertanto se il limite esiste, esso ¢ 0. Un calcolo fatto ponendo y = ma o x = my
ci porta ad un’espressione infinitesima, confermando I'impressione iniziale. Tuttavia cio non basta per poter
concludere che il limite esiste e vale 0.

Dato che le posizioni y = mz e z = my non ci danno informazioni (primo ordine), poniamo pertanto x = my?,
m > 0 (secondo ordine).

m2y* — y? + 2my?

y? + 3my3 + my?

m2y? — 1+ 2my
14+ 3my+m

fmy?,y) =

Percio:
lim f(my?,y) = ———
y—07F ’ 1+m
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Tale limite dipende da m > 0, pertanto il limite

lim x,
(z,y)—0,z,y€A J(z.)

non esiste. L’esercizio ¢ concluso.
Esercizio 4.10. Sia o > 0 e si consideri la funzione:

[sin(zy) — zy|®

(IQ +y2)3 se (x,y) 7& (070)a

fla,y) =
0 se (z,y) = (0,0).
Determinare i valori di « per cui f & continua in (0,0).

SVOLGIMENTO. Determiniamo 'ordine di infinitesimo di sin(zy) — 2y nel modo seguente: cerchiamo 3 > 0
che renda finito e non nullo il limite

. sin(s) —s
il—{% sP
Applicando due volte la regola de I’'Hopital si ha
. sin(s)—s . cos(s)—1 — sin(s)
lim ————=1lm ——F—— =lim ——+%2—
it RRE S0 BT TSSO (B — 1)
e tale limite & finito e non nullo solo se § — 2 =1, ovvero § = 3. In tal caso si ha:
. sin(s)—s 1
R

Osserviamo a margine che i valori & < 0 non risolvono il problema, infatti se & < 0 si ha per (z,y) — 0
| sin(zy) — xy|® 1
(@ +y?)?  — (2*+y?)?

e 'ultimo termine diverge.
Sia ora o > 0:

3
. . |sin(zy) — wy|>a |zy|> 1 B
lim z,y) = lim = — im
(,9)—(0,0) fz-9) (,9)—(0,0) ( lzy® (2 4+942)% 6% | (z.)—(0.0) 22 432
(z,y)#(0,0) (2,y)#(0,0) (z,y)#(0,0)

Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |xy| < %(;v2 +y?), pertanto

lzy|”
Oé x2+ 2
Y

Se a > 1, il termine di destra ¢ infinitesimo e si ha:

1 _
S 2704(‘%2 +y2)a 1.

lzy|* ) .
=0, da cui lim z,y) = 0= f(0,0),
(z,y)—(0,0) 2 + 2 (2,5)—(0,0) f@y) 10,9
(2,4)#(0,0) (z,y)#(0,0)

e dunque se a > 1 si ha che f & continua. Supponiamo ora a < 1 e poniamo y = mz. Si ha

jayl® _ mlo [of

$2+y2 m2+1 I‘Q

3

se a < 1 il limite per z — 0 & 400, altrimenti se « = 1 & |m|/(m? + 1) quindi dipendente da m. In ambo i casi
si ottiene che f non & continua. Quindi f & continua se e solo se o > 1.
Per studiare il limite € possibile anche passare in coordinate polari:

« 2 o . Ol
“ry| _ : |p Sln0C050| _ lim i 2a—2|sin29‘a
22 L 2 = L 9af :
(@y)—0.0) 22 + 3% 0 P Py
(z,y)#(0,0) x=p cos 6 r=pcosf
y=psin O y=psin 0

e il limite & nullo solo se @ > 1, non esiste (dipende da ) per a = 1, e vale addirittura +co per 0 < a < 1le
0 ¢ {0,7/2,7, 3m/2}.
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Esercizio 4.11. Calcolare il seguente limite:

- 1 — cos(zy)
lim _ - PRI
(z,y)—(0,0) log(1 4+ 22 + y?)

SVOLGIMENTO. Ricordando i limiti fondamentali del coseno e del logaritmo, si ha:

hm 1mCos@y) @4y (ey)? 1 (@y)? 1 pleos’fsin®d
538 ()2 log(l+ 22 +¢2) (22 +92) 2 5:8 @2+ 42) 2 poo+ P2



CAPITOLO 5

Lezione del giorno martedi 13 ottobre 2009 (1 ora)
Ancora sul calcolo di limiti e topologia

Esercizio 5.1. Si studi 'esistenza dei seguenti limiti, e in caso affermativo 1i si calcoli:

) y?logx sin(z? + y?)
(z,9)—(1,0) (x —1)2 +y (z.y)—(0,0) 22 +y
: 2 2 3 2
3 SEHP) 4 fm DTS
(z,y)—(0,0) Z2Y* +y (z,y)—(0,0) T +y
. zy(z® — y?)
5. lim arctan(y/x 0. _
(z4) =007 /) (zy)—(0,0) 2 +y?
om Y 8. hm MV
(@.9)—(0,0) \/x2 + Yy + Y2 (2,9,2)—(0,0,0) = + Y
2 2\2
1
0. lm AV 0. lim  —
‘(1;yvz)|_‘+oo x + z \(a;,y@)\—)—&-oo Tz

11 lim ety 22— 43y —2 12 lim 4P+ - oy —x+4

|(z,y,2)|—+o00 |(z,y,2)|—+o0

SVOLGIMENTO.

(1) Si trasli il problema in (0,0) e si usi il limite fondamentale del logaritmo. Il limite ¢ 0.
(2) Si passi in coordinate polari, il limite & 1.

(3) Si raccolga y? al denominatore e si passi in coordinate polari osservando che il dominio eslude 1’asse
y = 0. Il limite ¢ +o0.

(4) Siricordi il limite fondamentale del seno al numeratore, e poi si passi in coordinate polari. Il limite ¢ 0.
(5) Si usi la maggiorazione arctan o < /2. 1l limite & 0.
(6) Si passi in coordinate polari, il limite & 0.

(7) Si passi in coordinate polari. Si osservi che per nessun valore di 6 il denominatore si annulla. Il limite
e 0.

(8) Si consideri il modulo della funzione. Ricordando che 2% +y? > 2|zy| si conclude che esso & maggiorato
da |z|/2. Il limite ¢ 0.

(9) Si verifichi il limite sulle curve (¢,0,0) e (0,0,¢). Il limite non esiste.
(10) Si verifichi il limite sulla curva (t,t,t) e (¢71,¢,¢71). 1l limite non esiste.

(11) Si scriva la funzione come somma di tre funzioni di una sola variabile. Tali funzioni sono tutte infe-
riormente limitate e tendono a 4o se la loro variabile tende a +o00. Se |(x,y, z)| — 400, almeno una

17
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delle variabili in modulo tende a +o00, la somma tende a +oo.

(12) Si verifichi il limite sui percorsi (¢,0,0) e (t,t2,t?), per t — 4oc. Il limite non esiste.

Esercizio 5.2. Determinare per quali valori di n € N\ {0} si ha :
i aly[
im 5 5 =
(@)= (0,0 22 +y* + [y
SVOLGIMENTO. Il denominatore ¢ sempre maggiore di |y| per cui in modulo la funzione ¢ maggiorata da

lz||y[*/"=t. Se n = 1, il limite & nullo, altrimenti per n > 2 verificando sui cammini (t) = (t,t?) si ottengono
limiti diversi, ossia 1/2 per n = 2 e 400 per n > 2.

Esercizio 5.3. Determinare per quali valori di o € R si ha:
—‘y|ae_y2/w2 =0
(zy)—(0,0) T
SVOLGIMENTO. In coordinate polari, si ha
[ y)] = p s 01! [tan 0] e =70 < Mp Y,

dove M = max;er{|t|e=*"}. Tale max esiste perché ¢ — |tle*" & continua e infinitesima all’infinito. Per a > 1
il limite ¢ nullo, altrimenti non lo & (si verifichi sul cammino (t) = (t,¢), il limite ¢ e "' sea=1e 0o se t < 1.

Esercizio 5.4. Si cacolino interno, chiusura e frontiera dell’insieme E C R? definito da E = {(z,y) € R? :
2? 4 cos(y) > 1}.

SVOLGIMENTO. Posto f(z,y) = * 4 cos(y), si ha E = f~!(]1, +00[), pertanto per la continuita di f si ha
che E ¢ aperto quindi coincide con il suo interno. La chiusura di E ¢ data da E = {(z,y) € R? : f(x,y) > 1} e
la frontiera ¢ data dai punti con f(z,y) = 1.

Esercizio 5.5. Sia (X, d) spazio metrico e sia {z,, }nen successione in X convergente a z € X. Si provi che
E ={x,: n € N}U{z} & chiuso.

SVOLGIMENTO. F ha un solo punto di accumulazione, cioé z, e lo contiene. Dunque ¢ chiuso.
Esercizio 5.6. Sia (X, d) spazio metrico e sia E C X. Allora F = {z € X : inf{d(z,y) : y € E} = 0}.

SVOLGIMENTO. Posto dg(z) = inf{d(z,y) : y € E}, supponiamo per assurdo che = € F e dg(z) > 0. Ma
allora esiste un intorno di z interamente contenuto in X \ F pertanto = ¢ E. Supponiamo ora per assurdo che
dp(z) =0 e x ¢ E. Ma allora esiste un intorno di x interamente contenuto in X \ E. In particolare esiste
una palla di raggio 6 > 0 centrata in x non contenuta in E pertanto dg(z) > § > 0, assurdo contro 'ipotesi

OSSERVAZIONE 5.7. (intermezzo leggero) Per mostrare efficacia e potenza della topologia, riportiamo il
seguente aneddoto tratto da Lion Hunting and Other Mathematical Pursuits, di Ralph P. Boas Jr.

Il problema che ci si pone ¢ il seguente:

“Nel deserto del Sahara ci sono leoni. Descrivere un metodo per catturarne almeno uno.”

Una delle soluzioni proposte é:

Poniamo sul deserto la topologia leonina secondo cui un insieme & chiuso se e solo se & tutto il deserto, il vuoto
oppure se non contiene leoni. L'insieme dei punti dove ci sono i leoni & denso in tutto il deserto per questa topologia.
Per densita, se mettiamo una gabbia aperta, essa contiene almeno un leone. Pertanto basta chiuderla rapidamente.
Invito i lettori a verificare la correttezza del ragionamento. Osservando che, con minime variazioni riguardanti

la natura della gabbia, potete utilizzare questo metodo per catturare anche soggetti piu interessanti di un leone,
in ambienti pit attraenti di un deserto, ritengo di aver fornito un buon incentivo allo studio della topologia.



CAPITOLO 6

Lezione del giorno giovedi 15 ottobre 2009 (2 ore)
Successioni e convergenza uniforme

Definizione 6.1. Sia D C RY. Data una successione {f, }nen di funzioni f, : D — RM e una funzione
f: D — RM. Diremo che:

(1) la successione {f,}nen converge puntualmente a f o che f & limite puntuale di {f,}nen se per ogni
z € Dsiha lim f,(z) = f(z), o equivalentemente lim || f,(x) — f(x)| = 0.

(2) {fn}nen converge uniformemente a f o che f & limite uniforme di {f}nen se
lim ||fn — flleo =0 0 equivalentemente lim sup || fn(z) — f(z)| = 0.

OSSERVAZIONE 6.2. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza uniforme implica la convergenza puntuale, il viceversa non ¢ vero.

(2) 1l limite uniforme di funzioni continue definite su un intervallo chiuso e limitato di R a valori in R &
una funzione continua, mentre se il limite € solo puntuale questo in generale non & vero.

(3) La definizione di convergenza uniforme pud essere scritta anche in questo modo: esiste una successione
{an}nen di numeri reali tale che a,, — 0 ¢ |f,(z) — f(x)| < a,, per ogni z € D.

(4) L’insieme D gioca un ruolo fondamentale nella definizione di convergenza uniforme, nel senso che posso-
no esistere successioni di funzioni convergenti puntualmente ma non uniformemente in D e convergenti
puntualmente e uniformemente in un insieme D’ C D.

(5) Se le funzioni f,,, f sono sufficientemente regolari (almeno C1), si pud cercare di determinare il sup
che compare nella definizione di convergenza uniforme mediante lo studio delle derivate della funzione
|fn — f| (se essa & regolare).

—:ct

n
Esercizio 6.3. Si consideri la successione di funzioni f,, : R — R definita da f,(z) = / dt. Si provi
1

1+12
che le f,, sono tutte continue e si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione.

SVOLGIMENTO. Proviamo che le funzioni f,, sono continue. A tal proposito dobbiamo verificare che per
x,n fissati si ha lim |f,(y) — fn(z)| = 0. Scriviamo y = x + h. Si ha allora:
y%.’l)

—(z+h)t n xt
[fn(y) = fu(@)] = [fulz +h) = fu(z _V 12 dt_/l e dt’

n —xt(,—ht _ n| —xt(,—ht _
_ / e e 1) at| < / e (e 1)
) 1+ 2 . 1+¢2

n ,—xt|,—ht n ,—uxt —ht
1 1—
_ / e 1y / e = e
1 14 ¢2 ] 142
(1) supponiamo h > 0. Si ha che |1 —e | =1 —e " perché t > 0 e h > 0 quindi e~"* < 1. Si ha allora:

n e—mt _e—ht
nl) — fule >\_/1 M=)

Distinguiamo due casi:

14 ¢2

Consideriamo a questo punto la funzione s — 1 —e™® per s > 0. Si ha che 1 —e™ < s per s > 0.
Infatti consideriamo w(s) = (1 —e™®) —s. Sihaw(0) =0e w'(s) =e* —1 < 0se s> 0, quindi la
funzione w & strettamente decrescente e pertanto w(s) < w(0) se s > 0. Cid vuol dire 1 —e™* < s per

19
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s > 0. A questo punto, poniamo s = ht e utilizziamo questo fatto per ottenere
n efmt(l o efht) n 7mtht ,Itt
— < ———dt < s dt=nh
) = flo) < [ s [ J==

Dato che z,n sono fissati, la funzione integranda € una funzione continua come funzione di ¢ nell’in-
tervallo limitato [1,n], pertanto assume il suo massimo M = M (z) nell'intervallo [1,n], quindi

|fo(y) = fulz h/ mtﬁ<h/<Mﬁ hM(n —1)

Il termine di destra tende a zero per h — 0.
(2) Supponiamo ora che h < 0. Si ha che |[e™" — 1] = e™" —1 = ¢el™* — 1 perché h < 0 e t > 0 quindi

e~ > 1 Si ha che
lhlt _ 1
lim S - —1<2
[hlt—0  |h|t

e quindi per |h|t sufficientemente piccolo si ha e!?* — 1 < 2|h|t, utilizziamo questo fatto per ottenere
n e—mt|e—ht _ 1‘ n —th‘hlt —wtt

— < ———dt < dt =2|h
- < [ e [ 5 [

ed esattamente come prima si ottiene che il termine di destra tende a zero per h — 07.

Quindi si ha in entrambi i casi }llin% |fn(z+h) — fo(z)] =0, e quindi le funzioni f, sono tutte continue.

Studiamo ora la convergenza puntuale. Fissiamo x € R. La funzione integranda che compare nella definizione
delle f,, & positiva, pertanto il suo integrale su [1,n] &€ minore del suo integrale su [1,n + 1], quindi la successione
{fn(2)}nen € monotona crescente per ogni x fissato. Andiamo a distinguere due casi:

efzt B ef:vt
—— tende a +00 se t — 00, in particolare esiste ¢t > 1 tale che —— > 1.
T2 P 142

Ma allora si ha per n > t:

n efzrt t —xt n efmt
@) = fol@) = [ S dt = di+ [ S at
ol =) = [t = [ s [

t e—J;t n t e—J;t
> dt ldt = ——dt —t).
_/1 1+142 +/t /1 1+¢2 +n=1)

L’ultimo termine diverge a 400 per n — +o0o, quindi f,(z) non converge puntualmente se z < 0.
(2) Se & < 0, osserviamo che e~*" < 1, pertanto

(1) Se x < 0 la funzione ¢ —

o1 O S R
) < ——dt =arctann — — < — — — = —,
‘M)_A1+ﬂ 472 4 14
quindi la successione f,(z) & monotona crescente e superiormente limitata, pertanto essa ammette

limite.
Si ha dunque convergenza puntuale solo per z € [0, +oco[. Indichiamo con
oo e—mt
= —dt
f(@) /1 1+¢2

il limite puntuale delle funzioni f,.

E’ ovvio che in nessun sottoinsieme di R che non sia contenuto in [0, +oo[ puod esservi convergenza uniforme:
infatti nei sottoinsiemi dove vi fosse convergenza uniforme necessariamente deve esserci convergenza puntuale.
Studiamo la convergenza uniforme in tutto [0, +oo[:

@) — fulo) |/°°6_M dt / d| /OO <™ et
T) = Inl\T)] = - = ——dt < — — arctann,
R ER L 1+ 2

dove si e levato il modulo perché f,(z) < f(z) per ogni x, in quanto la successione ¢ monotona e si & sfruttato
il fatto che e* < 1 se @ < 0. Si ha allora:

sup | f(z) = fu(z)] < T_ arctann,
z€[0,4+00[ 2
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il termine di destra tende a zero, quindi la convergenza & uniforme su tutto [0, +oo].

Esercizio 6.4. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni f, : R? — R

2™(x +
definita da f,(z,y) = 1 +n2(n(x2zﬁy 2y’

SVOLGIMENTO. Si ha convergenza puntuale di f,, alla funzione f(z,y) = 0 identicamente nulla su tutto R?,
infatti f,,(0,0) = 0, quindi lim,_,~ f»(0,0) =0 e se (z,y) # (0,0) si ha:
1 |z +vy
e il termine di destra tende a zero se n — oo. Nella maggiorazione si & sfruttato il fatto che 1+ n2"(z? +y?) >
n2"(x? + y?), pertanto

1 1
1+ n2n(x2? + y?) < n2n(z? + y?)’

Se la successione f,, convergesse uniformemente, il suo limite uniforme dovrebbe coincidere con il limite puntuale,
e quindi essere la funzione f identicamente nulla. La forma delle funzioni f,, ci suggerisce un passaggio in
coordinate polari. Calcoliamo pertanto:

sup | fu(@y) = fl@y)l = sup [fa(@,y)] = sup - |fu(pcosd, psind)]

(z,y)ER? (z,y)ER? p=0
0e(0,27]
on
= sup Hnigan|COSG+Sin6|
>0
06?6,277]

D’altra parte & noto o dovrebbe esserlo! che |cosf +sinf| < /2 e i 6 € [0,2n] che realizzano 1'uguaglianza sono
01 = /4 e 03 = 5 /4. Percio

. 27/2p 2"%p
su n(pcosf, psinf)| = su =V2sup ——L
i [fnlp psind) o2 1 +n2mp? boo L+ n2np?

0€0,27]

Studiamo ora la funzione F, : [0, +oo[— R, F,(p) = . Siha F,(0) =0, lim F,(p)=0ce

1+n2" p—r+o0
Fl(p) = 24
" (2rnp? + 1)

che si annulla in un unico punto p, = 1/v/n2™. Tale punto & un punto di massimo assoluto per la funzione F,,
quindi:
V2 Vo
sup |fn(pcosf, psinf)| = V2F, =V2——
>0 | n(P P )| n(pn) 2W
0€[0,27]
L’ultimo termine tende a 400 per n — 00, quindi non si ha convergenza uniforme su tutto R2.
Per determinare gli insiemi dove si ha convergenza uniforme, osserviamo che I’insieme dei punti di massimo:
{(pn cos by, pysinby), (pn cosba, p, sinby)}

ammette (0,0) come unico punto di accumulazione.
Cerchiamo quindi di provare che vi & convergenza uniforme nei complementari degli intorni di (0,0). Possiamo
limitarci ai complementari delle palle centrate in (0,0) di raggio p > 0. Con calcoli analoghi ai precedenti, si ha

sup [fn(@,y) = f(2,9)] = sup |fu(z,y)| = sup |fu(pcost,psind)]
(z,y)ER\B((0,0),p) (z,y)ER\B((0,0),p) >p

2"V2p

p>p
0€[0,27]

28up ———— = V2sup F(p)
p>p L+ n2mp p>p
Iper provarlo, consideriamo la funzione g(6) := cos@ + sinf su [0, 27], deriviamo e annulliamo la derivata, si ottiene 0 =

—sinf + cos 0 da cui, posto 6 # 7/2,3/2m, si ottiene tanf = 1, le cui soluzioni sono 61 = /4 e 02 = 57/4; si ha

lg(61)] = l9(62)| = V2 > 1 = |g(n/2)| = |g(3n/2)| = |9(0)| = |g(2n)|
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La funzione F), & decrescente su [p,,, +0o[ perché p, € il suo unico punto di massimo assoluto e relativo. Per n
sufficientemente grande, si ha p, < p, quindi la funzione F, ¢ decrescente in particolare su [p, +oo[, e quindi
F,(p) > F,(p) per p > p. Ma allora:

o 1fale) — f@p) = VEsup Y2

(z,y)ER\B((0,0),p) p>p 1 +n2mp?

— VaF(p) = VL

1+ n2np?
e il termine di destra tende a zero (si vede direttamente oppure ricordando che esso & |f,(pcosfy, psinf)|, e

tende a zero per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza uniforme su ogni chiuso di R non contenente
lorigine.
Esercizio 6.5. Si studi la convergenza puntuale ed uniforme delle seguenti successioni di funzioni:
(1) folz) = nze ™ f, 'R —R.
(@) Jo@) = {75 fa iR R
(3) Julw) =

= 15z fn: [0,1] — R.
(4) folz) = (2% —2)", fn:[0,1] = R.

SVOLGIMENTO.

(1) fissato = € R, si ha che |f,(x)| tende a zero per n — oo, quindi si ha convergenza puntuale alla
funzione nulla f(z) = 0 su tutto R. Se f, convergesse uniformemente, il suo limite uniforme dovrebbe
coincidere con il limite puntuale e pertanto essere la funzione identicamente nulla. Calcoliamo f/ (x) =
ne—n?z?(1 — 2n2?), tale derivata si annulla per ;7 = 1/nv2 e x; = —1/nV/2.

1 _
sup | fu(@) — f(2)] = sup | fula)] > |F(2)] = —=e2.
z€eR zeR \@

Il membro di destra non tende a zero per n — 400, quindi non c¢’¢ convergenza uniforme su tutto R2.

L’insieme dei punti stazionari di f,(z) ammette 0 come punto di accumulazione. Cerchiamo di vedere

se si ha convergenza uniforme nel complementare di una palla centrata in 0, ovvero su un insieme

{z : |z| > €} per e > 0. Osservando che |f,(z)| = |fn(—2)|, si ha:

sup |fn(z) — f(2)| = sup [fn(z)].
|z|>e |z|>e
Per n sufficientemente grande, si ha z}, z, €] —¢,¢[, e quindi |f ()| > | f(x)| per ogni |z| > ¢ (il lettore
¢ caldamente invitato a fare un disegno per chiarirsi le idee: la funzione |F| assume i suoi massimi in
x}, 2, quindi & crescente in | — oo,z [ e decrescente in ]z, +oo[. Si ha allora:
sup | fn(z) = f()] = |fu(e)],
lz[>e
e 'ultimo termine tende a 0 per convergenza puntuale, quindi si ha convergenza uniforme in ogni
chiuso di R non contenente I'origine.

(2) Si ha che f,,(0) = 0 e che se x # 0 allora | f,,(x)| tende a zero per n — oo, quindi si ha convergenza
puntuale alla funzione nulla f(x) = 0 su tutto R2. Derivando le f,,, e ponendo tali derivate uguali a
zero si ottengono due punti stazionari ¥} = 1/n e x, = —1/2. Si ha che |f,(z) — f(x)| = 1/2, in
particolare & non nullo, quindi non c’¢ convergenza uniforme. Le successioni di punti stazionari hanno
0 come punto di accumulazione. Si ha con i medesimi ragionamenti dell’esercizio precedente che vi e
convergenza puntuale in ogni chiuso non contenente 0.

(3) Siha f,(0) =0eperz#0, fo(x) tende a 1 per n — +oco0. Quindi le funzioni continue f,, sul compatto
[0, 1] convergono puntualmente alla funzione discontinua f definita da f(0) = 0e f(z) = 1 se x €]0,1].
Cid esclude che vi possa essere convergenza uniforme su [0,1]: in tal caso f dovrebbe essere continua.
Proviamo che si ha convergenza uniforme in ogni insieme del tipo [e,1] con € > 0. Infatti si ha:

sup | fn(x) — f(x)| =sup|fn(x) — 1| = sup
up (@) = £(@)] = sup (o) 1] = mpl =
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che tende a 0 per n — +oo.
(4) Si ha 2?2 — 2 < 1/2 per ogni = € [0,1], quindi |f,(z)] < 1/2" — 0 per ogni = € [0,1] e quindi di ha
convergenza puntuale ed uniforme alla funzione nulla.






CAPITOLO 7

Lezione del giorno martedi 20 ottobre 2009 (1 ora)
Serie di funzioni

Definizione 7.1. Sia I =]a,b[ intervallo di R. Data una successione {f,}nen di funzioni f, : I — R,
consideriamo la nuova successione di funzioni {s, }nen definita da

n
§=0
Le funzioni {s, }nen sono dette somme parziali della serie di funzioni Z(;io fn(x). Sia s : I — R una funzione,

diremo che la serie Z fn(2):

=0
(1) converge puntualmente a s o che s & limite puntuale della serie se per ogni « € I si ha lim s,(z) =
n—oo
s(x), o equivalentemente lim ||s,(z) — s(z)|| = 0. In altre parole, se per ogni x € I fissato si ha
n—oo

n
nlgr;oz_%fn(x) = s(x)
(2) convejrgye uniformemente a s o che s & limite uniforme della serie se lim ||s,, — $locc = 0.
(3) converge totalmente a s se vi converge puntualmente ed esiste una suTchTa;Zione di numeri reali {a, }nen
tale che |fn(z)] < a, perognineN,ze€le)  ja,=0
OSSERVAZIONE 7.2. Ricordiamo i seguenti fatti:

(1) La convergenza totale implica quella uniforme, la convergenza uniforme implica quella puntuale.
Nessuna delle due implicazioni opposte € vera.

(2) Data una serie di funzioni {f, }nen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di R a valori
in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora la funzione s & continua in 1.

(3) Data una serie di funzioni { f,, }nen continue definite su un intervallo I chiuso e limitato di R a valori
in R, se tale serie converge totalmente ad una funzione s, allora

| stwyae = i | h@as.

ovvero la serie si dice integrabile termine a termine.

e*ﬂﬂ?

e si provi che converge puntualmente in ]0,4o00[ e che la

oo
Esercizio 7.3. Si consideri la serie g
e n-+x

convergenza ¢ totale in |c, +00[ per ogni ¢ > 0. Si provi che la convergenza non & uniforme in ]0, +o0][.

SVOLGIMENTO. Per x < 0 fissato si ha che il termine generale diverge, infatti se n > |z|

2
—nx n
e

>
n+x -~ 2n

— 400.

Se x = 0, il termine generale diviene 1/n, quindi la serie diverge.
Sia z > 0, applicando il criterio del rapporto si ottiene:

e—(n+1)w
. . 1
ntltz o MFT Tt <
e "F n+x+1 1—|—n+l_
n—+x

25
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pertanto la serie converge puntualmente per ogni x > 0.
Sia ora ¢ > 0 fissato e calcoliamo il sup del termine generale

e y ___ml—l—ng—i—nx
fn(x)_n+z7 fn(:l?)— e (n+x)2
Quindi f/(z) =0 per x = —(1 +n?)/n < 0, e la funzione f,(z) & decrescente su [c, +oc[. Si ha allora che
sup | fn(2)] = fu(c),
z€]e,+oo[

e quindi
o0

> s (@] = fule)
n=0

n—0 z€]e,+oo

e l'ultimo termine converge per la convergenza puntuale. Quindi si ha convergenza totale su |c, +00].
Verifichiamo che la convergenza non & uniforme su 0, +oo[. Per ogni M > N si ha:

) _ N _ 9] _ M _
sup E — E = sup E > sup g
n+ax n+x n+x n+x
z>0 n=0 + n=0 + z>0 n=N + z>0 n=N +
Valutiamo I’espressione lungo una successione {z;},en con z; — 07:
M M o M
e nr . e ’ﬂfl’] 1
sup Z m > lim Z n = Z —1.
n+ax j—o00 n+x, n
z>0 n=N J n=N J n=N

Poiché la serie Y7 % diverge a +o00, esiste M > 0 tale per cui ZT]Y[:N % > N, da cui
n+x n+x
n=0

n=0

sup >N

>0

Pertanto al limite per N — oo si ha +00, che prova come non vi sia convergenza uniforme in ]0, +o00][.

o0
n
Esercizio 7.4. Data la serie E R dimostrare che converge puntualmente e totalmente in [0, +o0].
nd 4+
n=1

SVOLGIMENTO. Il termine generale ¢ maggiorato dalla funzione 1/n? su [0, +o0|, pertanto

e
g sup
n=1 x>0

+oo

SZ%<+OO,

n=1

n
n3 4+

da cui la convergenza totale.

oo
. . . n+x . .
Esercizio 7.5. Data la serie E R dimostrare che converge puntualmente in [0, +oo] e totalmente sui
nd +x
n=1

compatti di [0, +oo[. Provare che la convergenza non & uniforme su [0, +00[.

SVOLGIMENTO. Sia K compatto di [0, +o0, esiste R > 0 tale che B(0, R) D K. Si ha allora:

[e'e] —+o0 —+o0 ()

n+x n+ R 1 1
ngg e S — 2t R < oo,
n=1 n=1 n=1 n=1

cio prova la convergenza totale sui compatti di [0, +00[ e quindi la convergenza puntuale su [0, +oc0[. Proviamo
che la convergenza non € uniforme su [0, +o00[:

> n—+x N n—+x
ZnS_inZnS_i_x

n=1 n=1

sup
x>0

= sup
x>0 | "
n=

Valutando il sup su una successione x; che tenda all’infinito, si ha:

2N 2N
S IR
n=N

n+ux
z;vn3+m

n=

sup
x>0

e l'ultimo termine diverge.
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X —nyz
- . € . .
Esercizio 7.6. Data la serie g ———, dimostrare che converge totalmente in [0, +ocl.
o+l

SVOLGIMENTO. Si ha:
e~V
n?+1

o0
Z sup

n=1 20

=1
< — <
<D 5 <too
n=1
da cui la tesi.

o0
Esercizio 7.7. Data la serie E log (1 + %) dimostrare che converge puntualmente in [0, +oo] e totalmente
n
n=1
sui compatti di [0, +oo[. Si provi che

/Olilog(H;) :i [(1+n2)log(l+n12> 1}

n=1

SVOLGIMENTO. Osserviamo che per ogni s > 0 si ha log(1+s) < s, infatti considerata g(s) = log(1+s) —s

si ha g(0) =0 e ¢'(s) = 1is —1<0ses>0. quindi g(s) < g(0) < 0 per ogni s > 0. Si ha quindi se K &
compatto:

= T =1

Z sup |log (1—&——2)‘ < sup |:E|Z—2 < +00,

1 T€EK n zeK M

perché K e limitato. Cio porge la convergenza totale sui compatti. Pertanto la serie risulta integrabile termine
a termine sul compatto [0, 1] e si ha:

1 " 1+1/n? 11 /n?
/ log (1 + ﬁ) dr = 712/ logy dy = n*[ylogy — ZJ]Z;1+ "
0 1

o, 1 1 1
=n 1+ﬁ log 1+ﬁ —l—ﬁ—i-l ,

che prova l'uguaglianza richiesta.






CAPITOLO 8

Lezione del giorno giovedi 22 ottobre 2009 (2 ore)
Differenziali per funzioni di piu variabili

Proposizione 8.1 (Continuita di applicazioni lineari tra spazi normati). Siano X, Y spazi normati. T :
X =Y applicazione lineare. Allora T' é continua se e solo se esiste £ > 0 tale che:

[Tzlly < £|lzx-.
Inoltre la minima costante £ per cui tale disuguaglianza vale é:
¢ =sup{||Tally : lellx <1} =sup{|Tally : llx = 1}.

Tale costante si indica anche con ||T||z.
Denotato con L(X,Y) lo spazio delle funzioni lineari e continue da X in'Y, si ha che lo spazio (L(X,Y),|-|lz)
e normato.

Definizione 8.2 (Derivata direzionale). Siano X e Y due R-spazi normati, D aperto di X, f: D — Y una
funzione, v € X un vettore di X tale che |ju||x = 1. Sia p € X e supponiamo che esista il seguente limite:

o L0+t = )

t—0,t£0 t

=veY.

Allora v prende il nome di derivata di f in p nella direzione u e si indica con uno dei seguenti simboli:
of

= —(p) =D, =0y .
5y P) f(p) = 0uf(p)

Se X =R"™ e u = e; & l'i-esimo vettore della base canonica, allora D, f(p) = D; f(p) & l'i-esima derivata parziale
di f in p. Se una funzione e assegnata mediante le sue coordinate, le sue derivate parziali si calcolano derivando
rispetto alla variabile voluta, trattando le altre come se fossero costanti.

v

Definizione 8.3 (Differenziale). Siano X e Y due R-spazi normati, D aperto di X, p€ D, f: D — Y una
funzione. Sia T : X — Y lineare e continua. Diremo che f & differenziabile in p e che il differenziale di f in p &

T se vale:
_ —T(x —
@)~ ) =T )y
T—p I = pllx
11 differenziale di f in p se esiste & unico e si indica con T' = f’(p) = Df(p), inoltre se f & differenziabile in p
allora & continua in p. Si ha Df(p)u = 0, f(p) €Y.

=0.

OSSERVAZIONE 8.4. Se X = R", Y = R™, il differenziale in p & un’applicazione lineare da R™ a R™. Le
applicazioni lineari tra spazi di dimensione finita sono sempre continue (il che non & vero in generale se X,V
hanno dimensione infinita). Lo spazio delle funzioni lineari da R™ in R™ ¢ isomorfo allo spazio delle matrici
Mat, xm (R) a coefficienti reali.

Se f: R®™ — R™ e differenziabile in p, al differenziale corrisponde pertanto una matrice n x m, detta matrice
Jacobiana di f = (f1,..., fm) € di ha:

o fr(p) o 0w, fi(p)
Jac f(p) = : :
O fm(p) - On, fm(p)
Se v = (v1, ..., U si ha allora
9u filp) oo 02, [1(p) v1
df (p)(v) = Jac f(p)(v) = : : :
Oz, fm(p) - Ou, fn(p) Um

29
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Nel caso particolare di funzioni f : R®™ — R, si ha che f ha una sola componente e quindi Jac f(p) =
(0, f(p)y ... 0, f(p)) & un vettore di R™ (matrice costituita da una sola riga e n colonne). Indicheremo tale
vettore anche con V f(p) o grad f(p) e lo chiameremo gradiente di f in p.

Proposizione 8.5. Condizione necessaria perché f sia differenziabile in p é che f ammetta in p derivate
secondo ogni vettore, e in tal caso si ha D f(p)u = 0, f(p).

OSSERVAZIONE 8.6. Se X = R", Y = R, il differenziale in p & un’applicazione lineare da R™ a R. Scelta
una base, un qualunque vettore h = (hq, ..., hy,) di R™, si scrive in modo unico come h = 2?21 h;e;. Pertanto,
per linearita:

n

df (p)(h) = df (p) [ D _hje; | =D df(p)(e;) -hj = _0u,f(p) hj €R.
j=1 j=1

=1

Scriveremo anche: .
df(p) = 0, f(p) da,
=1

per indicare che ds(p) valutato su un vettore h = (hq, ..., hy,,) restituisce il numero reale Z?:l Oz, f(p) hj.

Teorema 8.7 (del differenziale totale). Sia D aperto di R™, p € D, f: D — Y. Se le derivate parziali di
f esistono e sono continue in p, allora f & differenziabile in p.

Proposizione 8.8 (Proprieta del differenziale). L’operatore di differenziazione ¢é lineare:
D(af + Bg) = aDf + BDg.

Per le funzioni composte vale la regola della catena: D(f o g)(p) = Df(g(p)) o Dg(p), dove o indica la
composizione di funzioni.

Definizione 8.9 (Funzioni C!). Diremo che f : D — Y dove D & aperto di R" & di classe C*(D,Y) se in
D esistono tutte le derivate parziali di f e sono continue.

Definizione 8.10 (Differenziale secondo). Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione,
u € X. Se per ogni x € D esiste 9, f(x), si puo considerare la funzione 9, f : D — Y che associa ad = I’elemento
di Y dato da 9, f(x). A questo punto, fissato v € X, ci si puo chiedere se esista o meno 9,(0,f)(z). Se f
¢ differenziabile in D, resta definita una mappa f' : D — L£(X,Y). Essendo quest’ultimo normato, ha senso
chiedersi se quest’applicazione sia a sua volta differenziabile. In tal caso di differenziale di f’ in p prende il
nome di differenziale secondo di f in p e si indichera con f”(p), D?f(p) ecc. Si ha che f”(p) € L(X,L(X,Y)) =~
L2(X x X,Y) che indica lo spazio delle funzioni L : X x X — Y bilineari e continue, ovvero lineari rispetto a
ciascun argomento separatamente. Il lettore interessato ai dettagli pud consultare [5].

Definizione 8.11. Con il simbolo K indicheremo R o C.

Teorema 8.12. Sia E spazio metrizzabile, a,b € R, f: E X [a,b] — K funzione continua. La formula

b
F(x) :z/ flz,t)dt
definisce allora una funzione continua F : E — K.

Teorema 8.13. Sia X un K-spazio normato, E aperto di X, a,b € R, ed f : E X [a,b] — K funzione
continua; sia u vettore di X. Se per ogni x € E e t € [a,b] esiste O, f(x,t), e tale derivata é continua in
E x [a,b], allora O, f(x,t) esiste in E e si ha

0. F(z) = / " o (o.)di

e per il precedente, tale derivata é continua.

Proposizione 8.14. Sia X spazio normato, E aperto di X, I intervallo diR, f: Ex I —Y (Y spazio di
Banach) funzione continua, e sia ® : Ex I x I —Y definita da:

B
Woa.0) = [ Sty
Allora:

(1) la funzione U ¢é continua;
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(2) la funzione ¥ é sempre derivabile (e quindi differenziabile) nelle variabili o, 3, essendo:

35\11(30,04,/6) :f(xaﬁ)v 8@1/(3:,04,5) :—f(x,a)

(3) supponiamo X ~ K" spazio di dimensione finita. Se 0;f(x,t), i = l...n esistono continue, allora
U(xz,a, B) & differenziabile con continuita (swi reali, le variabili o, B sono reali), e si ha:

’I’L

U (z, a0, B)(h, A, AB) = (/8fxtdt>h+f(x6)&ﬂ flz,a)A

con h = (hy,...,h,) € K.
(4) se x — a(x), r — B(x) denotano funzioni R-differenziabili a valori in I, o,3: E — I CR, allora

B(x)
G = f(x,t)dt
(z) / Y
e differenziabile e si ha:
B(x)
04G(x) = / I [ BRI ~ 0@l

Esercizio 8.15. Calcolare le derivate parziali ed il differenziale delle seguenti funzioni f : R? — R:

(1) f(z,y) = ?siny;
(2) f(z,y) = V/]=;
(3) f(z,y) = |zyl;

4) f(z,y) = [=| + |yl;
(5) f(x,y) = \/lxyl;

SVOLGIMENTO.

1) O0.f(z,y) = 2xsiny, 0,f(x,y) = z2cosy. Queste derivate parziali sono continue su tutto R?, quindi
Y
la funzione ¢ differenziabile su tutto R? e D f(x,y) = 2z siny dz + 22 cos y dy.

(2) O f(x,y) = % se x # 0, Oy f(x,y) = 0. La funzione & differenziabile in R? \ ({0} x R) e il suo

differenziale ¢ D f(x,y) = Slgn‘( ) do

2¢/Jal

(3) 0z f(z,y) = |y|sign(z), Oy f(x,y) = |x|sign(y). La funzione e differenziabile nei punti dove zy # 0, e il
suo differenziale vale Df(ﬂc7 y) = |ylsign(z) dz + |z|sign(y) dy.

(4) Oy f(z,y) = sign(x), Oy f(x,y) = sign(y). La funzione ¢ differenziabile nei punti dove xy # 0 e il suo
differenziale vale D f(z,y) = sign(z) dz + sign(y) dy.

(5) Ouf(x,y) = QJZTgcfy‘sign(xy), Oyf(z,y) = 2\/Lsign(xy). La funzione & differenziabile nei punti dove

xy # 0 e il suo differenziale vale D f(z,y) = 2\/7$1gn(my) dzr + 2\/751gn(xy) dy.
(6) Opf(x,y) = *\/ﬁ, Oy f(x,y) = *m-

R? ad eccezione della circonferenza x? 4 y? = 2, e il differenziale ¢ dato da

dr — d
N e TN e R

Esercizio 8.16. Sia v = (1/v/2,1/4/2,0). Si calcoli la derivata in direzione v nel punto (0,0,0) della
funzione f(z,y, z) = (2x — 3y + 42) cos(zyz).

La funzione ¢ differenziabile in tutti i punti di

SVOLGIMENTO. Calcoliamo le derivate parziali di f:
0. f(x,y,2) = 2cos(xyz) — yz(2x — 3y + 4z) sin(zyz)
Oy f(z,y,z) = —3cos(zyz) — xz(2x — 3y + 42) sin(xyz)
0, f(x,y, z) = 4cos(xyz) — zy(2x — 3y + 42) sin(zyz).

Le derivate sono continue su R3, quindi la funzione ¢ differenziabile su R3. Per definizione, si ha

%(0, 0,0) = Df(0,0,0)u = 8, £(0,0,0)u + 3y, £(0, 0,0}t + 3 £(0, 0,0}z = 7§_
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Esercizio 8.17. Discutere continuita, derivabilita direzionale e differenziabilita nell’origine per le seguenti
funzioni:

23y
(1) f(a:,y) =% .92 5 (J?,y) # 0, f(0,0) =0;

6 5 se

r° +y 5
@) 1(o0) = 2D o ) 20, £0,0 =0,

sin (y + /][ ) log(1 + 4?)
(3) flz,y) = ( = +)y2 se (z,y) # 0, f(0,0) = 0;

2 2

wfmw”ﬁﬁﬁy)%mw¢mmw>m
SVOLGIMENTO.

(1) Controlliamo il limite lungo la curva ~(t) = (¢,t3). Tale curva tende a (0,0) se t — 07.

: .t 1
lim f(7(t)) = mog=35 #0=f(0,0).
Quindi la funzione non & continua nell’origine e pertanto non ¢ nemmeno differenziabile in (0,0). La
funzione & costante lungo gli assi e vale zero, quindi le due derivate parziali nell’origine sono nulle.
(2) Vale la seguente maggiorazione:

log(1 + 3y3) log(1 + 3y?)

Y2 3y3
Pertanto la funzione & continua in (0,0). La funzione & costante sull’asse y = 0, quindi 9, f(0,0) = 0.
Si ha d’altra parte:

|f(z,y)| <

|3yl — 0

0,7(0,0) = LL20F ’2 - [(0,0) _ 1og(1h+3 3h%)

e quindi 9, f(0,0) = 3. Consideriamo quindi la funzione lineare L(z,y) = 3y. Si ha:

— 3,

log(143y%)

f@.y) = £(0,0) = Lz,y) | _ | Typaar —3Y| _ |log(l+3y°) — 3y(a® +4°)
VT VEre | @+ )
~ |log(1 4 3y*) — 3y3 3yx?
- (22 —|—y2)3/2 N (22 —|—y2)3/2

Verifichiamo il limite sulla curva y(t) = (¢, 1), si ha:
f(t.t)— f(0,0) — L(t, t)| |log(1+ 3t*) —3t* 3t3
V2 2 - 23/243 T 93/243
log(1 + 3t3) — 33
t3 a

1

T 93/2

3
3‘—>\/§7é0

Pertanto il differenziale non esiste.
Si poteva procedere anche nel modo seguente: calcoliamo la derivata lungo il vettore v = (1,1):

| fO+t0+1t) - £(0,0) . 1 log(1 +3¢%) _ 3
=0 tlv| t=0 2¢/2 t3 NG
Se il differenziale esistesse, sarebbe un’applicazione lineare L tale che L(0,1) = 9,(0,0), L(1,1) =
Ovf(0,0) e L(1,0) = 0, f(0,0). Poiché i vettori (0,1) e (1,1) sono linearmente indipendenti e L(0,1) #
0, L(1,1) # 0, si deduce che L(vg,vy) = 0 se e solo se v, = v, = 0, tuttavia si ha L(1,0) = 0, assurdo.
log(1 + y?)

(3) consideriamo
Pyl < fsin (y + V)| |25

Il termine con il seno & infinitesimo e Paltro tende a 1, quindi il limite & nullo e f(z,y) & continua in
(0,0). La funzione ¢ costante sull’asse y = 0, quindi 9, f(0,0) = 0. Si ha invece
log(1 + y?)

y:o

f(o’y) =siny
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Cio implica:
f(0,y) = £(0,0) _ siny log(1+y%)
y y y?
Quindi 9, f(0,0) = 1. Calcoliamo ora la derivata lungo il vettore (1,1):
f(t,t) — £(0,0) 1 sin(t+ +/|t]) log(1 +t?)

ol v2 ¢ 2
1 sin(t + /[t]) ¢t + /]t] log(1 +t2)

= — — O
V2 t+ 4/t t t2
Il differenziale non esiste.
(4) In coordinate polari si ha:
t 2
|f(pcost, psind)| = w p—0
p
quindi la funzione & continua. La funzione & simmetrica f(z,y) = f(y,z). Calcoliamo le derivate
parziali:
_ 2

lim f(t,0) — f(0,0) _ arctant® 1,

t—0+ t t2
quindi 0, f(0,0) = 0, f(0,0) = 1. Se il differenziale L esiste, si ha L(z,y) = « +y. Verifichiamo con la
definizione:

arctan 2 :
f(,y) = £0,0) = L(a,y)| | *54 — plcost +sin0)
Vi +y2 p
" 2
= %r;(p) — (cos b + sin@)‘
p

Scelto 8 = /4, si ha

f(xay) — f(070) — L(l’,y)
NEE

Quindi la funzione non ¢ differenziabile in (0, 0)

p—0t

mﬂ@_\@‘ﬁ\/ﬁ—#().

2

1
(m,y)j(0,0)
y=x

Esercizio 8.18.

(1) Sia f(z,y) = y*/3(y + 2% — 1). Stabilire in quali punti esiste 9, f e calcolarla.

(2) Sia f(z,y) = ¥/2?(y—1) + 1. Mostrare che la funzione non & differenziabile in (0,1) e calcolare
D, f(0,1) al variare del versore v.

(3) Si mostri che la seguente funzione & definita su tutto R? e se ne discutano derivabilitd direzionale e

differenziabilita:
a:zy
arctant
f(z,y) = / T dt
0

SVOLGIMENTO.

(1) Se y # 0 si ha:
2
Oy f(x,y) = +a22 1)+ 3
yf (2, y) 3\3@@ )+y

Se y = 0, allora
_ 2 _
flay) — fl2,0) . yta”—1
Yy y—=0  Hy
Tale limite esiste finito solo se 22 —1 = 0, ossia z = £1. In tal caso & nullo. Quindi si ha 0y f(£1,0) = 0.
(2) Utilizziamo coordinate polari centrate in (0,1), ovvero z = pcosf, y = psinf + 1 Si ha quindi

0, f(2,0) = lim

f(pcos®, psinf + 1) = /p3 cosfsinf = pv/cos O sin b
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Il punto (0, 1) corrisponde a p =0 e f(0,1) = 1. v & un versore, pertanto v = (cosf,sin ). Si ha allora
che

0,(0,1) = lim A0, 1) + t:) — /0D _ Vcos O sin 6.

L’applicazione v — 39, f(0,1) non & lineare, quindi la funzione non ¢ differenziabile.
La funzione integranda & continua, quindi 'integrale esiste per ogni (z,y) € R2. Per i noti teoremi di
derivazione di integrali dipendenti da parametro, si ha per zy # O:

arctan(z2y arctan(z2y

0y f (.y) = 2 arctargl(xzy) _ arctan(mzy).
7y Yy
Nei punti con zy = 0, la funzione ¢ identicamente nulla. In tali puntisi ha f(z+h,y) = f(z,y+h) =0,
pertanto le due derivate parziali sono entrambe nulle. Le derivate parziali sono continue su tutto
R2\ {(z,y) : wy = 0}, pertanto in questo insieme la funzione & differenziabile. Nei punti di ¥ :=
{(z,y) : xy = 0}, entrambe le derivate parziali sono nulle, quindi se il differenziale in 3 esiste deve
essere la funzione nulla.

t 2 t 2
im O f(ry) = lim W@ o, arctan(ry)
() —(2.5) (z,9)—(2,9) x (z,y)—(2,9) %y
zy#0 2y#0 g0
t 2 t 2
im0 f(ey)= lm M@ oy, arctan@y)
(z,y)—(Z,7) (z,y)—(Z,7) Y (2,9)—(2,7) 22y
zy#0 2y£0 w0
t darct
Ricordando che hntl) = (0) = 1 (si ricordi il teorema di derivazione della funzione
S5—

s s
inversa), e che |arctans/s| <1 si ottiene:

(z,y)—(Z,9)
zy#0

im 0, f(z,y) = z*
(zy)—(z,9)
zy#0
Pertanto le derivate parziali sono continue nell’origine e quindi la funzione & differenziabile anche nel-
Vorigine. Verifichiamo la differenziabilita nei punti di ¥\ {(0,0)}: se il differenziale esistesse dovrebbe
essere la funzione nulla, in particolare tutte le derivate direzionali secondo ogni vettore v = (vg, vy)
dovrebbero restituire 0. Fissiamo (Z,7) € ¥\ {(0,0)} e consideriamo

T+ SUg, § + sv,) — f(Z,7 1 [@+sv2)’@+svy) arepant
f( gtsv) - fl@y) 1
0

t

S S

Distinguiamo vari casi:
(a) sez=0,7 #0siha
f(@ + 50,5+ sv,) —f(w,y)’ _ 1 s*03 (g + svy)
S

03 (@+svy) arctant
/ arctant
0

s H t

L’ultimo termine tende a zero per s — 0, pertanto nei punti con Z = 0 la funzione e differenziabile.
(b) sez#0ey=0siha

J(Z + svg, 7 + svy) —f(azy)’ 1
o

— dt
s s|

/S(:E+S’U.7: )2vy arctant
; t

L’estremo superiore di integrazione tende a zero in modulo per s — 0, pertanto per s sufficien-

temente piccolo, la funzione integranda in modulo & maggiore di 1/2. Scegliamo a questo punto
vy = vy = 1. Si ha
J@tsve g tsv) —f@y|_ 1|01 | Js@ts)?] _ Jal
= —dt = 70
0 2 2
Pertanto la funzione non ¢ differenziabile nei punti con z # 0, y = 0.

>
- 2s

s E




CAPITOLO 9

Lezione del giorno martedi 27 ottobre 2009 (1 ora)
Massimi e minimi per funzioni di piu variabili

OSSERVAZIONE 9.1. Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione, u € X. Se per ogni
x € D esiste 9, f(x), si pud considerare la funzione 9, f : D — Y che associa ad = l'elemento di Y dato da
Ouf(z). A questo punto, fissato v € X, ci si pud chiedere se esista o meno 9, (9, f)(z) = 92, f(z).

Richiamiamo la seguente:

Definizione 9.2. Siano X,Y normati, D C X aperto, f : D — Y una funzione differenziabile in ogni punto
di D. Resta definita una mappa df : D — L(X,Y") definita da p — df (p). Essendo lo spazio £(X,Y’) normato,
ha senso chiedersi se quest’applicazione sia a sua volta differenziabile come mappa tra spazi normati. In tal
caso, il differenziale di df in p prende il nome di differenziale secondo di f in p e si indichera con f”(p), D*f(p)
ecc. Si ha che D*f(p) € L(X, L(X,Y)).

Definizione 9.3. Siano X,Y, Z spazi normati su K (al solito K =R o C. Un’applicazione B: X xY — Z
si dice bilineare se per ogni z,x1,2x2 € X, y,y1,y2 € Y, o, 8 € K si ha:
B(aiﬂl + ﬁan y) = OéB(l'l, y) + ﬁB(xQ, y)
B(z, oy + By2) = aB(z,y1) + BB(z,y2),

ovvero la funzione B ¢& lineare in ciascun argomento.
Il prodotto X x Y eredita da X, Y una naturale struttura di spazio vettoriale normato:

(1) le operazioni di somma e prodotto per scalari vengono eseguite componente per componente:
a1, 91) + B(x2, y2) = (az1 + B2, ayr + By2).

(2) in perfetta analogia al caso R?, & possibile definire ciascuna di queste norme ((z,y) € X x Y, p > 1):

1@ W)l sy = (Ll + [lylI5)” (@, y)lloojx <y = max{||z|[x, [lylly}
che risultano tra di loro tutte topologicamente equivalenti tra loro.
Definiamo lo spazio delle forme bilineari e continue su X:
L*(X x X,Y):={B: X x X — R bilineari e continue},
dove su X x X si pone una qualunque delle norme tra loro topologicamente equivalenti illustrate in precedenza

(norme topologicamente equivalenti restituiscono com’® noto la stessa nozione di continuita).

Proposizione 9.4. Siano X,Y spazi normati su K. Allora
L(X,L(X,Y))~L*(X x X,Y)

OSSERVAZIONE 9.5. Supponiamo X = R"™ Y =R, D aperto di X. Data f: D — R, il differenziale secondo
in un punto ¢ una mappa da R™ allo spazio L(R™,R). Si & visto come lo spazio £L(R",R) sia isomorfo a R™,
pertanto il differenziale secondo di f & rappresentabile come una mappa lineare da R™ a R™. Tutte le mappe
lineari da R™ a R™ sono rappresentabili medianti matrici quadrate n x n a coefficienti reali. In definitiva, fissato
p € D esiste una ed una sola matrice H € Mat,,»,,(R) tale che

(df (p)(h)) (k) = (H h, k),
dove a destra vi e l'usuale forma quadratica associata ad una matrice quadrata H applicata a due vettori
h,k € R™ (scriveremo anche H(h, k)). Tale matrice prende il nome di matrice hessiana di f in p e si indica con
H f(p) oppure D?f(p) o anche V2f(p), Hess f(p). Si ha

6%1$1 f(p) et 692311",]0(]7)
Hess f(p) :=
o f0) o 9. f(p)

35
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Definizione 9.6. Sia X insieme, f: X — R una funzione.

(1) un punto a € X & detto di minimo assoluto per f se f(y) > f(a) per ogni y € X. Il minimo si dice
stretto se f(y) > f(a) per ogni y € X, y # a.

(2) un punto a € X & detto di massimo assoluto per f se f(y) < f(a) per ogni y € X. Il massimo si dice
stretto se f(y) < f(a) per ogni y € X, y # a.

Definizione 9.7. Sia X spazio topologico, f : X — R una funzione.
(1) un punto a € X ¢ detto di minimo locale per f se esiste U intorno di a tale che f(y) > f(a) per ogni
y € U. Il minimo si dice stretto se f(y) > f(a) per ogni y € U, y # a.
(2) un punto a € X & detto di massimo locale per f se esiste U intorno di a tale che f(y) < f(a) per ogni
y € U. 1l minimo si dice stretto se f(y) < f(a) per ogni y € U, y # a.

Massimi e minimi locali vengono detti estremanti locali.

Definizione 9.8. Siano X normato, D C X aperto, f: D — R, a € D. Se a € estremante di f eu € X &
tale che D, f(a) esiste, allora D, f(a) = 0. In particolare se f ¢ differenziabile in a si ha che D f(a) & la funzione
nulla.

Definizione 9.9. Siano X normato, D C X aperto, f : D — R differenziabile in D. Sia a € D. Diremo
che a & critico per f se Df(a) = 0.

Teorema 9.10 (Schwarz). X normato, D aperto di X, f : D — R, p € D. Supponiamo che 0, f(x),
Ovf(x), 0,0vf(x) esistano in un intorno di p e siano continue in p. Allora esiste 0,0, f(p) e vale:

8v8uf(p) = auavf(p)
Definizione 9.11. Se X = R", la matrice (simmetrica) delle derivate seconde di f:

H(p) = (8:0;f(p))i
prende il nome di matrice hessiana di f calcolata in p.

Teorema 9.12. Sia D C R"™ aperto e f € C*(D,R). Sia a critico per f. Allora:

(1) Se la forma quadratica f"(a)(h,h) associata alla matrice hessiana di f é definita positiva (negativa)
allora a & di minimo (massimo) locale stretto per f;

(2) Se la forma quadratica f"(a)(h,h) associata alla matrice hessiana di f assume valori di ambo i segni,
allora a non & né di massimo né di minimo per f e prende il nome di punto di sella;

(3) se a & di minimo (massimo) locale per f, allora f"(a)(h,h) é semidefinita positiva (negativa).

Definizione 9.13. Lo studio degli estremanti locali p, nel caso il differenziale secondo in p esista, & quindi
ricondotto allo studio degli autovalori della matrice hessiana H = D?f(p) di f nel punto p:

(1) Se tutti gli autovalori di D?f(p) sono strettamente positivi, la matrice hessiana & definita positiva,
se sono tutti strettamente negativi, la matrice hessiana & definita negativa. Quindi se p & critico &
rispettivamente di minimo stretto o di massimo relativo stretto.

(2) Se gli autovalori non nulli di D?f(p) sono positivi, la matrice hessiana & semidefinita positiva, se sono
negativi , la matrice hessiana e semidefinita positiva. In generale in questo caso non possiamo
concludere che se p & critico esso € un massimo o minimo relativo.

(3) Se compaiono autovalori di segno discorde, allora si ha un punto di sella.

(4) Se, preso un elemento della diagonale, esso e tutti i minori principali ottenuti orlando via via con nuove
righe e colonne di uguale indice, sono strettamente positivi, allora la forma quadratica associata ad H
e definita positiva.

(5) Preso un elemento della diagonale, consideriamo esso e tutti i minori principali ottenuti orlando via
via con nuove righe e colonne di uguale indice. Se fra questi minori quelli di ordine dispari sono
strettamente negativi e quelli di ordine pari strettamente positivi, allora la forma quadratica associata
ad H e definita negativa.

OSSERVAZIONE 9.14. Siricordi che se A & una matrice 2 x 2, allora gli autovalori sono soluzioni dell’equazione
A —tr(A) A +det A =0
dove tr(A) ¢ la traccia di A, ovvero la somma degli elementi della diagonale principale di A.

OSSERVAZIONE 9.15. Si ricordi che lo studio dei punti critici fornisce condizioni sufficienti per i minimi
locali: infatti presuppone l’esistenza di differenziale primo e secondo. Gia in R si e visto come la funzione
f(x) = |z| abbia minimo in 0 pur non essendo derivabile.
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Esercizio 9.16. Calcolare massimi e minimi relativi delle seguenti funzioni:
(1) f(z,y) = 22" +y —32® — 3y
(2) f(zy)=2"+y° - (1+a+y)°
(3) f(=, )—cosxsmy
4) f(z, y)—:c +x y+y*+3
(5) flz,y) =" +y* —2(2® +y*) + duy
SVOLGIMENTO. Tutte queste funzioni hanno derivate parziali continue in ogni punto, pertanto il differenziale
primo esiste, inoltre le derivate parziali seconde esistono e sono continue, pertanto il differenziale secondo esiste.
(1) Calcoliamo i punti critici di f:
Opf(w,y) =622 — 60 =0 =2 € {0,1},
Oyf(xyy) =3y* —3=0=y e {1,-1}.

Si ricava che vi sono quattro punti critici: (0,41) e (1,£1). Calcoliamo la matrice hessiana di f:

) o 9. f(p) 8%yf(p)
D e = 3 o) Ot (p) )

osservando che per il Teorema di Schwarz tale matrice e simmetrica.

2 f(xy) =122 — 6,02, f(x,y) = 07, f(x,y) = 0,0, f(x,y) = 6y
Pertanto:

In particolare, gli autovalori di D?f(z,y) sono A\i(z,y) = 122 — 6 e Aa(z,y) = 6y. Andiamo a studiare
il segno di tali autovalori nei quattro punti critici:

A1(0,1) =-6

1(0.1) = autovalori discordi, (0,1) & di sella.
A2(0,1) =6
A1(0,-1) =—6

1(0.-1) = autovalori strettamente negativi, (0, —1) ¢ di massimo relativo.
A2(0,—1) =—6
A1(1,1) =6

(L) = autovalori strettamente positivi, (1,1) ¢ di minimo relativo.
Ao(1,1) =6

(

A(1,— =18
(1 =1) = autovalori discordi, (1,—1) & di sella.
Ao(1,-1) =-6

(2) Prima di procedere osserviamo che la funzione & simmetrica f(x,y) = f(y, ), Cid abbreviera notevol-
mente i calcoli. Calcoliamo i punti critici di f:

Ouf(m,y) =322 —=3(1+z+y)?=0

Oyf(z,y) =3y* =31+ x+y)* =0
Si ricava o = +y. Sostituendo x = —y, si ha 3y%2 —3 = 0, da cui y = %1, per cui i punti critici risultano
(=1,1) e (1,—1). Sostituendo x = y si ha 3y? —3(1+4y*+2y) =0dacuiy = —1 ey = —1/3, per cui
i punti critici risultano (—1,—1) e (—1/3,—1/3). Osserviamo che l'insieme dei punti critici ¢ chiuso
rispetto alla simmetria (z,y) — (y, ), com’era lecito attendersi.
Calcoliamo le derivate seconde:

02 f(z,y) =62z —6(1+z+y), yyf(x y) =6y —6(1+z+y), 8xyf(x y) = Gizf(x,y) =—6(1+x+vy).

Si ha quindi

~12 -6 0 -6
D2f(7171) = ( —6 0 >7 D2f(1771) = ( -6 —12 >7

D?f(-1,-1) = ( 2 8 ) D?f(-1/3,-1/3) = < :;l ;21 )

Calcoliamo gli autovalori in (—1,1): essi sono soluzioni di A2 412\ — 36 = 0, ovvero A\; = —6+6v/2 e
A = —6 — 61/2. Essi sono di segno discorde, quindi questo punto & di sella.
Calcoliamo gli autovalori in (1, —1): essi sono gli stessi di (—1,1) quindi questo punto & di sella.
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Calcoliamo gli autovalori in (—1,—1): essi sono soluzioni di A\? — 36 = 0, ovvero A\ = £6, essi sono di
segno discorde, quindi questo punto e di sella.

Calcoliamo gli autovalori in (—1/3,—1/3): essi sono soluzioni di A2 + 8\ + 12 = 0, ovvero \; = —6,
A2 = —2. Essi sono strettamente negativi, quindi questo punto ¢ di massimo relativo. Si poteva
procedere anche osservando che il primo elemento della diagonale principale (minore di ordine dispari)
& strettamente negativo, e il determinante (ovvero il minore di ordine pari ottenuto orlando il precedente
di una riga e colonna dello stesso indice) & positivo.

La funzione e periodica di periodo 27 in ciascuna delle sue componenti. Pertanto limitiamo lo stu-
dio al quadrato [0, 27[x[0,27[, estendendo poi i risultati per periodicita. Le derivate parziali sono
Orf(z,y) = —sinzsiny e 0y f(z,y) = cosxcosy. Studiamo i punti critici, ovvero dove esse si an-
nullano simultaneamente. Si ha d,f(x,y) = 0 per z € {0,7} oppure y € {0,7}, e 9y f(z,y) =0
per x € {n/2,3w/2} oppure y € {n/2,3w/2}. 1 punti critici sono quindi (0,7/2), (0,37/2), (7, 7/2),
(m,37/2), (7/2,0), (37/2,0), (7/2,x), (37/2,7).

Le derivate seconde sono 92, f (x,y) = — coszsiny, ﬁiyf(x, y) = —coszsiny, ﬁgyf(x, y) = —sinx cosy.
Si ha quindi:

D?f(0,7/2) = ( -1 01 >massimo7 D?£(0,37/2) =: ( (1) ? )minimo7
D2 f(m,m/2) = < (1) >m1n1mo D?f(m,31/2) = < 0 )massimo,
f(7/2,0) < 0 )sella, f(37/2,0) ( ? (1) >sella
0
f(mn/2,m ( > sella, f(3w/2,m) ( ) sella.
Pertanto:

(a) la funzione assume il massimo nei punti (2kw,7/2 + 2hw), (7 + 2kw,37/2 + 2h7), h, k € Z, e tale
massimo vale 1.
(b) la funzione assume il minimo nei punti (2k7,37/2 + 2h7), (7 + 2kn,7/2 + 2hw), h, k € Z, e tale
minimo vale —1.
(c) ipunti (7/2+ km,hx), h,k € Z sono di sella.
Le derivate parziali sono

O f(x,y) = 42° + 2zy = w(42® +y), Oy f(z,y) =2 +2y.
Tali derivate su annullano simultaneamente solo in (0,0) come si vede per sostituzione. Calcoliamo le
derivate seconde: 0z, f(x,y) = 122% + 2y, 97, f(x,y) = 2, 02, f(x,y) = 2x. Si ha quindi

D?£(0,0) =: ( 8 (2) ) semidefinita positiva.

La matrice ¢ semidefinita, per cui non possiamo immediatamente dire se (0,0) sia un estremale.
Osserviamo che f(z,y) = g(z2,y) dove g(v,w) = v? +vw + w? 4+ 3. Studiamo il segno dell’espressione
v? +vw +w? per v > 0 (infatti & v = 22 > 0 se x # 0). Per v > 0 fissato, risolviamo v? + vw +w? = 0
come equazione in w. Il discriminante di tale equazione ¢ v? —4v? < 0, quindi I’espressione v +vw +w?
non ¢ mai nulla se v > 0. In particolare (prendendo i limiti per w — £oo per v > 0 fissato) si ottiene
che tale espressione & sempre strettamente positiva. Quindi f(z,y) = g(22,y) > 3 = f(0,0) per ogni
x # 0, e quindi (0,0) & di minimo assoluto stretto.

f(z,y) = z* +y* — 2(2® + y*) + 42y Le derivate parziali sono

O f(x,y) = 42 — 4 + 4y, Oy f(z,y) = —4y® + 4.

Esse si annullano nei punti che soddisfano z = 33, 4y° —4y®+4y = 0, ovvero z = 4, y(y® —y*>+1) = 0.
Si ha la soluzione (0,0). Proviamo che essa ¢ I'unica. E’ sufficiente provare che y® —y? + 1 # 0 se
y # 0: infatti, se 0 < |y| < 1siha1—y? >0, pertanto y® —y*>+1 > 4% >0, e se |y| > 1 si ha y® > y?
dacui y® —y? +1 > 1> 0. Quindi 'unico punto critico ¢ 'origine. Calcoliamo le derivate seconde:
02, fla,y) = 1222 — 4, agyf(x, y) = —12y2, ('ﬁyf(:c,y) = 4. Si ha quindi:

D?£(0,0) =: < _44 :)l )sella
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perché gli autovalori sono soluzioni di A2 + 4\ — 16 = 0, ovvero A = —2 + 2+/5, quindi sono di segno
discorde.






CAPITOLO 10

Lezione del giorno giovedi 29 ottobre 2009 (2 ore)
Massimi e minimi per funzioni di piu variabili - continuazione

Esercizio 10.1. Determinare A, u € R in modo che la funzione:
fla,y) =2® +ay + Az + py

abbia un punto critico P = (1/v/3,0). Trovare quindi per la f(z,y) relativa a quei particolari valori di A e u
tutti i punti di massimo e minimo relativo.

SVOLGIMENTO. Per ogni A, & € R la funzione & C2. Calcoliamo le derivate parziali:

Ouf(x,y) =3 +y+ A
oyf(z,y) =2x+ p.

Dobbiamo imporre che esse si annullino nel punto (1/\/§7 0), pertanto si ottiene p = —1/\/5 e A = —1. Quindi
la funzione con questi valori dei parametri risulta:

flay)=2" +ay’ -2~

1
ﬁya

e le sue derivate parziali risultano essere: 9, f(z,y) = 322 +y — 1 e 9,f(z,y) = = — 1/V/3. Tali derivate
si annullano simultaneamente solo in P che pertanto ¢ 'unico punto critico. Calcoliamo le derivate seconde:

02, f(x,y) = 6z, 82, f(x,y) =0, 97, f(x,y) = 1, pertanto si ha:

D2f(P)(2\1/§ (1)>

Gli autovalori sono le soluzioni di A2 — 2v/3\ + 1 = 0, ovvero /3 £ 2, di segno discorde, quindi si ha un punto
di sella.

Esercizio 10.2. Si studino, al variare di o € R i punti di massimo e minimo per la funzione

f(z,y,2) = cos®(z) +y* — 2y + 1 + a2’
SVOLGIMENTO. La funzione & C? su tutto R3. Osserviamo inoltre che scelta la curva v(t) = (0,t,0), si ha
. li+m f o~(t) = 400, pertanto la funzione non ammette punti di massimo assoluto.
— 400
Se a < 0, scelta la curva v(t) = (0,0,¢), si ha , ligl fov(t) = —oo quindi per o < 0 la funzione non ammette
— T 00

punti di minimo assoluto.
Se > 0 s1 ha

f@y,2) 2y =2y +1=f (5 +kny,0) kel

e il minimo assoluto di y + y? — 2y + 1 si ha per y = 1. Quindi i punti (5 +km,,0), k € Z, sono di minimo
assoluto per f e vale f(% + km,1,0) =0 per k € Z.

41
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Studiamo ora gli estremali relativi. Calcoliamo le derivate parziali:
0. f(x,y,2) = —2coszsinz = —sin(2x)
Oyf(w,y,2) =2y — 2
0. f(x,y,z) = 2az.

a:%zf(‘ra Y, Z) = _2COS(2‘T)

2, f(z,y,z) =2

aizf(x, Y,2) =2«

82yf(m, Y, Z) = 652]0(.73, Y, Z) = 6§yf(3372/7 Z) =0.

Distinguiamo due casi:
(1) Supponiamo a # 0. Allora i punti critici sono Py = (k7/2,1,0), k € Z. Si ha 02, f(P) = 2(—1)F*1,
92, f(Py) =2 e 92,(Pr.) = 2a, le altre derivate seconde sono tutte nulle. Si ha quindi

2(-1)*1 0 0
D*f(P,) = 0 2 0
0 0 2«

Se a > 0, il punto P, € un minimo per k dispari e una sella per k pari. Se Py ¢ di minimo, allora
f(Px) =0. Se invece o < 0 i punti Py sono tutti di sella.

(2) Supponiamo o = 0. Allora i punti critici sono Py, = (k7/2,1,2), k € Z, z € R. Si ha 92, f(Py) =
2(—=1)F*, 32 f(Py) = 2, le altre derivate seconde sono tutte nulle. Si ha quindi

2(—1)F1 0 0
DQf(sz): 0 2 0
0 0 0

La matrice & semidefinita, quindi la teoria generale ci dice che non potremmo concludere nulla. Tuttavia
per ogni z si ha che f(x,y,2) = f(x,y,0) perché la funzione non dipende da z. In particolare, detta
g(x,y) = f(z,y,0) = f(z,y,2), si ha che (z,y, z) & estremale relativo di f se e solo se lo & per g. La
matrice hessiana di g nei punti Qp = (k7/2,1) &

a0 = ()T D).

Poiché Py, = (Qx, 2), si ha che il punto Py, & un minimo per k dispari e una sella per k pari. Se Pj.
¢ di minimo, allora f(Py,) = 0.
Riassumendo:

(1) Per a > 0 la funzione non ammette massimi assoluti, i punti critici sono P, = (k7/2,1,0), k € Z, e
tali punti sono minimi relativi e assoluti per k dispari e selle per k pari. Il valore minimo di f ¢ 0.

(2) Per o < 0 la funzione non ammette né minimi, né massimi assoluti, i punti critici sono P, = (k7/2,1,0),
k € Z, e sono tutti punti di sella.

(3) Per o = 0, la funzione non ammette massimi assoluti, i punti critici sono Py, = (kw/2,1,2), k € Z,
z € R, e sono minimi relativi e assoluti per k dispari, e selle per k pari. Il valore minimo di f e 0.

Esercizio 10.3. Si calcolino al variare di n € N\ {0} i punti di massimo e minimo locali e assoluti della
funzione f : R? — R definita da
fulz,y) = (2® + 3wy® + 2y")".
SVOLGIMENTO. La funzione f, si pud scrivere come composizione delle funzioni g : R?> — R definita da
g(z,y) = 2% + 3xy® + 2y* e h(s) = s", h: R — R, infatti:
f(@,y) = h(g(z,y)).
Distinguiamo ora i casi n dispari e n pari:

(1) La funzione h & strettamente crescente per n dispari. Pertanto per n dispari si ha

f(@1,91) = h(g(z1,91)) > h(g(x2,y2)) = f(22,92) = g(1,91) > 9(T2, Y2)

quindi i punti di massimo e minimo relativi e assoluti di f sono esattamente i punti rispettivamente
di massimo e minimo relativo e assoluto di g, e pertanto non dipendono da n (purché n sia dispari).
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Studiamo quindi la funzione g. Scelta la curva y(t) = (0,t) si ha che flim go(t) = 400, quindi g non
L — OO

ammette massimo assoluto, e quindi nemmeno f ammette massimo assoluto.

Si ha
2
_ 3 9 L4
g9(x,y) = (x+ 5 Y ) 1Y
Scegliamo quindi la curva () = (—3/2t%,t) e osserviamo che tlim gox(t) = tlim —t1/4 = —o0,

pertanto g non ammette minimo assoluto e quindi nemmeno f.
Studiamo i punti critici di g: le derivate parziali sono

Org(x,y) = 22 + 3y7, dyg(x,y) = 6zy + 8y* = 2y(3x + 4y°)

La derivata prima rispetto ad y si annulla per y = 0, in tal caso la derivata prima rispetto alla x si
annulla per 2 = 0. Se y # 0, la derivata prima rispetto ad y si annulla per z = —4y2/3, sotituendo
nella derivata prima rispetto alla z si ottiene —8y?/3 + 3y? = 0 da cui (—8/3 + 3)y? = 0 che non
ammette soluzioni non nulle. Quindi 'unico punto critico & Porigine e g(0,0) = 0. Fissato un intorno
V dell’origine, consideriamo la curva y(t) = (—3/2t2,t) e osserviamo che per t > 0 sufficientemente
piccolo si ha v(t) € V. Proviamo questo fatto: esiste € > 0 tale per cui B((0,0),e) C V per definizione
di intorno, d’altra parte si ha |y(t)| = \/9/4t* 4 ¢? che tende a zero per t — 0, pertanto esiste 6 > 0
tale per cui se |t| < ¢ si ha |y(t)| < € e quindi v(¢) € B((0,0),¢) C V.

Ma allora g o y(t) = —t*/4 < 0 = f(0,0) per ogni t €]0, [ pertanto ogni intorno di 0 contiene punti
dove g & minore di g(0,0). D’altra parte scelta la curva v2(t) = (¢,0) si ha che per ¢ sufficientemente
piccolo ~y(t) appartiene ancora a V (stesso ragionamento precedente) e g o y(t) = t2 > 0 = g(0,0) per
ogni ¢t # 0. Quindi in ogni intorno di (0,0) esistono sia punti in cui g & maggiore di g(0,0), sia punti
dove g & minore di g(0,0). Quindi (0,0) & di sella per g e quindi per f.

Sebbene non indispensabile, osserviamo a margine che (0,0) non & I'unico punto critico di f, perché
la funzione h ammette come punto critico 0, quindi tutti i punti (x,y) con g(z,y) = 0 sono critici
per f. Tuttavia essi non sono massimi o minimi relativi per f, altrimenti per la stretta monotonia, lo
dovrebbero essere per g ma 'unico punto critico di g & (0,0) che & di sella.

(2) Se n & pari, la funzione h(s) & sempre non negativa e raggiunge il suo minimo assoluto per s = 0,
quindi i punti #2 + 3xy? + y* = 0 sono tutti punti di minimo assoluto e in essi f vale 0. Con lo
stesso ragionamento precedente, si ha che non esistono punti di massimo assoluti. Inoltre si ha che
la restrizione di h a ciascuno degli insiemi [0, 400 e | — 00,0] & strettamente monotona L’insieme
Gt = {(z,y) : 22 +32y*+y* > 0} & aperto perché g & continua. In esso non vi sono estremali relativi
per f: infatti, se vi fossero, sarebbero estremali di g perché g(G*) C|0,+oo[ e h su tale insieme &
strettamente monotona. Tuttavia come gia visto g ammette come unico punto critico (0,0) ¢ G™.
Analogamente, non vi sono estremali relativi di g e quindi di f su G~ = {(z,y) : 22 +32y? +y* < 0}.
Pertanto gli unici estremali di f in questo caso sono i punti di minimo assoluto =2 + 3zy? +3* =0 e
in essi f vale 0.

Esercizio 10.4. Si studi la natura del punto (0,0) per la funzione f : R> — R definita da
f(z,y) =log(l + 2?) —2? + zy® + > + 2.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che f(0,0) = 2. Il punto (0,0) & un punto critico: 9, f(0,0) = 9,f(0,0) = 0.
Consideriamo la curva v(t) = (0,¢). Si ha per t # 0 che f oy(t) = t3 + 2. Fissato un intorno dell’origine, per
|t] sufficientemente piccolo, si ha che ~;(¢) appartiene tale intorno: infatti }in(l) ~(t) = (0,0). Inoltre per ¢ > 0 si

ha fovy(t) > 2= f(0,0) e fory(t) <2 = f(0,0) per t <0. Pertanto (0,0) & di sella.

Esercizio 10.5. Si determinino gli eventuali punti di massimo e minimo assoluto per le funzioni f, g : R® —
R definite da

fla,y,2) =2 (y — 1)*(z + 2)%, 9(z,y,2) = 1)z + 1y +1/2 + yz.

SvOLGIMENTO. Consideriamo la curva y(t) = (1,£,1). Si ha f o~ (t) = 9(t — 1)3, pertanto per t — +oo il
limite di f o~;(t) & o0, quindi non esistono massimi o minimi assoluti.
In modo analogo, g o1 = 2+ 1/t + t pertanto per ¢ — Foo il limite di g o ;1 (t) & £oo, quindi non esistono
massimi o minimi assoluti.
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Esercizio 10.6. Si determinino al variare di o € R gli estremi assoluti e locali della funzione f : R? — R
definita da
22 + %) log(z? + y?)  se (z,y) # (0,0),
Floy) = ( )* log( ) (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).

SVOLGIMENTO. In coordinate polari si ha

f(pcos®, psinf) = 2p**log p =: ga(p)
Se a = 0, si ha lim+ go(p) = —0 e 1i51_1 go(p) = 400 quindi non vi sono massimi o minimi assoluti. Si ha
p—0 p—T00

che esiste un intorno dell’origine dove gg & negativa, mentre go(0) = 0, pertanto 0 & di massimo relativo. La

funzione gg risulta strettamente crescente, per cui non vi sono altri massimi o minimi locali.

Se a < 0, si ha lim+ go(p) = —o0, quindi non vi sono minimi assoluti, invece liIE 9a(p) = 0 =g, (1), pertanto
p—0 p——+oo

vi sono massimi assoluti. Come prima, si ha che esiste un intorno dell’origine dove g, € negativa, mentre
9o (0) = 0, pertanto 0 & di massimo relativo. La derivata di g, &

go(p) = 4ap®*log p + 20> = 20> (2alog p + 1)

—1/2a che, quindi, & di massimo assoluto. Pertanto i punti 22 4y = e~/ sono punti

e si annulla solo per p = e
di massimo assoluto.

Se o > 0 si ha che f & continua e lim+ 9a(p) = 0 =g(1) e ga(p) < 0 in un intorno di 0, quindi Porigine &
p—0

un massimo relativo. Inoltre si ha lirll go(p) = 400, quindi non esistono massimi assoluti. Poiché g,(0) =
p— 400

9o (1) =0, si ha che esiste almeno un estremale in [0, 1]. La derivata di g, ¢

9o (p) = 4ap®*log p+2p** "1 = 2p°* 7! (2alog p + 1)

e si annulla solo per p = e~1/2* < 1 perché a > 0, quindi tale punto deve essere di minimo relativo e assoluto:

infatti se fosse di massimo, sarebbe di massimo relativo per il teorema di Rolle, essendo la funzione superior-
mente illimitata, dovrebbe ammettere un altro minimo (il lettore ¢ incoraggiato a farsi un disegno qualitativo
per rendersi conto della situazione). Pertanto i punti 2% + y? = e~/ sono punti di minimo assoluto.



CAPITOLO 11

Lezione del giorno martedi 3 novembre 2009 (1 ora)
Massimi e minimi per funzioni di piu variabili - continuazione

Esercizio 11.1. Si determini al variare di o € R la natura del punto (0,0) per le funzioni definite da
f(x,y) =2+ az? + 4oy + (a — 3)y? + 2z +y)*.

SVOLGIMENTO. La funzione f € C?% e si ha f(0,0) = 2. Calcoliamo ora le derivate di f:

S ( = 2ax + 4y + 8(2x + 7))

(2, y) = 4o + 2(a — 3)y + 4(2x + y)?

(

z,y)
y) =

f x,y) = 2« + 48(2x + y)
y) =
y) =

)

f(x, 4+ 24(22 4 y)?

Oyy f (@, 2(a —3) +12(2z +y)*.
Si ha quindi che (0,0) & punto critico e

2 o 2 4
Df(0,0)—( 4 2a-3) )’
Gli autovalori di questa matrice sono le soluzioni di
A —2(2a —3)A +4(a® —3a—4) =0

ossia

A =20 —3+ V402 +9— 120 — 402 + 120+ 16 = 20 — 3£ 5,
dacui Ay =2(a+1) e Ay =2(a—4) e Ay > Aa. Se Ay > 0, ovvero a > 4 allora gli autovalori sono entrambi
positivi e (0,0) ¢ di minimo. Se A; < 0, ovvero a < —1 allora gli autovalori sono entrambi negativi e (0,0) ¢ di
massimo. Se —1 < a < 4, allora Ay < 0 e A\; > 0, quindi si ha una sella.
Nei casi o € {—1,4} la matrice ¢ semidefinita, quindi dobbiamo ricorrere a metodi differenti.
Studiamo i casi limite:

(1) se @ = 4 allora per ogni (x,y) # (0,0) si ha
flmy) =244 +day+y° + e+ )" =2+ 2z +9)° + 2z +y)' > 2,
quindi P’origine ¢ un minimo relativo e assoluto, non & stretto perché f(x, —2z) = 2 per ogni z.
(2) se a = —1 allora si ha
flr,y) =22 +doy —dy* + 2z +y)* =2 — (z — 2y)> + 22 +y)*.
Scelta la curva vy (t) = (2t,1), si ha per t > 0 che f o~y (t) = 2+ 5** > 2, d’altra parte scelta la curva
v2(t) = (t,—2t), si ha per t > 0 che fo~ys(t) =2 —25t2 < 2. Poiché per ¢ — 0 si ha che v;(t) — (0,0)
e y2(t) — (0,0), in ogni intorno di (0,0) vi sono punti di v, (¢), dove f & strettamente maggiore di
£(0,0) e punti di y2(t), dove f & strettamente minore di f(0,0). Quindi (0,0) & di sella.

Esercizio 11.2. Si calcolino massimi e minimi della funzione f(z,y) = 2® — 6xy + 3y + 3x.

)
SVOLGIMENTO. Scelta la curva 1 (t) = (¢,0) si ha lim;_, 4o f oy (t) =
minimi assoluti. Le derivate parziali sono

0o f(2,y) = 3a® — 6y + 3, Oy f(z,y) = —6z + 6y.

Sostituendo, si ha che esse si annullano simultaneamente solo su (1,1). Calcoliamo le derivate seconde:

2, f(x,y) = 6z, 02, f(x,y) =6, 92, f(x,y) = —6. Si ha quindi:

D2f(1,1) = ( S )

45

400, quindi non vi sono massimi o



46 11. MASSIMI E MINIMI PER FUNZIONI DI PIU VARIABILI - CONTINUAZIONE

Gli autovalori sono le radici di A2 — 12\ = 0, ovvero A\; = 0 e Ay = 12 > 0. La matrice & semidefinita, per cui
per determinare la natura del punto critico dobbiamo ricorrere ad altri metodi. Osserviamo che f(1,1) = 1.
Calcoliamo un autovettore v = (vy, v2) corrispondente all’autovalore nullo, ovvero una base di kerD?f(1,1): si
puo scegliere (vy,v2) = (1,1). Consideriamo la curva y(t) = (1, 1) + tv e calcoliamo

fov®) =1+t —6(1+1)*+3(1+t)*+3(1+¢t)=1+t)(1+t)>—3(1+1t)+3)
=1 +t)(-5—5t2—10t+3+3t+3)=(1+t)(1 +t* +2t — 3 — 3t +3)
=1+t —t+1) =13 +1.
Per t — 0 si ha y(t) — (1,1). D’altra parte se t > 0 si ha fov(t) >1eset < 0siha foy(t) <1 quindi in ogni
intorno di (1,1) vi sono punti dove f & maggiore di f(1,1) =1 e punti dove f & minore di f(1,1) = 1. Quindi
(1,1) & di sella.
Esercizio 11.3. Si determini al variare di & € R la natura del punto (0,0,0) per le funzioni definite da
g(x,y,2) =5+ ax? 4+ 2zy + daxz — 6y° — 322
SVOLGIMENTO. Si ha ¢(0,0,0) = 5, inoltre

g(w,y,2) =5~ (x\/gy>2+

22
3 + az? + daxz — 322

22 + ax?
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Distinguiamo vari casi:

(1) se C < 0 ovvero 8a? + 6a +1 < 0, ovvero —1/2 < a < —1/4, si ha per ogni (z,y,z) # (0,0,0)
che g(z,y,2) < 5, perché A(x,y) > 0, B(x,y) > 0e Cz? < 0se x # 0. In questi casi si ha quindi
che lorigine & un massimo assoluto e locale per g. Osserviamo che g(x,y,z) = ¢(0,0,0) solo se si
verificano simultaneamente © = A(z,y) = B(z,z) = 0, quindi 2 = y = z = 0 (si ricordi che in questo
caso « # 0), pertanto il massimo ¢ stretto.

(2) se C =0, quindi « € {—1/2,—1/4}, si ha che per ogni (z,y,z) # (0,0,0) vale g(z,y,2) < 5, quindi
Porigine & un massimo assoluto e locale. L’uguaglianza vale solo se A(z,y) = B(z,z) = 0, ovvero
lungo la curva v(t) = (6t,t,4at). Poiché lim, o v(¢) = (0,0,0), ogni intorno U dell’origine contiene
infiniti punti differenti dall’origine dove g assume il valore 5, tali punti sono i punti v(t) per ¢t # 0, ||
sufficientemente piccolo (che dipende solo da U), pertanto il massimo non & stretto.

(3) se C' >0, quindi o ¢ [—1/2,—1/4], allora lungo la curva y definita nel punto precedente si ha fovy(t) =
5+ 6Ct? che ¢ strettamente maggiore di 5 se t # 0. D’altra parte, lungo la curva y2(t) = (0,t,0) si ha
fora(t) = 5—6t2, che & strettamente minore di 5 se t # 0. Le due curve tendono entrambe a zero per
t — 0, cio significa che scelto un qualunque intorno di 0 esse vi appartengono se |¢| & sufficientemente
piccolo. Ogni intorno di zero quindi contiene sia punti dove g ¢ strettamente minore di g(0,0,0) =5
che punti dove g & strettamente maggiore di g(0,0,0) = 5. Quindi lorigine ¢ punto di sella.



CAPITOLO 12

Lezione del giorno giovedi 5 novembre 2009 (2 ora)
Massimi e minimi vincolati per funzioni di piu variabili

Definizione 12.1. Siano f, ¢ : Q — R funzioni. Diremo che Z ¢ un massimo (minimo) relativo per f sotto
il vincolo ¢ = 0 se ¢(7) = 0 e Z ¢ un massimo (minimo) relativo per fj,—o. Chiameremo estremali vincolati per
f sotto il vincolo ¢ = 0 i punti di massimo e minimo relativi per f sotto il vincolo ¢ = 0.

Teorema 12.2 (Moltiplicatori di Lagrange, caso delle ipersuperfici). Sia Q C R™ aperto, f : R" — R di
classe C1(Q2). Sia p : Q — R di classe C1. Allora se & € Q ¢ estremale relativo di f sotto il vincolo ¢ = 0 esiste
A € R per cui si ha:

Df(z)+ ADp(z) = 0.

Esercizio 12.3. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = 23 + 4xy® — 4z sotto la
condizione 22 4+ y* — 1 = 0.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(z,y) =2 +y?> —1e

L(I7y7>‘) = f(xay) + Ag(I,y) = xS +4l‘y2 —dr + )‘(zz + y2 - 1)

Si ha
OpL(x,y,\) = 32% + 49> — 4+ 2z
OyL(z,y, \) = 8zy + 2y = 2y(\ + 4z).
Si deve avere 0, L(z,y) = 0,L(x,y) = 0, si ricava quindi y = 0 oppure 4z = —\ dalla seconda equazione. Se

y = 0, si ricava dall’equazione del vincolo che z = +1.
Se invece y # 0, allora * = —\/4 e dall’equazione del vincolo si ricava che y? = 1 — A\?/16, per cui 0 < \ < 4.
Sostituendo nella prima equazione, si ha

A2 A2 A
316+4<116> — 442X (4) =

ovvero A = 0 cui corrisponde x = 0 e y = +1. Si debbono quindi studiare i punti (£1,0), (0,%1). Per calcolo
diretto si ricava f(1,0) = —3, f(—1,0) = 3, f(0,£1) = 0. Quindi (—1,0) ¢ di massimo assoluto vincolato. e
(1,0) di minimo assoluto vincolato.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo puo essere parametrizzato in coordinate polari da
x =cosf, y=sinb, 0 € [—m, 7).

h(#) := f(cos®,sinf) = cos® O + 4 cos §sin? § — 4 cos 0
Derivando si ha:
B’ (0) = —3cos? Osin O + 8 cos? fsin — 4sin® @ + 4sin 6 = sin O(5 cos®  — 4sin? § + 4) = 9 cos® fsin §
che si annulla per § = 0, £7/2,+, 7. La derivata seconda é:
R () = 18 cos fsin? @ + 9 cos® § = 9 cos O(2sin® O + 1)

Si ha allora h"”(+w/2) = 0, A”(0) = 9 minimo locale, h”(£7) = —9 massimo locale. Si ha h(£m) = 0,
h(0) = f(1,0) = =3 e h(£m) = f(—1,0) = 3, il che conferma il risultato precedente.

Esercizio 12.4. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = = + y sotto la condizione
2 2
4+ 4y —1=0.

SVOLGIMENTO. Poniamo g(z,y) = 2% + 4y — 1 e

47
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Si ha

O L(z,y,\) =142z

OyL(z,y,\) =14 8\y.
Si deve avere 0, L(x,y) = OyL(z,y) = 0, in particolare si ha A # 0. Sottraendo membro a membro le due
equazioni, si ricava A(x — 4y) = 0 e quindi # = 4y. Sostituendo nell’equazione del vincolo si ha 20y? = 1
quindi i punti da studiare sono 4(1/4/5,1/(2v/5)). Si ha f(2/v/5,1/(2v/5)) = v/5/2 massimo assoluto vincolato
e f(—2/v/5,—-1/(21/5)) = —/5/2 minimo assoluto vincolato.
Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo & 22+ (2y)? —1 = 0, per cui in coordinate polari diviene
x = cosf, 2y = sinf. La funzione diviene

sin 0

h(0):=f (00597 SH219> = cosf + -

Derivando si ha: h/(0) = —sinf + cos6/2, la derivata si annulla per 6 che soddisfa tan@ = 1/2. Si ha quindi
g+e=1
(=¢/2
(€,2¢) = +(2/v/5,1/(2v/5)). La derivata seconda & h”(f) = —cosf — sinf/2 = —cos6(1 + tan6/2), quindi
(2/4/5,1/(2V/5)) & di massimo e —(2/4/5,1/(2v/5)) & di minimo, il che conferma il risultato precedente.

, quindi 5¢? = 1, da cui ¢ = +1/V5 = sinf e £ = +2/y/5 = cosf. Pertanto i punti sono

Esercizio 12.5. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = sinz + siny sotto la
condizione cosz —cosy + 1 = 0.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che sia la funzione che il vincolo sono periodici di periodo 27, pertanto ci
aspettiamo la stessa periodicita anche nel risultato finale. Poniamo g(z,y) = cosax — cosy + 1 e

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) = sinx + siny + A\(cosz — cosy + 1).
Si ha
Oz L(x,y,\) = cosz — Asinz
OyL(x,y,\) = cosy + Asiny.
Si deve avere 0, L(x,y) = 0, L(x,y) = 0, in particolare sinx # 0 e siny # 0, da cui cotz = cot(—y). Pertanto

x = —y+ km, k € Z. Sostituendo nel vincolo, si ha cosx — cos(—z + km) + 1 = 0 che si riscrive come
cosz — cos(z — km) +1 = 0, ovvero cosx — (—1)Fcosz +1 =0 e quindi (1 — (=1)*)cosz = —1. Se k = 2j ¢
pari questa equazione non ha soluzione. Se k = 2j + 1 ¢ dispari si ha cosz = —1/2 e quindi z1 = 2/37 + 2hm,

e x9 = 4/37 + 2hw, h € Z, cui corrispondono y; = —2/37 +2hn + (2 + \)m = 7/3+2(j — h)7w e y2 =
—4/3m — 2hmw + (25 + 1)m = —1/37 + 2(j — h)w. Allora i punti da studiare sono (m =j — h € Z)

3 3

Si ha per ogni h,m € Z che f(Pnn) = V3/2 +v/3/2 = /3 massimo assoluto vincolato e f(Qum) = —v/3/2 —
v/3/2 = —/3 minimo assoluto vincolato.

2 5 2
Py, = <37T—i—2h7r,ﬂ-—i—2m71')7 Qnm = (7r+2h7r,—37r+2m77)

Esercizio 12.6. Trovare il massimo e il minimo assoluto della funzione f(z,y) = 322 + 4y® — 62 + 3 sotto
la condizione z? + y? = 4.
SVOLGIMENTO. Poniamo g(z,y) = 2% +y?> —4e
L(z,y, \) == f(z,y) + \g(z,y) = 3% + 4y* — 62 + 3 + N2 +y* — 4).
Si ha
0z L(z,y,\) =62 — 6 — 2 x
OyL(z,y,\) =8y — 2\y = 2y(4 — \).
Si deve avere 0, L(z, y) = 9y L(z,y) = 0. Dalla seconda equazione si ricava y = 0 oppure A = 4. Sostituendo nel
vincolo, si ottiene per y = 0, x = £2. Se invece A = 4, si ottiene dalla prima equazione x = —3, e sostituendo
nel vincolo si trova 9 + 32 = 4 che non ha soluzioni reali. Pertanto i punti da studiare sono (2,0) e (—2,0). Si
ha f(2,0) = 3 minimo assoluto e f(—2,0) = 27 massimo assoluto.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: il vincolo g si parametrizza in coordinate polari ponendo z =
2cosf ey =2sin6, 6 € [0,2x[. Siha

h(0) = f(2cosf,2sin6) = 12cos? O + 16sin? 0 — 12cosf + 3 = 4sin”f — 12cosf + 15
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Derivando si ottiene:
h'(0) = 8sinfcos® + 12sin ) = 4sin (2 cos O + 3)h" (0) =4cos0(2cosf + 3) + 4sin O(—2sin )
Si ha h/'(f) = 0 per § = 0,7 e h”(0) =20 > 0 e h'(r) = —4 < 0, quindi (2,0) & di minimo e (—2,0) & di
massimo.
Esercizio 12.7. Trovare il massimi e minimi della funzione f(z,y) = z(2%+ y?) sotto la condizione zy = 1.

SVOLGIMENTO. Osserviamo che I'insieme che definisce il vincolo non & compatto e la funzione non ammette

massimi o minimi assoluti (lo si verifichi lungo la curva v(¢t) = (¢,1/¢) per ¢ — +o00). Si ha L(z,y,\) =
z(x? + y?) + Azy, le cui derivate sono 9, L(z,y,\) = 32% +y> + Ay e 9y L(x,y, \) = 2yx + Az = x(2y + A). Esse
debbono essere entrambe nulle. Dalla seconda si ricava = 0 oppure y = —\/2. Tuttavia x = 0 non rispetta
il vincolo, pertanto si ha y = —\/2. Si deve quindi avere A # 0 per rispettare il vincolo, e quindi x = —2/\.
Sostituendo nella prima equazione si trova:
2 2 2
3 4 L AT 0 12 A

PO

le cui soluzioni reali sono A = +2+/3. T punti da studiare sono quindi 4+(1/v/3, v/3). Siha f(1/v/3,v/3) = 4/3%/4
massimo relativo e e f(—1/v/3, —v/3) = —4/3%/4 minimo relativo.

Si poteva procedere anche nel modo seguente: poiché x = 0 non rispetta il vincolo, poniamo y = 1/x e studiamo
h(z) = f(z,1/x) = 23 + 1 /2. La derivata & h'(z) = 322 — 1/22, essa si annulla se 3z* = 1, quindi z = +£1/v/3
Si ha poi h(1/v/3) = 4/33/* massimo relativo e h(—1/v/3) = —4/3%/4 minimo relativo.

Esercizio 12.8. Trovare il massimi e minimi della funzione f(z,y) = ® + ¥ sotto la condizione z +y = 2.

SVOLGIMENTO. Posto g(z,y) = = + y — 2, osserviamo che il vincolo S = {(z,y) : g(x,y) = 0} non &
compatto. La funzione non ammette massimo assoluto (lo si verifichi sulla curva y(t) = (¢,2 — t) per t — +o0.
Se (Zn,y2) & una qualunque successione che tende all’infinito rispettando il vincolo si ha che una delle due
componenti tende a +o0o e laltra tende a —oo, cio implica che esiste il limite di fs per (z,y) — oo, (x,y) € S e
vale +00. Per cui f ammette minimo assoluto. Si ha L(z,y,\) = e* + e¥ + A\(x + y — 2), le cui derivate sono
O L(z,y,\) = e+ e 0yL(z,y, \) = e¥ + X Esse debbono essere entrambe nulle. Si ha quindi e” =e¥ = -\ da
cui per la stretta monotonia dell’esponenziale = = y. Sostituendo nel vincolo, si ottiene x = y = 1 come unico
punto critico vincolato, che quindi & di minimo assoluto e f(1,1) = 2e.

Si poteva anche procedere nel modo seguente: si ha x = 2 — y, per cui

h(y) = f2—y,y) = > Y +ev.

Derivando si ottiene h'(y) = —e27¥ + ¢, essa si annulla se —e? +€2Y = 0, quindi y = 1 il che implica z = 1. La
derivata seconda ¢ h”(y) = e*7¥ + ¢¥ e h”(1) = 2e > 0, quindi (1,1) & di minimo assoluto.

Esercizio 12.9. Fra tutti i parallelepipedi retti a base rettangolare inscritti in un ellissoide, trovare quello
di volume massimo.

SVOLGIMENTO. L’ellissoide £ di semiassi a,b,c > 0 centrato nell’origine ha equazione
2 2 2
T y 24
? + = + sz =1
Un parallelepipedo retto P centrato nell’origine & [—z, z] X [—y,y] X [—2, 2] e il suo volume & V(z,y, z) = 8xyz
con z,y,z > 0. Si noti che P & inscritto in € se e solo se (z,y,z) € £. Pertanto il problema & di massimizzare
V soggetto al vincolo &.

.132 y2 22
L(z,y,2,\) = 8zyz + A ((12 + 3 + 5 - 1)

Osserviamo che se una tra x,y, z € nulla, allora V' = 0 e quindi non & di certo un massimo, pertanto si deve
avere xyz > 0 Le derivate sono:

OpL(z,y,2,\) = 8yz+2\x/a>

OyL(z,y,2,\) =8xz+2\y/b?

OpL(z,y,2,\) = 8xy +2)\z/c?
Esse devono essere tutte nulle. Si ha A\ # 0, altrimenti si avrebbe yz = 0 e quindi una delle coordinate sarebbe
nulla. Moltiplicando la prima equazione per x # 0, la seconda per y # 0 e la terza per z # 0 si ottiene
22 /a® = y?/b? = 22 /c%. Sostituendo nell’espressione del vincolo si ottiene = a/v/3, y = b/V/3, z = ¢/V/3, e il
volume massimo ¢ V = 8abc/(3\/§). Nel caso particolare di una sfera di raggio » > 0, si ha a? = b? = ¢? = r?,
e si ottiene quindi un cubo x =y =2 = r/\/§






CAPITOLO 13

Lezione del giorno martedi 10 novembre 2009 (1 ora)
Teorema della funzione implicita e inversa

Teorema 13.1 (Dini in R?). Sia D C R? aperto, f : D — R continua, (xq,y0) € D tale che f(zo,y0) = 0.
Supponiamo che in un intorno di (xo,yo) esista continua Oy f(z,y) e sia Oy f(x,y) # 0. Esistono allora U e V
intorni in R rispettivamente di xy e yo, ed un’unica funzione continua @ : U — V tali che:

{(ac,y) €D: f(x,y) = 0} N (U X V) = {(Z‘,g{)(l‘)) S U}7 @(-170) = Yo-

Si dira che o esplicita localmente f rispetto alla variabile x in un intorno di xg.

Proposizione 13.2. Nelle ipotesi precedenti, si assuma che f sia differenziabile in (xo,y0). Allora ¢ €
dertvabile in xy e vale:
(I07y0)
@yf(ffmyo)
In particolare se f ¢ differenziabile in un intorno di (zo,yo), allora
)

B ela)
Pl == ayf<x,so( )’

Teorema 13.3 (Dini). Siano X,Y,Z spazi normati completi, D aperto in X xY, f : D — R continua,
(x0,y0) € D tale che f(xo,y0) = 0. Supponiamo che in un intorno di (xo,yo) esista continua Oy f(x,y) e che
Oy f(xo,y0) sia isomorfismo di'Y su Z. Esistono allora U C X eV CY intorni rispettivamente di xo e yo, ed
un’unica funzione continua ¢ : U — V tali che:

{(,y)e D: flz,y) =0}N U x V) ={(z,¢(x)): x €U}, @(x0) = yo.
Si dira che ¢ esplicita localmente f rispetto alle variabili x in un intorno di xog. Se poi f € differenziabile in
(z0,¥0), si ha:

¥ (950)

Vo e U.

¢/ (w0) = = (0v F(wo,u0)) 0 Oxf(z0,0).

Esercizio 13.4. Dimostrare che esiste una ed una sola funzione continua e derivabile y = ¢(z) definita in
un intorno di x = 2 soddisfacente all’equazione:

2?4y =20y —1=0,
con la condizione p(2) = 1. Calcolarne la derivata prima e seconda.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = 2* +y*> — 22y — 1, P = (2,1). Si ha f(P) = 0. Calcoliamo 9, f(x,y) =

3y? — 2z e osserviamo che 9, f(P) = —1 # 0. Per il Teorema di Dini esiste una ed una sola funzione continua
¢ definita in un intorno di 2 tale che F(x,o(x)) = 0 e ©(2) = 1. Poiché f € C!, si ha che p & C!, e si ha
d _ _8$f(x,<p(a?)) _ 2x — 290('7")

@ 0, faeta) a2

In particolare, ¢’(2) = 2.
Derivando ulteriormente, si ottiene:

di(p(x) _(2-2¢0'(2))(3¢%(z) — 22) — (27 — 2¢(x)) (6(2)¢' (x) — 2)

dx? (3p2%(z) — 2x)? ’
In particolare, sostituendo z = 2, p(2) =1, ¢’(2) = 2, si ha ¢"(2) = 1/16.
Si poteva procedere per la prima parte anche nel modo seguente:

df (x,y) = 0. f(x,y) dx + 9, f(z,y) dy = 2(z — y) dz + 2(3y* — =) dy

Questo implica in particolare che V f(x,y) = 2(x—y, 3y*>— ). Tale vettore & ortogonale all'insieme S = {(x,y) €
R?: f(x,y) = 0} nel punto (z,y) € S. Ma allora esiste C' € R tale che la retta C' +df (x,y)(h, k) = 0 (le variabili
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sono (h,k)) sia tangente a tale insieme in (x,y). Nel punto (2,1) si ha che tale retta & C + 2h — k = 0. Essa
deve passare per (2,1), quindi posto h = 2, k = 1 si ha C = —3. L’equazione della tangente in (2,1) & quindi
k = 2h — 3, pertanto ¢'(2) = 2, ovvero il coefficiente angolare della tangente.

Esercizio 13.5. Mostrare che 1’equazione:
zey —y+1=0,

definisce, in un intorno del punto 2 = 0, una ed una sola funzione continua implicita y = ¢(x), che per x = 0
assume il valore 1. Calcolarne derivata prima e seconda.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = ze¥ —y + 1, f € C*°(R?). Si ha f(0,1) = 0. Calcoliamone le derivate
Ocf(z,y) = €Y, Oy f(x,y) = ze¥ — 1. Si ha 9,f(0,1) = —1 # 0, pertanto ¢ possibile applicare il teorema di
Dini e concludere Desistenza di una funzione ¢ implicitamente definita da f(z,y) = 0 in un intorno di (0,1) con
©(0) = 1. Tale funzione risulta C! perché f € C!. Si ha:

C0uf(wp(x)  e?@

zev —1  ger(® —1

¢'(z) =
Si ricava ¢’(0) = e. Derivando si ottiene:

B eﬂo(m)@’(az)(me‘f’(m) —1)— esa(m)(esa(m) + xew(m)@/(x)) e%(r)(l — z¢/(x))

/! _ =
¢l@) = (zer(@) —1)2 (reel®) —1)2 7

da cui sostituendo si ha ¢”(0) = 2.

Esercizio 13.6. Provare che l'equazione
22y — 2 4 dayPr+2324+30=0

definisce, in un intorno del punto (1,2), una funzione continua e parzialmente derivabile z = @(x,y) che per
x =1, y = 2 assume il valore —1. Calcolare le derivate parziali di .

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y,2) = 2%y — 23 + 4xy3z + 232 + 30, osserviamo che f(1,2,—1) =2+ 1 —
32 — 14 30 = 0. Calcoliamo le derivate parziali di f:

0o f(x,y,2) = 2xy + 4xy® + 32°2
Oy f(x,y,2) = 2% + 122%2
O.f(x,y,2) = —32° 4+ day® + 23

Si ha 9.f(1,2,—1) = =3+ 32+ 1 = 30 # 0, pertanto ¢ possibile applicare il teorema di Dini ed ottenere cosi
una funzione z = ¢(z,y) definita in un intorno di (1,2) con ¢(1,2) = —1. Tale funzione & C! perché f € C1.
Calcoliamone le derivate parziali:

Dypla.y) = el @y e@.y) 20y +day® + 32%p(2,y)

e 9. f(z,y, ¢(z,y)) =3¢ (z,y) + day® + 2°
O f(x,y, o(x, 22 + 122y 0(x,

Byel(z,y) = — [y, 0(x,y) y (. y)

0:f(x,y.p(x,y) — —3¢%(w,y) +day’ + o
In particolare si ha d;¢(1,2) = 31/30 e 9,p(1,2) = 47/30.

Esercizio 13.7. Il sistema:

flz,y,2)=a?+y? - 22 +2=0
folz,y,2) =2y +2yz —xz+ 7 =0,

e verificato per x = 1, y = —1, z = 2. Far vedere che esso definisce y e z come funzioni implicite della z in un
intorno di = 1 e che y(x) e z(z) assumono per x = 1 rispettivamente i valori —1 e 2. Calcolare poi y/'(1) e

2'(1).
SVOLGIMENTO. Poniamo
F(.’L‘, Y, Z) = (fl(xa Y, Z)a fg(l‘, Y, Z))
Si ha F : R® — R2. Calcoliamo la matrice Jacobiana di F:

. 2z 2y —2z
Jac(F)(z,y,2) = ( Yoz T+2 g >
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Per poter esplicitare y e z come funzioni della x, & necessario vedere se lo Jacobiano parziale fatto rispetto a
y e z, calcolato nel punto (1,—1,2), sia 0 meno degenere. Tale Jacobiano parziale ¢ la matrice formata dalla
seconda e terza colonna di Jac(F') (che corrisponde alle derivate di f, fo rispetto a y e a z). Si ha

2 -2 —4 -2 —4
Jac(F)(1,-1,2) = < S s > Jacy . (F)(1,-1,2) = ( B )
Lo Jacobiano parziale in (1,—1,2) ¢ non degenere perché si ha det Jac, ,(F)(1, —1 2) = 26 # 0. E’ possibile
pertanto applicare il teorema di Dini ed esplicitare localmente in un intorno di z =1 la y e la z ottenendo due

funzioni y = y(x), z = z(y) con y(1) = —1 e z(1) = 2, si ponga quindi p(z) = (y(x), z(z)).
Calcoliamo ora l'inversa della matrice Jac, ,(F')(1, —1,2):

1 -3 4
— -1 —_
[Jacy ,(F)(1, —1,2)] 5% ( 5 9 ) .
11 differenziale parziale rispetto alla z di F nel punto (1, —1, 2) & dato dalla prima colonna della matrice Jacobiana

di F, quindi Jac,(F)(1,-1,2) = ( _23 > Per il Teorema di Dini si ha:

¢(1) = ( Zg; ) —[Jacy . (F)(1,-1,2)] YJac, (F)(1, -1,2)
1

a5 ) () =w ()

Quindi y'(1) =9/13 ¢ 2/(1) = 2/13.






CAPITOLO 14

Lezione del giorno giovedi 12 novembre 2009 (2 ore)
Teorema della funzione implicita e inversa - continuazione

Esercizio 14.1. Si tracci un grafico qualitativo del folium di Cartesio:

I'={(z,y) € R*: 2% — 3zy + ¢ = 0},

e si studino le funzioni y = ¢(x) di classe C! definite implicitamente dall’equazione z° — 3zy + y3 = 0.

SVOLGIMENTO. Posto f(z,y) = 2% — 3zy + y3, osserviamo che f(x,y) = f(y,x) pertanto I' & simmetrico

rispetto

alla bisettrice del primo quadrante.

Stabiliamo il numero di funzioni implicitamente definite da f. A tal proposito consideriamo intersezione di I"
con le rette x = k al variare di k € R. Si deve avere f(k,y) = 0, da cui k* — 3ky +y> = 0. Essendo un polinomio

di terzo
funzioni

grado, esso ha sempre una soluzione reale, e puo averne al piu altre due, quindi f definisce al piu tre
y = p(x). Per determinare il numero delle soluzioni, studiamo ora il polinomio py(y) = k? — 3ky +y* al

variare di k. Osserviamo che lim,_. 1 px(y) = £00, quindi py non ha massimi o minimi assoluti. La derivata

prima &

P, (y) = 3y? — 3k, che si annulla per y? = k, e la derivata seconda & p}(y) = 6y. Distinguiamo quindi

vari casi:

(1)

(4)

Se k < 0, la funzione y — pi(y) & strettamente crescente perché pj (y) > 0, quindi si annulla in un solo
punto yg. Cerchiamo di stimare il valore di y;: poiché py(0) = k? < 0, si deve avere y; > 0 e poiché
(k%) = k3 — 3k3 + k5 = —2k3 + k° > 0 si ha y;, < k%

Cid implica che se z < 0 esiste un solo punto y = y(z) €]0, +oo[ tale per cui (z,y(z)) € I'. Inoltre si
ha y(z) < 22.

Se k = 0, allora po(y) = y3 che si annulla solo in 0, quindi (0,y) € T se e solo se y = 0.

Se k > 0 allora pj(y) = 0sey = +Vk, e pi(y) = 6y quindi py ammette un massimo relativo per
y = —Vk (infatti pj,(vVk) = 0 e p}/(Vk) = —6vk < 0) e un minimo relativo per y = vk (infatti
Pl (—Vk) =0 e p/(vk) = 6vEk > 0). Calcoliamo il valore del minimo e del massimo relativo:

pe(Vk) = k% = 3k3/2 4 k32 = |3 — 283/ = B3/2(K3/2 — 2) = my,
pk(_\/E) S +3k’3/2 _ k3/2 = k3 2k3/2 — k3/2(k,3/2 + 2) = My

Se my > 0 oppure My, < 0 esiste una sola soluzione dell’equazione pi(y) = 0, altrimenti se my < 0 <
M, ne esistono tre. Sostituendo le definizioni di mg e di My, e ricordando che k > 0, per avere tre
soluzioni si deve avere k%/2 —2 < 0 < k%/2 42 da cui —2 < k3/2 < 2, pertanto si hanno tre soluzioni
se 0 < k < V/4 e una sola se k > v/4. Se si hanno tre soluzioni, la soluzione maggiore & strettamente
maggiore di vk e I’altra soluzione positiva & strettamente compresa tra 0 e V.

Se k = /4, allora my, = 0 e I'equazione py(y) = 0, ovvero 4 — 3V/4y + y> = 0 ammette due soluzioni:
una positiva corrispondente al punto dove pi(y) = my, quindi y = vk = ¥/2. Poiché p;(0) = 4 > 0,
I’altra soluzione deve essere negativa.

Queste considerazioni implicano:

(1)

Per z < 0 si ha che f(z,y) = 0 definisce una sola funzione ¢ :] — 00, 0[—]0, +o0] tale che y = ¢(z)
se e solo se f(z,y) = 0. Studiamo la regolarita di tale funzione: se Z < 0, consideriamo il punto
(Z,1(2)) € T. Poiché 0, f(Z,¢1(Z)) = 3p*(T) — 3z e T < 0, si ha 9, f(Z,¢1(Z)) # 0, quindi per
il teorema di Dini f definisce implicitamente una funzione y = ¥(z) in un intorno di Z tale che
¥(Z) = p1(z). Poiché f € C*, tale funzione & C!, ma poiché ¢, & 'unica funzione tale che per ogni
x < 0 si abbia y = ¢(x) se e solo se f(x,y) =0, si conclude che ¥ = ¢1. Studiamo le derivate di tale

funzione:

dor ) _ Ol pi@) 32 3ei(n) __a® ()
dz o, f(wpi@)  3pi@) -3¢ @B -a
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Il numeratore & strettamente positivo perché ¢;(z) < 2, il denominatore & strettamente positivo
perché z < 0. quindi }(z) < 0 per ogni # < 0. Si ha che ¢; ¢ C! e strettamente monotona
decrescente, quindi ammette limite per # — 0. Poiché 0 = x® — 3xp;(z) + 1(z)?, passando al
limite per  — 0~ si ricava lim, - ¢1(z) = 0. Poniamo ¢;(0) = 0 Studiamo la presenza di asintoti.
A tal proposito supponiamo che (z,mz) € T, x < 0. Si ottiene (m3 + 1)2® — 3ma? = 0 da cui
x =3m/(m3+1). Si ha che z — —o0 solo se m — —17, in tal caso:

3m?
3
m P8 gy miel
r——00 I m——1+ 3m
m3+1
Determiniamo ora
. () + . 3m? i 3m . 3m(m+1)
= 1m X xr = 11m = 1m = —
7= 207 mo—1-m3+1 md+1 mo-1- (m+1)(m2—m+1)
Quindi ¢; ammette l'asintoto y = —x — 1. 1l grafico di ¢ € contenuto tutto nel secondo quadrante.

Osserviamo inoltre che z — 0~ solo se m — 07, in tal caso si ha:

3m?

_ 3
T-c1C At 21C) BTN 1) BT T R
x—0~ z—0 z—0~ X m—0~ 3m

m3 + 1

Pertanto esiste anche lim,_,o- ¢'(z) = 0.
In un intorno di (0, 0) il Teorema di Dini non & applicabile perché 9, f(0,0) = 0.
Poiché T" € simmetrico rispetto alla bisettrice y = x, e poiché si e visto che per ogni x < 0 esiste un
unico y > 0 tale per cui (z,y) € T, sfruttando la simmetria si ha anche che per ogni z > 0 esiste un
solo y < 0 tale per cui (z,y) € T', quindi rimane definita una funzione @2 :]0, +00[—]0, —o0[, il cui
grafico ¢ il simmetrico rispetto alla bisettrice di quello di ¢1, e la regolarita ¢ la medesima. Anche @g
ammette asintoto per x — 400 ed ¢ il simmetrico di quello di ¢;, ovvero ancora y = —x — 1. Inoltre
hmm—»O‘*‘ 902(1') =0e 1irnav—>0‘*’ 30/2(‘%) = -
Per ogni 0 < x < /4 esistono tre valori distinti di y tali per cui (z,y) € T. Uno di essi & po(x),
e y = wa(x) & 'unico valore negativo per cui (z,y) € I'. Gli altri due valori sono positivi, distinti:
chiamiamo il minore p3(x) e il maggiore 4 ().
Si ha quindi:

(z,y) €T con 0 < & < V4 <=y € {@a(x), 3(x), pa(z)}

Le due funzioni 3, ¢4 sono definite solo da ]0, v/4[ in R*. Poiché 2% + 3z¢3(x) + ¢3(z) = 0, passando
al limite per x — 07 si ricava lim,_ o+ p3(z) = 0, e analogamente lim,_ o+ p4(z) = 0. Passando al

limite per  — /4 con la condizione 0 < @3(z) < p4(z) si ottiene

lim @3(z) = lim @u(z) = V2.
z— V4~ z— V4~

Calcoliamo il differenziale di f nel punto P = (3/4, ¥/2): si ha
df (x,y) = (32® — 3y) dz + (3y* — 3x) dy
da cui
df (P) = (316 — 3/2) dx
Pertanto si ha tangente verticale a ¥ in P. Se x > /4, non vi sono y > 0 con (z,y) € I'. Per
simmetria, il punto Q@ = (¥/2, v/4) simmetrico rispetto alla bisettrice di P ha tangente orizzontale,
inoltre se y > /4 non vi sono z > 0 con (z,y) € T. Ma allora @ appartiene al grafico di ¢4 e la sua

ascissa /2 ¢ punto di massimo relativo e assoluto per tale curva. I grafici di @3 e di Pujj0, 2] SONO
simmetrici rispetto alla bisettrice. Il teorema di Dini ¢ applicabile perché

ayf(xa @3(%)) = 3(503(1:)2 - ‘T) < 07
in quanto p3(z) </, e
0y f (2, 04(2)) = 4(ps(2)* —x) > 0,
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Ficura 1. 1 folium di Cartesio e il suo asintoto.

in quanto ¢4 (z) > /2. Quindi @3 & di classe C'*, e poiché non ha punti in ]0, V/2[ a tangente verticale, si
ha che ¢ 4lJo, ¥/3[ hon ha punti a tangente orizzontale, quindi la sua derivata & sempre strettamente posi-
tiva. Ma allora anche la derivata di ¢3 & sempre strettamente positiva. La disuguaglianza ¢4 (x) > \/x
implica anche che la tangente nell’origine al grafico di ¢4 sia verticale, e quindi la tangente nell’origine
al grafico di p3 & orizzontale, percid lim, g+ ¢4(z) = 0. Rimane da studiare il comportamento di ¢4
in |/2, V4[. 0.f(z,04(x)) = 322 — 3p4(z) > 0 se x €]3/2, V4], in quanto si ha ¢4 (x) < V/4, pertanto
4 € strettamente decrescente in questo intervallo.
(5) Si ha che (V/4,y) € T se e solo se ¢1(y) = V4, y < 0 oppure y = /2. Ricordando che 9, f(z,y) =
—3x + 3y2, si ha che il Teorema di Dini non & applicabile in (V/4, V/2).
Osserviamo infine che ¢ possibile definire una funzione @5 :] — 0o, V/4[— [0, 4-o00[ ponendo p5(z) = ¢1(z) se
r < 0e ps(x) = p3(x) se 0 < 2 < /4. Tale funzione ¢ di classe C', ©5(0) = 0 e quindi in 0 ha un minimo
assoluto che vale 0. Lo studio & completo.

Esercizio 14.2. Si disegni l'insieme
I'={(zr,y) € R*: 2* — 4oy +y* = 0}.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = a* — 4wy +y*. Si ha f(x,y) = f(y,x) = f(—z,—y) quindi 'insieme T
& simmetrico rispetto all’origine e alla bisettrice y = x. Si ha inoltre (0,0) € I'. Passiamo in coordinate polari
x = pcost, y = psinf, ottenendo p?(p? cos? § — 4 cos O sin 6 + p? sin? @) = 0, pertanto se p # 0 si ottiene

9 4 cosfsinf

- cost 6 + sin* 0

Questa uguaglianza implica che cos#siné > 0, quindi 'insieme I' appartiene al primo e terzo quadrante.

Poniamo
4cosfsinf
0) = ————
p(6) \/ cos* 0 + sin 0

Studiamo massimi e minimi di cos* #+sin* 6. Cio equivale a studiare i massimi di z*+y* vincolati a z2 +y% = 1,
poiché tale vincolo ¢ compatto, z* + y* ammette massimo e minimo assoluti su tale curva, e il minimo &
strettamente maggiore di zero. In particolare, cio implica che p € limitato, quindi I'insieme I'" & compatto.
Si e gia visto come p raggiunga il suo minimo in 0, perché (0,0) € T, inoltre limy_ g+ p(f) = 0, per simmetria si
ricava

lim p(f) = lim )= lim p(#) = lim 0)=0

0—0t p( ) 0—m/2— p( ) O—mt p( ) 0—3/2n— p( )
Calcoliamo ora i massimi di %2 vincolati a ', ovvero i massimi di p?(6)sin? @, supponendo 6 # 0,7/2,7,3/2m
(infatti per tali valori si ha y = 0), per simmetria supponiamo 0 < 6 < 7/2.

4cosfsin® 0 B 4tan® 0
costf +sin*9  1+tan*@’

£1(6) = p2(6) sin6 =
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FIGURA 2. La curva 2* — 4xy + y* = 0 e il quadrato con lati paralleli agli assi in cui & inscritta.

Studiamo la funzione g(s) = 453 /(1 4 s*), s > 0. Si ottiene

3s2(1+s*) — 455 4s2(3 —s)

9/(3) =4 (1+s%)2 - (1 + s%)2 :

La derivata & nulla per ovvero s = v/3, inoltre & negativa per valori superiori ad esso e positiva per valori
inferiori, quindi si tratta di un massimo. Poiché la funzione tan :]0, 7/2[—]0, +o0o[ & strettamente crescente, e
fi = g otan, si ottiene che 6,, = arctan v/3 & 'unico massimo per f; in [0, 7/2]. Determiniamo cosf,, e sinf,,
sapendo che tan6,, = v/3, 0 < 6,, < 7

cos?6,, +sin’0,, =1
siné,, = v/3cos0,,

Sostituendo e risolvendo il sistema si ottiene cos8,, = (1 + \/3)_1/2 esind,, = \4/3(1 + \/5)_1/2. Il valore di f;

in tale punto di massimo & pari al valore di ¢ nel suo massimo /4 ossia Ymas = g(\4/§) = 33/8_ 11 valore z*
corrispondente a Ypqz €

. 4 cos? 0, sin 0 4 tan 6 V3
x :p(ém)cosﬁm:\/ UL _\/l—i—tan‘l?z? :2ﬁ=\8/§

cost 0, + sin* 0,

Per simmetria, si ricava che I' & interamente contenuto nel quadrato [—3%/8,33/8] x [~33/8 33/8]. T quattro punti
di contatto di T' con tale quadrato sono dati da P; = (3/3,3%/%) e da i suoi simmetrici rispetto all’origine e alla
bisettrice, ovvero Py = (—+/3, =3%/8), Py = (3%/8,V/3), P, = (—3%/8, —V/3).

Esercizio 14.3. Si dica per quali valori del parametro reale « la funzione z = z(z, y) definita implicitamente
da

et paz -2 =1, 2(0,0) =0

ha un estremale relativo nel punto (0, 0). Per tali valori di « si dica se si tratta di un massimo o di un minimo.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(x,y,z2) = et faz+y2—22—1. Siha £(0,0,0) = 0 per ogni «. Calcoliamo
le derivate parziali di f:

azf(xay7z) = 2x62+w2 —+ «
Oyf(x,y,2) =2y
8zf(xa Y, Z) = ez—‘—mQ —2z.

Si ha 0,(0,0,0) = 1 # 0, pertanto & possibile applicare il Teorema di Dini e concludere che f = 0 definisce
implicitamente una funzione z = z(x,y) in un intorno di (0,0) con 2(0,0) = 0. Poiché f € C*, tale funzione &
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C'. Le derivate parziali sono:

Oyr(ay) — Q@ 2@ y) 200 4 a
Y T T f 2w y) | e @n e —25(x,y)
o Oyf(xy, 2(z,y)) 2y
%2 0Y) = =5 Faya(ey) I —2a(z,y)

59

Nella fattispecie, si ha 0,2(0,0) = «, 0,2(0,0) = 0. Affinché (0, 0) sia estremale, deve essere un punto critico,

perché z € O, quindi il differenziale deve annullarsi, e pertanto o = 0.

Classifichiamo ’estremale con questa scelta di . Calcoliamo le derivate seconde di z(x,y) in (0, 0):

(Oza f (2,9, 2(2,y)) + 0= f (2, y, 2(2, )02 2(, )0 f (2, y, 2(,y))
(0:f(2,y, 2(,y)))?
N Ouf (@, y,2(2,9)) Oz f (. y, 2(2,Y)) + Doz f (2, y, 2(2,9)) 02 2(7,y))
(0:f(z,y, 2(,y)))?
(Oyy f (@, y,2(2,y)) + 0. f (2, y, 2(2,¥)) Oy 2(2,9))0: f (2, y, 2(2, y))
(0.f(z,y, 2(,y)))?
N Oy f (@, y,2(2,y)) (Ozy f (2, y, 2(2, y)) + Oz f (2,9, 2(2, ¥)) Oy 2(2, )
(0:f(z,y, 2(x,y)))?
(Ony f(2,y, 2(2,y)) + 0: f (2, y, 2(2,9))0y2(2,9))0: f (2, y, 2(2, y))
(0:f(z,y, 2(z,y)))?
N Ouf (2,9, 2(2,9)) (Ozy f(2,y, 2(2,y)) + Oaz f (2, y, 2(2,¥)) Oy 2(2, y))
(0:f(z,y, 2(,y)))?
Sara quindi utile il calcolo delle derivate seconde di f:
Ora f(x,y,2) = 2e7+e ¢ 4x282+9”27 022 £(0,0,0) =2
Ayy f(x,y,2) =2, By £(0,0,0) = 2
D f(,y,2) = e+ —2,0..£(0,0,0) = ~1
Ouy f(2,y,2) = sy f(2,y,2) =0, 02y £(0,0,0) = 0., f(0,0,0) =0,
Opzf(x,y,2) = 23:62“62, 02-£(0,0,0) = 0.

8mz(ar,y) = - +

Oyyz(x,y) = — +

azyz(x,y) = - +

Sostituendo, si ha allora (ricordando che 9,2(0,0) = 9,2(0,0) = 0 ¢ 9, £(0,0,0) = 9, f(0,0,0) =0, 9, f(0,0,0) =

1):

(922 (0,0,0) + 0. £(0,0,0),.2(0,0))8. £(0,0,0)
0ea7(0,0) = = (0-1(0,0,0))2 "
| 00f(0.0.0)(00f(0.0.0) + 0:.£(0,0.0)2,2(x.))
(0-£(0,0,0))2
(94, £(0,0,0) + 8..£(0,0,0)8,2(0,0))8..£(0,0,0)
(0-£(0,0,0))2
4 0u7(0,0,0)(9:,,£(0,0,0) + 0. (0,0,0)0, (. )
(0-1(0,0,0))2
(92 £(0,0,0) + 8. £(0,0,0)9,2(0,0))8. £(0,0,0)
(0-1(0,0,0))2 "
4 azf(ov 0, 0)(8zyf(0a 0, 0) + azzf(oa 0, O)ayz(x, y))
(0-£(0,0,0))2

= 2.

Oyyz(0,0) = — +

=2

0zy2(0,0) = —

=0

Quindi I'hessiano di z in (0,0) & semplicemente

-2 0
a0 -7 %)
e pertanto (0,0) ¢ un massimo per z(x,y).
Esercizio 14.4. Sia I' I'insieme dei punti (x,y) € R? tali che

W —ay? 4 2ty = — o
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(1)
(2)
(3)

14. TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA E INVERSA - CONTINUAZIONE

Provare che T' ¢ il grafico di una funzione ¢ : R — R.

Discutere la continuita e la derivabilita di .

Effettuare uno studio qualitativo di ¢: in particolare, si stabilisca se ¢ ammette un asintoto obliquo
per x — +00.

SVOLGIMENTO. Poniamo f(z,y) = y® — ay? + 2%y — 2 + 2% in modo che I' = {(z,y) : f(z,y) = 0}.
Poiché f(—z,—y) = —f(x,y), si ha che I' & simmetrico rispetto all’origine. Studiamo le intersezioni con gli assi:
f(0,y) =0solose y=0e f(z,0) =0 solo se —x + 2* = 0 quindi = € {0,+1}.

(1)

Calcoliamo le derivate parziali di f, osservando che f € C*:
Ouf(x,y) = =9 + 20y — 1+ 322 =42® — (y—2)* — 1
Oy f(x,y) = 3y* = 2zy + 2% = 2¢° + (x — y)?

La derivata 0, f(z,y) si annulla se e solo se x = y = 0. Cio implica che se  # 0, in un intorno di
si ha che 7 & grafico di una funzione C'. D’altra parte, per = 0, si ha che I'equazione f(0,y) =0 ¢
soddisfatta solo da y = 0, quindi poniamo ¢(0) = 0.

Si ha che ¢ & continua. Sia {(z,, Yn)}nen una successione in I' con z,, — 0.

0 = liminf f(x,,y,) = liminfy>

0 = limsup f(z,,y,) = limsupy>

quindi ¥, — 0 = lim,,_, ¢(x,,) e si ha che ¢ ¢ continua. Inoltre ¢(0) =0, p(£1) = 0.

Studiamo la derivabilita: si ¢ gia detto che ¢ € C in R\0. Il differenziale di f in (0, 0) ¢ df(0,0) = — dx.
Quindi esiste C' € R tale per cui la retta C' + x = 0 & la tangente a v in (0,0), tale retta & x = 0,
pertanto ¢ non puo essere differenziabile in 0. Si ha per z # 0:

(pl(x) _ _axf(x7‘p($)) — _41‘2 — ((p(CE) — x)z -1
Oy f(z, p(x)) 20%(x) + (z — ¢())?’
In particolare si ha che (1) =0 e ¢'(1) = —gj’;gzgg =
in un intorno destro di 1 , e quindi per ogni x y> 1 perché non ci sono altre intersezioni con gli assi,
ed e positiva in un intorno sinistro di 1 e quindi in 0 < x < 1 perché non vi sono altri punti dove si
annulli tra 0 e 1, in quanto f(z,0) = 0 solo per x € {0,+1}. Sfruttando le simmetrie, si ha quindi che
pl)>0se0<z<lox<—1,px)=0sexe€{0,£1} ep(r)<0se —1<z<0,z>1.
Poniamo y = mz, si ha allora f(z, mz) = 0 se e solo se (m3 —m? +m + 1)z —x = 0, ovvero se e solo
se z((m3 —m?+m+1)2? —1) = 0. Se x # 0, per avere soluzione si deve avere (m® —m?+m+1) > 0,
in tal caso si ha che esistono due soluzioni di segno opposto, ossia x = +(m?® — m? + m + 1)_1/2. cui
corrisponde

—2 < 0, quindi la funzione (z) & negativa

m
Vm3 —m2+m+1

y==+

Poniamo
m

Vmd —m2+m+1

h(m) =

e studiamone le derivate:

\/m3_m2+m+1_m 3m? —2m+1
1 (m) 2v/m3 —m2Z+m+1
(m3—m2+m+1)
2m3 —2m? + 2m + 2 — m(3m? — 2m + 1)
2(m? —m?2 +m +1)3/2
—m3 +m +2
2(m? —m?2 +m+1)3/2
3

Tale derivata si annulla per m° —m — 2 = 0. Studiamo il numero di soluzioni di tale equazione. Posto
v(m) = m® —m — 2, calcoliamo massimi e minimi relativi di v. Si ha v'(m) = 3m? — 1, nullo per
m* =4,/1/3. Si ha |m*| < 1 e |m*|® < 1, quindi v(m™*) < 0. Cid implica che gli estremali relativi di
v sono entrambi strettamente negativi, pertanto ’equazione m® —m — 2 = 0 possiede una sola radice
reale. Dato che v(0) = v(1) = —2 e lim,;,_,oc v(m) = 400, si ha che tale radice ¢ strettamente positiva.
Inoltre v(2) = 4 > 0, quindi tale radice & strettamente minore di 2 In particolare, si ha che esiste un
solo valore di 1 < /m < 2 per cui A'(m) = 0. Questo implica che gli unici punti critici di ¢ si hanno nei
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FiGURA 3. La curva 3% — 2y? 4+ 2%y = 2 — 23 e il suo asintoto.

punti +(m? —m? +m+1)"1/2. Poniamo 2+ = —z~ = (m> —m? +m+1)"/2. Poiché m>® —m —2 = 0,
si ricava xt = —z~ = (3 —m? + 2m) V2.
Vogliamo capire la posizione dei due estremali rispetto ai punti 0,1. Poniamo W (t) = 3 — 2 + 2t

in modo da avere + = —z~ = (W (m))~'/2. Sappiamo che m € [1,2], quindi studiamo la funzione
W in tale intervallo. Essa & strettamente decrescente in |1,2[, perché W'(t) = —2t + 2 < 0 quindi
W(2)=3<W(t) < W(1) =4, maallorasi ha 0 < 47%/2 < g+ <371/2 < 1, e 2~ = —z™, pertanto

0<zt <1le—-1<z <0. Siha quindi che 27 & massimo relativo stretto e 2~ & minimo relativo
stretto.

Cerchiamo gli asintoti obliqui. Limitiamo lo studio per x > 0, il caso x < 0 si ricava per simmetria
rispetto all'origine. Si & visto che z = (m® —m2?+m+1)"1/2 e che p(V(m)) = m(m> —m2?+m+1)~1/2.
Studiamo il V(m) = m3 —m? +m + 1. Si ha V'(m) = 3m? — 2m + 1 che & privo di radici reali, quindi
V' >0, V & strettamente crescente e ammette una sola radice reale m*. Tale radice & negativa perché
V(0) = 1. Inoltre V(—1) = =2 < 0, quindi —1 < m* < 0. Poniamo A(m) = V(m)/(m —m™*), A(m) &
un polinomio di secondo grado mai nullo. Si ha quindi

o) _ oV (m)) mn? —m? fm 1)V

lim = = =m
z—oo T m—ms+ (m3 —m2+m +1)-1/2 (m3 —m2+m+1)-1/2

Calcoliamo ora:

g= lim p(z) —m*z
r—00

= lim mm®—m?>+m+1)"Y2—m*(m® —m?+m+1)"1/2

= lim m-m = lim mom
mom* (m3 —m2+m+1)"1/2  m=m* (m —m*)/2A(m)'/?
m —m*

Quindi la retta y = m*z & asintoto obliquo per x — +o0o. La simmetrica rispetto all’origine di tale
retta € sempre y = m*x che € quindi asintoto obliquo anche per x — —o0.

Curiosita: dalla formula di risoluzione delle equazioni di terzo grado, si puo ricavare il valore esatto

1 2 /
m=-(1- ————— + 33\/33—17 ~ —(.54.
3 /3

V33 - 17






CAPITOLO 15

Lezione del giorno martedi 17 novembre 2009 (1 ora)
Integrali multipli

OSSERVAZIONE 15.1. Non daremo qui definizioni precise sui concetti di misurabilita elementare degli insiemi
o di integrabilita delle funzioni: esse richiedono strumenti piuttosto fini che esulano dagli scopi di queste note.
Il modello di base sara costituito da integrali del tipo

//D [y, an) day ... day,

dove D C R™ & un insieme limitato, definiti da un numero finito di disuguaglianze (strette o larghe) g;(z1, ..., zn) <
0,i=1,..,ncong;: R" — R diclasse C', e f : D — R & almeno continua.

Possibili generalizzazioni si hanno se D puo essere decomposto in un unione finita di insiemi di tale tipo
D = D; U...U Dy, in tal caso 'integrale su D sara dato dalla somma degli integrali sugli insiemi D).

Se il dominio D non & limitato, oppure f non e continua su D, si considera una successione di domini limitati
D,, C D in esso contenuti (detta successione invadente) che tenda' a D e su cui f sia continua. Integrando f
su D, si ottiene una successione di numeri reali I,,. Se il limite per n — oo di I, esiste e tale limite & lo stesso
qualunque sia la successione D,, — D scelta con le proprieta di cui sopra, allora possiamo assegnare all'integrale
di f su D, il valore di tale limite. Il fatto che il limite non dipenda dalla successione invadente scelta & cruciale
perché questa definizione sia ben posta, ovvero sensata.

Il calcolo degli integrali multipli ¢ ricondotto al calcolo di integrali unidimensionali dai teoremi di Fubini e
Tonelli, di cui diamo qui una versione semplificata: se f : X; x X9 — R & continua e X7, X sono intervalli
compatti di R, allora

//f(l’l,xg) dl’l diCQ :A < . f(ZL'l,{EQ) d$2> dl’l :/X ( « f(il’hl'g)dl'l) d.’EQ

Formule analoghe valgono per integrali in dimensione superiore, e sono possibili le stesse generalizzazione viste
in precedenza (il dominio di integrazione pud essere decomposto in modo opportuno, oppure invaso ...). Il
lettore interessato ad una formulazione precisa e coerente della moderna teoria della misura e dell’integrazione
secondo Lebesgue puod consultare [5].

Teorema 15.2 (cambio di variabili). Siano X,Y aperti di R, ¢ : X — Y wuna biiezione di classe C*, A
sottinsieme di X, B =+(A), f: B — R una funzione. Allora:

(1) B é (elementarmente) misurabile se e solo se A & (elementarmente) misurabile;
(2) Se B ¢ (elementarmente) misurabile, allora f é integrabile in B se e solo se la funzione

z = f(y(x))| det Jac(p)(x)]

¢ integrabile in A; in tal caso risulta

/ Fly)dy = / F(p())| det Jac(e) (2)
B A

ove Jac(yp)(z) € la matrice Jacobiana di ¢ in x.

Corollario 15.3 (coordinate polari). Sia X = {(p,0) € R?: p >0, 0 < 6 < 2r}. Una funzione f : R* —» R
¢ integrabile in R? se e solo se la funzione (p,0) — f(pcos®, psinf)p ¢ integrabile in X. In tal caso si ha:

/f(x,y)dxdy:/f(pcos@,psin@)pdpd&
R2 X

Lin un senso che puod essere reso preciso, ma qui ci accontentiamo dell’intuizione
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Corollario 15.4 (coordinate sferiche). Sia X = {(p,0,9) € R? : p > 0,0 < 0 < 27,0 < ¢ < 7}. Una
funzione f : R3 — R ¢ integrabile in R? se e solo se la funzione

(p,0,0) — f(psinpcosh, psinpsinb, pcos )p?sin p

e integrabile in X. In tal caso si ha:

/f(x,y,z)dxdydz:/f(psingpcos@,psintpsin&,pcosgp)stingp
R3 b'e

Esercizio 15.5. Calcolare I'integrale doppio

I:// xy dz dy
D

esteso al dominio D delimitato dalle due parabole di equazioni y? = 4z, 22 = 4y.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo 'itersezione delle due curve: elevando la prima equazione al quadrato e sosti-
tuendo la seconda si ha y* = 64y da cui y = 0 e y = 4, quindi le due curve si intersecano in (0,0) e (4,4).
Dalla prima equazione si ricava che x > 0 e y = 2 + y/x Si ha che y = 2 + /z ¢ al di sopra della seconda curva
y=2%/4 per 0 < x < 4,y = x?/4 perché in tale intervallo (2 + \/x)? = 4z > (22/4)% = 2*/16.

Si ha allora

D={(r,y): 0< <4, 2%/4<y<2/x}

da cui:

4 2V 4 27 y=2vz 4 5
f:/ / zy dy dw:/ [my] z/ <2x2 - x) da
0 z2/4 0 2 y=a2/4 0 32

B [2953 28 T_A‘ 64
=0

3 192

5

Esercizio 15.6. Calcolare I'integrale doppio

I:// V1—y2dxdy
D
esteso al dominio D = B((1,0),1)
SVOLGIMENTO. D & il dominio delimitato dax =1—/1—y2ex =14 /1—y?per —1<y<1
1 pldy/T—92 1 8
I:/ / \/1—y2dxdy:4/ 11—y dy = -.
—1J1-/1—¢2 0
Esercizio 15.7. Calcolare l'integrale doppio [ |, p Ty dz dy esteso al dominio D dove D ¢ il triangolo di
vertici A(0,4), B(1,1), C(4,0).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo le rette congiungenti i tre vertici. Ricordo che per trovare la retta congiungente
Py = (z1,y1) a Py = (22, y2) si utilizza la formula:

(Y —y1)(x1 — 22) = (y1 — y2)(z — 1)

Sostituendo x = x1, y = y;1 si ottiene un’identita, quindi tale retta passa per P;. Sostituendo z = x5 e y = ys
si ottiene un’altra identita che prova il passaggio per Ps.
Le tre rette sono: y = 4 — z che congiunge A e C; y = 4 — 3z che congiunge A a B; y = (4 — x)/3 che coingiunge
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1 4—x 4 4—x
/ xydyd:nJr/ / zy dy dx
0 Ja-3z 1 J(4—2)/3
1 2 2 4 2
(4—12)*— (4 - 3x) / x 9 4—x
bl O/ _
x 5 dx + 2 (4—x) 3 dx

2 8 [ 2 5 4 2 .3
x(8—4x)dw+§ x(4—x) dx:§+§ (16 — 8z° +z°) dx
1 1

B a C. Si ha allora:

~
Il
S—

S—

4 8 e
8p2 _ 23 F
+ |:x 3x+4:|x—1

9

4 8- 64 8 1
—(8-16— = 464—8—-—=
9( o+ )

3 4
+ %,g 7§+77%
9\3 12/ 3 37

Esercizio 15.8. Calcolare I'integrale doppio

-
D

ove D ¢ il dominio definito dalle limitazioni x > 0, y > 0, x? + 4y2 < 16.

I
Wl ot cmcn w| Tt O\
o

+y? - 1‘ dx dy

SVOLGIMENTO. Parametrizziamo D in modo opportuno:

2
D{(x,y)GRZ:xEO,yZO,Z+y2§4}

2
z{(m,y)ERQ: x>0,y>0, (E) —|—y2§4}
2
={(2z,y) eR*: 2 >0,y >0, 2> +y* <4}
= {(2pcosb,psinf): € [0,7/2],0 < p <2}

La trasformazione di coordinate & p(z,y) = (2pcosf, psin ), il suo Jacobiano &

Jac()(p, 0) = ( 2cosf —2psinf )

sin 0 pcosf
Il modulo del determinante di tale matrice & 2p. Si ha allora:

7!‘/2 2 5 T 4 T 1 . 4
z/ / ef |p2—1|2pdpd0:f/ es|s—1|d3:f/ es(l—s)ds—i—f/ e’(s—1)ds
0 0 2 Jo 2 Jo 2/
T 1 T 4
—S(ea-snms [ o)+ ] (e o)
0 1

:g(—1+e—1)+g(3e4—e4+e):7r(e4+e—1).

Esercizio 15.9. Calcolare il seguente integrale doppio:

1= // arcsin¢dxdy
D r? +y?

dove D ¢ la semicorona circolare 1 < 2% 4+ y? < 4, y > 0.
SVOLGIMENTO. In coordinate polari si ha:
D ={(pcosf,psinf): 1<p<2 0<6<7}

da cui, ricordando che arcsinsin @ = 6 solo se 8 €] — w/2,7/2]:

I—/ / arcsin(sin ) pdpd0—2/ / arcsin(sin 0) pdp df
w/2
:2/ / 9pdpd9=2/ pdp~/ 9d0:f7r2
1 Jo 1 0 8






CAPITOLO 16

Lezione del giorno giovedi 19 novembre 2009 (2 ore)
Integrali multipli - continuazione

Raccogliamo di seguito alcune utili formule per il calcolo degli integrali doppi e alcune definizioni di integrali
importanti da un punto di vista applicativo:

Formule utili:

(1) Volume del solido di rotazione:

V:ﬂ/bfz(x)

(2) Area di una superficie curva z = f(x,y) che si proietta ortogonalmente su D:

// \/1 + ()2 + (0, f)? ddy

(3) Area di una superficie di rivoluzione S generata dalla rotazione di un giro completo attorno all’asse
di una porzione di curva regolare v situata nel semipiano z =0, x > 0:
(a) se v & rappresentata dalle equazioni parametriche x = z(t), y = y(t), a <t < b, si ha

b
Ag :27r/ (VT (O + 5 (02 de

(b) se v ammette rappresentazione cartesiana y = y(x), a < < b, si ha

b
Ag = 27r/ y(x)v/1+ 9 (z)2de

(4) Baricentro di D C R?:

// xdxdy // ydx dy

:4D .

/ dx dy / dx dy
D

(5) Baricentro di D C R3:

///Dzdxdydz ///Dydxdydz ///Ddedydz

IB=——7Frp/ s YB = y B =
/// drdydz /// drdydz /// drdydz
D D D

(6) Momento di inerzia D C R? rispetto ad un punto fisso o ad una retta fissa:

I://D§2(x7y)dxdy

dove 62(x,y) ¢ la distanza del punto (z,y) dal punto fisso o dalla retta fissa.

(7) Teorema di Guldino sul volume dei solidi di rotazione. Sia T il solido generato dalla rotazione di
angolo 6 attorno all’asse z di un dominio E contenuto nel semipiano = > 0 del piano (z,y). Allora il
volume é:

)\3(T) = QTG)\Q(E)
dove rg e la distanza del baricentro di F rispetto all’asse di rotazione.

Esercizio 16.1. Chiamasi toro il solido T generato dalla rotazione di un cerchio di raggio r intorno ad un
asse z del suo piano avente distanza a dal centro, con a > r. Trovare il volume di questo solido.

67



68 16. INTEGRALI MULTIPLI - CONTINUAZIONE

SVOLGIMENTO. Sia C' il cerchio di raggio r nel piano zy centrato in (0, a,0). Si ha:
C:={(0,scos¢p+a,ssing): 0<s<r ¢ecl0,2n]}
Sia 6 € [0,27]. Il punto (z,y, z) ruotato attorno all’asse z di un angolo 6 occupa la posizione
(V72 + y2 cos B, \/x% + y%sin b, z). Per cui si ha:
T :={(|scos ¢+ a|cosb,|scosd + a|sinb, ssing) : p,¢ € [0,27],0 < s <r}

Ricordando che a > r, si ha scos¢ +a > —s+a > —r + a > 0 e analogamente per il seno, quindi si possono
togliere i moduli:

T :={((scos¢ + a)cosB, (scos¢ + a)sinb, ssing) : p,¢ € [0,27],0 < s < r},
pertanto T' e parametrizzato da:
©(8,0,p) = ((scos g+ a) cos b, (scosp + a)sin b, ssin ¢).

Il volume di T' € espresso dall’integrale triplo

v ][ dwya-

La matrice Jacobiana della parametrizzazione e:

cosgpcost —(scos¢p+a)sind —ssin¢cosfd
Jac(p)(s,0,p) = | cos¢sin® (scos¢p+a)cosf —ssingsiné
sin ¢ 0 scos ¢

Il suo determinante e:
det Jac()(s, 0, ¢) = sin ¢(s(s cos ¢ + a) sin? §sin ¢ + ssin ¢ cos? O(s cos ¢ + a))+
+ 508 ¢(cos ¢ cos® O(s cos ¢ + a) + (scos ¢ + a) sin?  cos ¢)
= ssin? ¢(scos ¢ + a) + scos® ¢(scos ¢ + a)
=s(scosp+a) >0

Quindi il volume cercato é:

27 2 r
V:/ / / s(scos ¢ + a)drdepdld
o Jo Jo

r 2m r
= 27ra/ / (s2cos ¢+ as)dpds = 47r2a/ sdr = 2nar®.
o Jo

0

Applicando il Teorema di Guldino: ’area del cerchio C & mr?, il baricentro & il centro geometrico del cerchio
che descrive una circonferenza di lunghezza 27a. Quindi il volume & V = 272ar?, che conferma il risultato
precedente.

Esercizio 16.2. Calcolare il seguente integrale doppio :

I= // cos(x + y)e* Y daxdy
D

Vs
D = {(z,y) eR*: o4yl < 35 e —yl <1}

esteso a

SVOLGIMENTO. Poniamo u =z +y, v =z —ydacuiz = (u+v)/2 ey = (u—v)/2. Il determinante
Jacobiano di questa trasformazione ¢ —1/2, quindi il suo modulo ¢ 1/2. Con questa parametrizzazione si ha:

1 1 /2
125/ / cosue’ dudv =e—e ! =2sinh(1).
—1J—-m/2

Esercizio 16.3. Calcolare il seguente integrale doppio:

pV1-y

essendo D il dominio limitato dalla curva di equazione

yt4+ a2 —22=0
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SVOLGIMENTO. La curva ha equazione 1 — y* = (z — 1)? ovvero (1 —y)(1 +y)(1 +%?) = (z — 1) da cui

—1§yglel—m<x<l+\/l—y4.Quindisiha:
1 pldy/1-y? Tty 1 pldqy/1-y? T+y
I = rdrdy = zdz dy
—1J1—y/1—y* 1—y —1J1—4/1—y4 1—y
Lt Tty 12 2 YTy
=3 —, (+Vi-y) —(1=V1-y"?)dy =2 1_y@dy
—1 -1
1 1
:2/ (1+y)mdy:2/ \/1+y2dy*2/y\/1+y2dy
-1 -1
1
= 4/ V1 +y2dy = 2(V2 + arcsinh(1)) = 2(V2 + log(1 + v2))
0

Esercizio 16.4. Si provi che la funzione |(x,y)| ™ ¢ integrabile su B = B(0,1) CR? se e solose p < 2 ed &
integrabile su R?\ B(0, 1) se e solo se p > 2. Analogamente, la funzione |(x,y, )| 7P & integrabile su B(0,1) C R3
se e solo se p < 3 ed @ integrabile su R3\ B(0,1) se e solo se p > 3.

SVOLGIMENTO. In coordinate polari, se p # 2 si ha

21 1 1

_ 1 _ 2 _pip=1

x,7y pdxdy:/ / —pdpd9:27r/ Pt Pdp = ——[p* PP,
/B|( ) o Jo PP 0 (2*17)[ Joo

che ¢ finito solo se p < 2. Se p = 2 si ottiene

1
1

277/ — = 27[log pl = +o0,
o P

Pertanto l'integrale su B(0,1) C R? & finito solo per p < 2.
In modo del tutto analogo, se p # 2:

27 +oo
1 2m -
Y ‘pdmdy:/ / — pdpdf = =—[p* )=
/R?\BK )‘ 0 L ppp P (2_p)[p }p 1

che ¢ finito solo se p > 2. Se p = 2 si ottiene

1
27r/ = =27[log p|T° = 400,
1 P

pertanto 'integrale su R? \ B converge solo se p > 2.
Nel secondo caso utilizziamo coordinate sferiche: x = psin¢cosf, y = psin¢sinf, z = pcos ¢, e il determinante
Jacobiano della trasformazione & p?sin ¢ da cui se p # 3 si ha

T 27 pl /2
4 _ 4 _
[ [ ] srsinodpdsao = [ singdo- b7 = S0
o Jo Jo 3—=1Jo 3

—D
1
1
47r/ - =40
o P

Pertanto I'integrale su B(0,1) C R3 & finito solo per p < 3.
In modo del tutto analogo, se p # 3 si ha

4 _
z, Y,z “Pdx dy dz = ——— p3—p P;+OC
/1R3\B(o,1) |( ) 3_p[ Jo—1

che ¢ finito solo se p < 3. Se p = 3 si ottiene

che e finito solo se p > 3. Se p =3 si ha
/ ‘(z7y7z)|7pd~rdydz :47T[10gp](fo = +00.
R3\B(0,1)

Pertanto I'integrale su R3 \ B(0, 1) converge solo per p > 3.

Esercizio 16.5. Calcolare il seguente integrale doppio:

I:://dzdy
D

essendo D la regione piana compresa tra la curva di equazione polare p =1+ cos per 6 € [0, 7] e Passe x.
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SVOLGIMENTO. Si ha:

D ={(scosf,ssinf): 0 €[0,7], s €[0,1+ cosb|}

T 14cos @ 1 T
I::/ / pdpd@:f/ (14 cos 6)* do
o Jo 2 Jo
—l/ﬂd9+1/ﬁz ~9d9+1/ﬂ 20 d
=3 ; 2 ), cos 2 ), cos

=-4+-=-m

2 4 4

da cui

Esercizio 16.6. Sia:

Di={(z,y) eR*: (x+1)*+¢* > 1, (e - 1) +9° > 1, 2" +y° <2}

Posto:
|yl
flz,y) = —F——=
@)=t
si calcoli:

I = /Df(x,y)dmdy

SVOLGIMENTO. Poiché
vl

Vaz+y? o
I'integrale esiste.

L’insieme D ¢ costituito dai punti all’interno del cerchio di raggio /2 centrato nell’origine che si trovano al di
fuori dei cerchi centrati in (£1,0) di raggio 1. Si consiglia al lettore di tracciare un grafico della situazione.
Sfruttando le simmetrie del dominio D e di f & possibile calcolare 'integrale richiesto su DN {xz > 0,y > 0} e
poi moltiplicare per 4 il risultato. Calcoliamo l'intersezione di 22 + 2 = 2 con (z — 1)2 + y? = 1. Si ottiene
22— (x—1)?=1dacui2?-22+2r—1—-1=0 percido z = 1, y = £1. Nel primo quadrante quindi le due
circonferenze si intersecano in (1,1) Esplicitando rispetto alla z, si ha quindi:

DN{z>0,y>0}={(z,y): 0<a<1,\/1-(z—-1)2<y<+v2-—2?}

V2—z2 V2—z? 2y
_4/ /1 i Ter dydx = / /1 e 1)272 x2+y2dydx

V2—z2
—4/ / \/x2+y dy dx
V1—(z— 1)2

:4/0 (\/x2+2—x2—\/w2+1—(x—1)2) dx
o[ (va-vE) ="

Esercizio 16.7. Calcolare il seguente integrale triplo:

I:///dxdydz,
T

dove T ¢ il solido limitato dalla superficie del paraboloide z = a?z? 4 b%y? e dal piano z = k2, k # 0.

SVOLGIMENTO. Si ha

={@%61<¢;JQ+<¢Zb2§L0<ZSW}
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x

Poniamo quindi TA7a = scos b, ﬁ =ssinf, 2 =2 0<s5<1,0< 2z <k?dacui z(s,0,2) = \/zscosb/a,
y(s,0,2) = \/zssinf/b, z(s,0,z) = z. Lo Jacobiano della trasformazione &:

: scosf
ay/zcos® —y/zssinf/a TN

Jac(v)(s,0,2) = | by/zsinf /zscosB/b ZZ“&;G ,
0 0 1

il cui determinante ¢ zs/(ab). Allora:

27 4
I_/ // —dzdsd@-i
2ab

Esercizio 16.8. Determinare il baricentro del cappio della strofoide , curva di equazione (a > 0):

z(2® +y°) = a(a® — )

SVOLGIMENTO. In coordinate polari, si ha:
p> cos = ap®(cos® 6 — sin® )

da cui

cos 20
cos 0

Si ha quindi 0 € [—n/4,7/4] U [7/2,3/4x] U [5/4m,3/2x]. Osserviamo che z(f) = pcosf = acos26. La curva
¢ simmetrica rispetto all’asse delle ascisse, quindi 'ordinata del baricentro ¢ nulla, ed ammette un asintoto

verticale, infatti , ljltm/ p = +oo. Tale asintoto & x = —a. Si ha p(f) = 0 per § = £7/4. Pertanto il cappio
—+r/2F

¢ descritto da —7w/4 < 6 < /4, cui corrisponde 0 < z < a e |y| < zy/(a —z)/(a+ z). Sia C il cappio della
strofoide. L’area di C' ¢ data da:

ffowa-

w/4 acos(20)/ cos 0 2
/ sdsdf = 7/ cos”(20) 4
—n/4J0 n/4 COS 0

9 1
-4
</—W/4 cos? 0 d0
a— 2/ (cos20 4+ 1) db + [tam@]w/4 — 27
2 —m/4

60529d9—|—2—7r>

\

2
—m/4
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Si ha:

w/4 acos(26)/ cos 6 3 /4 3(20
// :cd:cdy:/ / s%cosOdsd) = cos’(26) 4
c —x/aJo _n/4 COS 0

3 /4 3
za—/ (20059—1> cos 0 df
3 J n/a cosf

ad [T/ 1
:—/ <8cos4912cos29 +6> df
3 Jonsa cos? 0

3 /4
:‘EJ)(/ 2(00529+1)2d0—3(2—|—77)—2+37T>
—m/4
a3 /4
=3 / 2(cos? 20 4+ 2cos20 +1)df — 3(2+ ) — 2+ 37
—m/4
a3 /4
=3 / (cos40+1+4cos20)dfd +m —8
—m/4
a? /4 3
=— 40)df + —m — 4
3 (/_77/4(005 )do + 57
a’ (3 ad
= — — —4 = — —
3 (277 ) 5 (3w —8)

Le coordinate del baricentro sono:

rdzx dy
sz//C 29371'78 yp = 0.
//dxdy 3 4—7
C

Esercizio 16.9. Calcolare I'area della superficie generata dalla rotazione attorno all’asse x della curva
y=sinz,0 <z 7w

SVOLGIMENTO. L’area ¢ data da:

™ /2 1
A:27r/ Sinx\/1+c082xd:v:47r/ sinx\/1+C082xdx:47r/ V14+t2dt
0 0 0

= 27(v/2 + arcsinh(1)) = 27(vV2 + log(1 + V2)).

Esercizio 16.10. Calcolare I'area della porzione S di superficie:

2
= g . (1‘3/2 +y3/2)

che si proietta nel triangolo D determinato dalle rette xt =0,y =0e z +y = 3.
SVOLGIMENTO. Si ha 0,z(x,y) = Ve 0yz(x,y) = \/y, da cui
2

3 4 3
A:// \/l—l—x—i—ydacdy:/ \/idtdac:g/ (8 —(1+z)*?)ds
D 0 Jita 0

2 [t 262 116
=16—= | s*?ds=16—-- — = .
3/15 5 35 15



CAPITOLO 17

Preparazione alla prima prova in itinere

Esercizio 17.1. Si consideri 'insieme
= {(z,y) € R?: (f2 + yz)(?f +az(z+1)) = 4xy2}

1) Si provi che cos(30) = cos (1 — 4sin? 6).
(1)

(2) Si esprima I' in coordinate polari piane e, utilizzando il precedente, si dimostri che I" ¢ invariante per
21

rotazioni di .
(3) Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nei punti P, = (—1,0), Py = (1/2,v/3/2) e P3 =
(1/2,—+/3/2). Si provi che tali tangenti delimitano un triangolo equilatero.
(4) Si dica:
(a) se T' definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = ¢1(x) con ¢1(—1) = 0 e in
caso affermativo, si calcoli ¢} (0).
(b) se I definisce implicitamente in un intorno di P;, una funzione y = @a(x) con ¢2(1/2) = v/3/2 e
in caso affermativo, si calcoli ¢5(1/2).
(c) se I definisce implicitamente in un intorno di P, una funzione y = ¢3(x) con p3(1/2) = —/3/2
e in caso affermativo, si calcoli ¢5(1/2).
(5) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = x?+y? vincolati a I'. Si dica se I' & compatto.
(6) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di I

SVOLGIMENTO. Pu0 essere utile osservare che l'insieme presenta una simmetria rispetto all’asse delle x:
infatti la sostituzione y — —y lascia invariato I'insieme. Poniamo

flay) = @ + )y + ol + 1)) — day”.
(1) Siha:
cos 30 = cos( 4 26) = cos 0 cos 20 — 2sin? 0 cos 0
= cosf(1 — 2sin? ) — 2sin® O cos § = cos O(1 — 4sin? )
(2) Esprimiamo I" in coordinate polari © = pcosf, y = psin@: si ha
f(pcos®, psin @) = p*(p* + pcosf) — 4p> cosOsin® O = p®(p + cos (1 — 4sin? 0))

da cui si ottiene che p = 0 oppure p + cos (1 — 4sin® f) = 0. La seconda condizione implica la prima
per 6 = 7/2, pertanto sfruttando il punto precedente si ha:
I'={(pcosh, psinb) : p=—cos36, p>0,0 € [0,2n]}.

Poiché cos 30 = cos(3(0 + 27/3)) si ottiene I'invarianza richiesta.
(3) Differenziando la funzione f, si ottiene:

df (z,y) = x(y? + x(x + 1)) + (22 + v*)(2x + 1) — 49?) da+
+(2y(y? +2(e +1) +2® +y*) - 8zy) dy
= (423 4 322 + dxy® — 3y°) dx + 2y(2y° + 22 — 3x) dy
Calcolando in Py, P, P; si ottiene:

df(-1,0) = —duz, df (;,i\ég) = %dm + ?dy.

Questo implica che:
(a) la retta tangente in P, ¢ r; : © = ¢q1, dove g1 va determinata imponendo il passaggio per P,
ovvero r = —1,
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(b) la retta tangente in Py sia %a: + § Yy = @2, dove g2 va determinata imponendo il passaggio per
Py, ovvero ry : 7x+ fyfl
(c) la retta tangente in Ps sia %x — § Yy = q3, dove q3 va determinata imponendo il passaggio per

Ps, ovverom:%x—@y:l.

SiharoNrs ={(2,0)}, 11 Nry = {(=1,v3)}, r1 Nra = {(—1,—/3)}, e si verifica che la distanza tra
questi tre punti ¢ la stessa e vale v/12 = 2v/3, pertanto il triangolo formato da queste rette ¢ equilatero.
Dal punto precedente si ricava come 9, f(P;) = 0, quindi il Teorema di Dini non & applicabile in questo
punto (la tangente a T' & verticale) Invece 9, f(P2) = —V/3/2 # 0 e 9,f(P3) = v/3/2 # 0, pertanto
il Teorema di Dini ¢ applicabile in questi punti e restituisce due funzioni y = ps(z) e y = @3(x)
definite in un intorno di = = 1/2, di classe C*, con ¢5(1/2) = v/3/2 e p3(1/2) = —/3/2. La derivata
di 3 e @3 in 1/2 ¢ il coefficiente angolare della tangente in tali punti, ovvero ¢5(1/2) = —v/3/3 e
4(1/2) =33,

Si tratta di studiare la funzione p? sotto il vincolo p = — cos 36, ovvero di studiare la funzione w(f) =
cos?(36). Calcoliamo le derivate di w:

w'(0) = —6 cos(30) sin(30) = —3 sin(66)
w" (0) = 18 cos(66)

La derivata prima ¢ nulla se § = kn/6, k = 0,1,...,5. In tali punti, la derivata seconda & negativa se
k = 2,3,4, quindi questi sono punti di massimo, e positiva se k = 0, 1,5, quindi questi sono punti di
minimo. Se k = 0, 1,5 si ottiene dall’equazione di T che p = 0, pertanto il punto (0,0) & di minimo
assoluto vincolato e in tale punto p?> = 0. Se k = 2,3,4 si ottengono i punti (—1,0), (1/2,v/3/2) e
(1/2,—+/3/2), che sono quindi di massimo vincolato. Poiché p? assume in tutti questi punti il medesimo
valore 1, tali massimi sono massimi assoluti vincolati. L’insieme e chiuso perché f & continua e limitato
perché p < 1 sui punti di I', quindi & compatto.
Questo punto e facoltativo, illustriamo un procedimento possibile per disegnare 'insieme I'. Dal punto
precedente, si € visto come I' sia contenuto nella palla centrata nell’origine di raggio 1. I punti di
contatto con la circonferenza di raggio 1 sono proprio Py, P, Ps.
Poniamo y = mx nell’equazione, ottenendo
0= f(z,mz) = 2*(1 + m?)(m*z? + z(x + 1)) — 42>m?
=231+ m?)(m%z +x + 1) — 4a3m?,

da cui per z # 0 si ottiene

3m? —1
z(m) = 7(1 P
~ m(3m? —1)
y(m) - (1 + m2)2

Poiché per z = 0 si ha che se f(0,y) = 0 allora necessariamente y = 0 (infatti f(0,y) = y*), si ottiene
che per ogni m € R la retta di coefficiente angolare m interseca I' nei punti (0,0) e (z(m),y(m)).
Osserviamo che per m — £o0 si ottiene il punto (0,0) Osserviamo che (z(m),y(m)) = (0,0) per m =
+1/+/3. Cio implica che si ha un cappio definito da m > 1/4/3, un altro dato da —1/v3 < m < 1/3
e un terzo definito da m < —1/\/?:. Il cappio dato da —1/\/§ < m < 13 si trova nel semipiano delle
x < 0, gli altri due nel primo quadrante e nel terzo quadrante. Dall’equazione in coordinate polari, si
vede come T sia invariante per rotazioni di 27r/3, inoltre I' & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse
pertanto ¢ sufficiente studiare 'N {—1 < & < 0, y > 0}, ruotare il risultato di £27/3 e poi rifletterlo
rispetto all’asse delle ascisse.

Dato che f € C°, le funzioni implicitamente definite sono C! laddove sono definite. Sia —1 < k < 0
e consideriamo l'intersezione di T' con la retta x = k, si ottiene (k% + y?)(y? + k(k + 1)) = 4ky? da cui
y* + (2k? — 3k)y? + k* + k3 = 0. Poniamo quindi ¢ = y? ottenendo I'equazione

pr(t) =t* + (2k% = 3k)t + (K* + k%) =0

Per avere soluzioni accettabili di y, € necessario che le corrispondenti soluzioni di ¢ siano positive.
Osserviamo che lim;_ 4o, pr(t) = +00, e che pi(0) = k* + k3 < 0. Per il teorema di esistenza degli
zeri, si ha che esiste una radice t~ < 0 e una radice tT > 0. Ciod implica che ¢_ ¢ da scartarsi perché
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negativa, e si ha y4 = +vt+, dove si ha che

—(2k2 — 3k) 4+ \/k2(9 — 16k)
t+ = 2 .

Com’era lecito attendersi vista la simmetria di I le due radici sono simmetriche rispetto all’asse delle
ascisse. Restano quindi definite due funzioni implicite y = ¥ (z) e y = ¢~ (x) corrispondenti alla
radice positiva e alla radice negativa. Tali funzioni, se derivabili, sono di classe C*.

Calcoliamoci massimi e minimi di y = y(m), si tratta di avere y'(m) = 0 da cui:

0= (9m? — 1)(1 +m?)? — 4m?(3m? — 1)(1 + m?)
= (1+m?)((9m? = 1)(1 +m?) — 4m?*(3m? — 1))
= (1+m?)(—1+ 12m? — 3m*),
da cui si ottengono per m i quattro valori m = £/ (6 + v/33)/3.

Pertanto i massimi e minimi di y(m) si hanno per m = £4/(6 &+ v/33)/3. Sostituendo, si ottengono i
punti:

S1

—3%(1 +V/33), —3%(1 +V/33) @

—V33
Sy = —3—2(1+\f) 314 v33) T

Ss = 332( 1+ v/33), ——( 1+f)\/6+f
332( 1+/33), (1+W)\/6+\ﬁ

Si noti che per —1 < = < 0 vi & un solo punto critico per la funzione y2?. Esso deve essere un massimo
perché per x = —1 e x = 0 si ha che y = 0. Tale massimo vale (32(1 +14/33)%. Quindi per —1 < x < 0,
l'insieme & costituito da due rami simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Il ramo y = ¢ () nel
secondo quadrante parte dal punto (—1,0), raggiunge il massimo valore della y nel punto P, e poi
termina nell’origine. Il ramo y = ¢ (=) nel terzo quadrante & simmetrico. Ruotando il tutto di
+27/3, si ottiene che l'insieme ¢ formato da tre petali.

Calcoliamo ora i massimi e i minimi di « = z(m), si deve avere 2/(m) = 0 da cui

0 = 6m(1 +m?)? —4m(3m? — 1)(1 +m?)
=2m(1 +m?)(3(1 4+m?) — 2(3m? — 1)) = 2m(1 +m?)(5 — 3m?),

S4

da cui si ottengono i valori m = 0, m = £+4/5/3. Sostituendo, si ottengono i punti:

9 9v5 27 95
Ql = (_1,0)7 Q2 - <16, ]_6\/§> QQ = (507 —16\/§>

In figura vengono riportate le rette parallele agli assi e passanti per i punti S;, Q4,7 =1,...,4,j = 1,2,3,
la circonferenza circoscritta a T’ e tangente ad esso nei punti P;, Py, P3 (punti di distanza massima
dall’origine), nonché le rette tangenti a T' in tali punti.

Esercizio 17.2. Siano r, R > 0, R > r. Posto
DF ={(z,y) €ER*: 2> 0,y >0,r* <2’ +y*> < R*},

:c2+y
lim dxd
r—0+ //DR x2 + y? 4

si calcoli
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FIGURA 1. La curva (22 + y?)(y? + z(z + 1)) = 4ay?, la circonferenza ad essa circoscritta e
alcune rette significative.

SVOLGIMENTO. Indichiamo con f, la funzione integranda. In coordinate polari, si ha
Dff ={(p.6): r<p<R,0¢c0,7/2}.

La funzione integranda e
f(pcosb, psind) = sinfe’/p,

per cui, essendo il determinante Jacobiano della trasformazione pari a p, si ha:

ye‘/x2+y2 x/2 R x/2 R
Y dxdy = sin fe” dp df = sinf df - e’ dp=ef —e¢"
pr T?+y? 0 r P 0 r ’

Per cui il limite richiesto vale e — 1.

Esercizio 17.3. Si consideri la serie di funzioni continue nell’intervallo [0, 1]:
oo
Z nre " — (n+ l)me_("+1)’”2.
n=1

(1) Si provi che la serie converge puntualmente in [0, 1] e si scriva la funzione f somma della serie.
(2) Si studi la convergenza uniforme e totale in [0, 1].

2 . . . .
SVOLGIMENTO. Posto f,, = nze™™" | si ha che la somma parziale N-esima della serie

SN = Z fn(@) = fria(2) = Z fn(@) = Z frr1(2) = fi(z) = [y (@)
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perché i termini intermedi si cancellano. Quindi sy (z) = ze™* — (N 4 1)ze~N+D2" Per ogni z € [0, 1] fissato,

si ha lim, o (n + 1):re*(”+1)7”2 = 0, quindi la serie converge puntualmente a f(x) = ze=.
Studiamo la convergenza uniforme:

sup |ze™™ — s, = sup |(N +Dze” V07 = sup |f,41(2)]
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

siha fy;1(0)=0e for1(1) = (N +1)e” N+,

P (@) = (N +1)e” VD" _o(N 4 1)202e=(NHD2 = (N 4 1)e=NHD7 (1 — (N +1)a?),

che si annulla in [0, 1] per z = 1/4/2(N + 1).

Con questa scelta, si ottiene: fyi1 (

1 N+1
) = W+1) e~ /2 — 400 che non tende a zero per N — 400,
2(N +1) 2(N +1)

pertanto la serie non converge uniformemente, quindi nemmeno totalmente.

Esercizio 17.4. Si consideri 'insieme

(5)

I:={(z,y) € R?: 4(2® +9* — x)® = 27(2® + y*)?}.

Si esprima I' in coordinate polari piane.

Si provi che la curva interseca gli assi in cinque punti, di cui uno & 'origine. Si determinino gli altri
quattro punti P; = (z;,y;), ¢ = 1,2,3,4. Detto P; Uintersezione con ascissa strettamente negativa, si
scrivano le equazioni delle tangenti a I' in Py, Ps, Py.

Per ogni i = 1,2,3,4, si dica se I" definisce implicitamente una funzione y = ;(z) di classe C* in un
intorno di z; con ;(z;) = y;.

Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = /22 + y? vincolati a I". Si dica se T" ¢
compatto.

Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T'.

SVOLGIMENTO.

(1)

Poniamo f(z,y) = 4(2? +y? — )% — 27(2? + 4?)2. Poiché f(z, —y) = f(z,y), si ha che I' & simmetrico
rispetto all’asse delle ascisse. In coordinate polari si ha:
f(pcos, psin@) = 4p*(p — cos 0)® — 27p* = p®(4(p — cos 0)® — 27p).
pertanto si ottiene che se p > 0 si deve avere 4(p — cos#)? = 27p, da cui
T' = {(pcosh, psinf) : Vap—3Yp= V4cosh, p>0,0¢0,2r[} U{(0,0)}.

Studiamo le intersezioni con gli assi. Poiché f(0,0) = 0, lorigine appartiene a I'. Vediamo le
intersezioni con ’asse delle ordinate:

£(0,y) = 4y — 27y* = y* (4y® — 27)

che si annulla solo per y = 0, y = £3+/3/2, quindi P5 = (0,3v/3/2) e Py = (0, —3/3/3).
Cerchiamo intersezioni con 1'asse delle ascisse diverse dall’origine:

f(x,0) = 4a3(x — 1)3 = 2724

che si annulla solo per z = 0, e 4(x —1)3 — 27z = 0, ovvero 423 — 1222 — 152 — 4 = 0. Risolvere questa
equazione puo non essere immediato: € buona norma vedere se essa ammette soluzioni pit facili da
determinare, in tal caso, infatti, tramite divisione & possibile ricondursi ad un polinomio di secondo
grado.

Cerchiamo soluzioni intere di questa equazione: esse vanno cercate tra i divisori di 4, ovvero +1, +2, +4.
Si vede come +1, £2 non siano soluzioni, invece 4 ¢ soluzione. Quindi dividendo il polinomio dato per
x — 4 si ottiene:

423 —1222 —15x —-4|z—4
—4x3  +1622 4% +4x + 1
472 —15x
—42?  +16x
r —4
—x 4
0
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Quindi:
4o® —122% — 150 —4 = (z —4)(42® + 4z + 1) = (z — 4)(2x + 1)?,

che si annulla per x =4 e x = —1/2. Pertanto P; = (—1/2,0), P, = (4,0).
Calcoliamo le derivate parziali di f:

Ouf(x,y) = 12(2? + y? — 2)%(22 — 1) — 108z (2 + ¢?)
= 12((3:2 +y? - x)2(2x —1)+ 9x(m2 + y2))
Oyf(x,y) = 12y(2(2® + > — 2)* — 9(2® + ¢*)).

e scriviamo il differenziale nei punti P>, P53, P, per determinare I’equazione della tangente:

(a) df(4,0) =12(144 -7 — 36 - 4) dx = 144 - 72 dx, pertanto in (4,0) la tangente ¢ parallela alla retta
z =0, e quindi ¢ la retta x = 4.

(b) df(0,3v3/2) = 222 (— dz++/3dy), pertanto in (0,3v/3/2) la tangente ¢ della forma —z+/3y = q,
sostituendo si ottiene ¢ = 9/2 e I'equazione della tangente risulta —z + /3y = 9/2.

(c) per simmetria, la tangente nel punto (0, —3+/3/2) ¢ x + /3y = —9/2.

(d) nei punti Ps, Py, si ha 0, f(Ps) # 0 e 0, f(P1) # 0, quindi per il teorema di Dini vengono definite
le funzioni implicite richieste. Si ha pero 9, f(P1) = 0, f(P2) = 0, quindi in questi punti il teorema
non e applicabile.

Dall’equazione in coordinate polari, si ha p > 0, e NIRS \3/41;) —-3¥p < /4. Studiamo la funzione

z(p) = V4p —3yp. Siha 2(0) =0e
ip)=Va+p >0

Pertanto la funzione z(p) ¢ strettamente crescente nel suo dominio. Essa raggiunge il suo unico valore
di massimo assoluto z(p) = V/4, per = 0, quindi nel punto corrispondente al punto (4,0). Pertanto
il massimo assoluto di p & 4, quindi il massimo di p? & 16. Essendo f continua, I & chiuso. Poiché p &
limitato, I' € compatto.

Studiamo le intersezioni con rette z = k. Abbiamo gia visto come se |k| > 4 non ci siano intersezioni,
e che l'unica intersezione con x = 4 sia il punto (4, 0).

Le intersezioni sono due a due simmetriche rispetto all’asse delle ascisse. Cerchiamo di operare delle
sostituzioni opportune nell’espressione di f in modo da abbassare il grado dell’equazione f = 0.
Poniamo v = p? = 2% 4+ y?, 0 < v < 16. L’equazione ridotta &

pw(”) = 4(1} — x)g — 271)2 = 0,

polinomio di terzo grado in v, sotto la condizione v > z2.

Esplicitando la variabile x, otteniamo x = v — 3u2/3 / \3/1, sotto la condizione v > z2. Poniamo
h(v) = v — 30%/3//4 e studiamo la funzione = = h(v), nel dominio 0 < v < 16 con la condizione
v > h%(v).

(a) Siha h/(v) =1 —2Y3/v'/3 che si annulla solo in v = 2 (punto di minimo assoluto, lo si vede
osservando che la derivata seconda & positiva). La funzione h & strettamente decrescente per
0 < v < 2 e strettamente crescente per 2 < v < 16.

(b) Un valore z = h(v), 0 < v < 16 & accettabile solo se v > 22, ossia se —/v < 2 < /0.

(c) Siha h(v) =0 per v =0, v = 27/4. Osserviamo che 0 < 2 < 27/4 < 16, quindi h & negativa in
10,27 /4] e positiva in ]27/4,16].

(d) Il massimo valore di v & 16, quindi il massimo valore di h(v) & h(16) = 4 e tale valore ¢ accettabile
perché —v/16 < 4 < v/16. Pertanto ritroviamo che il massimo valore delle 2 in modo che f(z,y) =
0 abbia soluzione & 4. Come gia visto, si ha che f(4,y) = 0 se e solo se y = v — h?(v) con v = 16,
da cui y = 0.

(e) Determiniamo il minimo valore delle = h(v) in modo che f(z,y) abbia soluzione. Il minimo di
h & raggiunto in v = 2. Osserviamo che h(2) = —1 e —v/2 < —1. La funzione —/v & strettamente
decrescente, mentre per v > 2 la funzione h(v) & strettamente crescente. Quindi per 2 < v < 16
si avra sempre —/v < h(v) = z. In particolare si ottiene che (z,y) € I' implica necessariamente
r > —1 e quindi che —1 ¢ il minimo assoluto della funzione x vincolata a I'.

Risolvendo f(—1,y) = 0 si ottiene 5 —6y% —3y* +4y® = 0. Posto t = y? si ha 5—6t — 3t +4t3 = 0.
Cerchiamo radici tra i divisori interi di 5, ossia +1,45. Si ottiene che 1 & radice accettabile.
Dividiamo allora 5 — 6t — 3t? +4t3 per x — 1, si ottiene 4t? +t — 5. Tale polinomio ammette radici
1 e —5/4. Le radici negative non sono accettabili. Si ha f(—1,y) = 0 se e solo se t = y? = 1,
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quindi y = £1. Poiché 9, f(1,£1) # 0, possiamo esplicitare la z in funzione della y in questi due
punti.

si ¢ visto che condizione necessaria per risolvere f(z,y) =0 & che —1 < y < 0. Proviamo che tale
condizione & anche sufficiente: Studiamo il segno dell’espressione h(v) — /v per 2 < v < 16. La
derivata di tale espressione e strettamente negativa, essa € positiva in 2, quindi si annulla in un
unico punto. Come visto sopra, tale punto & 4. Quindi per 2 < v < 16 tutti i valori di h(v) sono
accettabili.

Se 0 < z < 4 allora esiste un unico v tale per cui h(v) = z, quindi per zy > 0 fissato ’equazione
f(zo,y) = 0 ammette due soluzioni y simmetriche rispetto all’asse delle ascisse y = +1/1 — h2(v).
In generale, poiché h possiede un unico minimo assoluto in 2 ed ¢ strettamente monotona in [0, 2]
e [2,16], per ogni —1 < = < 0 esistono al pitt due valori di v accettabili, quindi esistono al pilt
quattro valori di y tali che f(z,y) = 0.

Cerchiamo i massimi di y? vincolati a I'. Si ha y* = v — h?(v). La derivata ¢ 1 — 2h(v)h/(v) =
5¢/20%/3 — 20— 3. 22/3%—1— 1. Sappiamo che un estremale per 32 & raggiunto in z = —1/2 e vale
0, quindi deve essere raggiunto per v = 1/4. Pertanto 1 — 2h(v)h/(v) & divisibile per vy = 1/4.
Poniamo p(v) = 5v/2v%/3 — 2v — 3 -22/3/v + 1. Sappiamo che p(1/4) = 0. Posto v = 2t3, si
ottiene p(t) = —4t> + 10t — 6t + 1 e sappiamo che 1/4 = 23 & soluzione da cui t = 1/2. Quindi
il polinomio p(t) & divisibile per t — 1/2. Eseguendo la divisione, si ottiene —2 + 8t — 4t2, che
ammette come soluzioni t = 1/2(2 4 1/2), da cui si ricava v; = 1/4(2 — v/2)3, vy = 1/4(2 + v/2)°.
Sihazg = h(vg) = —1/2, 1 = h(v1) = 1/2—1/v/2, 3 = h(vz) = 1/2+1/+/2. Poiché x5 > 0, esi-

ste solo un y > 0 tale che f(xq,4y) =0. Si ha yi = \/va — h2(ve) = \/17/4+3V2 e y; = —y5,
ed essi sono massimi assoluti per y? vincolata a I'.

Per quanto riguarda vy, si ottiene y;7 = /v — h2(v) = \/17/4 —3vV2 e y; = —y".

Questo termina lo studio qualitativo:

(a)

(b)

T' e inscritto nel quadrato

Q:=[-1,4] x [—\/17/4 +3v2, \/17/4 +3V2).

Se 0 < = < 4, abbiamo due rami simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Il ramo nel primo
quadrante passa per (0,3+/3/2), raggiunge il suo massimo nel punto 1/2 4+ 1/1/2 e tale massimo

vale \/17/4 + 3v/2, poi decresce fino al punto (4,0) dove si ricongiunge con il ramo simmetrico.
Nel punto (4,0) la tangente & verticale.

Se —1/2 < z < 0 abbiamo quattro rami, due a due simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. I
due rami a distanza maggiore dall’asse delle ascisse si ricongiungono ai rami del primo e quarto
quadrante. I due rami pit vicini all’asse delle ascisse passano per (—1/2,0) e (0,0) e raggiungono

il massimo della loro distanza dall’asse  nel punto 1/2—1/+/2 e tale massimo vale y/17/4 — 3v/2.

Se —1 < & < —1/2 abbiamo quattro rami, due a due simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. 1
due rami del secondo quadrante passano entrambi per il punto (—1,1), uno di essi si congiunge
al suo simmetrico nel punto (—1/2,0), mentre laltro si congiunge al ramo a distanza maggiore
dall’asse delle ascisse definito per —1/2 < 2 < 0. Il comportamento dei rami del terzo quadrante
¢ simmetrico.

(1) le due rette oblique sono —z++/3y = 9/2 e x++/3y = —9/2, tangenti a T rispettivamente in (0, 3v/3/2)
e (0,-3v/3/2).

(2) le rette verticali da sinistra a destra sono:

(a)
(b)
()

(d)

x = —1, tangente a I' nei punti (—1,41). Non vi sono punti di I" a sinistra di tale retta.
x = —1/2, il punto (—1/2,0) & una delle tre intersezioni di I' con 'asse delle ascisse.
xr =1/2—1/v/2, essa passa per i punti di massimo assoluto dei due rami di " pit1 vicini all’asse

delle ascisse definiti per —1/2 < 2 < 0. Essa interseca I' nei punti (1/2 — 1/v/2,£4/17/4 — 3v/2)

x = 0, interseca I in tre punti, uno & l'origine e gli altri sono (0, £3+/3/2). A destra di tale retta
I'insieme ha solo due rami.
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(e) = 1/2 +1/v/2, essa i punti di massimo assoluto dei due rami di I definiti per 0 < = < 4, e

interseca quindi I' nei punti (1/2 + 1/v/2,44/17/4 +3+/2). Essi sono i punti di T’ piti lontani
dall’asse delle ascisse. La distanza massima di un punto di I' dall’asse delle ascisse & quindi
\/17/4 4 3v/2.
(f) = =4, tangente a I' nel punto (4,0). Non vi sono punti di " a destra di tale retta.
(3) le rette orizzontali dall’alto verso il basso sono:

(a) y = 1/17/4 + 3v/2 tangente a T nel punto (1/2 — 1/v/2,1/17/4 + 3+/2). Non vi sono punti di T
al di sopra di tale retta.

(b) y = 3v/3/2 passante per una delle tre intersezioni di I con I'asse delle ordinate.

(¢) y = —1, interseca I' in due punti, di cui uno, ovvero (—1,1) realizza il minimo delle ascisse dei
punti di T.

(d) y=1/17/4 + 3V/2, tangente a T in (1/2 + 1/v/2,£1/17/4 + 31/2)
(e) y =0, interseca I nei tre punti (—1/2,0), (0,0), (4,0)
(f) le rimanenti sono le simmetriche delle precedenti.
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FIGURA 2. La curva 4(2? + y? — x)3 = 27(22 + y?)? e alcune rette significative

Esercizio 17.5. Studiare al variare di a € R il sottoinsieme di R? definito da:
(22 + y?)® = da®a2y?.
SVOLGIMENTO. Se a = 0 I'insieme si riduce all’origine. Sia a # 0. Poniamo f(z,y) = (2% + y?)3 — 4a?2?y>.
Si hanno simmetrie rispetto agli assi cartesiani, all’origine e alle bisettrici. Calcoliamo

f(pcos®, psinf) = p® — 4a®p* cosOsin = p*(p? — a®sin? 260).

L’insieme (al pitt con la possibile esclusione di (0,0)) & rappresentato da p? = a?sin? 2. La condizione p > 0 &

sempre vera. Per § = 7 si ottiene anche p = 0. Quindi p(6) = |a|| sin 20| rappresenta U'insieme. Si ha che p &
limitato, e il suo valore massimo accettabile viene assunto per 6 = w/4 + kn/2, k = 1,2,3,4 e vale |a|. Quindi
I'insieme & compatto e contenuto nella palla centrata nell’origine di raggio |a|. Tale palla ¢ tangente all’insieme
nei punti (Ja|v/2/2,|a|v/2/2) e nei i suoi simmetrici rispetto agli assi. Si ha inoltre che |sin(2( + 7/2))| =
|sin(20+7)| = | sin(26)|, quindi I'insieme & invariante per rotazioni di /2. E quindi sufficiente studiare I'insieme
per 0 < 6 < 7/4, e poi ricostruire tutto sfruttando le simmetrie rispetto agli assi. Calcoliamo massimi e minimi
di z(0) = p(#) cos§ per 0 < 6 < /4. Si ottiene x(0) = |a|sin 20 cos § = 2|a|sin O cos? 6 = 2|a|(sin @ — sin® 0). La
derivata di questa espressione &
#(0) = 2|a| cos (1 — 3sin? 0)

Tale derivata ¢ nulla in 0 < 6§ < 7/4 se e solo se sinf = 1/v/3 e cosf = 1/2/3. Quindi il valore massimo
relativo e assoluto di 2 vincolato a # & assunto in z* = p*cos@* = p(0*)cosf* = |al4/(3v/3). Calcoliamo
p*sin@* = |a|(2/3)3/2. Consideriamo quindi il punto P = (|a|4/(3v/3),]a|(2/3)3/2) e tutti i suoi simmetrici
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ripetto agli assi e alle bisettrici. Tali punti si dividono in due categorie: i punti (£|al4/(3v/3), %|a|(2/3)%/?)
con tutte le combinazioni possibili di segno sono punti a tangente verticale, i punti (%|a|(2/3)%/%, +|a|4/(3v/3))
sono punti a tangente orizzontale. Per 0 < 6§ < * si ha che y() e x(0) sono entrambe strettamente crescenti, e
non vi sono punti a tangente orizzontale o verticale, quindi il ramo di I dato dai punti (z(6),y(6)) , 0 < 6 < 6*
¢ grafico di una funzione y = ¢(x) strettamente monotona, questa Per 6* < 6 < /4, vi & un’unico punto a
tangente orizzontale e non vi sono punti a tangente verticale. In questo intervallo () & decrescente e y(0) &
crescente. Le parti rimanenti del grafico si costruiscono per simmetria. L’insieme € costituito da quattro petali
passanti per 'origine. In figura sono riportati gli assi e tutte le rette parallele agli assi passanti per i punti
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simmetrici al punto P rispetto agli assi e alla bisettrice nel caso a = 1.

FIGURA 3. La curva (22 + y?)? = 42292 e alcune rette significative



CAPITOLO 18

Lezione del giorno martedi 1 dicembre 2009 (1 ora)
Integrali curvilinei, Formule di Gauss-Green

Esercizio 18.1. Sia a > 0. Calcolare I’area del cappio della curva di equazioni parametriche:
_at _ at?
REEE YT

SVOLGIMENTO. Consideriamo la funzione F : R\ {—1} — R?:

Cat at?

Eseguiamo un rapido studio delle funzioni F; e Fj:

1—2t%) V2
F(0) =0, lim F 0, lim F F/(t (7 0 t
( ) \t|1—Irnoo 1( ) t—}Hi 1( ) F00, 1( ) (1 +t3) > U sse | | <5 92’
F5(0) =0, lim Fy(t) =0, lim Fy(t) = +oo, Fi(t) at(27t3)>OSseO<t<\3/§
= 1m 1im 0 = - .
oo a1t 2 (1+1¢3)2

Per t < —1, entrambe queste funzioni sono strettamente decrescenti, pertanto il cappio si avra eventualmente
per t > —1. Il cappio si ha se esistono ¢1,t2 € RU {400}, t1 < to tali per cui F(t1) = F(t2) =: (Z,7), quindi si

deve avere:
aty,  ats at? _ at3
L+t5 1+t L+t5 148

In particolare, si dovra avere 0 < t; < v/2/2 e to > /2, per gli intervalli di monotonia delle due funzioni.
Sostituendo la prima uguaglianza nella seconda, si ha:

at? _ atit
1+ 1+t

da cui:
at1

t —ty) - —
(t — 1) 1+183

Ne segue t; = 0, da cui (Z,y) = (0,0). Risostituendo nelle uguaglianze e osservando che t5 # 0 si ha che il
punto (0,0) viene raggiunto asintoticamente per ¢t — +o00, quindi t2 = 400 e il cappio & descritto dalla curva

v={F(t): t >0}
Sia C' la regione di piano circoscritta da tale curva. L’area del cappio e data da:

A:// dx dy.
c

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

7{( (z,y) dz + Q(z,y) dy) = // (862—65> dzdy,

dove P : R? = R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del piano

=0.

contenente C'.
Nel nostro caso, determiniamo P, ) in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta possibile &

porre Q(x,y) =z, P(x,y) = 0. Si ha allora:

+o0 +o00 t at(2 _ t3) Foo t2(2 — t3)
A= = [ R@FW)d= T - 2/ (1+8)
ﬁmdy /0 1 () Fy(t) dt /0 1+ (11 0)2 dt =a | (1+13)3 dt

+oo 2—t3 +oo 9 _ 2 +<>03_ 2
za—/ 32 dt = —/ s:a—/ udu:a—.
3 0 (1+t3) 1"‘3 3 1 US 6
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Pertanto I’area richiesta vale A = a?/6.

Esercizio 18.2. Sia a > 0. Calcolare 'area del dominio racchiuso dalla curva di equazione polare:
p%(0) = 2a* cos 26.

SVOLGIMENTO. Scegliamo come dominio per ’angolo 6 l'intervallo (di lunghezza 27) [—7/2,3/2x]. Osser-
viamo innanzitutto che dovendosi avere cos 20 > 0, si dovra avere 6 € [—n/4,7/4] U [3/4m,5/47] =: D. Inoltre
p(—m/4) = p(w/4) = p(3/4rn) = p(5/47) = 0, quindi equazione data definisce nel piano cartesiano una curva
chiusa  passante per l'origine. Sia C la regione di piano circoscritta da tale curva. L’area di tale regione e data

da:
A:// dz dy.
c

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

7{( (z,y) de + Q(z,y) dy) = // (8@_61;) dzdy,

dove P : R? = R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del piano
contenente C.

Nel nostro caso, determiniamo P, ) in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta possibile &
porre Q(z,y) = z, P(x,y) = 0. Ricordando che in coordinate polari si ha z(0) = p(0) cos @, y(8) = p(0)sin 0, si
ha allora:

A= | p(6)cos(d) - (p’(o) sin 6 + p(0) cos 9) df
D

= /D p(6) cos(0) - (p’(@) sin @ + p(0) cos 9) db

/ p(6) - p'(0) sin 26 df + 24> / cos 26 cos? 6 df
D D

o D

d
/bln 20 d0 + a? /COb 20 d0 + a? /c0520d9
D D

/i[ %(0)]sin 20 df + a* /00829 (cos20 + 1) do
a2

/4 /4 m/4
= —a2/ sin? 29d9—|—a2/ cos? 29d9—|—a2/ cos 20 df+
—m/4 —7/4 —m/4

5/4rn 5/4m 5/4m
+ [ —a? / sin? 260 d6 + o> / cos? 260 df + a> / cos20d | .
3/4nm 3/4n 3/4n

Le funzioni integrande sono tutte periodiche di periodo 7, pertanto i loro integrali sull’intervallo [3/4m,5/47]
coincidono con i corrispondenti sull’intervallo [—m/4, 7w /4]. si ha allora:

/4 /4 /4
A=2|—-a? / sin? 260 df + a> / cos® 20 dO + a> / cos 20 do
—n/4 —7/4 —7/4

/4
= 2a2/ cos 20 df = 2a?,

—7/4
dove si & sfruttato il seguente fatto (si ricordi che cos(m — a) = — cos(«)):
w/4 /4 /4
/ sin? 260 df = 2 / sin? 260 df = 2 / cos? (m — 26) df
—m/4 0 0

/4 /4 /4
= 2/ cos?(m — 20) df = 2/ cos?(26) df = / cos? 26 df.
0 0

—m/4
Pertanto 1’area richiesta vale 2a2.
Esercizio 18.3. Sia a > 0. Calcolare I’area del dominio racchiuso dalla curva di equazione polare:

p(0) = a(l + cosb).
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SVOLGIMENTO. Siha p(0) = p(27), quindi ’equazione data definisce una curva chiusa 7 nel piano cartesiano.
Sia C' la regione di piano circoscritta da tale curva. L’area di tale regione e data da:

A= // dx dy.
c
Osserviamo che per le formule di Green, si ha:
0Q 0P
P = % 2
fren i awnm = [ [ (5250

dove P : R? = R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del piano
contenente C'.

Nel nostro caso, determiniamo P, ) in modo tale che il membro di destra sia pari ad A. Una scelta possibile &
porre Q(z,y) = z, P(x,y) = 0 Ricordando che in coordinate polari si ha x(6) = p(0) cos 8, y(0) = p(8)sin 0, si
ha allora:

27
A= jéxdy - / p(8) cos - (p'(e) sin 6 + p(0) cos 9) a9
o 0

2
= a2/ (1+ cosf)cos - (—sin29+(1+cos9)cos0) de
0

2m 2m
a? / (1 + cos 0)? cos? 0 df — a* / sin? 0(1 + cos 6) cos 0 d6)
0 0

2m
=a? / cos? 0 + cos? 6 4 2 cos® ) — (cos§ — cos® O — cos™ 0 + cos? 0) db
0

27 2 2 ei0+67i9 4
:a2/ 200840+3COS30—cos0d0:2a2/ cos49d0:2a2/ () do
0

0 0 2
a2 21 ) ) a2 2m ) ) ) .
_ §/\ (6219 _|_67219 _|_2)2 do = §/ (6410 + 67410 +442 +48210 +467220) do
0 0
2 27 2
3
:%/ (cos40 4+ 4cos26 + 3) df = 7r2a
0

Pertanto l'area richiesta vale 3wa? /2.






CAPITOLO 19

Lezione del giorno giovedi 3 dicembre 2009 (2 ore)
Integrali curvilinei, Teorema di Stokes, Formule di Gauss-Green -
continuazione

Esercizio 19.1. Si calcoli utilizzando le formule di Gauss-Green nel piano:

Izz// z? dzdy.
D

dove D = {(z,y) € R? : 1 <22 +¢% < 2}.

SVOLGIMENTO. La regione di piano D & delimitata dalle due circonferenze 7, e 72 centrate nell’origine e di
raggio rispettivamente 1 e 2. Posto B, := {(z,y) € R?: 2% + y?> < r}, si ha D = By \ By, da cui:

//x2dasdy:// xQdﬂcdy—// z? dxdy.
D Bs B,

Osserviamo che per le formule di Green, si ha:

}{i(P(ac,y) dz + Q(z,y) dy) = //B (gf - %5) dady,

dove P : R? = R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del piano
contenente B;.

Nel nostro caso, determiniamo P, @ in modo tale che I'integranda del membro di destra sia pari ad z2. Una
scelta possibile & porre Q(x,y) = x3/3, P(z,y) = 0. Si ha quindi:

1 1
I::ff x?’dy—f]{x:idy.
3 2 3 71

Parametrizziamo -; per mezzo di coordinate polari. Si ha allora

1 27 1 27 27
I:= f/ (2cos€)3~(2c059)d9—§/ 00539-(6089)d9:5/ cos* 0.d
0 0 0

3
2 ¢l 4 e—if 4 5 2w
=5 S ) o= 2 2i0 —2i0 | 9)2 gp
/0 ( 5 > 16 /0 (e +e +2)
5 2 ) ) ) )
_ T6 (6419 + 6—419 4449 +4e219 +4e—210)d9
0
5 [T 15
:7/ (cos40 + 4 cos 20 4 3) df = —.
8 Jo 4
Pertanto l'integrale richiesto vale 157 /4.
Esercizio 19.2. Sia B(xz,y,z) = (1 — sinz,—1,zcosz) un campo magnetico indipendente dal tempo.

Verificare che divB = 0 e trovarne un potenziale vettore A.
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SVOLGIMENTO. Si ha divB(x,y,z) = —cosz + cosxz = 0, pertanto il campo ha divergenza nulla.

calcolare un potenziale vettore, essendo R? stellato rispetto all’origine, si applica la formula:

1 x 1 €1 1—sin(sz) «x
Az, y,2) = / sB(sz,sy,sz) x | y | ds= / s-det | & -1 y | ds
0 z 0 €5 szcos(sx) =z

1 —z — szy cos(sx)
/ s-| —(1—sin(sz))z+ szxcos(sx) | ds
0 (1 —sin(sz))y+ =

1
/ [—s2 — 5?2y cos(sx)] ds

1 0 Al(ma Y, Z)

[—(1 — sin(sz))sz + s2zx cos(sz)|ds | = | Aa(z,y,2)

0 A3(za Y, Z)

/0 [(1 — sin(sz))sy + sx]ds

Calcoliamo le tre componenti di A:

1 s=1 1
Ai(z,y,2) = / [—s2 — s%2zy cos(sz)] ds = — [ z] - zy/ s% cos(sz) ds
0 s=0 0

. s=1 1
z sinsz , 2 / .
=—=—2zy S - — ssin sx ds
2 <{ € ]g—o T Jo )

zysinx  2zy !

ssin sx ds
X X 0

z
2

_ _Z_zysinz 2zy ({Scossx]s—l N 1/1(;03539(15)
2 T T r ls=0 xJg
z
2
2
2

i 2 2 v
zysinz zycosx_'_ﬁ cos 0 db

x x? 3/,

zysinx  2zycosx " 2zysinx

x x2 3

Sfruttando i passaggi precedenti:

1
As(z,y,2) = /0 [—(1 — sin(sz))sz + 522z cos(sz)] ds.

2 s=1 1 1
S + z/ ssin(sz) ds + zx/ s% cos(sz) ds.
2 s=0 0 0

zZ zcosx zsinx . 2zcosx  2zsinx
= —= — + 5 + zsinx + — 5

2 T T T T

Z  ZCOST 1 .
=—=+ +|1—— | zsinz.

2 x T

Il terzo integrale é:

1 1
Asz(z,y,2) = -/0 [(1 —sin(sz))sy + sx]ds = /0 [s(z +y) — sysin(sx)] ds

s=1

{8; @+ y)} - /O ' gsin(sz) ds

_zty n ycosw ysinx

2 T 2

Verifichiamo a titolo di prova il risultato ottenuto. Per definizione si ha:

<8A3 0A, 0A, 0As 0A, aAl)
rotA = ,

Oy 0z’ 0z Ox’ Ox Oy

Per
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e d’altra parte:

0A1  z zsinx 2zcosxz  2zsinz
oy 2z a2 + 3
0A; 1 wysinz 2ycoszx 2ysinz
9z 2 oz a2 3
0A, d cosx d 1\ . zsinx  zcosx ~ 2zsin 1
8722% . —&—zdx((l—x?)smx):— 2 + 3 —|—<1—x2)zc0sx
zsinx  2zcosx  2zsin
= — - 3 + 3 + zcosx
x x x
%:—1 cosx+<1_1) sin x
0z 2 x 2
0As 1 d cosz d sinz 1 ysinzx ycosx ycosxr 2ysinz
r 2 Y 2 Yaw a2 T2z T @2 a2 * 3
1 ysinz 2ycosx  2ysinz
T2z a2 + 3
0As3 1  cosx sinx
Oy 2 + r a2
Si ha dunque:
0As 0As 1 cosx sinz 1 cosz 1 . .
8yaz<2+ - — x2)<2+ - +<1$2>SIHI)1SIHI
0A; 0A; 1 ysinz 2ycosz = 2ysinz 1 ysinz 2ycosz 2ysinz
82_5x:<_2_ r a2 + a3 >_(2_ r a2 + x3 )Z_l
0As 0A; zsinx  2zcosx  2zsin zsinx  2zcosx  2zsinz
- =\|- — + ——=— +zcosr | — | — - +
Oz oy ( x x? a3 ) ( x x? x3 )
= zcosx

Quindi rotA(z,y,2z) = (1 —sinz, —1, zcosz) = B(x,y, z) e la soluzione & stata verificata essere corretta.
Esercizio 19.3. Siano dati i seguenti sottinsiemi di R?:
S={2>+y*+22=1,2>0}
D={z?+y*<1,2=0}
y={2*+y*=1,2=0}
e sia

F(1'7y,2): (1_5/227 x52100_y’z+x2)

(1) si usi il teorema della divergenza per calcolare:

I::/F-ﬁda
S

dove 7 & la normale esterna alla superfice chiusa ¥ = S U D;
(2) Detta wk la 1-forma differenziale canonicamente associata a F, si calcoli

1
~t

dove 4T ¢ la curva « orientata in senso antiorario nel piano z = 0;
(3) si verifichi il teorema di Stokes per il campo F' sulla superficie S.

SVOLGIMENTO.

Indichiamo con C' = {(z,y,2) € R3 : 22 + 4?> + 22 < 1, 2 > 0} il volume delimitato da ¥, denoteremo poi
F = (F, Fy, F3).

(1) Per il teorema della divergenza si ha:

/F-ﬁdU:/F~fzda—|—/F~ﬁda=/didea:dydz
b s D c

divF(z,y,z) = 0.

Si ha poi
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/F-ﬁda:—/F-ﬁdU
S D

Sulla superficie D si ha che la normale uscente da C' ¢ 7 = (0,0,—1) e F = (y, —y, 2%), quindi:

/Fﬁdo:f/F%dcr:/xQda:dy
S D D

Per calcolare I'ultimo integrale, utilizziamo la formula di Green:

]{(P(m,y) dz + Q(z,y) dy) = //D <g§ - Zj) dzdy,

dove P :R? = R, Q : R? — R sono funzioni qualsiasi con derivate parziali continue in un aperto del
piano contenente D.

Nel nostro caso, determiniamo P, @ in modo tale che I'integranda del membro di destra sia pari ad
22. Una scelta possibile & porre Q(z,y) = 23/3, P(x,y) = 0. Si ha quindi:

1
I::fygx?’dy.
3.5

Parametrizziamo v per mezzo di coordinate polari. Si ha allora

1 21 1 27
[;:,/ 00539-c059d9:f/ cos* 0 do
3 Jo 3 Jo

1 27 /it 4 g—i0\* 1 2 ,
= gA <e4_26> d9 == ﬁ o (6219 + 67210 + 2)2 d@

1 27

= | (M 4+e M+ 4424 4e* + 4e7) dp
3-16 Jo

1 2m

~ 3-8/

Pertanto:

(cos40 4 4 cos26 + 3) df = %

Pertanto I'integrale richiesto vale [ = 7.

(2) wk @ la 1-forma differenziale associata al campo vettoriale F,
w%(.ﬁ) = Fl(xa Y, Z) dr + FQ(J:’ Y, Z) dz + F3($7 Y, Z) dz.
Si ha:

/ WII:‘(:C):/ Fl(.T,y,Z)dI+F2(I’7y,Z)dZ+F3(I,y72)d2
+y +7

=/ ydx —ydy
+v

Passando alla rappresentazione di  in coordinate polari, si ha z = cos#, y = sin 6, quindi:

/+ k@

27
/ y(dm—dy):/ sinf - (—sin 0 4 cos 0) df
+ 0

27 27
1-— 2
—/ sin29:—/ ﬂdez—ﬂ'.
0 0 2

(3) Per verificare il teorema di Stokes & necessario calcolare:

wpe (PP 0P OR_OR o 0B
oy 0z’ 0z Ox’ Ox oy )’

= ( —1002°2%° —2yz — 9z, 52100 !
"1+ 22 ’

In generale la divergenza di un rotore € nulla, pertanto, per il teorema della divergenza:

0= / div(rotF) dedydz = / rotF do = / rotF - fzda—|—/ rotF - ndo,
c s s D
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da cui si deduce:

/rotF~dea:—/ rotF - ndo,
s D

Sulla superficie D si ha che la normale uscente da C' ¢ 2 = (0,0, —1) e rotF = (0, —2x, —1), quindi:

/rotF~ﬁdU:—/ rotF~ﬁd0:/(—1)dxdy
s D D

L’ultimo integrale & 'opposto dell’area di D, pertanto vale —w. Ricordando il risultato del punto

precedente, si ha:
/ wh(z) = -7 = / rotF - nndo,
+ S

e questo porge la verifica richiesta.

Esercizio 19.4. Calcolare il seguente integrale:

I ::/ F - ndo,
S1

dove F := (zz,2y,y2) e S1 := 0{(x,y,2) ER®: >0,y > 0,2 >0,z +y+ 2 < 1}.

SVOLGIMENTO. Posto C' = {(z,y,2) € R®: 2 >0,y > 0,2 > 0,z +y + 2 < 1}, S; = 9C. Applichiamo il
teorema della divergenza:

/ F-ndo= / divF dzdydz = / (x+y+ 2) dedydz.
S c c

Il calcolo dell’integrale triplo non presenta particolari difficolta:

1 1—-z l—z—y
/(x+y+z)dxdydz:/ / / (x+y+2)dedydz
C 0 0 0

1 pl—z pl—z—y 22 r=1—z—y
= / / / {—l—yw—i—zx] dydz
o Jo 0 2 =0

=/ /_Z (1—22—y) +(y+2)(1—2—y)dydz
o Jo

1 1 1—2
5/0/0 1-z—y9)(Q+y+2)dydz

1 1 -z eyt 1 1

5/ / (1—(z+y))dydz "2 5/ / (1 —w?) dwdz
o Jo 0 Jz

1t wd] v 1 [t 2 2

1 [t 1 3 1 1
==/ (2-3 Ndz==(2-Z+-)==.
6/0( z+2°)dz 6( 2+4> g

Esercizio 19.5. Sia dato il campo vettoriale F' : R — R3, F(x,y,2) = (y%,0,2 — y). Calcolare il flusso
del rotore di F attraverso la porzione di superficie cartesiana S di equazione z = 1 — 2% — y2, con (v,y) €
D = {(z,y) € R? : & > 0,y < 0,22 +y? < 1} (il versore normale alla superficie ¢ quello indotto dalla
parametrizzazione cartesiana standard).

Si calcoli il precedente flusso usando il teorema di Stokes.

Quindi I; = 1/8.

SVOLGIMENTO. La parametrizzazione cartesiana di S &

¢($,y) = (¢1($7y)7 (]52(.’1772/)7 ¢3(xay)) = ($7ya 1- 552 - y2)
S ha equazione G(z,y) = 2® + y? + z — 1 = 0. La direzione della normale & data da:

VG(z,y) = (2x,2y,1).
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Per stabilire se 7 = VG = ((VG)1, (VG)2,(VG)3) o it = —VG, & necessario verificare 'orientamento della
superficie calcolando
Oz Ox ox

1 0 -2z
det 961 0¢2 0¢3 =det| 0 1 -2y | =4y*+42>>0
oy dy y 2¢ 2y 1

(VG (VG)2 (VG)s

Poiché il determinante & positivo, si ha n = VG(z,y) = (2z,2y,1). Calcoliamo ora il rotore di F.

ik i ik
rotFF =det| 0, 0y 0. =det | 0, Oy 0, =(-1,-1,—2y)
F, Fy, F3 y2 0 z-— Y

Pertanto per quanto riguarda il flusso richiesto si ha:

/rotF-fsz:/(—1,—1,—2y)~(2x,2y,1)dxdy:—/ 22 + 4y dxdy
s D D

Passando in coordinate polari, x = rcos, y = rsin 6, si ottiene:

1 p/2 1 /2
/rotF-ﬁdU:—/ / 2r(cos€—|—2sin9)rd9dr=—/ 2r2dr-/ (cos@—?sin@)d&zg.
5 o Jo 0 0 3

Calcoliamo ora il flusso utilizzando il teorema di Stokes:

/rotF'ﬁdU:f Fdy.
S +0S

Parametrizziamo il bordo di D in senso antiorario: esso ¢ dato da ~1(6) = (cos6,sinf) per —w/2 < 6 < 0,
Y2(t) = (1 —t,0) per 0 <t < 1ev3(s) =(0,—s) per 0 < s < 1. Il bordo di S orientato in senso positivo sara
allora 'immagine delle tre curve 1, 72, 73 mediante la parametrizzazione ¢ di S:

$ov1(0) = (cosh,sinh, 1 — cos®> f — sin?#) = (cos ,sin 6, 0);
pora(t) = (1—1,0,1—(1—1)%) = (1—1,0,2t — £*);
po3(s) = (0,—s,1—s?).

Pertanto si avra:

Fdy= Fdy+ Fd’y—i—/ F d~y
+0S poy1 $oy2 $oy3

dove:

0 0
/ Fdy= / (sin® 0,0, cos  — sinf) - (—sin 6, cos §,0) df = 7/ sin® 0 df
Pov1 —m/2 —m/2

/2 /2 /2
= / sin® 0 df = / sin@(1 — cos?0) df =1 — / cos? fsin 6 df
0 0 0

wecos 0 0 2
WEEST Y / —w?dw ==
1 3

1 1
2
Fay= [ 001-0-(-L02-20dt= [ 20-tfar =,
o2 0 0 3

1 1
2
dez/ (—82,0,5)-(0,—1,—2s)dt:/ —252dt:—§.
0 0

$ovs

Sommando i tre contributi si ottiene:
2

2 2 2
rotF-ﬁdU:j{ Fdy=>4+--2=2,
/S +88 3 3 3 3

che verifica cosl il calcolo diretto svolto in precedenza.



CAPITOLO 20

Lezione del giorno giovedi 10 dicembre 2009
Prima prova in itinere

Esercizio 20.1. Si consideri I'insieme:
I={(z,y) € R?: (22 +4y? —22)? =22 + yQ},
detto Chiocciola di Pascal.

(1) Si esprima T in coordinate polari piane.

(2) Si provi che la curva interseca gli assi in cinque punti, di cui uno & l'origine. Si determinino gli altri
quattro punti P; = (z;,y:), ¢ = 1,2,3,4, e si scrivano le equazioni delle tangenti a I in essi.

(3) Per ogni i = 1,2,3,4, si dica se I' definisce implicitamente una funzione y = ;(x) di classe C! in un
intorno di x; con @;(x;) = y;.

(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = /22 + y? vincolati a I'. Si dica se I" &
compatto.

(5) Facoltativo: Si tracci un grafico qualitativo di T'.

SVOLGIMENTO. Poniamo:
fla,y) = (@ +y° = 22) = (2% + )
E utile osservare come f(x, —y) = f(z,y) pertanto insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse.

(1) In coordinate polari si ha:

f(pcosh, psinf) = (p* — 2pcos8)® — p? = p*((p — 2cos0)* — 1)
=p?(p—2cosf —1)(p —2cosf + 1)
Quindi I' =T'; U Ty dove:
'y ={(pcosl,psinf): p—2cosfd —1=0,p>0,6€[0,2n]}
Iy ={(pcosf,psinf): p—2cosf@+1=0,p>0,0¢c[0,2n]}
e questa scrittura! comprende anche I'origine (0, 0).

(2) Poiché f(0,0) = 0 si ha (0,0) € I". Studiamo le intersezioni con l’asse delle y ponendo z = 0:
f(0,y) = y* — y? = 0 quindi le intersezioni sono O = (0,0), P, = (0,1), P, = (0,—1). Analogamente,
studiamo le intersezioni con ’asse delle x ponendo y = O:

f(2,0) = (2% — 22)? — 2 = (2% — 22 — 2)(2® — 22+ 2) = 2%(x — 3)(x — 1),

quindi le intersezioni sono P = (1,0), Py = (3,0) e O = (0,0).

Calcoliamo il differenziale di f:

df (z,y) = Ox f(x,y) dx + 0y f(x,y) dy
= (4(z® + 92 — 22)(x — 1) — 22) do + (4(a? + y? — 22)y — 2y) dy.

Si ha quindi df (Py) = —4dx + 2dy, pertanto esiste ¢; € R tale per cui la retta —4z + 2y = ¢; sia
tangente a I in P;. Sostituendo si ha g; = 2 e la retta tangente ¢ y = 2z 4+ 1. Poiché I' & simmetrico
rispetto alle ascisse, e P, ¢ il simmetrico rispetto a tale asse di P, si ha che la retta tangente a I' in P,
¢ la simmetrica rispetto all’asse delle ascisse di quella tangente in Pj, ovvero y = —2x — 1. Si ha poi

df (Ps) = —2dx, pertanto la tangente a I' in questo punto ¢ la retta verticale z = 1, e analogamente si
ha df (Py) = 18 dx, pertanto la tangente a I' in questo punto & la retta verticale z = 3.

1Era importante osservare come I' in coordinate polari fosse espresso da due ram: differenti ovvero da |p — 2cos6| = 1. In
generale non ¢ lecito passare da (p — 2cosf)2 = 1 a p — 2cos = 1, perché in questo modo si sta escludendo uno dei due rami.
Ricordiamo che Va2 = la| per ogni a € R. Inoltre & necessario aggiungere la condizione p > 0, come risultera evidente nel calcolo
del massimo e minimo vincolato.
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(3) Osserviamo che 9, f(P3) = 9, f(Py) = 0, quindi in questi punti il Teorema di Dini non & applicabile
(la tangente a I' & verticale). Invece si ha 9, f(P1) = —0,f(P2) # 0 e quindi per il Teorema di Dini
esistono 1 e ¢y con le proprieta richieste. Si ha che ¢f(0) e ¢5(0) sono i coefficienti angolari delle
tangenti a I' rispettivamente in Py e Py, ovvero ¢} (0) = —¢5(0) = 2.

(4) Si ha h(z,y) > 0 e 'uguaglianza vale solo nell’origine. Quindi 'origine & I'unico minimo assoluto
per h. Inoltre essa appartiene a I', quindi & 1'unico minimo assoluto vincolato e h(0,0) = 0. Studia-
mo i massimi e minimi vincolati di h su I'y e su I'; separatamente. In coordinate polari si ha che
h(pcosf, psin@) = p, T'; & dato® da p1(0) = 2cosf + 1, p; > 0 e I'y & dato da pa(f) = 2cosf — 1,
p2 > 0. Individuiamo il dominio in cui sono definite p; e py alla luce della condizione p > 0. Si ha che
p1 & definito per cos@ > —1/2, quindi 6 € dom(p;1) := [0,27/3] U [47/3,27], mentre po & definita per
cosf > 1/2, quindi dom(ps) := 0 € [0,7/3] U [5/3m, 27].

Se si sceglie di parametrizzare 6 tra —7 e 7 (& assolutamente la stessa cosa), si ottiene dom(p1) :=
[—27/3,27/3] e dom(ps) := [—7/3,7/3]. Questa scelta che, ribadiamo, & perfettamente equivalente al
parametrizzare 6 tra 0 e 27, presenta il vantaggio permettere una scrittura pit semplice.

Si tratta di studiare i massimi e minimi delle funzioni p; e pa sotto i vincoli py, p2 > 0, ovvero rispetti-
vamente in dom(p;) e in dom(ps). Cominciamo con lo studiare tale funzioni nell’interno dei domini in
cui sono definite. Siha pf(0) = p4(0) = —2sin 6. Siha p}(0) = p5(0) < 0 per 0 < 6 < 7w e 'uguaglianza
vale per 6 € {0,7}.

Osserviamo che m ¢ dom(p1) e @ ¢ dom(pz), quindi 7 non & un valore accettabile: infatti si ha
p1(m) = —1 e pa(m) = —3 non accettabile alla luce della condizione p; > 0 e p2 > 0.

Per quanto riguarda 0, calcoliamo p7(0) = p5(0) = —2cosf e p{(0) = p45(0) = —2 < 0, quindi si ha
che p1(0) = 3 accettabile e massimo relativo, p2(0) = 1 accettabile massimo relativo.

Rimangono da studiare i punti sulla frontiera dei domini: si ha p1(£27/3) = p1(47/3) = p2(£7/3) =
p2(5m/3) = 0. Tutti questi punti corrispondono quindi in coordinate cartesiane all’origine (p = 0 carat-
terizza l'origine) pertanto si ottiene nuovamente che l'origine & minimo assoluto. Il massimo assoluto &
raggiunto nel punto corrispondente a pyr = p1(0) e Oy = 0, quindi & (pas cos Opr, parsinby) = (3,0) e
vale h(3,0) = 3, l’altro massimo relativo & raggiunto nel punto corrispondente a p,, = p1(0) e 0,, = 0,
quindi & (p, o8Oy, prm sinb,,) = (1,0) e vale h(1,0) = 1.

L’insieme I' € chiuso perché f & continua e si € appena visto che & limitato perché contenuto nella palla
chiusa centrata nell’origine e di raggio 3, quindi ¢ compatto.

(5) Vogliamo ora dare un’idea dell’andamento qualitativo.

. 1. Ecco la situazione iniziale con i punti e le tangenti finora
2 ) 2 3 + ©  trovate.

2Qui risulta fondamentale ’aver correttamente individuato i due rami e il richiedere comunque p > 0.
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2. Vi e una simmetria rispetto all’asse x. Inoltre osser-
viamo che (3,0) & max. ass. per la distanza dall’origine.
Non vi sono punti di I a dx della retta z = 3. Attorno a
tale punto non si ha un’esplicitazione y = y(z), perd si ha
un’esplicitazione z = z(y). Analogamente (1,0) & massimo
relativo per la distanza dall’origine, pertanto vicino a ta-
le punto non vi sono punti a dx della retta x = 1, non si
ha un’esplicitazione y = y(z), perd si ha un’esplicitazione
z = a(y).

\ 6 = +m/3 tale ramo ritorna in 0. Inoltre si ha sempre che
= o P +* p2 < p1. In figura sono riportate anche le due rette cor-
) ripondenti ad un angolo di +7/3 con lasse delle ascisse.
' Sfruttando la simmetria rispetto all’asse delle ascisse ci si
_1}5 porta nella situazione indicata.

4. Studiamo ora il ramo corrispondente a p;. Poiché
+7/2 € dom(py), si ha che tale ramo congiunge il punto
(3,0) (massima distanza dall’origine) con i punti (0, +1) che

sono le uniche due intersezioni di I' con l’asse delle ascis- |

1
T

95

")
T

vl

.

3. Ricordiamo che il ramo corrispondente in coordinate po-
lari a p(f) raggiunge la sua massima distanza dall’origine
proprio in (1,0) e poi agli estremi del dominio, ovvero per

se. Tale ramo deve inoltre essere tangente alle due rette
passanti per (0,=+1) Inoltre non puo intersercare il ramo di
p2-

")

5. Partendo dai punti (0, £1), sappiamo che il ramo p; deve
ritornare nell’origine perché agli estremi del dominio di p;
2 2 si ha p; = 0. Quindi si ha un cappio nell’origine, come ci si
poteva attendere da V f(0,0) = (0,0).
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Questo concludeva lo studio qualitativo richiesto dall’esercizio.

Con ulteriori calcoli, un po’ lunghi ma non particolarmente complicati, si puo essere ancora piu precisi
ed arrivare a tracciare un grafico piu dettagliato.

Ribadiamo che comunque, questa parte, esulava dalle richieste dell’esercizio, la riportiamo solo per
completezza.

Consideriamo una retta = k, e studiamo il numero di soluzioni y dell’equazione f(k,y) = 0. Si ha

0= f(k,y) = (K + ¢ — 2k)* — (K +4°)
=yt + (2K — 4k — 1)y? 4 (k® — 2k)% — k2
=yt + (2K — 4k — D)2+ K2 (k- 3)(k — 1)

Posto t = y?, cerchiamo soluzioni non negative di py,(t) = > + (2k® — 4k — )t + k?(k — 3)(k — 1) = 0.
Si ha limy 400 pi(t) = +00 e pi(0) = k?(k — 3)(k — 1). Si ha pr(0) >0 per k< 1ok > 3.

(a)

(b)

se 1 < k < 3 1'equazione py(t) = 0 ammette due soluzioni distinte t~ e ¢t di segno discorde perché
pr(0) < 0 e limy_ 4o p(t) = +o0. Sia tT > 0, allora si ottiene y; = Vt+ e yy = —Vt—. Dato
1 < x < 3 esistono quindi ¢;(z) e pa(x), distinti, p1(z) < 0 < @4(z) tali che (z,y) €T se e solo
se y € {p1(x), pa(z)}.
sek <lok>3mak##0,allora p;(0) > 0, quindi le soluzioni reali di px(y) = 0, se esistono, sono
entrambe strettamente positive o entrambe strettamente negative: se l'ascissa del vertice delle
parabola z = pg(¢) & positiva, allora se esistono sono entrambe strettamente positive, altrimenti o
non esistono oppure sono entrambe strettamente negative. Le radici negative non sono accettabili.
Tale ascissa & z; = —(2k* — 4k — 1)/2. Si ha z; > 0 per 3 (2—V6) < k < 1 (24 V6). Poiché

1

5(2—\/6)<0<1<%(2+\/5)<37

si ottiene che se pr(y) = 0 ammette radici reali, esse sono due radici strettamente positive per
1(2—V6) <k <O0eper0<k< LI discriminante di pj(t) =0 &

A= (2k* — 4k —1)* —4k*(k — 3)(k — 1) = 1 + 8k.

Per 0 < k < 1e —1/8 < k < 0 tale discriminante & positivo, quindi si hanno due soluzioni
strettamente positive. Pertanto per k €]0,1[U] — 1/8,0[ , la retta x = k interseca I' in quattro
punti distinti, due a due simmetrici rispetto all’asse delle ascisse. Dato %(2— V6) < z < 1 esistono
quindi ¢1(2), p2(z), p3(x), pa(z), distinti, ¢1(z) < p2(z) < 0 < 3(x) < @4(x) tali che (x,y) €T
seesolosey € {p;(z):i=1,2,3,4}.
per k = 0, si hanno le intersezioni con l'asse y, quindi O = (0,0), P, = (0,1), P, = 0. Poniamo
¢1(0) = =1, 4(0) =1 e p3(0) = p2(0) = 0.
df (z,y) = (42° +y* = 20) (v — 1) — 20) dz + (4(2” + y* — 22)y — 2y) dy
Si ha
(i) df(0,0) =0, quindi in un intorno di (0,0) non & possibile applicare il Teorema di Dini.
(ii) df(0,1) = —4dzx + 2dy quindi in un intorno di (0,1) & possibile applicare il Teorema di
Dini. In un intorno di tale punto ¢, ¢ di classe C! e p4(0) =1/2 >0
(iii) df(0,—1) = —4dx — 2dy quindi in un intorno di (0, —1) & possibile applicare il Teorema di
Dini. In un intorno di tale punto ¢; ¢ di classe C! e ¢1(0) = —1/2 < 0
per k = 1, si ha pi(y) = ¥?(y?> — 3) da cui si ottengono le intersezioni (1,0), (1,v/3) e (1, —v/3).
Poniamo 4(0) = ¢2(0) = 0, 1(0) = —1, ¢4(0) = 1.
per k = 3, si ha p3(y) = y%(y? + 11) da cui si ottiene la sola intersezione (3,0). Poniamo
1(3) = pa(3) =0
per k = —1/8 si ha p_q,5(y) = —(1/64) — y* + (17/64 + y*)? da cui si ottengono le due interse-
zioni (—1/8,—+/15/8) e (—1/8,++/15/8). Poniamo ¢4(—1/8) = ¢p3(—1/8) = (—1/8,+1/15/8) e
p1(—1/8) = p2(—1/8) = (~1/8,-V/15/8)

Le quattro funzioni ¢;, ¢ = 1,2, 3,4 sono due a due simmetriche rispetto all’asse delle ascisse. Inoltre
la tangente a T nei punti (z,y) con z # 0,1,3 non ¢ mai verticale. Per il teorema di Dini, queste
funzioni sono quindi C' negli intervalli aperti che non contengano x = 0,1,3 e in cui siano definite.
Per quanto visto al punto precedente, si ha che ¢1 e ¢4 sono C! all’interno di tutto il loro dominio.

Studiamo ora i massimi e minimi relativi di y = psinf vincolati a I', ovvero i massimi e minimi
delle funzioni g;(f) = 2sinfcosf + sinh = sin20 + sind con 6 € [0,27/3] U [47/3,27] e la funzione
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92(0) = 2sinf cosf —sinf = sin 20 — sin b con 0 € [0,7/3]U [5/3m, 2x]. Se h & nulla anche g; e g2 sono
nulle, quindi g1 (27/3) = ¢1(47/3) = g2(7/3) = g2(57/3) = 0. Si ha quindi

g1 (0) = 2cos 260 + cos = 4cos® O + cos ) — 2

che si annulla per
cos@fzé(—l—k\/@), cos@é‘z—é (1—|—\/§).
Si ha cos 07 > —1/2, quindi 67 ¢ accettabile, cos 5 < —1/2 non accettabile. Analogamente:
g5h(0) = 2cos 20 — cosf = 4cos? 0 — cos ) — 2
che si annulla per
cosﬁgzé(1+\/§), COSGZ:%(l—\/ﬁ).

Si ha cos % > 1/2, quindi 0*3 ¢ accettabile, cos 3 < 1/2 non accettabile. Posto p; = 2cosff + 1 e
p3 = 2cosf; — 1, si ottengono quindi gli unici punti critici:

x1 = pjcosf] = (2(; (1+\/§)>+1>é(1+\/?§> :%

x3 = p3cosby = (2 (1 (1+\/Z§)> —1) 1 (1—1—\/@) = M

8 8 16
Vogliamo ora stabilire una corrispondenza tra le curve pi(60) e p2(6) e le curve p;(x), i =1,2,3,4. A
tal proposito ricordiamo che ¢4 (x) & sempre maggiore di ¢3(x) > 0, e che 1 e s sono le simmetriche
di 4 e p3 rispetto all’asse delle asccisse. Quindi, nel primo quadrante laddove esistono entrambe le
curve in coordinate polari p1(6) e p2(6), la curva tra le due che in coordinate cartesiane ha l'ordinata
maggiore rappresentera o4 e l'altra rappresentera ¢3. Ricordo che lordinata & data da p;(6)sinf e
p2(0) sin 6.
Osserviamo che se 6 € [0, 7] N dom(p;) N dom(pz), si ha p1(0)sinf > p2(6) sinh. Quindi nei punti del
primo quadrante la curva p;(6) descrive @4 e la curva ps descrive ¢3. Per cui o7 € punto critico di oy,
e quindi anche della sua simmetrica 1, e 25 € punto critico di 3, e quindi anche della sua simmetrica
2. Siha che p3(0) = ¢3(3) =0, ¢3(x) > 01in ]0,1], e ¢3 ha un solo punto critico, tale punto deve
essere di massimo relativo per (3 e quindi di minimo relativo per .
Poiché 7 > 0 e 4(0) > 0 si ha che z7, unico punto critico per 0 < = < 3, deve essere un massimo
assoluto per ¢4 e simmetricamente un minimo assoluto per ;.
Determiniamo esattamente i valori di z* e y*:
(a) Sostituendo nell’equazione per determinare i valori del massimo, si ha:

~ —3(693 +283v/33) — 128(175 + /33)y? + 8192y*

Ozf(zlay)* 8192
che ha come soluzioni reali (si pone y = t2 e si sceglie I'unica soluzione ¢ positiva. Allora y = ++/1)
. 1 /3 . 1 /3
P =515 (69 + 11\/33), eal@}) = 51/5 (69 + 11\/33).

(b) Sostituendo il valore di x3, si ha:

i 8192y + 128 (v/33 — 175) y* + 849+/33 — 2079
0=19) = 8192 '

Con la sostituzione 32 = t si ottiene un’equazione di secondo grado in ¢ che ha due radici positive.
I valori di pa(z3) e p3(x%) sono i valori dati da ++/t dove t & la radice di modulo minimo
dell’equazione: infatti altra radice da luogo ai valori di ¢;(x3) e wa(x3) (che infatti in modulo
sono strettamente maggiori dei precedenti).

pa(z3) :_% 2(69—11@), ©3(x3) :+é 2(69—11@).

In figura le rette verticali da sinistra a destra sono:

(a) la retta = —1/8, tangente a I' nei punti (—1/8,4+/15/8). Non vi sono punti di I' con ascissa
strettamente minore di —1/8;

(b) la retta 2 = 0, che interseca I' nei punti (0,0), (0,+1);
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<

/TN

FicuraA 1. La Chiocciola di Pascal e alcune rette significative

V33

(c) la retta x = % che interseca I' in quattro punti, i due punti piu vicini all’asse delle ascisse
sono estremali per le funzioni implicitamente definite da ~ passanti per essi, tali punti sono

(15—16@, +34/3 (69— 11&));

(d) laretta z = 15"176 V33 che interseca I' in due punti, esso sono i punti di ordinata massima e minima

appartenenti a I', e sono (151\;/@, i%\ /% (69 + 11\/33)>.

(e) laretta x = 3, tangente a I" nell’unico punto (3,0). Non vi sono punti di I" con ascissa strettamente

maggiore di 3.

La Chiocciola di Pascal & quindi inscritta nel rettangolo

R=[-1/8,3] x [—é\/g (69+ 11@),;\/2 (69+ 11\/3»3)1 .

OSSERVAZIONE 20.2. Nella seconda versione del compito, I'insieme era dato da
I ={(z,y) € R?*: (2® +9* + 22)* = 2 +*}.

Pertanto tale insieme ¢ il simmetrico rispetto all’asse delle ascisse di quello studiato nell’esercizio precedente,
quindi tutti i risultati dell’esercizio precedente valgono in questo caso qualora si mandi x in —zx, y rimanga
invariato, e in coordinate polari si mandi 6 in 7 — 8 (quindi cos(m — 0) = — cos @ e sin(r — 6) = sin6).

Esercizio 20.3. Dato a € R e indicata con D la regione illimitata del primo quadrante compresa tra

I’iperbole di equazione zy = 1, la retta y = x e I'asse delle x, si calcoli

1
// — dx dy.
p T
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SVOLGIMENTO. La retta y = x e l'iperbole xy = 1 si incontrano nel primo quadrante solo nel punto (1, 1),
inoltre per x €]0,1[ si ha 1/ > z. Il dominio D & normale rispetto all’asse z, decomponiamolo nelle due parti
Dn{(z,y): 0<z<1}eDnN{(z,y): > 1}. Siha:

1 1 x 1 +o00 1/x 1
I(a):// —dmdy:/ (/ dy) dat—&—/ / —dy | dz
D z% 0 o ¢ 1 0o x°
1 o0 dﬁU
o 11—«
7/0 T d:c+/1 pE

Se a < 0 il secondo integrale vale 400, mentre il primo ¢ sempre maggiorato da 1 perché I'integranda ¢ minore
o uguale a 1 e l'intervallo di integrazione ha lunghezza 1, quindi I(«) = 400 se a < 0.

Se o > 2 il primo integrale vale +00, mentre il secondo ¢ finito quindi I(«a) = 400 se a > 2.

Per 0 < o < 2 entrambi gli integrali sono convergenti, inoltre se 0 < o < 2 non si ha mai 1 — o = —1 oppure
14+ a =1, e quindi

1 1

I(a):2—a a

Altro modo per procedere, consideriamo il dominio D normale rispetto all’asse delle y. Fissiamo y € [0, 1].

Allora x varia tra y e 1/y, quindi:
I(a) = / / —dz | dy
0 Y x
Si ha allora

1 1y q 1 1
- [ ( [ dx> dy = | (lox(1/3) ~toxtu) dy = =2 [ 1og(y) dy = ~2fylogy o}
Yy
=2+2 lim (ylogy — y) =2 < 4o0.
y—0+F

Supponiamo ora « # 1, si ha:

1 1y 4 1 1
:/ / —dx | dy = / [m_a+1]xf1/y

0 y T —a+1J, Y

1 ! a—1 —a+1 1 : ! a—1 1
—1_a/0(y —y T dy = o [ (0t e )
Sea#1lea#0, a#2siottiene

1 1 1 '
I(a) = —— lim [y“ - ya”}

1— a0+

I«

~—

Se o < 0 0 o > 2 il limite risulta +oco. Inoltre:

10) = /01 ( /y”y dx> dy— /01 () du= e

1(2):—/0 (y—y~ ") dy = +oo

Per 0 < a < 2 si ottiene invece:

che conferma il risultato precedente.

OSSERVAZIONE 20.4. Nella seconda versione del compito, si aveva come D la regione illimitata del primo
quadrante compresa tra 'iperbole di equazione xy = 1, la retta y = = e ’asse delle y e si calcolava

1
/ — dx dy.
D Y~

Rispetto alla versione dell’esercizio precedente si ¢ applicata una simmetria rispetto alla bisettrice del primo e
terzo quadrante. Il risultato e il procedimento sono gli stessi: si scambi semplicemente = con y.
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Esercizio 20.5. Si consideri la serie di funzioni definite per (¢,z) € [0, 1] x [0, 27]

Z o 1\[ e~ cos(nx).

(1) Si studi la convergenza puntuale umforme e totale della serie.
(2) Si calcoli la somma della serie per (¢,z) = (0,0).

SVOLGIMENTO. Maggioriamo il termine generale della serie in modo appropriato. Si ha:

53" Ws-3m| 2 |(v5-3\"| 2 |v5-3]
on— 1\[ on-1,/5 | /5 2 V5 2

Poiché |(v/5 — 3)/2| < 1, la serie geometrica di ragione (v/5 — 3)/2 & convergente® e si ha

i(ﬁ_3>n:11—1=\/5_3=f_5<+00.

2\ — Vi 5-v5 10

Pertanto ’estremo superiore del termine generale ¢ in modulo maggiorato dal termine generale di una serie
convergente, quindi la serie converge totalmente e di conseguenza uniformemente e puntualmente su [0, 1] x

2 vV5-3 2v5-3 1 1
0,27], e la sua somma per (t,z) = (0,0) e proprio =—- - —.
[0, 2] per (t,z) = (0,0) & prop f57\/5 51 5

4 cos(nx)| <

OSSERVAZIONE 20.6. Nella seconda versione del compito, la serie era data da

i (\/? — 3)n e—l2t
= 27171\/5

Esattamente come prima si riconosce che |(v/7 — 3)/2| < 1, e vale la maggiorazione

(W7 -3)" (VT-3) (ﬁ_3>"
2

2n—1\/g 2n—1\/g
i(ﬁ_3>n:1_1: VT4
1—

cos(nx).

e 2t cos(nx)| <

G

Ancora come prima si ottiene
2

n=1

VT -4

2
Si ha ancora convergenza totale, uniforme e puntuale e la somma per (¢,2) = (0,0) vale \f 9

1
3Ricordiamo che se qg € C, |g| <1siha E q" = 1o tuttavia nell’esercizio la somma non parte da 0 ma da 1, quindi
—q
n=0

oo (o)
:an:qo+§l 1+zjq dacuqu lfq -1

n=0



CAPITOLO 21

Lezione del giorno martedi 15 dicembre 2009 (1 ora)
Integrali curvilinei, Teorema di Stokes, Formule di Gauss-Green -
continuazione

Esercizio 21.1. Data la superficie ¥ C R? parametrizzata da

©(0,2) = (V1+222cos0,v/1+22%2sin6, 2), 0] < 7/4, |z| <1,

si calcoli il flusso del campo vettoriale

Fa,y,2) = (1/V/1+222,1/y/1 + 222,2% + ¢?)

attraverso X, orientata in modo che nel punto (1,0, 0) il versore normale coincida con (—1,0,0).

SVOLGIMENTO. Calcoliamo la divergenza di F = (Fy, Fy, F3):
- oF, O0F, OF;3

divF(z,y,2) = — + —+ — =0.

(z,9.2) Ox Ay 0z

Il campo Fe quindi solenoidale: per il teorema della divergenza, il flusso attraverso una qualunque superficie
chiusa ¢ nullo. Vogliamo determinare una superficie ausiliaria S tale che S U ¥ sia una superficie chiusa
delimitante il volume C. Osserviamo che la superficie data & la superficie di rotazione ottenuta ruotando per

0 € [—m/4,7/4] attorno all’asse z la curva « di equazione x = v/1 + 222 contenuta nel piano y = 0.

ol
7

=
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e
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=
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<
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La superficie X e la curva ~.
Definiamo quindi le superfici ausiliarie nel modo seguente:
a) ST sia la superficie di rotazione ottenuta ruotando per § € [—m/4, /4] il segmento di estremi (0,0, 1)
e (v/2,0,1) giacente nel piano y = 0 attorno all’asse z,
St ={(rcosf,rsinf,1) € R®: 0 <r <V2,]6| < 7/4}

la sua normale esterna rispetto a C' sara (0,0, 1);

b) S~ sia la superficie di rotazione ottenuta ruotando per 6 € [—m/4, 7/4] il segmento di estremi (0,0, —1)
e (v/2,0,—1) giacente nel piano y = 0 attorno all’asse z, la sua normale esterna rispetto a C' sara
(0,0,1);

S~ ={(rcosf,rsinf,1) e R®: 0 <r < V2,0 < n/4}

101
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¢) LT e L™ saranno le superfici “laterali” date da
LT ={(rcos,rsin,z): 0 =m/4,0<r <+1+222 |z| <1},

L™ ={(rcosf,rsinf,z): § =7/4,0<r <~1+222 |z| <1}
con normali rispettivamente (—v/2/2,v/2/2,0) e (—v/2/2,—v/2/2,0).
Se orientiamo ¥ con la normale uscente a C, notiamo come essa nel punto (1,0,0) valga (1,0,0), quindi

I’orientamento richiesto ¢ quello opposto a quello della normale uscente. Per il teorema della divergenza, si ha
che se ¥ & orientata con la normale uscente

—/ﬁ~ﬁdo’z/ ﬁ~ﬁdo’,
b S+US—UL+UL~-

quindi il flusso richiesto dall’esericizio & proprio

/ F-ndo,
S+US-UL+UL-

dove la normale ¢ uscente da C. Calcoliamo questi integrali. Se (z,y,z) € LT si ha F-n=0 pertanto il
flusso attraverso LT ¢ nullo. Osserviamo che si ha ﬁ(x,y, 1) = ﬁ(w,y, —1), inoltre se (z,y,1) € ST si ha che
(z,y,—1) € S~ e viceversa. Ma allora se 7 ¢ normale uscente a C, F. a(x,y,1) = ~F- a(x,y,—1) per ogni
(z,y,1) € ST e (x,y,—1) € 8™, quindi:

/ F.ﬁda+/ F-fdo = 0.
S+ -
Per esercizio calcoliamo comunque:

., V2 pm/2 T
F-ﬁdaz/ Fg(x,y,z)daz/ (x2+y2)daz/ / rrdrd = —.
5+ S+ S+ 0o J_m/2 2

Pertanto il flusso richiesto dall’esercizio si riduce al calcolo di:

Se (z,y,2) € L™ si ha

V14222

Inoltre L~ e parametrizzata da

Y(r,z) = (ﬁr, Qr, z> , z € [-1,1], r € [0,vV1+222].

2 2

La matrice Jacobiana della parametrizzazione e:

V2/2 0
Jacy(r,z) = V2/2 0
0 1

Per la regola di Binet, per trovare ’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti i minori
di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

wa(Or1h, 00) = \/det2( g;; 8 >+det2< ‘/50/2 (1) )+det2< \/%/2 (1) ) =1.

Si ha quindi

[ P /h //Wm%drdz_ f/ Y.

Pertanto il flusso richiesto dall’esercizio & —2v/2.
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Verifichiamo il risultato ottenuto. Posto ¢ = (¢1, 2, ¢3), calcoliamo

2 0
1+ 2:2sing —2E8Y

V14222
o1 Oz1 p
Jacp(0,2) = | Opp2 Ozp2 | = Niewr 2zsin
’ 1+222co80 —nsx
dowps  0:p3 V14222
0 1
Si ha che il flusso attraverso ¥ orientata con la normale indotta dalla parametrizzazione (Q =] — /4, w/4[x] —
1,1[) risulta quindi:
(%, F) = / F-ido = / w3(F o @, 01,820, Os) (2) daz
b Q
2zcos b
Fio —V1+222sinf —
Ly Vi+222
= / det 2zsin 6 (z) dz
Fo V1+222co80 —mx
@ 2°¥ V14222
F3o¢ 0 1

= / F30p(0,2) (—2zsin? § — 2z cos? §) dfdz+
Q
+ / <F1 0p(0,2)V1+222cos0+ Fyop(f,2)vV1+222sin 9) dfdz
Q
— -2 [ (6h6,2) + 53(6.))2 dbdo+
Q
1 1
+ ——— V1 +222c0o80 + ——— 1+ 222sin0 ) dfdz
A(W\/ 22 cos m\/ zsm)

= —2/ (1+22%)zdfdz + / (cos 0 + sin 0) dfdz
Q Q

1 /4 1 /4
= —2/ </ (1+22%)z d9> dz —|—/ (/ (cos@ + sin ) d9> dz
—1 —7/4 —1 —7/4

1 /4
= 77r/ (1+222)zdz+2/ (cos @ + sin ) d
-1 —m/4

w/4
:2/ cosfdf = 2V/2.

—m/4

Verifichiamo se la normale indotta dalla parametrizzazione & quella richiesta. Lo facciamo nel punto (1,0, 0)
che, nella parametrizzazione, corrisponde a ¢(0,0). Si ha allora:

2z cosf
-1 —v1+222s8inf) —m——
V14222
ny Oppr 0.1 -
det | no Ogpa 0,2 = det 2z sin
g 0 V1+222c08
n3 89@3 8z<)03 (Q,Z)Z(O,O) V ]. + 2Z2
0 0 1 (0,2)=(0,0)
-1 0 0
= det 0 1 0 =-1<0,
0 0 1

quindi la normale indotta dalla parametrizzazione € opposta a quella richiesta, pertanto il flusso rishiesto vale
—24/2 che conferma il risultato precedente.
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Esercizio 21.2. Sia S la superficie data dal grafico della funzione z = zy/2 tale che x? +y? < 12. Si calcoli
Parea di S e il flusso del campo F = (x,y, 1) attraverso S orientata in modo che la normale sia rivolta verso
I’alto.

SVOLGIMENTO. La superficie S ¢ un grafico z = f(z,y) f: D — R, con f(z,y) = zy/2 e D := {(x,y) €

R?: 22 4 y? < 12}. D ¢ il cerchio centrato nell’origine di raggio v/12 = 2v/3. Essendo un grafico, sappiamo gi
che l'elemento di superficie & do = /1 + |V f|? quindi

y2 IQ 1
do=1\[14+ "=+ == -\4+y?>+22
o + 1 + 1 5 +y +x

Verifichiamo il risultato. S & parametrizzata da ¥(x,y) = (¢Y1,%2,93) = (x,y, f(z,y)) = (x,y,2y/2). La
matrice Jacobiana della parametrizzazione e:

1 0
Jacy(r,z) = 0 1
y/2 x/2

Per la regola di Binet, per trovare ’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti i minori
di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

2 2
s oo () 3yt (o ) ow (o )

A questo punto si ha:

2 g2 1
Area(S) = [ do = 14+ — 4+ =dady == | 4+ y?+ 22dxdy.

Per calcolare questo integrale passiamo in coordinate polari piane x = pcosf, y = psiné, ricordando che il
determinante Jacobiano di questa trasformazione ¢ p:

o 12 4 12 144
Area(S)z/ ( 2\/4—|—p2pdp) do = mpdp:g V4 +wdw
0 0 0 0

™ 148\[ 7 [13/2 t=1as T s
=_ S = 3_Q)— N(\/13373 _
3 [ Vidi=3 {3/2L_4 5 (VI8 —8) = Z(VE 37 - )

= %(37@— 1).

Calcoliamo la normale a S. Posto G(z,y,2) = z — f(z,y) = z — xy/2, la superficie risulta rappresentata
dall’equazione G(x,y,z) = 0, quindi la sua normale unitaria sara data da

VG -4 (_y/za —x/2, 1) -+ (_ya _3372)
VG| |(—y/2,—z/2,1)| 22 +y2+ 4

e poiché 'esercizio richiede che la normale punti verso I’alto, sceglieremo

(_y7 —Z, 2)

Vit 2+ 4

ﬁ(x7yvz) = (n17n27n3) =
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che ha la terza componente positiva. E’ necessario verificare se questa normale & concorde con 1’orientamento
indotto dalla parametrizzazione:

—Z 1 0
Va2 +y+a
n1 Oxtn 8ywl o
det | no Oxv2 Oy = det NZzxew
ns 82'(/)3 8y1/)3
2
T V2 2

— 1 0
R SN (AR WL i

$2+y2_~_4 9 y/2 (E/Q /x2+y2+4
1
:5\/12+y2+4>0.

Quindi effettivamente la normale richiesta & concorde con l'orientamento della parametrizzazione. A questo
punto, posto F' = (Fy, Fy, F3), si ha:

. Fioy 01 Oytn z 1 0
O(S,F) = / det [ Faotp Oxthe Oytbe | dady = / det| v O 1 dzxdy
p Fsod 0.3 Oyis b 1 y/2 z/2

27 12
(/ r? COSQSiH@pdp) do
0

= / (1 — zy) dedy = Area(D) — / zydedy = 127 —
D D

12 2
= 127r7/ rdd%/ cosfsinf = 12x.
0 0

11 flusso richiesto & quindi 127.
Verifichiamo il risultato ottenuto. Sia A € R, A < min{f(z,y) : x,y € D}. Tale X esiste finito perché f &
continua sul compatto D, quindi ammette minimo. Inoltre A < 0. Si ha poi:

S—

OF OF, | OFs

or "oy T oe

divF(z,y,z) =

Consideriamo il solido C' delimitato da S e dalla superficie ausiliaria S~ := D x {\}, la cui normale uscente da
C & (0,0,—1). C & un cilindroide la cui base inferiore & il cerchio {(x,y, \) : z,y,€ D}. La superficie laterale &:

L={(z,y,2): 2> +y* =12,A <z < f(z,y)}.

e la normale unitaria uscente & data da (z,y,0)/y/22 + y? (ovvero, a meno del segno e della normalizzazione, &
proprio il gradiente dell’equazione che definisce la superficie). Per il teorema della divergenza si ha:

/divﬁd:cdydz:/ F - fdo.
C

ovvero:

f(z.y) . T2 +y2
2/ / dz | dxedy = ®(S, F —/ do+ | —=—do
D A ( ) D L /12 + y2

2Volume(C) = ®(S, F) — Area(D) + v/12 Area(L)

2Volume(0)=c1>(5,ﬁ)+/ F’-ﬁda+/ﬁ-ﬁda
L

si ha quindi, ricordando che Area(D) = 127:

®(S, F) = 12m — /12 Area(L) + 2Volume(C).
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Calcoliamo in coordinate cilindriche:

2w /12 pf(rcos@,rsin@)
2Volume(C) := 2/ / / r dfdr
0 0 0

2 V12 pf(rcosf,rsin@)
2/ / / rdzdfdr
0 0 A

27 \/ﬁ
:2/ / r(f(rcosf,rsin@) — \)do dr
o Jo
\/ﬁ 27 .
:2/ / (13 cosfsinf — r\) df dr
0 0

V12 por V12
= 2/ / 3 cos 0sin 6 df dr — 2)\71'/ rdr = =24\,
0 0 0

che & positivo perché A < 0. L ¢ parametrizzata da (60, z) = (V/12cos8,+/12sin ¥, z):

—/12sin 6 0
Jaciy (0, 2) = 0 V12 cos
0 1

Dalla regola di Binet si ha che ’elemento di area & quindi:

WQ\/M( —V1Zsing 0>+det2( ViZeosd 0>+det2( —V/1Zsing 0>

0 1 0 1 V12cosf 0

= /125026 + 12 cos? 0 = V12.

Pertanto:

21 pf(vV/12cos0,4/125in0)
V12 Avea(L) = VI3 / / V12dz do
0 A
27 p6cos 6 sin O
=12 / / dzdf
0 A

27
= \/ﬁ/ 6cosfsin® — \df = 24w )\.
0

Quindi i contributi di volume e superficie laterale si elidono e il flusso & 127, che verifica il calcolo precedente.

Esercizio 21.3. Si disegni la superficie S di equazioni parametriche

w(0,y) = (Vy?+ 1cosb,y,\/y? + 1sinb), 6 e[0;2n], ly| <1

e si calcoli il flusso del campo vettoriale ﬁ(x, y,2) = (22,y/2,x) uscente da S, orientata in modo che nel punto
(1,0,0) il versore normale coincida con €; = (1,0, 0).

SVOLGIMENTO. Posto ¢(0,y) = (1,2, p3) ¢ F = (Fy, Fy, F3), si ha:

/ . y cos 6
— y2 + 151110 \’q/ﬁ
Jacp(8,y) = 0 1
sin 6
/y2 + 1 cos \Z}ﬁ

Verifichiamo se la normale indotta dalla parametrizzazione ¢ la stessa di quella richiesta 7 = (n1,n9,n3), lo
verifichiamo nel punto (1,0, 0):
2 : y cos O
ny —/y?+ 1sinf Vet
det | no 0 1 = det

ns /Y2 + lcosd \y/%

=-1<0.

SO =
= o O
o = O

(0,9)=(0,0)
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Pertanto sara necessario invertire il segno, si ha allora che il flusso richiesto vale:

- Flop —+/y?+1sinf \y/%

B(S, F) = _/ / det | Frop 0 1 dy db
0o /-t Fzop  /y2+ 1cosh \y/%

(¥ +1)cos?0 —+/y? + Lsinf \y/%

27
—/ / det y/2 0 1 dy do
0 /=1 VyZ+1cos  Jy?+ lcosf 4sinl

y2+1
: dy df+
2 y sin 6
vV y?+ 1cosb W
/Qﬂ/ 1)det (y +1)cos 0 —+/y?+ 1sinf du do
VY2 +1cosd +/y?+ 1cosf Y

27 27
_/ / y2/2 dy df + / / <(y2 + 1)3/2 cos® 0 + (y2 + 1) sin 6 cos 9) df dy
0 —1 —-1Jo

2
= —_T.

3
Nell’'ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

2m 1 2 1 4m
/ cosfsinfdf = f/ sin(20) df = 7/ sinw dw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

27 37/2 37/2
/ cos® 0 df = / cos® 0 df = / (1 —sin? @) cos @ db
0

—7/2 —m/2

or 1 —/y2 + 1sinf 4l
—/ / y/2)det v

w/2 3/2m
= / (1 —sin?#0) cos @ db + / (1 —sin? @) cos 6 db
—m/2 w/2

:/_11(1—w2)dw+/l_1(1—w2)dw=0.
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CAPITOLO 22

Lezione del giorno giovedi 17 dicembre 2009 (2 ore)
Forme differenziali

Cominciamo con alcuni richiami di teoria.

Definizione 22.1. Sia D aperto nell’ R-spazio X di dimensione finita n. Una forma differenziale reale di
grado 1 (o 1-forma) su X (di classe C*) & una funzione (di classe C*) w: D — X* da D nel duale X* di X. Se
su X & stata scelta una base, indicata con {dz; : ¢ = 1...n} la base duale, ogni 1-forma si scrive in modo unico:

w(z) =wi(z)dzy + ... +wn(z) dzy,
dove i coefficienti w;(x) € C*(D,R) esprimono w nella base data.

Definizione 22.2. Una 1-forma w su D si dice esatta su D se esiste f : D — R tale che per ogni = € D si
abbia df (r) = w(z). Ogni tale f si dice primitiva di w.

Proposizione 22.3. Se w ¢ esatta e D ¢é aperto connesso, allora due primitive di w differiscono per una
costante.

Definizione 22.4. Una 1-forma differenziale con coefficienti differenziabili si dice chiusa se vale:
Opw;(z) = Ojwi(x)
perognix € D, 1,5 =1...n

Teorema 22.5. Condizione necessaria affinché una 1-forma differenziale con coefficienti differenziabili sia
esatta € che sita chiusa.

Definizione 22.6. Una 1-forma w su D si dice localmente esatta su D se per ogni x € D esiste un intorno
aperto U di x in D tale che wy sia esatta.

Teorema 22.7. Sia D aperto di R™, sia w € CY(D, (R™)*) forma di classa C'. Essa ¢ chiusa se e solo se
e localmente esatta.

Definizione 22.8. Sia X spazio di dimensione finita su R, D aperto di X. Siano a,b € R. Un cammino in
D ¢ una funzione « : [a,b] — D continua e C! a tratti. Un cammino si dice circuito se gli estremi a(a) e a(b)
coincidono.

Definizione 22.9. Sia w: D — X* una 1-forma di classe C e sia « : [a,b] — D un cammino. L’integrale

di wsu o e /aw = /[a,b] w(a(t))a(t) dt

Jo= Z ., eotees i

Teorema 22.10. Sia w: D — X* una 1-forma di classe C°. Sono equivalenti:

(1) w ¢ esatta in D
(2) se a, B sono cammini in D con la stessa origine e lo stesso estremo, allora fa w= fﬁw

in coordinate:

(3) per ogni circuito v di D si ha fv w=20
Definizione 22.11. Siano a, 5 : [a,b] — D due circuiti. Un’omotopia da a a 8 in D & una mappa continua
h: [a,b] x [0,1] — D tale che

(1) h(t,0) = «a(t), h(t,1) = B(t) per ogni t € [a,b];
(2) h(a,\) = h(b,\) per ogni X € [0,1]
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Teorema 22.12. Se w é una 1-forma continua e localmente esatta in D, «, 3 sono circuiti omotopi in D,

allora
[o-J-
@ B

Definizione 22.13. Uno spazio topologico si dice connesso per archi se ogni coppia di punti puo essere
congiunta da una curva continua. Si dice semplicemente connesso se € connesso per archi e ogni circuito e
nullomotopo (cioé omotopo ad un circuito costante).

Proposizione 22.14. Se D ¢ aperto semplicemente connesso di X e w € C°(D, X*) ¢ localmente esatta,
allora ¢ esatta. In particolare sugli aperti semplicemente connessi, le forme chiuse di classe C' sono esatte.

Definizione 22.15. Un sottinsieme D di X si dice stellato rispetto ad un punto xg se per ogni z € D, il
segmento {Axg + (1 — A)z : A € [0,1]} & tutto contenuto in D.

Lemma 22.16 (Poincaré). Una 1-forma chiusa di classe C* su un aperto stellato D ¢ esatta su D.

Proposizione 22.17. Sia D aperto semplicemente connesso di R?, siano ai,...,am € D, sia w 1-forma
localmente esatta in D\{a1, ...,am}. w & esatta in D\{a1, ...,an} se e solo se detti y1, ..., ym circoli positivamente
orientati centrati in a; e non contenenti altri ai al loro interno, si ha fv' w=0perognij=1,..m.

J

Definizione 22.18. Sia S C R™. Diremo che S € un cono se per ogni A > 0, z € S vale \x € S.

Definizione 22.19. Sia a € R. Una funzione f = f(z1,...,z,) definita su un cono S di R” si dice funzione
(positivamente) omogenea di grado « se per ogni (21, ...,xn) € S, A > 0si ha f(Az1, ..., \zn) = A f (21, ..., Tp).

Proposizione 22.20 (Eulero). Sia data in D la forma w = M (z,y) dx + N(z,y) dy. Supponiamo w chiusa
e M, N funzioni omogenee di un comune grado di omogeneita o # —1. Allora qualunque sia il dominio D, w é
integrabile in D e il suo integrale indefinito ¢ dato da:

= M N
fla,y) = ——7leM(z,y) + yN(z,y)]
Esercizio 22.21. Si consideri la curva parametrizzata da
() = (t3,3t%) per t € [0,1/2]
Tl =ey/6,-2) perte (12,1,

(a) Si abbozzi un disegno di 7 e se ne calcoli la lunghezza;
(b) date le forme differenziali

wy = ydx + ydy, wo = ydx + zdy,

/wla /WQ
v vy

SVOLGIMENTO. La curva (t) & costituita dalla giustapposizione di v; : [0,1/2] — R?, definita da v, (t) =
(3,3t%) e v2 : [1/2,1] — R? definita da y2(t) = ((1 — t2)/6, (1 — t2)).

(1) Rappresentiamo ;. Dalla parametrizzazione v, (t) = (z(t), y(t)) si ricava che t = ¢/, da cui y = 322/3
per 0 < z < 1/8. Tale funzione & concava e strettamente crescente; si ha v1(0) = (0,0) e y2(1/2) =
(1/8,3/4).

Per quanto riguarda vo(t), dalla parametrizzazione si ricava che 1 — t? = 6x, da cui y = 6z e si ha
v2(1/2) = (1/8,3/4), v2(1) = (0,0). La curva y &€ un circuito percorso in senso orario. Calcoliamone
la lunghezza. Le matrici Jacobiane della parametrizzazione sono:

st = (). sact) = (42 ).

per la regola di Binet, per calcolare I’elemento di misura 1-dimensionale (ovvero di lunghezza), &
necessario sommare i quadrati dei determinanti dei minori di ordine 1 (ovvero i singoli elemeni) ed
estrarre la radice. Si ottiene:

) VOt +36t2 =3t\V/t2 +4  per 0 <t < 1/2,
w =
! VEII+ A2 = \3Tt/3 perl/2<t<1,

si calcolino
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Quindi:
1 1/2 1 /37
lunghezza(y) = / wi(t)dt = / 3t\V/12 + 4dt + / —tdt
0 0 1/2

3 [ V3T 3 [T V37
== \/w+4dw+—=f/ Mz T
2 Jo 8 2 J4 8
[23/2]215/4 n V37 _ 17v17T 8+ V37
z=17/4 8 8 8
Verifichiamo il risultato ottenuto: dal teorema di Pitagora, essendo 72 un segmento di retta, si ha che

la lunghezza di v2 & pari a 1/(3/4)% + (1/8)? = v/37/8. Per quanto riguarda la lunghezza di v, essa &
'arco di equazione y = 322/3, 0 < x < 1/8, pertanto la lunghezza & data da:

1/8 1/8 1/2

V1+92de = V14 4z-2/3de = V14423t dt
0 0 0
1/2 17V17
= / 3tV 12 +4dt = - 8.
0

8

che conferma il calcolo precedente.
(2) Poniamo w; = w¥ dx+w! dy per i = 1,2. La condizione di chiusura porge: d,w{ =1, 9w} = 0, quindi
w1 non ¢ chiusa. Si avra:

1/2 1/2
j{ydquydy:/ 3t2~3t2dt+/ 3t2-6tdt+/ w1
vy 0 0 Y2

:7+7+/ 6xdx—|—/ 6z - 6dx
1/8 1/8

Per quanto riguarda ws si ha che wy = df (z,y) con f(z,y) = xy, pertanto essa & esatta. Essendo v un
circuito, I'integrale di wy su di esso e nullo.
Esercizio 22.22. Si consideri la forma
x+ By Cxr+y
w=—-—=dr+ ——— dy,
2142 T ey 2
con B,C numeri reali, definita su R? \ {(0,0)}.
a) Determinare tutti i valori B, C tali che w sia chiusa;
b) per tali valori provare che w & esatta in Q = {(z,y) : ¢ > 0,y > 0} e calcolarne un potenziale;
c¢) perivaloridi B, C di cui al punto a) determinare I'integrale curvilineo di w sulla circonferenza unitaria,
percorsa in senso antiorario;
d) dedurre da c) i valori di B, C per cui w ¢ esatta in R?\ {(0,0)}.

SVOLGIMENTO. Poniamo w = w, dz + w, dy.

a) La condizione di chiusura & d,w, = 0wy, da cui si ricava (22 + y* # 0):

0 (m+By> 0 (C’:c+y)
Oy \ 22 +y? Oxr \ 2 + 32
B(@? +y?) — (x+ By)2y  C(z* +y*) — (Cz +y)2x
(22 +y2)? (22 +y2)?
Ba? + By? — 2zy — 2By* = C2® + Cy* — 2C2* — 2zy
(B - C)(2® +y?) = 2By* — 2Ca?

e tale identita deve valere per ogni (z,7) € R?\ {0,0}. Scegliendo ad esempio z = 0 e y = 1 si ottiene:
B —C = 2B da cui C = — B, quindi sostituendo di nuovo 2B(x? +y?) = 2By? + 2Bx? che & verificata
sempre per ogni B € R. Pertanto w e chiusa se e solo se C' = —B.



112 22. FORME DIFFERENZIALI

b) Per C' = —B si ha che w & chiusa, quindi ¢ esatta sul semplicemente connesso €. Scegliamo un punto
di ©Q, ad esempio (1,1). Un potenziale ¢ dato da:

u(z,y) = /V w,

(z,y)
dove 7(z,,) ¢ un qualunque cammino in © congiungente (z,y) € 2 al punto (1,1) € Q (¢ il potenziale
tale per cui u(1,1) = 0). Scelto per () il cammino formato da segmenti paralleli agli assi, si ha per
C =-B:

u(sc,y)/jwz(t,l)dtJr/lywy(i,s)ds

_/xtJrB Y Cx+s
) 241 1 22+ 82

1/m2t+23 /yC’x+s
== —_— ———ds
2/, t?+1 1 22+ 82

v
= [log(t2 +1) + 2B arctan t]!=7 + / TS
1

z2 4 52
YCx+s

B
1g(x2+1)+Barctanx—log\[—Tﬂ—i—/l m

Crm v Cx Yoos
2 = [
log(x +1)—Carctanm—log\/§+7+/1 x2+82d8+/1 x2+52ds

Cr
C arctanz — log V2 + T+

-

Y 1 ds 1 2, 2)15=y

/ O
-

C arctanz — log V2 + T+

og(z? + 1

+ N)\)—l N~ N~ N

log(x +1
+C/ #dz—i-llo (z% + 2)—llo (2% +1)
e 1422 g BTy T 508

C 1
= —Carctanz — log V2 + TW + Carctan(y/x) — Carctan 1/z + 3 log(z% + y?).
Osserviamo che effettivamente si ha:

1
u(1,1) = —Carctan1 — log v/2 + Cn + Carctan(1) — C arctan(1) + B log(2) = 0.

4
Verifichiamo il risultato ottenuto, ricordando che C = —B:
C/x Yy Cx+y
8 - =
yu(x,y) 1+ y2/a2 + 22 + 2 z2 + 2
C x2 C 1 T r+ B
Opu(z,y) = — ; +B y/z 2 s\~ 2 ) T 227 2 Zé
1+ 1+y2%/x 1+1/x T 2 +y 2 +y

c¢) Parametrizziamo la circonferenza con «(t) = (cos8,sin ), 6 € [0, 2x]. Si ha:

2m 2
/w :/ (cosf + Bsinf)(—sin0) d9+/ (=B cosf + sinf) cos 6§ df
¥ 0 0

27
:/ (781H9008073Sin297BC0829+Sin9COSQ) df = —27B
0

d) In R?\ {(0,0)} ogni circuito semplice & omotopo o ad una costante o ad una circonferenza centrata
nell’origine di raggio 1. Affinché I'integrale di w su tutti i circuiti sia nullo, occorre e basta che sia
B = C =0. In tal caso, si ha il potenziale @(z,y) = 3 log(z? + y*) su R?\ {(0,0)}.

Esercizio 22.23. Si determini il numero reale « in modo che la forma differenziale

w:(2+\/3) dx+(1+\/%) dy

sia esatta nel quadrante z > 0, y > 0. Si trovi il potenziale U(z,y) tale che U(1,1) = 2.
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SVOLGIMENTO. Scriviamo:

w= ﬂdw—l—ﬂaay;dy—i—de—l—dy =: w1 +dfa(z,y)

con fo(x,y) = 2z +y. Pertanto w & chiusa se e solo se wy & chiusa. La condizione di chiusura per w; porge:

0 |y 0 T

oa—

Ve o\ "y
1 0 x
2,/xy7\/a% a;
1 1

=a
2,/Ty 2,/1y’

quindi o = 1. Poiché il primo quadrante aperto ¢ semplicemente connesso, si ha che con questa scelta di a la

forma e esatta su di esso.
T
w = ﬂdm—i— \/;dy—l—dfg(x,y)

Un potenziale sard dato da u(x,y) = fi(z,y) + fo(x,y) + ¢, con f1 potenziale di w; e ¢ € R. Il potenziale di w
nullo in (1,1) & dato da:

fi(a,y) =/ o,
Y

(z,9)

dove 7(4,,) € un qualunque cammino nel primo quadrante congiungente (1,1) a (z,y). Detto w1 = w{ dx +w! dy,
scelto un cammino composto da segmenti paralleli agli assi,

x y
fi(z,y) = / wi(s,1)ds —|—/ wi(z,t)dt =2(vVz — 1)+ (2Vz)(y — 1) = 2(\/zy — 1).
1 1
Si ha f3(1,1) = 3, per cui se f1(1,1) = 0 si dovra prendere ¢ = —1. Il potenziale desiderato é:
U(z,y) =2/xy +2x+y— 3.

Verifichiamo il risultato ottenuto: banalmente U(1,1) = 2, inoltre 0,U (z,y) = \/y/z+2e 0,U(x,y) = /z/y+1.

Esercizio 22.24. Si consideri la forma differenziale:

W= o8 ((x = 1) CEITE ks ((x = 1) T

nell’aperto Q = {(z,y) : (z — 1)y < 1}.

a) Si disegni € e si dica se ¢ semplicemente connesso;
b) si determini a € R tale che w sia esatta in €2;
c) per tale a si calcoli il potenziale che in (0,0) vale sin 1.

SVOLGIMENTO. Poniamo w = w, dz + w, dy.

a) & la regione di piano delimitata dal grafico dell’iperbole y = ﬁ e contenente il punto (1,0). Tale

regione € semplicemente connessa (esiste un’omotopia in €2 che porta un qualunque circuito in € in un
circuito appartenente ad un intorno stellato dell’asse y contenuto in €.
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b) Affinché w sia esatta in 2 occorre e basta che sia chiusa, ovvero dyw, = Oyw,. Posto v = (z — 1)y — 1,
si ha

Non ¢ necessario procedere oltre con i calcoli: si ha immediatamente infatti a = —1.
c¢) Si ha, posto v(z,y) = (z — 1)y — 1:

W o <<x 5= 1) RN <<x = 1) CETE

1 1
~ -1y 'COS<<x—1>y_1) (yde + (= — 1)dy)

- % sin(1/v) - dv(z, y)

da cui w = df (z,y) con f(z,y) =sin(l/v(z,y)) = sin(1l/((z — 1)y — 1)). Poiché f(0,0) =sin1, tale f
¢ il potenziale cercato.

Definizione 22.25. Sia data una 1-forma differenziale w(x,y) = M (z,y) dv+N(z,y) dy dove le funzioni M,
N sono definite in un dominio semplicemente connesso D del piano R? e ivi continue. Chiameremo equazione
differenziale totale ogni espressione del tipo w(x,y) = 0. Risolvere un’equazione differenziale totale significa
determinare una funzione F(x,y) e una funzione A(z,y) tale per cui dF (z,y) = Az, y)w(z,y) e A(z,y) # 0 in
D. Una soluzione o integrale generale dell’equazione totale sara F'(x,y) = ¢, con ¢ € R costante arbitraria.

Definizione 22.26. L’equazione w = 0 si dice esatta se il suo primo membro w € una 1-forma esatta, ovvero
esiste una funzione continua F'(z,y) tale che dF = w, cioe:

OF oF

_— = _—

o (oY) = M(z,y), 9
ossia (poiche D & semplicemente connesso) se:

oM ON
Ty(x’y) = %(m,y).

(x,y) = N(Z‘,y)

In tal caso A(z,y) =1 e l'integrale generale di w = 0 & dato sotto forma implicita dalla formula:
F(z,y)=c
con ¢ € R costante arbitraria, infatti differenziando si ha dF (z,y) = w(z,y) = 0.

OSSERVAZIONE 22.27. Grazie al Teorema della Funzione Implicita, se w = 0 & esatta e per se in P(x,y9) € D
vale N (xo,y0) # 0, 'equazione data si puo scrivere:

dy  M(z,y)

dr ~  N(z,y)
in un intorno di P. Tale affermazione e resa rigorosa dalla seguente osservazione: w ammette F' come primitiva,
perché F' & esatta. Inoltre vale 0,F (zo,y0) = N(zo,y0) # 0, pertanto F' definisce implicitamente in un intorno
di P(z0,yo) una funzione y = y(z) con yo = y(xo). Poiché M, N € C, si ha che N(z,y) # 0 in un intorno di
P(z0,yo0), pertanto il teorema di Dini puo essere applicato in un intorno. Si ha quindi che y = y(z) & di classe

C' e vale
dy  M(z,y)

dr  N(z,y)’
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Analogamente se vale M (g, o) # 0, 'equazione data si puo scrivere:

dx N(z,y)

dy — M(z,y)
in un intorno di P.

Definizione 22.28. Se w = 0 ¢ esatta, sia v una qualunque curva C! a tratti congiungente P(z¢, o) ad un
generico punto (z,y) € D:
Flaey) = [ w
¥

In particolare, se D & un rettangolo, puo essere scelta la spezzata costituita dai segmenti congiungenti P a
(z0,y) e poi a (x,y) oppure congiungente P a (z,yo) e poi a (z,y). Nel primo caso si avra:

@ y
F(amy)z/ M(t,y)dt+ | N(zg,s)ds.
xo

Yo
Nel secondo caso si avra:

z Y
F(z,y) = / M(t,yo)dt + [ N(z,s)ds
Zo

Yo
Ricordiamo che se le funzioni M e N sono omogenee in D di un comune grado di omogenerita o # —1, allora
qualunque sia il dominio D si ha
1
a+1

Definizione 22.29. In generale, se D ¢ un aperto di R", w una l-forma di classe C! su A, un fattore
integrante per w & ogni A\ € C1(A,R) mai nulla tale che la forma Aw sia chiusa in D. Se w(z,y) ¢ forma di classe
C!, w mai nulla, e G & integrale primo per w = 0, di classe C'*! su D, allora esiste A € C'(4,R) tale che sia:

9:G(z,y) = Mz, y)p(z,y)

9,G(z,y) = Mz, y)q(x, y)
Viceversa se esiste A € C!(D,R) tale che \w sia esatta, ogni primitiva di Aw & integrale primo per I'equazione
totale w = 0.

Una formula per trovare un fattore integrante & data dal seguente fatto: sia data I’equazione differenziale totale
w(z,y) = p(x,y)dr + g(x,y)dy = 0. Supponiamo

yp — 0rq = f(x)q(z,y) — 9(y)p(,y)

h(z,y) = exp (/g: f@)dt+ /y: g(t)dt)

¢ fattore integrante per w. Particolarmente significativi sono i casi in cui f = 0 oppure g = 0.

con f,q,p di classe C'. Allora:

Esercizio 22.30. Risolvere le seguenti equazioni totali:
(1) 2zydz + (22 +1)dy = 0;
(2) (22 +y* — 22) dx + 22y dy = 0;
(3) y?dx + (xy — 1) dy = 0.

SVOLGIMENTO.

(1) la forma & evidentemente chiusa su R?. Determiniamo un potenziale integrando tale forma su una
spezzata -y che congiunga (0, 0) ad un generico punto (xg, yo) con segmenti paralleli agli assi, v = v U7y
dove y1(x) = (2,0) per 0 < z < z( (oppure 29 < z < 0) e 2(y) = (x0,y) per 0 < y < yo (oppure
Yo <y <0). Sihagi(z) = (1,0) e f2(z) = (0,1):

V(zo,y0) = /w:/ (2xydx+(x2+1)dy)+/ (2zy dx + (2 4+ 1) dy)

Yo
= / (2zydr + (2° + 1) dy) = / (x4 1) dy = (22 + 1)yo.
Y2 0
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Quindi V(z,y) = (2 + 1)y e la soluzione ¢ data da (22 + 1)y =c¢, c € R.
Osserviamo che 1+ 22 # 0, per cui si pud scrivere:

(@) = L) =

L’equazione puo essere scritta nella forma:

2zy
x2+1

Yy’ 2z d 5
y__ -4 1
Yy 2 +1 dx og(a” +1)

dy d 2
YW__ [ 2 1
/y /m%u+>

e quindi log |y| = —log(2? + 1) + d, al variare di d € R da cui |y| =

si ha quindi, integrando,

quindi y = —%5 al variare

ed
z2+17 z2+
di ¢ € R (si ponga ¢ = +e?), che conferma il risultato precedente.
la forma & evidentemente chiusa su R%2. Determiniamo un potenziale integrando tale forma su una
spezzata -y che congiunga (0, 0) ad un generico punto (xg, o) con segmenti paralleli agli assi, v = v Uy
dove 1 (z) = (x,0) per 0 < = < ¢ (oppure g < z < 0) e 12(y) = (zo,y) per 0 < y < yo (oppure

yo <y <0).

V(xo,y0) = /w = / ((z2 +y? - 2x) dx + 2xy dy) +/ ((:c2 +y? - 2x) dx + 2zy dy)
vy 71

2

o Yo xS
:/ (12—2x)dz+/ 2x0ydy:§ofx3+xoy(2).
0 0
Quindi V(z,y) = I—; — 22 + zy? e la soluzione ¢ data da z(22/3 —z +y?) =c¢, c € R.
In R?\ {zy = 0} possiamo dividere per 2zy ottenendo

dy 2?2 +y% -2z

! = — = B ———

ma la risoluzione di tale equazione non appare immediata.
posto p(z,y) = y* e q(x,y) = zy—1, si ha 9,p— 0, = 2y —y = y # 0, quindi la forma w non & chiusa.
Tuttavia si puo scrivere

Oyp — 0zq =y = f(z)q(,y) — 9(y)p(,y)

infatti il membro di sinistra e y, e a destra si puo scegliere f = 0 e g(y) = —1/y. Allora, scelto ad
esempio (2o, yo) = (0,1) si ha:

h(z,y) = exp </T f@®)dt+ /yg(t)dt> = exp (/1?4 —1dt> = elos(1/v) = 1/y
o Yo

¢ fattore integrante, definito su R?\ {y = 0}. Scriviamo quindi
1
h(@,y)w(z,y) = ydz + (x - y) dy.

Tale forma ¢ chiusa su ciascuno dei due semipiani H* = {(x,y): y >0} e H~ = {(z,y) : y < 0}. Tali
semipiani sono semplicemente connessi e quindi la forma ¢ ivi esatta. Determiniamo quindi i potenziali
VT e V~ definiti su HT e H~ rispettivamente. A tal proposito, consideriamo un punto di HT, ad
esempio (0,1) e congiungiamolo al generico punto (zg,¥o) di H™ con una spezzata costituita da due
segmenti paralleli agli assi v = 3 U2 dove vy1(z) = (2,0) per 0 < = < xy (oppure zop < z < 0) e
Y2(y) = (w0,y) per 1 <y < yo (oppure 0 < yo <y < 1).

o Yo 1
V(o) = [ Bl gole.y) + hmwwamzf M+/ @w-)@
Y1 Y2 0 1 Yy

Y=Yo

=z + [zoy — log [y[l; =1 = z0 + Zoyo — log yo — zo = Toyo — logyo
Pertanto V¥ (x,y) = zy — logy, definito per y > 0 e le soluzioni in H+ sono date da V¥ (x,y) = c,
ceR.
Determiniamo ora V' ~. Consideriamo un punto di H~, ad esempio (0, —1) e congiungiamolo al generico
punto (zg,yo) di HT con una spezzata costituita da due segmenti paralleli agli assi v = 3 U y2 dove
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71 (z) = (x,0) per 0 < z < xy (oppure 29 < x < 0) e v2(y) = (zg,y) per —1 < y < yo < 0 (oppure

yo <y < —1).

V= (20, 30) = / W, y)o(z, y) + / W, y)o(a, )

ricordando che yy < 0.

o Yo 1
:/ —1dx+/ <x0) dy
0 -1 Yy

= —xo + [zoy — log |y[l; =% = 20 + zoyo — log [yo| + 20

= 2oyo — log [yo| = zoyo — log(—vo),
Pertanto V= (z,y) = 2y — logy, definito per y < 0 e le soluzioni in H~ sono

date da V= (z,y) = ¢, c€ R.
Possiamo raggruppare le due espressioni definendo V (z,y) = 2y — log |y| in R?\ {y = 0} e le soluzioni
in R?\ {y = 0} saranno date da zy —log|y| = ¢, c€ R






CAPITOLO 23

Lezione del giorno giovedi 7 gennaio 2010 (2 ore)
Equazioni totali e equazioni differenziali non autonome

Esercizio 23.1. Trovare 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

(1)
(2)
(3)

Y =yl —y).
Y =(@+y?—(z+y) -1
Yy —y=e"/y.

SVOLGIMENTO.

(1)

lequazione ammette le soluzioni costanti y(z) = 0 e y(z) = 1. Per y # 0, 1, 'equazione totale ad essa

associata e: L

y(1—y)
Tale equazione, definita per 0 < y < 1, ¢ a variabili separate, pertanto ammette soluzione

1
x—/idyzc,cER.
y(1—y)

dy — dx = 0.

Calcoliamo
1 1 1 dy
ey | ——ay= [ ———ay =
| e~ e == | o=
:/L :/L = arcsin(t) = arcsin(2y — 1)
1—(2y—1)2 V1-12 '

Quindi la soluzione in forma implicita ¢  — ¢ = arcsin(2y — 1) con il vincolo 0 < y < 1, e cio implica
—m/2 <z —c<m/2quindi y = (sin(z — ¢) + 1)/2 con il vincolo cos(x — ¢) > 0.
Riscrivendo I’equazione differenziale, si ha:

JH1= @ ty) =ty — ()

Posto v = y + x, si ottiene allora v/ = v
v=1. Per v # 0,1 si ha

2 —v. Questa equazione ammette le soluzioni costanti v =0 e

dv

" 4
v(v —1) .
da cui, essendo
1 A B Av— A+ Bv
—_— = — + =
vv=1) v wv-1 v(v—1)

per A = —B = —1, si ottiene integrando
—loglv|+loglv—1]=x+¢

per cui la soluzione in forma implicita ¢ data dav=0,v=1¢e

v—1
log|—| =2 +¢,
v
: 1 z+c : :
da cui —— = —1 £ ¢e""°, quindi
v
B 1
cui corrispondono le soluzioni v =—x,v=1—x e
1
V@) = T~

119
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(3) 1l problema & posto in 2 := {(z,y) : y > 0}. L’equazione totale associata &:

@(z,y) = p(x,y) de + 4(z,y) dy = (y + €*/y) dz — dy = 0.
Tale forma non & esatta e la ricerca del fatttore integrante non appare immediata. Osserviamo che
I’equazione ammette la soluzione costante y = 0. Moltiplicando I’equazione per /¥, si ha:
w(z,y) = pla,y) de + q(z,y) dy = (y** + €"y) dv — \fydy = 0.
Nemmeno questa forma e esatta, tuttavia si ha:

1 1
Oyp(z,y) — Ouq(z,y) = 3/2y"? + €* = M(x,y) - §Q(fv7y),

quindi la forma ammette il fattore integrante

h(z,y) = exp </‘Z~’ +/1/2dm> = exp(—2/2 — logy) =

Cerchiamo un potenziale della forma esatta

e—T/2 e—x/2 e—T/2
h(z, y)w(a,y) = ——(y*? + e*y) do — Vydy = e P + ) da —
Y y VY
A tal proposito, congiungiamo il punto (0,1) € Q con il generico punto (zg,y0) € Q mediante una
spezzata « con segmenti paralleli agli assi.

67:1:/2

dy

Yo 6710/2

V(zo’yo)/h(x,y)w(x,y)/oxo 6*x/2(ex+1)dx+ 1 — 7

zo
= / (e"‘”/2 + e*I/z) dr +2(1 — \/Qo)e*‘”‘”o/2 = 2(6‘”0/2 - \/ﬂoeﬂ”o/z)
0

dy

Si ha quindi che le soluzioni sono espresse in forma implicita da
2e"2(e" — \fy) = d, d € R,
da cui si ricava
y=(e* +ce®?)? ceR,
con la condizione €% + ce®/2 > 0, ossia d > —e%/2,
Esercizio 23.2. Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali

W)y =2+y1-2.
(2) v — 25=hy =222Va? — 1.

SVOLGIMENTO.

(1) Il problema & posto per |y/z| < 1. L’equazione totale associata all’equazione assegnata &

2
<y+,/1—y2> de — dy =0
X X

Osserviamo che tale equazione totale &€ omogenea di grado 0. Poniamo quindi x = £, y = &n ottenendo

(77+\/1—772) d¢ — (§dn —nd§) =0,

da cui
1 1

Sdf— ——dp=o.
3 ¢ V1—n? 1

Tale forma ¢ esatta e l'integrazione e immediata. Sostituendo, si ha:
V(z,y) = log|z| — arcsin(y/x)

e le soluzioni sono espresse da log || — arcsin(y/x) = ¢, c € R.
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(2) 1l problema & posto per |z| > 1. L’equazione totale associata all’equazione assegnata &

222 — 1
w(z,y) :=plx,y)de + q(z,y)dy = <m(my + 2224/ 22 — 1) dx — dy = 0.

x? —1)
La forma e palesemente non esatta. Tuttavia si ha:
0,p(.) — Dra(2.9) = o = f(@a(z.y)
yD\T, Y zq\ L, Y _:E(z2—1)_ )\, y),
con
222 — 1 A B C A(x? - 1)+ Bz(z+ 1)+ Cz(zx — 1
fay= T = (S T _ A -V+Ba(er )+ Cal@—1)
x(z? —1) x x—1 z+41 x(z? —1)

(A+B+C)2?+(B-C)z— A
x(z?2 —1)
da cui A =1, B=C =1/2, pertanto ricordando che |z|] > 1
1 1 1 1 1 1 1
de = — -4+ = = dr = —1 -1 -1+ =1 1
o == [(+ 520+ 5y ) do=—loglel+ Jlogle— 1]+ Jlogle +1

= —log (\xh/ﬁ) .

Pertanto il fattore integrante ¢ dato da h(z,y) = 1/(Jz|vz2 — 1). Cerchiamo una primitiva della forma
esatta

222 — 1 1
hiz,y)w(z,y) = +2|z| ) de — ——————=d
(z, y)w(z,y) ( 329 | |> lz|vVa? — 1 Y

lz|(2? — 1)
+ 2|z| dx

- 4( =)
:d(—hhé;1+mm>

Nei vari passaggi si & usato il fatto che per x # 0 si ha zsgnx = ||, sgn?x = 1 e che sgn(z) & costante
su R\ {0}. La soluzione dell’equazione risulta pertanto

+zlz| =¢, c€R,

Y
lz|vaZ —1
y(z) = (2° - C|$\)\/ﬁ, ceR.

Esercizio 23.3. Sistudi # = e¢'~%/z, z(a) = 1 al variare di o € R.

che si puo scrivere come

SVOLGIMENTO. Scriviamo l’equazione data come equazione totale:
w(t,r) = ze® dr — e' dt = 0.

La forma w ¢ esatta in R%2. Una sua primitiva ¢ data da:

x0 to Zo
F(to,xo) = / xe® dx +/ —el dt = [we”]30 — / e”dx — [e']i0 = (zg — 1)e*™ —eo + 2.
0 0 0

Tutte le soluzioni dell’equazione totale sono quindi espresse da F(t,z) = ¢, ¢ € R (possiamo inglobare in ¢ la
costante 2) ossia

(x—1)e" —e' =¢
Dovendosi avere z(a) = 1, si ha che il punto (a,1) deve soddisfare ’equazione, quindi ¢ = —e®.
soluzioni sono descritte in forma implicita dall’equazione:

Pertanto le

el = (z —1)e” +e”.
Si ha che 0,F(t,z) = 0 se e solo se x = 0 e §;F(t,0) = —1 # 0, quindi la tangente a F(¢,z) = ¢ nei punti
(t,0) & verticale. Cio implica che la retta z = 0 & una retta di punti di non differenziabilita per le soluzioni
x = z(t) per il Teorema di Dini. Una soluzione con condizione iniziale 2(«) = 1 rimarra quindi confinata nel
semipiano z > 0 Possiamo esplicitare ¢ in funzione di = ottenendo t(z) = log((z — 1)e” + e*) con le condizioni
(x —1)e" +e* >0 e x > 0. Poniamo g(z) = (x — 1)e” + €2, si ha ¢'(x) = ze” e Igr}rloog(x) = +4o00. Per

x > 0 quindi g e strettamente monotona crescente e il suo minimo & assunto in 0 e vale e* — 1. Per la stretta
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monotonia, se ¢ & un punto dove ¢ definita la soluzione z = x(t), allora la soluzione ¢ definita per ogni t > t.
Inoltre si ha

lim t(x) — (log(x — 1) + ) =0,

r—+00

indipendentemente da «, pertanto tutte le soluzioni # = w(t) sono asintotiche per ¢ — oo alla curva et =

(x —1)e”.
i. Se @ > 0 si ha che il minimo di g & e* — 1 > 0, quindi g(z) > 0 per ogni > 0. In particolare si ha
t = log g(x) per ogni x > 0 e posto

ta = lim log g(x) =log(e® — 1)
r—0

si ha che ¢, & finito e rappresenta il tempo in cui la soluzione che parte da xz(a) = 1 impiega per
raggiungere 'asse x = 0. Si osservi che ¢, < « (per t < t, la soluzione non & definita). Per la stretta
monotonia di g e del logaritmo, anche t = log g(x) & strettamente monotona, pertanto la soluzione
x(t), inversa di tale funzione, & strettamente monotona.

ii. Se a =0 si ha che g(x) > 0 per ogni > 0 e g(0) = 0 e posto

ta = lim logg(z) = —oo

e quindi la soluzione x(t) raggiunge asse z = 0 asintoticamente per t — —oo. Per la stretta monotonia
di g e del logaritmo, anche t = log g(x) & strettamente monotona, pertanto la soluzione z(t), inversa
di tale funzione, ¢ strettamente monotona.

iii. Se a < 0 allora il minimo di g € negativo, pertanto dal momento che g ¢ monotona crescente e non
limitata esiste un’unico valore z, tale per cui g(z,) = 0, tale valore soddisfa (z, — 1)e*> = —e* ¢
necessariamente si ha 0 < z, < 1 perché e* > 0. Si ha che g(z) > 0 per z > za e

to = lim +logg(x) = —00

z—(Za)
pertanto la soluzione tende asintoticamente per ¢ — —oo al valore z,.

Riassumendo: la soluzione € sempre strettamente monotona crescente nel suo intervallo di definizione. Essa
¢ definita per ogni ¢t > « e il suo limite per ¢t — 400 & +oo. Tutte le soluzioni x = x(t) sono asintotiche
per t — +oo alla curva e/ = (z — 1)e®. Se a > 0, essa ¢ definita in ]log(e® — 1),+o00[ e il suo limite per
t — t} =log(e*—1)* vale 0 (si noti che t, < ). Se @ = 0, essa & definita in tutto R e il suo limite per ¢ — —o0
¢ 0. Se a < 0, essa ¢ definita in tutto R e il suo limite per t - —oco ¢ 0 < z, < 1, dove z,, € 'unico punto che
soddisfi (z, — 1)e%> = —e®.

Esercizio 23.4. Sistudi # = 22/(1 — tz), 2(0) = « al variare di a € R.
SVOLGIMENTO. Scriviamo l’equazione assegnata come equazione totale:
w(t,z) = p(t,x)dx + q(t,z)dt = (1 — ta) dz — x> dt = 0.
Si ha Op(t,x) — Ozq(t,x) = —x 4+ 22 = x # 0, quindi w non ¢ esatta, tuttavia si ha
Op(t, x) — Oeq(t,x) = v = f(x)q(t,y) — 9(t)p(t,y)
con g(t) =0 e f(z) = —1/z. Pertanto per z # 0, equazione ammette il fattore integrante h(t,z) = e/ /(*) dz =
1/|x|. Si ha per z > 0:
1 1
h(t, z)w(z,t) = < - t) de —zdt = —dx — (tdz + z dt) = d(log(x) — tx)
x x
Pertanto per z > 0 le soluzioni sono date in forma implicita da log(z) — tx = ¢1, ¢; € R. Per < 0 si ha

1 1
h(t, x)w(z,t) = ( + t) de 4+ xdt = — dx + (tdx 4+ x dt) = d(—log(—x) + tz)
—x —x

Pertanto per z < 0 le soluzioni sono date in forma implicita da —log(—z) +tx = ca, co € R. Possiamo inglobare
il tutto nell’unica scrittura F (¢, z) :=log(|z]) —tx = ¢, c € R, z # 0.

Dovendo essere 2:(0) = «, & necessario che F(0,a) = ¢, quindi ¢ = log |a.

Osserviamo che tale insieme ¢ simmetrico rispetto all’origine perché & lasciato invariato dalla sostituzione (¢, x) +—
(—t, —z). Potevamo rendercene conto osservando che he posto s = —t e y(s) = —x(s) si ha:

dy, . dx dt . o2 (=) 2(s)  yP(s)
%(S) N _E(_t)ﬁ = (=) = 1—tx(—t) 1+sx(s) 1—sy(s)’
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FIGURA 1. Lo studio di & = e'~%/z, z(a) = 1, « € R

che ¢ la stessa equazione di partenza e pertanto le soluzioni sono simmetriche rispetto all’origine.
E’ sufficiente quindi limitarsi al caso a > 0: il grafico della soluzione con condizione iniziale o < 0 si ottiene
prendendo il simmetrico rispetto all’origine di quello della soluzione con condizione iniziale —a > 0.
Osserviamo che 0, F(t,z) = 1/x — t, quindi la curva tx = 1 & una curva di nondifferenziabilita, pertanto una
soluzione con condizioni iniziali #(0) = « deve rimanere contenuta nella regione tz < 1. Inoltre nella regione
tx < 1 vale il teorema di esistenza e unicita locale, quindi 'unica soluzione corrispondente ad o = 0 ¢ la solu-
zione identicamente nulla, potevamo ricavare tale condizione passando al limite per & — 0 in F(¢,z) = log |a|:
si ottiene F(t,x) = —oo da cui ¢ = 0.
Nella regione di definizione, la soluzione & strettamente monotona crescente, cio si deduce direttamente osser-
vando che 2’ > 0 se xy < 1. In particolare, esiste un tempo 0 < t, < +oo finito in cui incontra il ramo di
iperbole tx = 1 nel primo quadrante e quindi risulta definita per —oo < t < t,, perché limitata dal basso dalla
funzione identicamente nulla che non puo incontrare per il teorema di esistenza e unicita.
Se esplicitiamo F'(t,z) = log |a| rispetto alla variabile ¢ otteniamo t(z) = log(|za|)/x definita per x # 0. Si ha
zlgloli t(x) = Foo,
indipendentemente da «. Questo implica che x = 0 ¢ asintoto orizzontale per le soluzioni. Consideriamo il caso
x > 0. Studiamo la derivata: essa ¢ t'(z) = 1 — log(|ax|)/2?, essa si annulla in un unico punto x = e/a. cui
corrisponde ¢t = «/e. Tale punto ¢ un punto di massimo infatti si ha ¢"(z) = Mggpﬁ quindi t"(e/a) < 0.
Pertanto la funzione t :]0, e/a[—] — oo, a/e] & strettamente crescente, quindi ritroviamo che la sua inversa, ovvero
la soluzione x = z(t) sard anch’essa strettamente crescente e, per quanto visto in precedenza, ammette asintoto
orizzontale x = 0 per t — —oo0.
Si poteva ritrovare lo stesso risultato osservando che per 0 < z < 1, ¢ < 0 si ha:

x? x? z? x?

t) = = > = = t7

9 = T e e 1o )

per ogni € > 0 la soluzione del problema ¢ = f(t,y), y(0) = a+¢ & maggiore o uguale alla soluzione del problema
z = g(t,x) in | — 00, 0] (si ricordi che si sta studiando il problema all’ indietro, quindi per ¢ < 0, & per questo

che vale la stima). Si ha: i
/y@_/ﬂoi_m
« y2 B 0 1-1 B
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FIGURA 2. Lo studio di & = 2%/(1 — tz), z(0) = a, « € R

da cui necessariamente § = 0, pertanto per ¢ — —oo si ha 0 < z(t) < y(t) — 0 e quindi la soluzione z(t) tende
asintoticamente a 0 per ¢t — —oo. In figura presentiamo due soluzioni simmetriche corrispondenti ai dati iniziali

(t*,2*) = (—e/a,—a/e).

+a e la curva di non differenziabilita xt = 1. Le soluzioni cessano di esistere nei punti (%, 2% ) = (e/a,a/e) e



CAPITOLO 24

Lezione del giorno martedi 12 gennaio 2010 (1 ora)
Equazioni lineari a coefficienti costanti

Esercizio 24.1. Risolvere le seguenti equazioni lineari a coefficienti costanti:
(1) ¥ +y =sinz.
(2) ¥V — 16y = 1 + cos 2z.
(3) ¥y —6y" + 11y — 6y = 2%
@)y —y' =z -1

SVOLGIMENTO.

(1) L’equazione omogenea ¢ y’' + y = 0, la cui soluzione generale & yo(z) = ce™™, ¢ € R. Il termine noto
& della forma sinz, pertanto per trovare una soluzione possiamo applicare il metodo dei coefficienti
indeterminati. Cerchiamo una soluzione particolare del tipo Asinxz + Bcosz. Si ha dall’equazione
Acosxz — Bsinz + Asinz + Beosz =sinz dacui A+ B=0e A— B =1, quindi A =-B =1/2.
Pertanto la soluzione & y(x) = ce™® + (sinz — cosx)/2, ¢ € R.

(2) L’equazione omogenea & y'V — 16y = 0, il polinomio caratteristico A* — 16 = 0 ammette le radici sem-
plici {£2, £2i}, pertanto la soluzione dell’omogenea & yo(x) = c1€2 + coe™ 2% + c3 cos(22) + ¢4 sin(2x)
con ¢; € R, i =1,2,3,4. Il termine noto e della forma 1 4 cos 2z, cerchiamo quindi una soluzione
particolare 7 (x) di 4’V — 16y = 1 e una soluzione particolare g»(z) di y/¥ — 16y = cos 2z. Per quanto
riguarda y’Y — 16y = 1, possiamo applicare il metodo dei coefficienti indeterminati. Osservato che
0 non ¢ radice del polinomio caratteristico, cerchiamo una soluzione che sia un polinomio di grado 0
ovvero una costante, si ottiene cosi g1 (z) = —1/16.

Per trovare una soluzione a 'V — 16y = cos 2z possiamo applicare il metodo dei coefficienti indeter-
minati. Osserviamo che 2 ¢ radice del polinomio caratteristico di molteplicita 1, quindi cerchiamo una
soluzione particolare nella forma §(x) = z(A cos(2z) + Bsin(2x)). Derivando si ha:

7' (z) = Acos(2z) + Bsin(2x) + 2x(—Asin(2z) + B cos(2x))
7" (z) = 2(—Asin(2z) + Bcos(2x)) + 2(—Asin(2z) + B cos(2z)) + 4x(— A cos(2z) — Bsin(2x))
= 4(—Asin(2z) + B cos(2z)) + 4z(—Acos(2z) — Bsin(2z))
7" (z) = 8(—Acos(2x) — Bsin(2z)) + 4(— A cos(2z) — Bsin(2z)) + 4z (Asin(2z) — B cos(2x))
= 12(—Acos(2x) — Bsin(2z)) 4+ 8x(Asin(2x) — B cos(2z))
7"V (x) = 24(Asin(2z) — Bcos(2z)) + 8(Asin(2z) — B cos(2x)) + 162(A cos(2z) + Bsin(2z))
= 32(Asin(2x) — Bcos(2z)) + 162(A cos(2z) + Bsin(2x))

Sostituendo si ottiene:
32(Asin(2z) — Bcos(2z)) 4+ 16x(A cos(2x) + Bsin(2z)) — 16x(A cos(2x) + Bsin(2z)) = cos 2z

da cui A = 0, e quindi —32B cos(2z) = cos 2z e quindi B = —1/32. La soluzione dell’equazione risulta
quindi:
1
y(x) = c1€®® 4 coe > 4 c3cos(2x) + cq5in(2x) — 6 ;—2 sin(2x),
al variare di ¢; € R, i = 1,2, 3,4.

(3) L’equazione omogenea ¢y — 6y” + 11y’ — 6y = 0 di polinomio caratteristico A> — 6A% + 11\ — 6 = 0.
Cerchiamo soluzioni intere di questa equazione tra i divisori interi di —6, ovvero +1,4+2 43, +6. Si
ha che le radici sono A\; = 1, Ay = 2, A3 = 3, radici semplici. Il termine noto & della forma z2,
applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati. Dopo aver osservato che 0 non ¢ soluzione del
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polinomio caratteristico, cerchiamo una soluzione particolare g(z) che sia un polinomio di grado 2,
quindi §(z) = ax® + bx + c. Sostituendo, si ottiene:
—12a + 11(2ax + b) — 6(ax? + bz + ¢) = x*
da cui @ = —1/6, pertanto 2 — 11z/3 + 11b — 6bxz — 6¢ = 0, quindi 6b = —11/3, b = —11/18. Rimane
6c = —85/18 da cui ¢ = —85/108. Pertanto la soluzione generale ¢
2
_ x 2x 3 £ o E o ﬁ
y(z) = c1€” + 2™ + c3e 5 " 18% " 108’

al variare di c¢1,co,c3 € R.

(4) L’equazione omogenea & y!¥ —y” = 0, il polinomio caratteristico & A* — A2 = 0 che ha come radici 0 di
molteplicita 2 e le radici semplici 1 Il termine noto & della forma x — 1. Osserviamo che 0 & soluzione
del polinomio caratteristico di molteplicita 2, quindi cerchiamo una soluzione particolare della forma
y(z) = 2?(az 4+ b) = az® + bx?. Sostituendo, si ottiene —(6az +2b) =z —1 da cuia = —1/6,b=1/2.
Quindi la soluzione dell’equazione é:

y(x) = 1 + cor + c3€” + cqe " 4 2 (; _ 363) ]
Esercizio 24.2. Considerare per k € N il problema differenziale:
_% (@) + u'(2)] = 1, e (0.1),
u(0) =0, u(1) = 2.

(1) Calcolare esplicitamente una soluzione wy.
(2) Dimostrare che tale soluzione & unica.
(3) Studiare la convergenza puntuale ed uniforme di {ux} sull’intervallo [0, 1].

SVOLGIMENTO. Posto v(z) = u/(z), 'equazione diviene v'(z) = k(Jv(z)| — 1). Tale equazione soddisfa le
ipotesi del Teorema di Esistenza e Unicita di Cauchy, pertanto, fissata una condizione iniziale, la soluzione &
unica. L’equazione ammette le soluzioni costanti v(x) = 1 e v(x) = —1. Per 'unicita, pertanto, si puo verificare
solo uno dei seguenti casi: v(z) < —1, v(z) =1, -1 < v(z) < 1, v(z) = 1, v(z) > 1 per ogni « € (0,1). a
seconda della condizione iniziale. Poiche:

u(z) = u(0) + /O o) dt,

per soddisfare le condizioni iniziali u(0) = 0 e finale u(1) = 2 ovvero

2= /01 v(t) dt,

I'unica possibilitd compatibile ¢ che v(z) = w/(z) > 1. Si & visto che , inoltre, tale soluzione ¢ unica per il
Teorema di Cauchy-Lipschitz. Pertanto ’equazione si riduce a:

V'(z) = kv(z) — k
Tale equazione & lineare del primo ordine a coefficienti costanti, il suo integrale generale é:
v(t) = ceM 4+ 1.

Si ricava quindi u(z) integrando:

u(x) = u(0) + /Ox(cekt +1)dx = u(0) + E[ekt]ﬁig +x=u(0)+ E(e’” —1) 4=

k k
Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha u(0) =0e 2 = £(e*—1)+1, dacui k = ¢(e¥ —1) e quindi ¢ = ke™".
Al variare di k € N le soluzioni cercate sono ug(x) = e:,:jll +z. Le funzioni convergono puntualmente per k — oo,

0 <z <1aux(z) =z, che & soluzione del problema limite |u/(z)| = 1, verificante solo la condizione iniziale
u(0) = 0. Si ha inoltre ug(1) = 2 per ogni k, da cui ux (1) = 2 per cui non c’¢ convergenza né puntuale, né
uniforme su tutto [0, 1].



11 1—t2 .
Tali formule porgono ¢t = tan(z/2), cosz = 12 Sinz =

CAPITOLO 25

Lezione del giorno giovedi 14 gennaio 2010 (2 ore)
Equazioni riconducibili ad equazioni lineari, sistemi lineari a
coefficienti costanti

Esercizio 25.1. Risolvere le seguenti equazioni lineari a coefficienti costanti:
g
(1) ¥ +y =tanuz.
(2) y// + Y= sirllw'
() ¥ +3y' +2y=V1+e"

4) ¥ =3y" +3y —y= .
SVOLGIMENTO.

(1) Lomogenea associata ha soluzione ¢(x,c1,c2) = c1cosx + cpsinz.  Applichiamo il metodo della
variazione delle costanti, cercando quindi soluzioni particolare del tipo

y(z) = c1(x) cosz + () sin z.
Deriviamo ottenendo
y'(z) = ¢ (z) cosx + ch(x) sinz — ¢1(z) sinx + co(x) cos z.
Imponiamo quindi ¢} (x) cosx + ch(z) sinz = 0. Si ha allora
Y (z) = —ci(2) sina + ca(x) cos z,
e derivando ulteriormente
y"(z) = —cj(z)sinz + ch(x) cosx — ¢1(x) cosz — ca(x) sin .
Sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene:
—cy(z)sinx + ch(x) cosx — ¢1(x) cosx — co(x) sinx + c1(x) cosz + co(x) sinz = tan z.

da cui —¢f(z)sinz + ch(x) cosx = tanx. Si ottiene quindi il seguente sistema nelle incognite ¢} e c:

ci(z) cosx + ch(x)sinz = 0, cosx sinz ch(x) 0
. = . ’ =
—c)(x)sinx + ch(z) cosx = tanx, —sinr CcosT ch(x) tan(z)
La soluzione del sistema porge ¢} (x) = —sinz tanz e ¢h(x) = sinx, da cui co(z) = — cosz. Calcoliamo
c1(z) utilizzando le formule! che esprimono cosz in funzione di ¢ = tan(z/2):

sin® x 1—cos?zx . 1
— dr=— | ———dx =sinx —
cosx cos T cosx

. 2dt . 1 1 . 1 1+t
=SImmx — 1_t2281nl‘+ m—f—m dt:SIHIII—f— Ogm

cos(x/2) + sin(x/2) ‘
cos(x/2) — sin(z/2)

Quindi una soluzione particolare é:

c1(x)

=sinx — log

cos(x/2) + sin(x/2)
cos(z/2) — sin(z/2)

cosx — cosxsinx.

g(x) = cosxsinx — log

Si ottiene allora la soluzione generale
cos(x/2) + sin(z/2)

— ing—1
y(z) = c1cosx + cosinz — log cos(z/2) —sin(2/2)

cos(x).

__ _2dt
dr = T

2t
1+¢27
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(2) in modo perfettamente analogo al punto precedente, si ottiene il sistema

ci(z) cosz + ch(x)sinz =0, ( cosxz sinzx > < i () > B ( 0 >
—ci(z)sinx + ch(z) cosz = 1/sinz, —sinz cosT chH(x) 1/sinz
La soluzione del sistema porge ¢j(z) = —1, da cui ¢; = —x e ch(x) = cosa/sinz, da cui ca(z) =
log|sinz|. Quindi una soluzione particolare ¢ g(x) = log|sinz|sinz — xcosx Si ottiene allora la
soluzione generale
y(x) = ¢y cosx + cosinx — x cosx + log | sin x| sin .

(3) Pomogenea associata & 3" + 3y’ + 2y = 0, il suo polinomio caratteristico & A2 + 3\ +2 = 0, le
cui radici sono A = —1 e A\ = —2. L’omogenea quindi ha soluzione ®(x,cy,co) = c1e™% + coe ™22,
Cerchiamo una soluzione particolare con il metodo della variazione delle costanti nella forma g(z) =
c1(w)e™® + co(x)e2%. Derivando si ottiene

2 —2x

7' (z) = (x)e ™ + ch(x)e " — c1(x)e™™ — 2ca(x)e

Imponiamo ¢} (z)e™® + ch(z)e™2* =0 e §'(x) = —c1(x)e™® — 2co(x)e~2*. Derivando ulteriormente si
ha:
7'(x) = =) (x)e™® — 2ch(x)e 2 + c1(x)e ™ + deg(x)e 2T,
Sostituendo nell’equazione:
—ch(x)e™™ = 2cy(x)e ™ + ey (x)e ™ + dea(z)e ™ — 3er(x)e ™™ — bea(x)e 2 + ey (v)e ™ + ca(w)e 2" = V1 + e
il che implica —c}(z)e™* — 2ch(z)e™2® = /1 + e®. Si ottiene il sistema

¢ (x)e ™ + ch(x)e 2 = 0,
—cj(z)e™® — 2ch(z)e™2 = /1 + €*,

La soluzione del sistema porge ¢} (z) = e*v/1 + € e ch(z) = —e**\/1 + €%, da cui:
2 2 2
ci(r) = /ez\/l +evdr = /\/1 +tdt = /zl/zdz = 523/2 = g(l +1)*? = g(l +e”)3/?
2 2
calr) = — [ V1 +erdr = —/t\/l +tdt = —2t(1 +1)%2 4+ 3 /(1 +1)%/2 dt

2 4 2 4
e 2132 2 B2 = 2 m(] 4 o) 4 2 (] L et )5/2
3(+) +15(+) 3e(+e) +15(+e)

Pertanto una soluzione particolare & della formas:

_ 74 z\5/2 ,—2z
(@) = (14 )2,

e quindi ’equazione ammette la soluzione generale

4
y(x) = cre™ 4+ cpe ™ + B(l + e7)5/2e7 2,

(4) L’equazione omogenea & "' — 3y" + 3y’ —y = 0, la sua equazione caratteristica & A\* —3\2+3\—1 =0,
ovvero (A — 1)% = 0, pertanto la soluzione generale dell’'omogenea associata ¢ ®(x, ¢y, c2,c3) = c1e® +
coze® + czx?e®. Si ha quindi il sistema:

x xe® z2e® i (z) 0
e? e*(x+1) xe® (2 + x) Ahx) | = 0
e’ e*(2+x) e®(2+4x +2?) ch(x) e’ /x

I1 determinante della matrice A dei coefficienti é:
det(A) =" ((x + 1) (22 + 4z +2) + 22 (x +2) + 22(z +2) — 2% (z + 1) — z(x + 2)? — 2(2? + 4z + 2)) = 2637,

Per costruire I'inversa di A & necessario costruire la matrice dei complementi algebrici, calcolarne la trasposta
e dividere per il determinante. Il calcolo lungo ma non difficile, porge:

e (2 +22+2) —e"x(z+1) te*a?
A7l = —e (x+1) e T2x+1) —e Tz

e —x €
—e€

2
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Risulta quindi ¢ (x) = x/2, ch(z) = —1, c4(z) = 1/2z, pertanto ci(z) = 22/4, c2(x) = —x, c3(x) = log|z|/2.
La soluzione particolare e quella generale risultano quindi:
g(t) = 2%e* /4 — 2%e® + 2%e® log |x|/2
y(t) = c1e” + cpwe” + czx?e” + x2e” /2(log || — 3/2)
Esercizio 25.2. Risolvere le seguenti equazioni:

1 T
1) o = .
D)y +ytanx sinx

xr _
(2) y’—71+x2y=e Ty

(3) ¥ +y =2y

3

SVOLGIMENTO.

(1) Scriviamo l’equazione come equazione totale. Posto sinz # 0, si ha:
w(z,y) = (x —ycosx)dr —sinz dy

Tale forma € esatta, una primitiva ¢ data da
1

Vz,y) = 5:102 — ysinzx.
L’equazione totale ha quindi soluzione V(z,y) = c.

y(z) =

(2) L’equazione data ¢ di Bernoulli, ed ammette la soluzione identicamente nulla. Per determinare le altre
soluzioni, poniamo z = y* =3 = y~2 da cui y = 1//z.

x? —2¢

2sinx

2
Z/ — _2y—3y/ — _2y—3 (e—ry.?) + T ) _ _2e—x — 2 X

1+ 227 1+ 22"
Siamo quindi ricondotti all’equazione lineare a coefficienti variabili
2x
/ —x
= —2e"".
2 +z 11 22 e
Scriviamo tale equazione come equazione totale:
T
w(zx,z) =p(z, 2)dr r,2)dz = 27"+ 2 dz = 0.
(02) =l ) o+ gl 2) s = (27 4 o)

Moltiplicando per 1 + 22 si ottiene? la forma esatta:

(2¢77(1 + 2?) 4 2x2) dx + (1 + 2?) dz = 0.
Cerchiamo una primitiva di tale forma, a tal fine calcoliamo l'integrale di {2 su una spezzata con lati
paralleli agli assi congiungente (0,0) al generico punto (zg, zo):

o 26517 zZ0
V(zo, 20) = / Ty dr + / (1+22)dz=2(3—e ™3+ 20(2+ 20))) + 20(1 + 22).
o (1+2?) 0

Pertanto le soluzioni dell’equazione in z sono della forma,

—2e7"(3+x(2+2))+2(1+2%) =cceR
ovvero

c+e 234+ 2(2+x))

z= 1+ 22

2gi poteva arrivare a trovare questo fattore integrante anche osservando che

2x 2z
02p(x, 2) — Oxq(z, 2) = T2 13227

(z,2)

Pertanto la forma ammette fattore integrante (ricordiamo che 1 4 x2 > 0)

[' 2z dx

1+2? = (14 302).

h(z,z)=e¢
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cui corrispondono le soluzioni in y della forma

1422 \/ 1+ a2
=+ — de%/2 )
y(=) \/c+em2(3+x(2—|—x)) c ce® + 212 +4x +6

dove c € R.
(3) lequazione data & di Bernoulli ed ammette la soluzione identicamente nulla. Per determinare le altre
soluzioni, poniamo z = y*=2 = 1/y da cui y = 1/2. Derivando, si ottiene:
/
Z = —% =2z —x?
Siamo ricondotti allo studio di 2/ — 2z = —22, tale equazione & lineare del primo ordine, la solu-
zione generale dell’omogenea ¢ ke®, k € R, determiniamo una soluzione particolare con il metodo

dei coefficienti indeterminati: cerchiamo soluzione nella forma axz? + bz + ¢. Sostituendo, si ottiene

2ax +b—ax? —br—c=—x?>dacuisiricavaa=1,b—c=0e 2a—b =0, quindi b = ¢ = 2. Pertanto
la soluzione dell’equazione in z & z(z) = ke® + 22 + 2z + 2. La soluzione dell’equazione in y & quindi:
1
y(z)

" ke +22 +2z+2
al variare di k € R.
Esercizio 25.3. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie lineari del primo ordine e
si discuta la stabilita delle soluzioni del sistema omogeneo associato.
& — 3x — 2y = cos(2t)
y—4r—y=0

SVOLGIMENTO. Si ha

a(32). mo- (),

Derivando la prima equazione, si ottiene 2y = & — 3% + 2sin(2¢).
Sostituiamo ’espressione di ¢ ottenuta dalla seconda equazione:
2(4x 4+ y) = & — 3% + 2sin(21).

Riscrivendo tale espressione si ha & — 3¢ — 8z — 2y + 2sin(2t) = 0.
Sostituiamo I'espressione di 2y ottenuta dalla prima equazione:
& — 3% — 8z — (& — 3x — cos(2t)) + 2sin(2t) = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:
& — 3% — 8x — & + 3z + cos(2t) 4 2sin(2t) = 0.
Tale equazione si riscrive come:
& —4& — bx = —2sin(2t) — cos(2t).

L’equazione caratteristica dell’omogenea associata & quindi:

N —4N—5=0,

e le sue soluzioni sono gli autovalori della matrice A, ovvero le soluzioni di det(A — AId) = 0. Nel nostro caso si
ha che gli autovalori sono A\; =5, Ay = —1. Essi sono reali, distinti e di segno discorde. L’omogenea associata
ha quindi soluzione ®(t,c1,c2) = c1€’ + cpe~!. Determiniamo una soluzione particolare del sistema mediante
il metodo dei coefficienti indeterminati, studiamo ciascun addendo del termine noto separatamente.

Poiché +2i non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione di & — 4% — bx =
—2sin(2t) della forma @;(t) = Acos(2t) + Bsin(2t). Derivando si ottiene @ (t) = —2Asin(2t) + 2B cos(2t) e
uwf(t) = —4Acos(2t) — 4Bsin(2t). Sostituendo nell’equazione data:

—4A cos(2t) — 4Bsin(2t) — 4(—2Asin(2t) + 2B cos(2t)) — 5(A cos(2t) + Bsin(2t)) = —2sin(2t)
dacui —9A -8B =0e8A—-9B = —2 quindi A = —16/145 e B = 18/145, quindi la prima soluzione particolare
e:

16 18
ay(t) = 1 cos(2t) + T sin(2t).
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Poiché +2i non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una soluzione di & — 44 — bx =
—cos(2t) della forma us(t) = Acos(2t) + Bsin(2t). Derivando si ottiene @ (t) = —2Asin(2t) + 2B cos(2t) e
ay(t) = —4A cos(2t) — 4B sin(2t). Sostituendo nell’equazione data:

—4Acos(2t) — 4Bsin(2t) — 4(—2Asin(2t) 4+ 2B cos(2t)) — 5(A cos(2t) + Bsin(2t)) = — cos(2t)
dacui —9A—8B =—-1e84—9B =0 quindi B = 8/145 e A = 9/145, quindi la seconda soluzione particolare &:

9 8
u = ——cos(2 —— sin(2t).
s (t) v cos(2t) + 15 sin(2t)
Quindi la soluzione generale dell’equazione in x é:

z(t) = ®(t, c1,c0) + U1 (t) + ua(t)

5 1 1
=c1e’ + coe”t — 16 cos(2t) + 18 sin(2t) + 9 cos(2t) + 8 sin(2t)

145 145 145 145
7 26
_ . 5t -t .
=cie’" + cpe T cos(2t) + a5 sin(2t).

L’equazione in y ha soluzione

1
y(t) = §($(t) — 3x(t) — cos 2t),
dove y .
y — 5t —t L 94
z(t) = bere coe” "+ i sin(2t) + TG cos(2t),
ovvero

32 36
_ 5t —t _ iy _ .
y(t) = cre 2cqe TiE sin(2t) TiE cos(2t).

Poiché det(A) # 0, I'unica soluzione stazionaria del sistema omogeneo ¢ l'origine. Essendo gli autovalori reali
di segni discordi, 'origine ¢ un punto di sella.

Esercizio 25.4. Si risolva il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie lineari del primo ordine e
si discuta la stabilita delle soluzioni del sistema omogeneo associato.
&+ 2 —y = 4t?
y—3x—2y=0

-2 1 4¢2
(3 (%)
y =+ 2z — 4t?

y =3z 4+ 2y

Derivando la prima equazione, si ottiene y = & + 24 — 8t.
Sostituiamo ’espressione di § ottenuta dalla seconda equazione:

SVOLGIMENTO. Si ha:
Riscrivendo il sistema dato, si ha: {

3¢+ 2y = & + 24 — 8t.

Riscrivendo tale espressione si ha & + 22 — 3z — 2y — 8t = 0.
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

F+ 2% — 3z — 2( + 22 — 4%) — 8t = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:

&+ 2@ — 3z — 2& — 4o + 8t° — 8t = 0.
Tale equazione si riscrive come:

i—Tr = —8t* + 8t.

L’equazione caratteristica dell’omogenea associata & quindi A2 —7 = 0 e le sue soluzioni \; = /7, Ay = —/7 sono
gli autovalori della matrice A. Essi sono reali distinti di segno discorde. L’omogenea ha soluzione ®(t,c1,c2) =
cle‘ﬁlt + cze*ﬁt. Il termine noto € un polinomio, per trovare una soluzione particolare utilizziamo il metodo
dei coefficienti indeterminati osservando che 0 non & soluzione dell’equazione caratteristica. Cerchiamo quindi
una soluzione del tipo u(t) = at? + bt + c. Sostituendo, si ottiene:

2a — Tat? — Tht — Tc = —8t> + 8t
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da cui a =8/7, b= —8/7, ¢ = 16/49, quindi una soluzione particolare & data da:
8, 8 16
u(t) = -t — -t + —.
wW=zt-7t+ 5
La soluzione per ’equazione in x ¢ allora:
8 8 16
x(t) = ®(t, c1,00) +u(t) = eV 4 ee VT4 242 - Zp g —
7 7 49
Si ha quindi

y(t) = & + 20 — 4t* = (2 + \ﬁ)cleﬁt +(2- ﬁ)cze_ﬁt - =

Poiché det(A) # 0, I'unica soluzione stazionaria dell’omogeneo associato ¢ l'origine. Gli autovalori di A sono
reali distinti di segno discorde, quindi essa ¢ una sella.



CAPITOLO 26

Lezione del giorno martedi 19 gennaio 2010 (1 ora)
Studi qualitativi

Esercizio 26.1. Si consideri, per ogni o € R, il seguente problema di Cauchy per = > 0:

{y'<x> =1-2%12(),
y(0) =a.

Si chiede di effettuare uno studio qualitativo delle soluzioni del problema dato al variare del parametro reale
«, con particolare riguardo al limite per x — +00, qualora si possa considerare, o all’eventuale presenza di un
asintoto verticale. Discutere l'esistenza e I'unicita di un valore a* tale che la corrispondente soluzione y* risulti
monotona su [0, +00). Si estenda infine lo studio precedente alla semiretta (—oo, 0]. Si dica se esistono soluzioni
definite su tutto R.

SVOLGIMENTO. Vale il teorema di esistenza e unicita locale.

(1)

(2)

Punti a tangente orizzontale e regioni di monotonia: si hay’ = (1 —zy)(1+ xy) pertanto 3’ si annulla
sui quattro rami delle due iperboli equilatere di equazioni zy = +1. Per continuitd si ha che ¢y > 0
nella regione connessa da essi delimitata contenente gli assi.

Simmetrie: posto z(x) = —y(—x), si ha che z soddisfa la stessa equazione soddisfatta da y, pertanto
se y(z) & soluzione per z > 0, anche la funzione di grafico simmetrico rispetto all’origine & soluzione
per x < 0. Limitiamo quindi lo studio al caso x > 0.

Regioni invarianti: consideriamo il sistema & = 1, = 1 — 2%y%. Per questo sistema si ha che le
due regioni connesse di piano definite da {|zy| > 1, 2 > 0} sono invarianti, pertanto tali regioni sono
invarianti in avanti per 1’equazione di partenza e i punti della loro frontiera sono punti di massimo
relativo per la soluzione. In modo analogo si ottiene che {|Jzy| > 1, z < 0} sono invarianti all’indietro
e i punti della loro frontiera sono punti di minimo per la soluzione.

Studio del caso a > 0, z > 0: Sia a > 0, la soluzione per z > 0 & crescente e quindi incontra il ramo di
iperbole nel primo quadrante nel punto di massimo (z4,¥ya) con 1/, = Yo > a, € poi & decrescente:
quindi per x > z, essa e limitata dall’alto da y, e dal basso dal ramo di iperbole contenuto nel
primo quadrante. Pertanto se o > 0 la soluzione e definita per ogni x > 0. Per z > x, essa e
strettamente decrescente e limitata dal basso e quindi ammette limite finito, pertanto deve avere un
asintoto orizzontale. Poiché y/(x) = 1 — 2%y(z)? e il limite per + — +oo di questa espressione deve
essere nullo, I'unica possibilita ¢ che si abbia y(z) — 07 per z — +oc.

Studio del caso a >0, © > 0: Se a =0, si ha y'(0) = 1 quindi esiste un intorno di 0 dove la soluzione
& strettamente crescente, in particolare esiste ¢ > 0 tale che y(g) > 0 e y'(¢) > 0. A questo punto
I’andamento ¢ il medesimo del caso per o > 0.

Studio del caso o < 0, x > 0: osserviamo che il primo quadrante & una regione invariante in avanti,
pertanto tutte le soluzioni che vi entrano ad un certo istante g > 0 vi rimangono per tutti gli istanti
successivi, crescono a partire da xg fino all’intersezione con il ramo di iperbole nel primo quadrante
(che avviene nel punto (x4, Ya) CON Ty > To € Yo > 0 e poi decrescono asintoticamente verso 0. Poiché
y' < 1, per z > 0 la soluzione ¢ sempre sotto alla retta y = x + «, e in particolare per a < —1 tale
retta interseca il ramo di iperbole nel IV quadrante. Pertanto una soluzione con o« < —1 cresce fino a
toccare un punto di tale ramo di iperbole (dove ha il massimo) e poi entra in una regione invariante di
decrescenza. Se avesse limite finito, esso dovrebbe essere nullo perché la soluzione dovrebbe avere un
asintoto orizzontale e quindi passando al limite nell’equazione, si dovrebbe avere y — 0, tuttavia cio
non ¢ consentito per l'invarianza della regione di decrescenza, dunque il suo limite & —oo. E necessario
stabilire se raggiunge —oo in tempo finito oppure no. A tal proposito, notiamo che per il teorema di
esistenza e unicitd, esiste ¢ = (@) > 0 tale che la soluzione sia senz’altro definita per |z| < € e per
x > ¢ nell'intervallo massimale di definizione vale y’ < 1 — £2y?. Consideriamo quindi la soluzione di

133
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2 =1— €222 e procediamo con il confronto. Si ha:

dz
/(lfsz)(lJrez) =ite

)=t

da cui

11 1+4+e¢ez
—lo
2e & 1—ez

e quindi, per K € R costante opportuna

—_ K62€t
1—ez
da cui:
1 Ke?t —1
Aty = -
e Ke?t 41

Se K < 0 si ha che z(t) — —oo per t — tr. = log(|]1/K])/(2¢), tale valore ¢ positivo se K < —1,
e poiché y(z) < z(x), si ha che y(z) ha un asintoto verticale per ¢ — ¢, _. In particolare cio accade
se z(g) < —1/e, pertanto tutte le soluzioni che entrano nella regione invariante di decrescenza del IV
quadrante hanno un asintoto verticale.

Soluzioni monotone su [0, 4o0[: Affinché una soluzione sia monotona per x > 0 deve essere monotona
crescente e quindi non deve mai entrare nelle regioni invarianti di decrescenza. Per 'invarianza del I
quadrante si ha che essa deve essere compresa nella regione di piano del IV quadrante al di sopra del
ramo di iperbole zy = —1. Sia y(«, z) la soluzione dell’equazione valutata al tempo x soddisfacente
y(a,0) = o Osserviamo che se o < ag si ha y(a1,z) < y(agz,x) per ogni x dove le due soluzioni sono
definite. Poniamo:

A={aeR: esiste x4 > 0: y(o,za) = 1/20},

esso € 'insieme delle condizioni iniziali corrispondenti a traiettorie che entrano nella regione invariante
del primo quadrante. Poiché [0, +00[C A e o ¢ A per ogni o < —1, si ha che tale insieme & non vuoto
ed inferiormente limitato, pertanto esiste o™ € R, a™ = inf A.

Analogamente si ponga:

B={aeR: esiste xqa >0: y(a,zq) = —1/24},

esso ¢ l'insieme delle condizioni iniziali corrispondenti a traiettorie che entrano nella regione invariante
del quarto quadrante. Poiché | — 0o, —1] C A e a ¢ A per ogni o > 0, si ha che tale insieme & non
vuoto e superiormente limitato, pertanto esiste a~ € R, o~ = sup B.

Proviamo che a™ ¢ A: se per assurdo a™ € A si ha che la traiettoria y(a™,z) interseca il ramo di
iperbole del primo quadrante in un punto (zq+,1/zy+). Sia T > x4+ e consideriamo la soluzione §
che all'istante T valga 1/z. Tale traiettoria (poiché y’ < 1) & definita in tutto U'intervallo [0, Z] (in cui
¢ maggiore o uguale della retta di coefficiente angolare 1 passante per (z,1/z). Inoltre si ha y(a™,z)
all’interno della regione invariante, quindi y(a™,z) > 4(Z), e percio (0) = a < y(a™,0) = a™, quindi
@ € A contro la definizione di a™. In modo del tutto analogo si prova che a~ ¢ B.

Quindi se a € [a™,a™] la traiettoria per £ > 0 non entra in nessuna delle due regioni invarianti di
decrescenza, pertanto essa € strettamente monotona crescente, contenuta nel quarto quadrante e il
suo limite & nullo. Discutiamo I'unicita: siano a; < as con ai,as € [a™,a] e siano y;(z), ya2(x) le
corrispondenti traiettorie: si ha allora y1(x) < y2(x) < 0 per ogni z

2 (1a() 1 (@)) = 224 ) — 93(x)) > 0

quindi la differenza yo(x) — y1(x) & una funzione strettamente crescente che vale ay — a; > 0 in 0.
Tuttavia entrambe le traiettorie convergono allo stesso limite per z — +oo. Cio € assurdo, quindi
at =a" =a*

Conclusione: Lo studio della semiretta x < 0 e riconducibile per simmetria a quello per x > 0. Le
soluzioni definite su tutto R sono quelle corrispondenti alle condizioni iniziali |a| < —a* (che sono
prolungabili su tutto R da ambo le parti).
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FIGURA 1. Lo studio di y = 1 — 2%y2, y(0) = o, a € R

Esercizio 26.2. Dato il problema di Cauchy

2
;.4 -

TR

y(1) =0,
si chiede di studiare esistenza ed unicita, locale e globale, della soluzione e tracciarne un grafico qualitativo.

SVOLGIMENTO. Poniamo )
4 X

flz,y) =y —m~

Si ha che le ipotesi del Teorema di Cauchy sono soddisfatte, ma non ¢ detto che le soluzioni massimali possano
essere prolungate a tutto 1’asse reale. Andiamo a studiare le curve di punti stazionari y = 0. Esse sono date da:

||
=+
Y 1+ |z]
X

quindi se > 0 le curve sono

=4+
4 1+z
mentre se x < 0 allora le curve dei punti stazionari sono
—x
=4+
Y 1—x
D’altra parte, posto z(z) = —y(—x), si ha
x2 4 x2

A+l ° " G+l

pertanto I'insieme delle soluzioni ¢ simmetrico rispetto all’origine.

Si ha che R?\{(z,y) : f(z,y) = 0} & diviso in quattro regioni connesse, due a due simmetriche rispetto all’origine.
Chiameremo R~, R*, Q* e Q= le regioni connesse di R? \ {(z,y) : F(x,y) = 0} contenenti rispettivamente
(—1,0), (1,0), (0,1), (0, —1). Osserviamo che R* sono regioni di decrescenza e che Rt ¢ una regione invariante,
pertanto l'intervallo massimale di definizione della soluzione contiene [1, +o0l.

Per t > 1, la soluzione & strettamente monotona, e contenuta nella regione R' a sua volta contenuta nella
regione {(x,y) : y > —1}, pertanto ammette limite finito ¢ a +o0o. Per il teorema dell’asintoto, passando al
limite nell’equazione si ottiene che per ¢ — 400 la soluzione & asintotica a —1. Questo conclude lo studio per



136

26. STUDI QUALITATIVI

FIGurA 2. Lo studio di ¢’ = y4 —

N
I
il
/N
// -05
oz
(142

5> y(1) = 0.

t > 1. Studiamo il caso t < 1. Procedendo a ritroso da t = 1, la soluzione cresce fino ad incontrare la curva
dei punti stazionari in un punto 0 < ¢ < 1, ivi ha un massimo 0 < M < 1 e poi decresce fino ad entrare nella
regione R~ dove ha un punto di minimo. La regione R~ ¢ invariante all’indietro, pertanto la soluzione ¢ definita
su tutto R. Procedendo verso —oo, si ha che la soluzione ¢ crescente e limitata da 1 perché contenuta in R™,
quindi ammette limite e ammette asintoto orizzontale a —oco. Passando al limite nell’equazione si ottiene che

essa ¢ asintotica a 1.

Curiosita: In figura i punti di massimo e di minimo appaiono estremamente vicini e pressocché indistinguibili.
In effetti, una loro approssimazione numerica porge (0,01303,0,113630) per quanto riguarda il massimo e
(—0,01303,0,113627) per quanto riguarda il minimo, il rapporto dy/éx & di circa 1,1 -10~%, molto piccolo per
essere nitidamente osservato in questa scala.



CAPITOLO 27

Lezione del giorno mercoledi 20 gennaio 2010 (2 ore)
Serie di Fourier e metodo di separazione delle variabili

Esercizio 27.1. Si consideri la funzione f : R — R, 2m-periodica e pari definita da f(t) = g — t per
€ [0,7].
(1) Scrivere lo sviluppo in serie di Fourier di f;

(2) Studiarne la convergenza,
(3) Valutare la somma della serie in ¢ = 0.

SVOLGIMENTO.

(1) La funzione & pari, quindi f(t) = % + Z an cosnt. Siha pern € N, n#0:
=1

w = © f() f()

2 innt|” ™ sinnt
an = / f(t) cosntdt = / (;T—t)cosntdtzﬂ({(g—t) sn;n} —/ —Slr;n dt>
0 0

2 {cosnt] _2(1- (-1
P

nmw n n?

Pertanto:
2 1—(=1)"

f=- 5 cos nt.
m n

n=1

Osservando che a,, = 0 se n = 2k & pari e a,, = 4/(mn?) se n = 2k + 1 & dispari, si ha:

4 i cos ((2k + 1)t).

=z (2k + 1)2

k=0
(2) Si ha che la serie converge alla funzione in L2, perché la funzione & periodica e limitata. Per quanto
riguarda la convergenza puntuale, posto:

oo

2 1-=(-1)m™)
— Z cosnt,
ﬂ- :

si ha che:
(a) per ogni t # km, k € Z, si ha che f & continua e derivabile, quindi vi & convergenza puntuale
S(t) = £(t).

(b) per ogni t = km, k € Z, si ha che f & continua e presenta un punto angoloso, quindi anche in
questo caso S(t) = f(t).

4 & 1
(3) In particolare, S(0) = f(0) = /2, concludiamo percio che 72T = ZO ek da cui si puo dedurre
= 1 2
h —_— = —.
he I;) 2k+1)2 3

Esercizio 27.2. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, pari, definita da f(¢t) = 3(7 + t) per
t € [-m,0]. Dopo aver verificato che la f & sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utilizzando
o0
1
oi 'uguaglianza di Parseval, determinare la somma della serie numerica —_—.
p guaglianz v szo (2n + 1)
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SVOLGIMENTO. La funzione & periodica e limitata, pertanto in L?(0,27) e dunque sviluppabile in serie di

Fourier. Si ha:
T 0 370
/ |f(t)\2dt:2/ 9(7r+t)2:18[(7r—gt) } = 67,

—T —T

Essendo f pari si avra

S(t) = % + Zak cos(kt),
k=1
1" 2 [0 2 [0 6 [(x+1)%]" _3
w = [ swa=2 [ soa=2[ swroa=2|TLE] 2
o = L[ weostina=2 [ joeosa=2 [ s s costina
sin 0 O sin cos 0
et - L

Quindi per k > 1 si ha che ay = 0 se k = 2n ¢ pari e ay, = —12/(7wk?) se k = 2n — 1 & dispari. Si ha quindi:

3 12 & 1 3 12 <= cos((2n + 1)t
0= 57 7 2 g e 00 = g S

Per I'uguaglianza di Parseval si ha:

ovvero:

La somma richiesta vale pertanto 7/96.

Esercizio 27.3. Si consideri la funzione f : R — R, 27-periodica, definita da

2 set e [-m0]
f(t){ -1 sete[0,n

Dopo aver verificato che la funzione e sviluppabile in serie di Fourier, scriverne lo sviluppo. Utilizzare quindi
I'uguaglianza di Parseval per determinare la somma della serie numerica

- 1

> GhiTE
= (2n+1)
(Nota: i coefficienti di indice pari dello sviluppo sono nulli.)

SVOLGIMENTO. Proviamo che f € L?(—m, ).

T 0 T
||f||%2:/ |f(t)|2dt:/ \f(t)|2dt+/0 If(#)]?dt = 4n + 7 = B < +00.

—T —T
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Poiché f € L?(—n, ), essa & sviluppabile in serie di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo in serie di
Fourier:

1 i 1 0 1 T
ag . f(t)dt =~ B Ftydt + — /0 ft)dt=2
1 i 1 0 1 -
ap = - f(t)cosktdt = — F(t) cosk‘tdt—f—f/ F(t) cos kt dt
TSz T™J—nx ™ Jo
0 s . t=0 . P
= 2/ cos kt dt — l/ cos kt dt = 2 {Smkt] 1 {smkt] —0
TJ—r ™ Jo s k ey T k —o
e . 1 /9 ) 1 [T .
bp = — [ [f(O)sinktdt=— [ [f(t)sinktdt+— [ f(t)sinktdt
TSz ™ J—x ™ Jo
0 g — t=0 o t=m
= 2/ Sinktdtfl/ SinktdtQ{ COSkt} 1[ COSkt}
L ™ Jo ™ k ——x T k 0
2 1
= ——(1/k —cos(—km)) + —(cos(km)/k — 1/k)
™ m
! 3
= —(—2+2 1) = = 1
7Tk( + 2 cos(km) + cos(km) — 1) —= (coskm — 1)

Cid implica che by = 0 se k & pari e by, = —6/(7k) se k & dispari.
Osservando che ¢(t) = f(t) — 1/2 & una funzione dispari (infatti vale 3/2 per ¢t € [—7,0[ e —3/2 per t € [0, 7[)
si poteva dedurre immediatamente che a; = 0 per ogni k& > 0, infatti si ha:

/Tr g(t)cosktdt:/ﬂ (f(t)—;) cos kt dt = ! f(t) cos kt dt,

dove il primo termine e nullo per disparita. Pertanto si ha

o0
f(t) = % —I—I;)akcoskjt—&—bksinkt -~ _ 2

Per la formula di Parseval, si ha:

L [" 2 a(z) 1 2 2
Gy |f(2)] dt:z+§zak+bka

ovvero nel nostro caso:
5 1 N 18 & 1
2 4 g2 (2n +1)2’

n=0

da cui si ottiene:

—(2n+1)2 8"

Esercizio 27.4. Si consideri la funzione u : R — R, 27-periodica definita da:

u(t) = —t se —w1<t<O,
Tl 7 se 0 <t <.

(1) Verificare che u ¢ sviluppabile in serie di Fourier e calcolarne i coefficienti.
(2) Studiare la convergenza puntuale della serie.
(3) Utilizzando i risultati dei punti precedenti, calcolare la somma della serie numerica:

> 1
g (2k +1)2°

k=0

SVOLGIMENTO.
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(1) Si ha che la funzione u & periodica e |u(t)| & limitata su [—m, 7], pertanto la funzione & sviluppabile in
serie di Fourier. Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier:

1 [7 1 [0 1 [ o 3
S tdt = = —tdt + = dt = — =,
ap f(t) / +7T/07T g T

—T —T

17 I 17
ap = — f(t) cos(nt) dt = f/ —t cos(nt) dt + f/ 7 cos(nt) dt
T J—m - ™ Jo
1 [—tsin(nt)]™=" 1 [° 1 _
=— {Sm(n)} + 7/ sin(nt) dt + —[sinnt];=}
7r n PR 7y S n
1 1— (1)
= —n%[cosnt]t, .
b 1/7Tf(t)s’ (nt) dt 1/0 tsi (t)dt+1/w sin(nt) dt
n = — in(n == —tsin(n = [ mwsin(n
TJ TJ T Jo
1 [teos(nt)]™" 1 [° 1 _
=— {cos(n)] - —/ cos(nt) dt — —[cos nt]i=]
77 n P Y/ Oy n
_E=r o E=nh-1 1
on n n

La serie di Fourier risulta quindi:

24 Zan cos(nz) + by, sin(nx) i

n=1

ft) =

sinnx

cos(mc) + -

(2) La funzione u ¢ di classe C*° a tratti, per cui la sua serie di Fourier converge a u nei punti di continuita
e alla media dei valori destro e sinistro di u nei punti di salto. Nel nostro caso, la funzione e continua
in ogni punto ad eccezione dei punti zy = 2kw, k € Z, dove il limite destro vale 7 e il limite sinistro
vale 0 (si osservi che nei punti (2k 4+ 1)7 con k € Z la funzione & continua). Pertanto in 0 la serie di

Fourier di u converge a 7/2, cioe si ha:

T3 = 1—(=1)"
2 Ziz ™m2

n=1

Notiamo che i termini di indice pari della sommatoria sono tutti nulli, per cui si ha:

T2y L
4 7 (2n+ 1)

pertanto la somma richiesta vale 72 /8.

Esercizio 27.5. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione del telegrafo sul segmento [0, 7], con ambedue le estremita libere:

Ugg + 2Up — Ugy = 07

um(ov t) = uz(wv t) =0,

assumendo come dati iniziali u(z,0) = 0 e uz(x,0) = z. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(z,t) =

si ha:
U)X (x) +20(t)X

e dividendo per U(t) X (x) si ottiene:

Ut +20(t)  X(x) _ 0
U(t) X(z) 7
pertanto si ha:
X(z) = AX(z) =0
{U(t) +20U(t) — AU (t) =

U(t)X (z). Sostituendo nell’equazione

(z) — U)X (z) =0



27. SERIE DI FOURIER E METODO DI SEPARAZIONE DELLE VARIABILI 141

Dai dati iniziali si ricava u,(0,t) = U)X (0) = 0 e u,(m,t) = Ut)X(7) = 0 da cui X(0) = X(n) = 0.
Cerchiamo quindi soluzioni non nulle di:

al variare di A € R. L’equazione caratteristica & u? = \.
Se A > 0 la soluzione é:
X(z) = creVre 4 0267‘595, c1,c0 €R

X(x) = clﬁeﬁm — CQ\F)\e’ﬁ"L’, c1,c0 €ER
Sostituendo le condizioni iniziali e finali si ha 0 = X(0) = (¢1 — c)V/A da cui ¢ = ¢3, ¢ 0 = X(n) =
c1 \[\(6\5"T — e*ﬁ‘”) il che implica ¢; = 0, quindi I'unica soluzione & quella identicamente nulla, non accettabile.
Se A = 0 la soluzione ¢ X () = ¢1 + cox al variare di ¢1,co € R. Poiché X(x) = 9, si ottiene c; = 0 e si ha la
soluzione accettabile X (x) = ¢; € R\ {0}.
Se A < 0, posto w = /]A[, la soluzione & X (x) = ¢; cos(wx) + cosin(wz) al variare di c1,co € R. Si ottiene

X (z) = —cjwsin(wz)+cow cos(wi), e sostituendo siha 0 = X (0) = cow dacuicy =0e0 = X (1) = —cjwsin(wz)
da cui w € Z, pertanto A = —n?, n € N, n # 0.
Quindi I'equazione per X (z) ammette soluzioni accettabili per A = —n? n € N e si ha X,,(z) = ¢, cos(nz), il

che comprende anche il caso A = n = 0. L’equazione per U (t) risulta:
U(t) + 20 (t) + n2U(t) =
U(0) =o0.

L’equazione caratteristica & u? + 2u +n? = 0, il cui discriminante ¢ A = 4(1 —n?). Studiamo i vari casi in base
al segno del discriminante, tenendo presente che n € N.

Sen =0si ha A > 0 e le radici sono p; = 0 e s = —2, pertanto le soluzioni sono U(t) = d; + dee™2 al variare
di dq,ds € R. Sostituendo la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene d; = —dy e quindi Up(t) = di(1 — e~ 2).
Se n = 1si ha A = 0 e 'unica radice doppia ¢ u = —1, pertanto le soluzioni sono U(t) = die~* + date™t al

variare di dy,ds € R. Sostituendo la condizione iniziale U(0) = 0 si ottiene dy = 0 e quindi Uy (t) = datel.
Se n > 1si ha A <0 e si hanno le due radici complesse coniugate = —1+ivn2 —1, uo = -1 —ivn2 -1,
pertanto le soluzioni sono U(t) = dye~ ' cos(v/n? — 1t) +dae tsin(vn? — 1t). Sostltuendo la condizione 1mzlale
U(0) = 0 si ottiene d; = 0 e quindi U, (t) = d,etsin(v/n2 — 1t).
Definiamo u,,(z,t) = U, ()X, (x), si ha:

uo(z,t) = do(1 — e ")y = ap(1 — e 2)

up(z,t) = dite 'ci cosz = ajte ' cosx

Up(z,t) = dpe ' sin(v/n2 — 1t) ¢, cos(nz) = a,e” ' sin(y/n2 — 1t) cos(nz).
Derivando in ¢ e valutando in 0:
3tu0(z, O) = 2a0

Opui(z,0) = ag cosx

O (z,0) = apv/n? — 1 cos(nx).

o0
Cerchiamo soluzioni del tipo u(z,t) = Z un(x,t), derivando in t e valutando per ¢t = 0 si deve avere:
n=0
oo oo
x = Oyu(x,0) = Z Opun(2,0) = 2ag + aq cosx + Z anV/'n? — 1cos(nz)
n=0 n=2

Pertanto & necessario calcolare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione f(z) = z definita in [0, 7| estesa per
paritd in [—7, 7] e per 2w-periodicita a tutto R. Se n > 1 si ha:

1 ™
— rdr =
2m

2 ™
f/ x cos(nz) dx =
0

™

ERE I

{:17 Sm(m)r =2 inna)y de = 2D
n |, nmy ™
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Pertanto si ha per |z| <7

2 o= (1— (=1 4 21— (=1)"
1:—g-ﬁ;(?iz))cos(nx)_;r—ﬂcosx—ﬂg1(12)cos(n:1:),
da confrontare con -
x:2a0+a1c0s33+2an\/n2—1cos(na:).
n=2
Neseuechea—za——éea =0ea ——é ! er k€ N, k£ <1. Pertanto si
g 0 1 1 o 2k 2k+1 o 4k(1+k)(2k+1)2p , R < L
ottiene:
™ _ 4 tsin(\/4k(1+ k) t)
wz,t) == (1—e ) — —te tcosx — = cos((2k + 1)x),
@) 4( ) T Z 4k(1 + k)(2k 4 1)2 ( )2)

il termine generale della serie & maggiorato uniformemente rispetto a (¢,z) in modulo da 1/(2k + 1)? che &
termine generale di una serie convergente, quindi la serie converge totalmente, dunque uniformemente.

Esercizio 27.6. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione di reazione-diffusione-trasporto sul segmento [0, 7]:

Up — Ugy — 2Uy —u =0, x€[0,x], t>0

con dati al contorno di Dirichlet omogenei u(0,t) = u(m,t) = 0 V¢ > 0, assumendo come dato iniziale u(z,0) =
z(m —x)e * per 0 <z < . Sidiscuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni u(t, ) = U(t) X (x), sostituendo nell’equazione si ha:
U)X (z) — U)X (z) — 2U (1) X (z) — U(t) X (x) = 0,
e supponendo che u(t,x) = U(t) X (x) # 0 per ogni (¢, x) si ottiene dividendo per tale espressione:
Uty X)) X(z)

0~ X@) X@ 7Y

ovvero:

Uty X)) +2X(@)
00 — X() +1=XeR,

Consideriamo a questo punto le equazioni:

U(t) = \U(t)
X(z)+2X(z) + (1 - N X(z) = 0.

Dalle condizioni al contorno u(0,t) = u(m,t) = 0 per ogni ¢ > 0, si ricava che X(0) = X(w) = 0, pertanto
cerchiamo i A € R tali per cui vi sia soluzione non identicamente nulla per:
X(z)+2X(x)+(1-N)X(z) =0
{X(O) = X(n)=0.
L’equazione caratteristica dell’equazione & u? + 2u + 1 — X = 0, da cui si ricavano
p=—-1—1—(1—=X)=-1-V2x, e = —1+ VA
Quindi per A > 0 si ottiene che I’equazione ammette al variare di ¢1,co € R le soluzioni
X (x) = cre!t! + coet??.
Verifichiamo la compatibilita con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; + co = 0, e da X (7) = 0 si ha:
0 = c1(eM"™ —et2™). Poiché py # pg si ottiene che 'unica possibilita & avere ¢; = ¢ = 0, quindi se A > 0 I'unica

soluzione compatibile & la soluzione identicamente nulla, non accettabile.
Se A =0, si ha yu; = pue = —1. L’equazione ammette al variare di ¢y, co € R le soluzioni

X(x) =cre " + cote™ .
Verifichiamo la compatibilitd con i dati iniziali. Da X (0) = 0 si ricava che ¢; = 0 e da X (7) = 0 si ottiene
come™™ =0, quindi c; = 0 e si ottiene solo la soluzione identicamente nulla, non accettabile.

Studiamo ora il caso A < 0 e poniamo w = 1/|A|. Per A < 0 si ottiene che le radici dell’equazione caratteristica
sono pp = —1 —iw e po = —1 + 1w, e quindi 'equazione ammette al variare di c¢1,cy € C, dy,ds € R le soluzioni

X(z) = cre7'e ™™ 4+ cpe e = 7" (16T + ™) = e7" (dy coswz + da sinwz) .
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Verifichiamo la compatibilitda con i dati iniziali: da X(0) = 0 si ottiene d; = 0 e da X(7) = 0 si ottiene
dy sin mw = 0. Poiché si cercano soluzioni non identicamente nulle, si ottiene dz # 0 e quindi w = n € N\ {0}.
In definitiva, si ottiene che A = —n? al variare di n € N\ {0}, e le soluzioni di:

X, (2) +2X,(z) + (1 —n?) X, (x) =0
X,(0)=X(n) =0.

sono tutte della forma X,,(z) = d,e~* sin nz al variare di d,, € R. L’equazione U, (t) = —n2U (t) ammette come
soluzione Uy, (t) = Un(O)e’”%. Poniamo u, (t,z) = U, (t) X, (x). Per ogni n, essa ¢ una soluzione dell’equazione
data soddisfacente u,(0,t) = un(mw,t) = 0 per ogni ¢t > 0. Posto b, = U,(0)d, € R si ottiene per ogni
n €N\ {0} up,(t, ) = bpe " te~® sinnx. Cerchiamo di soddisfare il dato iniziale con una serie di tali funzioni.

o0 o
Cerchiamo i coefficienti b,, in modo che E un(z,0) = u(x,0) ovvero E bpe Fsinnx = x(r — x)e” ", quindi
n=1 n=1

oo
z(nm—x) = Z by sinnz. Se ne deduce che i coefficienti b,, sono i coefficienti di Fourier della funzione ottenuta

n=1

prolungando z(m — z) a tutto [—7, 7] per disparita, e poi a tutto R per 27r-periodicita.
2 [T 2 [T
by, = f/ z(m — z)sinnx de = — / (—2? 4 7x) sin nzx dx

™ Jo T Jo
21 cos ™ 2 [T 2 [T

== [— ne (—x? + ﬂ'x)} + — / cosnz(—2x + ) de = — / cosnz(—2x + ) dx
T n o ™ J, ™ Jo
2 |si T g 4 g

= — [ mnx(—Qaj + 7T'):| +— | sinnzdr=— [ sinnzdx
™ n 0 ™ 0 ™ 0

4 cosnril™ 4
= — |- = —(1—-(=1)"
7m2[ n }0 7m3( (=1)%)

Quindi bog, = 0 € bog+1 = 8/(m(2k + 1)?) per k € N. Si ha allora:

o0

8 1 2
_9% —(2k+1)%t—z ;
u(t,z) = W;;) 2T 1)36 sin ((2k + 1)z).
Studiamo la convergenza della serie cosi ottenuta. Per ognit > 0 e x € [0, 7]
1 2 1
—(2k+1)“t—x _; 2%k 1 <
2k +1)3° sin ((2k +1)a)| < 2k + 1)
quindi
> 1 2 > 1
7(2k+1) t—x : zk 1 <
2 00 ‘(213 +1)5° sin ((2k + 1)) < ; k1P -
—Vzel0,n] =0

infatti il termine generale della serie di sinistra (2k + 1)73 < 273k73 < 1/(8k?), termine generale di una serie
convergente. Pertanto la serie che definisce u(t,x) converge totalmente, quindi uniformemente.






CAPITOLO 28

Lezione del giorno giovedi 21 gennaio 2010 (2 ore)
Metodo di separazione delle variabili - continuazione

Esercizio 28.1. Si determini col metodo di separazione di variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione del calore sul segmento [0, 7], con estremita termicamente isolate:

Ut — DUgy = 0, 0<zxz<m, t>0,
ug(0,t) = ug(m,t) =0

assumendo come dato iniziale u(x,0) = 2x. Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(t, z) = U(t) X (z). Sostituendo nell’equazione
si ottiene U(t) X (x) — 5U(¢) X () = 0, da cui dividendo per 5U (¢) X (x) si ha

— = =XeR.

Si ottengono quindi le equazioni:

da accoppiare con le condizioni iniziali u,(0,t) = U(t)X(0) = 0 e uy(m,t) = U(t)X(r) = 0 che porgono
X (0) = X (7) = 0. Studiamo quindi:

X(z) = \X(z) =0,
X(0)=X(r)=0

L’equazione caratteristica ¢ u? — A = 0. Distinguiamo quindi i vari casi in base al segno del discriminante
dell’equazione. Se A > 0 abbiamo come radici = +v/\ e le soluzioni dell’equazione data sono

X(x) = cleﬁz + 626_\5“7

)

al variare di ¢, co € R. Derivando si ottiene:
X(x) = VAT — e/ he VAT

Valutando la derivata in 0 e ponendola pari a zero si ottiene ¢; = ¢g, sostituendo questo fatto e valutando la
derivata in 7 si ottiene che per soddisfare X (7) = 0 si deve avere ¢; = ¢3 = 0, ma la soluzione nulla non &
accettabile.

Se A = 0 I'equazione ha per soluzioni X (x) = ¢1 + cox al variare di ¢, ca € R, la cui derivata X(ac) = ¢;1. Sideve
avere quindi ¢; = 0 e la soluzione risulta essere X (x) = ¢;. Affinché tale soluzione sia accettabile, & necessario
richiedere ¢ # 0.

Se A < 0, posto w = /|\| I'equazione ha per soluzioni X(z) = ¢; cos(wz) + casin(wz), la cui derivata &

X (x) = —wey sin(wz) 4+ wey cos(wz). Valutando tale derivata in 0 e in 7 e ponendola pari a zero si ricava ¢y = 0
e sin(wm) = 0 da cui w = /|A| € Z.

11 sistema pertanto ammette soluzioni accettabili solo per A = —n?, con n € N e detta X,, la soluzione corri-
spondente a A = —n?, tali soluzioni sono date da X, (x) = ¢; cos (nz). Tale scrittura comprende anche il caso
n =0.

L’equazione per U, ovvero Uy (t) = —5n2U,(t) ha per soluzione U, (t) = U, (0)e=5""t, si ha quindi al variare di
n € N:

un(t,2) = U, () X, (2) = ane " cos (nx),

145
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dove si & posto a,, = U(0)eq, quindi a,, € R\ {0}. Cerchiamo di raggiungere il dato iniziale con una serie di
queste soluzioni:

o0 o0
u(0,2) =2z = Zun(O,x) =ag + Z cos (nx),
7=0 n=1
quindi i coefficienti a,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di soli coseni della funzione f(z) = 2z,
mentre ag ¢ il doppio del coefficiente di ordine 0 dello sviluppo in serie di Fourier di f. Prolunghiamo quindi f
per paritd a tutto [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Si ha:

1 ™
aozf/ 2edr =m
™ Jo

2 s
an:f/ 2x cosnx dr =
0

- — sin(nz) dz

™ ™ n |, nmJjp

(- -1
n2m

4 [ sinnx]w 4 [T
— |z

4 ™
= ﬂ[cos(nx)]o =4

Quindi ag = 7, agy = 0 e agp_1 = —8/(7(2k — 1)?) per k € N, k > 1. La soluzione risulta quindi:

72 P (2k — 1)2
La serie converge totalmente quindi uniformemente, infatti si ha:
> e~3(2k=1)" g ((2k — 1)z) = 1
<N < oo,
;lsup (2k — 1)2 = g_:l k12 =

(ad esempio per confronto con la serie di termine generale 1/k?).

Esercizio 28.2. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione alle derivate parziali:

—uy + 2Ugy + Uy +u =0, per t > 0, z €]0, 7],

u(0,t) = u(m,t) =0,

(T [,
e =t (G- o= 3]).

Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle nella forma u(z,t) = U(t) X (), sostituendo si ottiene
~U(t)X (z) +2U(t) X (x) + 3U(t) X (z) + U)X (z) =0
e dividendo per U(¢) X (x) si ha:

—UM) +U{) 2K (2) +3X(x)

U(t) o X(@)
Si ottengono quindi le due equazioni (A € R):

~U(t)+ (1 =\NU(t) =0,
2X (z) + 3X () + A\X (2) = 0.

al variare di A € R. Studiamo l'equazione per X(x), la sua equazione caratteristica al variare di A € R &
212 +3pu+ X = 0, il cui discriminante & A = 9—8)\. Dalle condizioni al contorno, si ricava u(0,t) = U(t) X (0) = 0
per ogni t e u(m,t) = U(t)X (7) = 0 per ogni ¢, il che implica X (0) = X (7) = 0.

Se A > 0, equazione caratteristica ammette le radici reali distinte A\; e A9, e ’equazione per X (z) ammette
come soluzione generale X (r) = c;eM® + cpe*?®. Sostituendo, si ottiene 0 = ¢; + cp dalla prima e quindi
X(x) = c1(eM® — e*27). Sostituendo X (7) = 0, si ha 0 = c;(eM™ — e*27), ed essendo A\; # Mg, si ottiene
c1 = co = 0, soluzione non accettabile.

Se A = 0, 'equazione caratteristica ammette la radice reale doppia A1, e 'equazione per X (z) ammette come
soluzione generale X (z) = c1eM? + coze*®. Sostituendo le condizioni al contorno si ha ¢; = 0 e 0 = come™ ™,
il che implica co = 0 e anche questa soluzione non ¢ accettabile. Supponiamo A < 0, in tal caso ’equazione
caratteristica ammette le radici complesse coniugate A\; = a+iw e Ay = a—iw dove a = —3/4ew = \/|A]/4 # 0.
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La soluzione generale dell’equazione & X (z) = e**(c; coswzx + co sinwz), sostituendo le condizioni al contorno
sihacp =0e0 = ce* sinwn. Cid implica w € Z\ {0}. In particolare, poiché 4w = /|A| si deve avere
w=mn € N\ {0} e quindi 16n? = —A perché A < 0, pertanto si ha 16n> = —9 + 8X, e A\, = (2n% + 9/8).
Pertanto al variare di n € N la soluzione relativa a \,, ¢

X, (2) = cpe 3/ sinna.

Studiamo ora I'equazione per U(t), essa & —U = (A — 1)U, la cui soluzione generale & U(t) = U(0)e~A~1*,
Sostituendo i valori di A accettabili, ovvero i valori A, si ottengono soluzioni Uy, (t) = U, (0)e~ (27" +1/8)t Poniamo
by, = Uy (0)ey, e costruiamo le soluzioni elementari

- (2n2+1/8)t6—3/4m

un(z,t) = bpe sin nz.

Per coprire il dato iniziale si deve avere
(o)
fla) =" un(,0),
n=1
da cui
™ 0 >
5~ ‘.r — 5’ = nz_:lbnsinnx.

pertanto i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie (di soli seni) della funzione
T ’ ™

T— — — |z — =

2 2

definita su [0, 7] e prolungata per disparita a [—m, 7] e poi per 2m-periodicita a tutto R. Pertanto i coeflicienti

b,, sono dati da:
b, E/ (z—‘m—z‘)sinnxdx

92 /2 T
f/ xsinnzda:—l—/ (m — x) sinnz dz
0 T

T /2
4 ( 7T>

= ——sin(n—=|.
mn?2 2

jus

4 o0 2 .
u(z,t) = = Z Lnr(;;z ) e~ (@ +1/8)t —=3/4z sin(nx).

Quindi la soluzione risulta essere:

n=1
Essa converge uniformemente, infatti si ha:

o) . T
sup S (7’L 2 )

(@ )el0m]x (0,00 | T

o0
2 - 1
e—(2n +1/8)t6—3/41 Sln(mc) < § :72 < oo,
n
n=1

che prova la convergenza totale e quindi uniforme della serie.

Esercizio 28.3. Si determini col metodo di separazione delle variabili la soluzione (sotto forma di serie)
dell’equazione alle derivate parziali

— st + 3z, = 0 in |0, 7[x]0, +00[
ug(0,¢) = ug(m,t) =0
u(z,0) =0
ug(x,0) = .
Si discuta la convergenza uniforme della serie ottenuta.

SVOLGIMENTO. Applichiamo il metodo di separazione delle variabili cercando soluzioni non nulle nella
forma u(x,t) = U(t) X (x). Dalle condizioni iniziali si ricava X (0) = X () = 0 Sostituendo, si ottiene al variare
di A e R:

~U)X (z) +3U(H) X (z) =0,

e dividendo per U(¢)X (x) si ha:
~U(t) B —3X(z) )
U(t) X(z) '
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Si ha dunque il seguente sistema:

—U(t) — A\U(t) =0,
3X (z) + A\X (z) = 0.

Risolviamo I'equazione in X (z) accoppiata con i dati X (0) = X (7) = 0. L’equazione caratteristica ¢ 3u*>+\ = 0,
il cui discriminante ¢ A = —12A. Se A > 0 allora necessariamente A < 0, 'equazione caratteristica ammette
due radici reali, distinte e non nulle. La soluzione generale & X (z) = c¢1e/'* 4 coe2® la cui derivata & X (z) =
c1i1eM® 4 capoet>®. Sostituendo i dati X (0) = 0 e X () = 0 si otterrebbe il sistema (nelle incognite ¢; e ¢3):

c1p1 + copi2 =0
crpu1e!'™ + copget?™ =0

11 determinante di tale sistema & pq o (e#2™ —e#1™) # 0, pertanto I'unica soluzione ¢ ¢; = ¢ = 0 non accettabile.
Se A = 0 allora necessariamente A = 0 e g1 = 0 & 'unica radice dell’equazione caratteristica. Si ha X (z) =
c1 + cox come soluzione generale, derivando si ha X (z) = co e sostituendo le condizioni date si ottiene ¢y = 0,
pertanto si ottiene la soluzione accettabile X (z) = ¢1, ¢1 € R\ {0}.

Se A < 0 allora necessariamente A > 0 e si ottengono le radici complesse coniugate +iw dove w = /\/3.
La soluzione generale & X () = ¢; cos(wz) + 2 sin(wz), derivando si ha X (z) = —we; sin(wz) + wey cos(wz) e
sostituendo X (0) = 0 si ha ¢, = 0, pertanto X () = ¢; cos(wz). Affinché sia X () = 0 si deve avere w € N e
per avere A < 0 si deve avere w # 0, quindi A = 3n2, n # 0.

Si ha dunque X,,(x) = ¢, cos(nz), n € N che comprende le soluzioni accettabili per A < 0.

Risolviamo 1’equazione per U corrispondente a A = 3n2, n € N, ovvero U (t) + 3n2U(t) = 0 con la condizione
iniziale U(0) = 0. Se n = 0 si ha la soluzione U(t) = ¢; + cot e sostituendo la condizione iniziale, si ottiene
U(t) = cot Se n # 0, si ha che I'equazione caratteristica & 2 + 3n? = 0, le cui soluzioni sono p; = inv3 e la
complessa coniugata piz = —iny/3, la soluzione generale pertanto & U(t) = ¢; cos(nv/3t) + ¢z sin(ny/3t) e poiché
U(0) = 0 si ha ¢; = 0, quindi U, (t) = d,, sin(n\/3t). Si ha quindi, posto k,, = c,d,,

ug(z,t) = U)X (z) = kot
U (2, 1) = U(t) X (z) = ky, sin(nv/3t) cos(nz)

da cui
atU()(CE,O) = ko

Ay (2,0) = nV/3k, cos(nz)

Sviluppiamo il dato iniziale in serie di coseni

1/7T T
ag = — T=—=
0 71—0 2

=2 /Oﬂxcos(nx) da — % {“in(”x)r:ﬂ =2 i) de = ——2— (1 — (—1)™),

2
s n weo N Jo n2m

da cui

Per confronto, si ha:

Opu(z,0) = ko + Z nV/3ky, cos(nx)

n=1

da cui si ottiene kg =7/2 e nv3k, = —% 1_(n_21)n, quindi k,, = —%1_%”” La soluzione ¢ quindi:

u(z,t) = T 2V3 i ! —i;l)" sin(nV/3t) cos(nx)

2 3T =
T, 4V3 o 1 ,
= §t ~ 30 k;o T sin((2k + 1)v/3t) cos((2k + 1)z).

Il termine generale della serie & maggiorato da 1/n?, termine generale di una serie convergente. Pertanto la
serie converge totalmente, quindi uniformemente.
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Esercizio 28.4. Si risolva con il metodo di separazione delle variabili la seguente equazione alle derivate
parziali:

—dwu(t, z) + Opzu(t, ) + 20, u(t, ) — 3u =0, (t,z) €]0,+o0[x[0, 7],
u(t,0) = u(0,7) =0,
u(0,x) = xe ",

SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni non nulle della forma u(t,z) = U(¢) X (x). Sostituendo nell’equazione
di partenza si ottiene:

—U(t,z) + U)X (z) + 2U(t) X () — 3U(t) X (z) = 0
e dividendo per U(t) X (x) si ottiene che esiste A € R per cui:

 U(t,z)=30(t)  X(x)+2X(z) \
U(t) S X(@
Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:
X(x)+2X(z) = A\X(2) =0
~U(t)+ (=3+ N U(t) = 0.

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.
Studiamo ’equazione per X, le condizioni al contorno sono X(0) = X (7) = 0. Il polinomio caratteristico ¢
u? +2p — XA =0, di discriminante A = 4(1 + \). Si verificano i seguenti casi al variare di A € R:

(1) se A > 0, poniamo p; = =25 ‘/>, 15 _QEVZ e la soluzione generale dell’equazione ¢ ®(c1,co,z) =

c1eM1? 4 coet?®, Confrontlamo con i dati all contorno. Si deve avere ®(c;,c2,0) = X(0) = 0, da cui
€1 = —cg, sostituendo e considerando ®(cy, o, ) = X (7) = 0 si ottiene ¢ ("™ — e#2™) = 0. Essendo
A > 0, si ha 1 # pe, quindi si ottiene solo la soluzione nulla ¢; = ¢o = 0, non accettabile.

(2) se A =0, quindi A = —1, poniamo p; = us = —1 e la soluzione generale dell’equazione ¢ ®(cy, ca,x) =
c1e” " + coxe” ™. Sostituendo i dati al contorno, si ottiene ancora la soluzione non accettabile ¢; =

Cy = 0.
VIA|
2

(3) se A < 0, poniamo @ = —1 e w =
e *(c1 coswx + cosinwe).
Affinché i dati al bordo siano rispettati, si deve avere ¢; = 0 per soddisfare ®(c1,¢2,0) = X(0) =0e
per soddisfare ®(¢y,co, ) = X(7) = 0 si deve avere w =n € Z.

e la soluzione generale dell’equazione & ®(cy,co,x) =

Sostituendo le definizioni di w e A, ricordando che per avere soluzioni accettabili deve essere A < 0, si ottiene
—4n? = 4(1+ )) da cui segue che i valori accettabili per A sono dati da \,, = —1 —n?. Si ottengono le soluzioni:

Xn(x) = cpe” T sin(nz).
Studiamo ora ’equazione per U con i valori accettabili di A, ovvero
~U@t)+ (-=3-1-n)U(t) =0.

La soluzione & Uy, () = uy(0)e~(4+"")t. Costuiamo le soluzioni elementari moltiplicando le soluzioni accettabili
per X e U corrispondenti allo stesso valore di \,, e mettendo insieme le costanti moltiplicative b,, = ¢,u,(0).

Up(t, ) = bpe4Hn*te—e sin(nx).

Per coprire il dato iniziale, sovrapponiamo infinite soluzioni elementari. Si deve avere:
u(0,2) = xe™” g bpe” T sin(nx) = e~ g by, sin(nx)

pertanto i coefficienti b,, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier delle funzione x, definita per
x € [0, 7], prolungata per disparita a [—m, 7] e poi estesa per 2m-periodicita a tutto R. Quindi si ha:

2 (7 2 S B

7/ xsinnxdx—<{—xcos(m:)} —|—7/ cosnzdx)
™ Jo T n 2=0 n 0

2 1 2(—1)ntt
2 <7Tcos nro 1 s1n(n7r)> _ (=)™

bn

T n n? n
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Quindi la soluzione e data da:
o 2(—1)nFt
u(t,x) =e " Z ﬁe_(‘“rnz)t sin(nx).
n
n=1

Discussione della convergenza:

(1) se t >t > 0 si ha che il termine generale della serie & maggiorato in modulo da 26_”25/71, quindi si ha
convergenza totale, uniforme e puntuale nei compatti di |0, +o00[x [0, 7].

(2) set =0, la serie si riduce alla serie di Fourier della funzione x definita su [0, ] prolungata per disparita
a [—m, 7] e poi per 27 periodicita a tutto R. Tale funzione & C! a tratti e non ¢ continua in k7, k € Z.
La serie di Fourier converge puntualmente ma non uniformemente.

La serie converge puntualmente ma non uniformemente.



CAPITOLO 29

Lezione del giorno venerdi 22 gennaio 2010 (2 ore)
Esercizi ricapitolativi

Esercizio 29.1. Si consideri 'insieme

D:={(z,y) e R?: y > /|z[}
e la funzione f : R2 — R definita da:
2?2 — gy
T,Y) = —"—"-—5——.
J(@y) 22 +sinz+y
Si dica se esistono i seguenti limiti e, in caso affermativo, li si calcoli:

lim x,), lim x,
(z,y)—(0,0) fz:9) (z,y)—(0,0) f@:9)
(z,y)€D

SVOLGIMENTO. Testiamo il limite lungo le curve (t,0) per ¢t — 0%. Si ha:

lim f(t,0) = li r !
im ,0)= lim ——— = —.
t—0% t—0% t2 4 sin?t 2
D’altra parte se testiamo il limite lungo le curve (0,t) per t — 0% si ha

4
li 0,t) = Ui — =0.
Jm, £(0,4) = lim —

I limiti sono diversi, quindi il primo limite non esiste. Per quanto riguarda il secondo, osserviamo che se

(x,y) € Dsiha f(z,y) <0e
4
-y 3
TY) 2 g =~
f@y) 22 +sinz+y Y
quindi il secondo limite esiste e vale 0.

Esercizio 29.2. Si studino i massimi e i minimi della funzione
F(z,y) = (a® + %) = (2* =),
vincolati all'insieme B = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}.
SVOLGIMENTO. Calcoliamo prima gli estremali liberi:
{amF(x,y) =4z (x2 + y2) — 2z
0y F(z,y) =4y (x2 + y2) + 2y.
L’unico punto critico libero & l'origine. Calcoliamo le derivate seconde:
O F(z,y) = —2 + 1222 + 4y?
Oyy F(z,y) = 2+ 422 + 1242
Opy F(z,y) = 8zy

La matrice hessiana ha quindi sulla diagonale principale i valori —2 e 2 e nelle altre entrate ¢ nulla. Quindi ha
due autovalori di segno opposto, pertanto I'origine ¢ una sella locale.
Eventuali estremali saranno quindi vincolati a 9B = {(z,y) : 2% + y* = 1}. Possiamo calcolarli in vari modi:

(1) primo metodo: passiamo in coordinate polari: la circonferenza unitaria & parametrizzata da « = cos @
e y = sin 8, sostituendo nell’espressione di F' si ottiene

F(cos,sinf) =1 — (cos®# —sin? ) = 1 — cos 20 = 2sin*

I massimi sono quindi raggiunti per § = 7/2,37/2 e valgono 2. Tali punti corrispondono a (0,+1).
I minimi sono raggiunti per § = 0, e valgono 0. Tali punti corrispondono a (+1,0).

151
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(2) secondo metodo: applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

Ou(F(z,y) = A2 +y? —1)) =da (2> +y?) -2z -2z =0
Oy(F(z,y) = A2 +1y2 —1)) =4y (2 +1?) +2y — 22y =0
2?4+ y? =1.

Riscrivendo e utilizzando la terza equazione si ha:

0 =21-MN=z
0 23— Ny
1 z? + 42

Si ottiene x = 0 e quindi y = 41, oppure y = 0 e £ = +1 oppure A = 1 il che implicay =0e x = £1
oppure A = 3 il che implica x = 0 e y = £1, e ritroviamo esattamente i punti (0, £1) e (£1,0) visti in
precedenza. Si ha F(0,4+1) = 2 massimo assoluto e F(+1,0) = 0 minimo assoluto.

Esercizio 29.3. Al variare di a > 0 studiare la convergenza della serie di funzioni

o0

S
n? 4 |zy|>”

n=1
SVOLGIMENTO. Il termine generale della serie é:

LY
T, Y, ) = ————.
Sia K un compatto di R?. Vale la seguente maggiorazione:

1
| fn(z,y,a)] < e lzyl - o

e il massimo é finito perché |zy| & continua e K & compatto. Questa disuguaglianza porge la convergenza totale
sui compatti di R2, in particolare la convergenza puntuale e la convergenza uniforme sui compatti di R2.
Poniamo s = |zy| e

s
9n(50) = orim
Siha | fo(z,y, @) = gn(s, @) Calcoliamo
n?+ (1 —a)s®
/ —
gn(S,Oé) - (ng + sa)g

per s > 0 tale funzione ammette massimo in 5,, = n*/*/(a — 1)1/, Quindi

n2/a
m B (OZ— l)l—l/oz n2/a B (a_1>1—1/a 1
lgn (s, )| < = =
n\S )1 = ”24’@”7—21 a n2 a n2-2/a

Per a > 2 il membro di destra & termine generale di una serie convergente. Quindi si ha convergenza totale e
uniforme su R? per o > 2.

Sia ora a < 2 e proviamo che la successione {Zgil fulz,y, a)} non e di Cauchy rispetto alla convergenza
NeN

uniforme di R?. Se lo fosse, per ogni £ > 0 esisterebbe N = N, tale che se N’, M’ > N si dovrebbe avere

M’ N’
an(mvyaa)_z.fn(‘rvyva) §5~
n=1 n=1

oo
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Per contraddire tale affermazione , scegliamo N > N., M = 2N, {(zn,yn)}nen tali che zx,yn > 0 e
xyyny = N. Allora si ha:

M’

N’ 2N N
an(x,y,a)—an(a?,%a) Z an(iUN’il/N»Oé)—an($N7yN,a)
n=1 n=1 n=1 n=1

2N 2N N
> Z fn(-rN,yNaa)ZZW
n=N+1 n=N
N QZN: N  N(N-1)
TS AN+ Ne "~ 4N2 4 N«

L’ultimo termine tende a 1/4 per a < 2 e 1/5 per @ = 2, in ambedue i casi ¢ non nullo e strettamente maggiore
die =1/6 > 0. Questo implica che la successione non & uniformemente di Cauchy pertanto la serie non converge
uniformemente su R? se a < 2.

Esercizio 29.4. Si consideri il seguente sistema in R*:

z* +5y2 +tanz — 2z — 6sinmt =0
x? — 2y* + cosz — z —arctant —t = 1

Si verifichi che esso @ risolto per x = y = z =t = 0, e che in un intorno di (0,0,0,0) definisce due superfici in
R? parametrizzate da z = z(x,y) e t = t(z,y) con 2z(0,0) = 0 e ¢(0,0) = 0. Si calcolino Vz(0,0) e V¢(0,0).

SVOLGIMENTO. Poniamo

o= (

Si ha F(0,0,0,0) = (0,0). Scriviamo la matrice Jacobiana di F' calcolata in (0,0, 0,0).

[ 42® 10y —1+1/cos?z  —6mcos(mt)
JaC(F)( 20 —8y3 —l-—sinz —1-1/1+¢) )’

Valutando in (0,0, 0,0) si ottiene:

x* +5y% +tanz — z — Gsin7t
22 —2y* +cosz —z —arctant —t —1 /-

Jac(F)(0,0,0,0) = ( 00 0 —6m )

00 -1 =2

11 differenziale parziale di F relativo alle variabili (z,t) & costituito dalle ultime due colonne di tale matrice,
mentre il differenziale parziale di F relativo alle variabili (x,y) & costituito dalle prime due colonne.

(021 &5 s YBT) 1
0:4F(0,0) = < 0—1 -2 ) ; [0..F(0,0)] " = ( e ),
Allora si ha:
Vz(0,0) \ _ » 00
( Vt(0,0) ) = —[0,.F(0,0)]710,,F(0,0) = ( - )
Esercizio 29.5. Si calcoli il seguente integrale:

I:= % arctany dxr — xy dy
¥

dove ¢ la frontiera del triangolo T di vertici (1,0), (0,1), (0, —1) percorso in senso antiorario. Si calcoli inoltre
il momento di inerzia di T rispetto all’asse delle ordinate:

M = // x? dx dy.
T
SVOLGIMENTO. Osserviamo che

T={(x,y) eR*: -1 <y<1,0<z<1-y}

y={,t—-1):te0,1]Ju{d —¢1): te[0,1]}U{(-t0): te[l,—-1]}
Si ha
P(z,y)dz + Q(z,y) dy = arctan y dz: — xy dy,
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osservando che la frontiera di T' ¢ percorsa in senso antiorario, applichiamo le formule di Gauss-Green per avere:

1
I:—//T(azQ—ayP)dxdyz—//T(y—Hyz> dz dy
1 -]yl 1
— ——)dx ] d
/4/0 <y 1+92) Y
! P11yl
S 1— d+/ d
/_11;( lyl) dy el
1
:2/ -y
o 1+y?

= [2arctany — log(1 + y2)]Z:1) = g — log 2.

Utilizzando ancora le formule di Gauss Green si ha:

M := //Txdedy://T(axQ—ayP) dxdy,

si puo scegliere Q(z,y) = 23/3, P = 0 ottenendo

3 1,3 1(1_43 1
/Q(a@y)dy:/x—dy:/ t—dt—i—/ (-t dt—/ 0dt
~ 5 3 0o 3 o 3 _1
1 1 1

M

"2 6
Si poteva anche procedere direttamente:

1 1—-]y|
M://achxdy:/ / 22 dz | dy
T -1 \Jo
1 1
== 1—y))*d
5/ =ty

2 ! 1
= — 1— 3d = —,
3/0( y)” dy 5

Esercizio 29.6. Si consideri il sottoinsieme del piano
I'={(z,y) € R*: (2% + 9>+ 120 +9)* = 4(2z + 3)%},
chiamato deltoide di Eulero.
(1) Si provi che cos(36) = cos (1 — 4sin® #) = cos O(cos? § — 3sin? 6)
(2) Siesprima I in coordinate polari piane e, utilizzando il precedente, si dimostri che I" ¢ invariante per
rotazioni di %’r attorno all’origine.
(3) Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a I' nei punti P; = (—1,0), Py = (1/2,V/3/2) e Py =
(1/2,—+/3/2). Si provi che tali tangenti delimitano un triangolo equilatero. Si dica:
(a) se I' definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = ¢1(x) con p1(—1) = 0 ¢ in
caso affermativo, si calcoli ¢} (0).

(b) se I' definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = o(x) con 2(1/2) = v/3/2 e
in caso affermativo, si calcoli ©5(1/2).

(c) se T' definisce implicitamente in un intorno di Py, una funzione y = @3(z) con ¢3(1/2) = —v/3/2
e in caso affermativo, si calcoli ¢5(1/2).
(4) Si determinino massimi e minimi della funzione h(z,y) = 2% +y? vincolati a I'. Si dica se I' & compatto.
(5) Si dica se in (3,0) il Teorema di Dini & applicabile. Si tracci un grafico qualitativo di T

SVOLGIMENTO. Poniamo
F(z,y) = (#? + y* + 120 4 9)2 — 4(2z + 3)3.
Osserviamo preliminarmente che I'insieme & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse perché F(x,y) = F(x, —y).
(1) la seconda uguaglianza & ovvia perché cos? § + sin? @ = 1, per quanto riguarda la prima:
cos 30 = cos(f + 26) = cos 6 cos 20 — 2sin* f cos 0
= cosO(1 — 2sin” §) — 2sin® f cos f = cos O(1 — 4sin® §)
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(2) Siha
F(pcosb, psin@) = p*(sin*(0) 4 cos? () + 2sin(0) cos(0))+
+ p?(—=8cos?(0) + 24sin() cos()) + 18p* — 27
= p*(sin?(0) + cos?(0))? — 8p® cos O(cos* () — 3sin*(0)) + 18p* — 27
= p* —8p> cos(30) + 18p* — 27

Come funzione di 6, si ha che questa espressione ¢ 27 /3 periodica, quindi 'insieme ¢ invariante per
rotazioni di 27/3 attorno all’origine. Poiché (0,0) ¢ I', possiamo scrivere:

4 2
_pt+18p2 — 27

Questa scrittura implica gia che I' & compatto: se cosi non fosse, esisterebbe una sequenza di punti
di T rappresentati in coordinate polari da (p,,6,) tale per cui p, — +00. Sostituendo nella relazione
precedente e passando al lim sup, si ottiene che il membro di destra vale 400, mentre il secondo rimane

n—oo

= cos(30)

limitato.

(3) I punti considerati si ottengono uno dall’altro per rotazione di 27/3, questo gia porge il fatto che le
tangenti costituiranno un triangolo equilatero. Si ha 0,F(0,—1) = 0 e 0,F(0,—1) # 0, quindi la
tangente in (0, —1) & verticale ed & data da = —1. In questo punto non si puo applicare il Teorema
di Dini. Ruotando I'equazione della tangente o = +27/3 attorno all’origine, si ottengono le tangenti
negli altri due punti ovvero

1
——z £ éy: -1
2 2

I coefficienti angolari delle tangenti sono quindi v/3 per il punto P e —/3 per il punto Ps.
(4) Studiamo brevemente la funzione f(p). Si ha
, 4p° +36p 3 (p*+18p% —27) (=9 + p?)?
f (P) = 8,3 - 4 = 4 =0,

p 8p 8r

e si annulla solo per p = 3, quindi f € monotona crescente. Ma allora i minimi di p sono assunti per
cos 30 = —1, ovvero 01 = /3, 03 = 57/3, 03 = 7 e 1 massimi per cos 360 = 1, ovvero § =0, § = 2/3m,
0 = 47r/3. 1l valore minimo di p risolve f(p) = —1, e in particolare & assunto nel punto rappresentato
dalle coordinate polari (pmin, 7). Analogamente, il valore massimo di p risolve f(p) = 1, e in particolare
& assunto nel punto rappresentato dalle coordinate polari (pmax,0). Studiamo f(p) = —1 ovvero

pt+8p3 +18p% —27=0

Cerchiamo soluzione intere di questa equazione tra i divisori di 27, ovvero £1,+3,4+9. Si ha che 1 ¢
soluzione, quindi:

pt+8p° + 180 =27 = (p—1)(p* +bp* +cp+d) = p* + (b—1)p* + (c = b)p* + (d — ¢)p — d)
da cui b=9, ¢ =27, d = 27, pertanto:
pt 808 +18p% =27 = (p—1)(p* +90° +27p+27) = (p — 1)(p + 3)*

Solo p = 1 & soluzione positiva, quindi accettabile, ed ¢ il valore minimo di p. Per quanto riguarda il
valore massimo, studiamo f(p) = +1 ovvero

pt —8p3 +18p* =27 =0

Cerchiamo soluzione intere di questa equazione tra i divisori di 27, ovvero +1, +3,+9. Si ha che —1 &
soluzione, quindi:

pt —8p® +18p% =27 = (p+ 1)(p* +bp* + cp+d) = p* + (b+1)p* + (c+b)p* + (d + ¢)p + d)
dacui b= -9, c =27, d= —27, pertanto:
pt+8p° +18p° =27 = (p+ 1)(p° — 9p* +27p — 27) = (p — 1)(p — 3)°,

che ammette soluzione accettabile p = 3, che rappresenta il massimo di p. Quindi il massimo di p? &
9.
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FiGURA 1. Il Deltoide di Eulero, le circonferenze inscritta e circoscritta e le tangenti richieste.

(5) Osserviamo che in (3,0) non & possibile applicare il teorema di Dini, infatti si ha 0,F(3,0)
0yF(3,0) = 0 e quindi il punto (3,0) e i suoi ruotati di 27/3 sono punti di cuspide (non puo es-
servi un cappio perché & il massimo della distanza da 0). L’insieme quindi ha l’aspetto di un triangolo

equilatero con i lati leggermente incurvati verso 'interno.



CAPITOLO 30

Lezione del giorno lunedi 25 gennaio 2010 (2 ore)
Esercizi ricapitolativi - continuazione

Esercizio 30.1. Si consideri in R3 la superficie S di equazioni parametriche:

p(0,y) = (Vy* + Lcosb,y, Vy* + 1sinb), 0 0,27, |yl <1,
e il campo vettoriale F : R® — R3 definito da ﬁ(m, y,2) = (22,y/2, ).
(1) Si calcolino divergenza e rotore di F. Si dica se il campo F & conservativo.

(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la circonferenza di raggio v/2,
centrata in (0,1,0) e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

7(0) = (V2cosh,1,v2sinb), 6 € [0, 27].

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, e quindi lelemento di superficie 2-dimensionale relativo alla
parametrizzazione (.

(4) Si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (1,0, 0).

(5) Si calcoli il flusso di F attraverso la superficie S orientata secondo l'orientamento indotto dalla
parametrizzazione.

SVOLGIMENTO. Poniamo ¢(6,y) = (@1, @2, @3) e F = (Fy, Fy, Fy).

(1) Siha
divF(z,y,2) = 0pFy + 0, Fy + 0. F3 = 20+ 1/2,
. 51 &c 1’2
rot F=det| e 0, y/2 | =(0,-1,0).
53 82 x

Poiché il rotore non ¢ nullo, il campo non & conservativo.

(2) Dal teorema di Stokes, la circuitazione ¢ il flusso del rotore attraverso la superficie D = {(z,1,%) :
22 + 22 < 2} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0,—1,0) su D induce per la regola della mano
destra ’orientamento richiesto su . Il flusso e:

/ rot F - fdo = / do = Area(D) = 2.
D D
Verifichiamo il risultato:

21
/ﬁdy: ﬁ(ﬁcos@,l,x/ﬁsin@-(—\/isinﬁ,o,\/icos@dé'
0% 0

27
:/ (—23/20082951n9+200529)d9:277
0

Quindi la circuitazione non € nulla, il che conferma come F' non sia conservativo.
(3) La matrice Jacobiana &

L 1 s 0
—/y? + 1sinf \y/%
Jacp(0,y) = 0 1
sin 6
/y2 4+ 1cos b \Z;ﬁ

Per la formula di Binet, ’elemento d’area e:

Wwo = \/det281 + det2Bg + det2B3
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dove

1

[
VY2 + 1sinf \?’}%
Vy2+1cosh st |7

Vyr+l
1
B3: /2+1c050 ySiznfl >, det?Bz = (y* + 1) cos? 6.
Vy
da cui wy = /292 + 1.

(4) Una base dello spazio tangente & data dalle colonne della matrice Jacobiana di . In particolare,
nel punto (1,0,0) = ¢(0,0) si ha (0,1,0) e (0,0,1). La normale deve essere ortogonale a questi due
vettori, e avere norma uno, per cui ¢ della forma (41,0,0). Verifichiamo quale di questi due ¢ la
normale indotta dalla parametrizzazione:

+1 0 0
det 0 0 1 =]==F1
0 1 0

+ 1sm9 ycosf
By = < y Vil | det’B; = (y* + 1) sin 6.

det®B, = ¢2,

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (1,0,0) & (—1,0,0).
(5) Il flusso richiesto vale:

_ 2 : y cos 6

. Fiop vy? + 1sinf Vol
z/ / det | Frop 0 1 dy df

0 -1 T 2 y sin 6

Fz0op /y?+1cosb Woers

(y* +1)cos?§ —+/y? + 1sinf \l’/‘%

2m
:/ / det y/2 0 1 dy df
0 -1 2 2 o ysin 6
VY2 +1cos®  +/y*+ 1cosf Vol
2m el —/42 + 1sin6 chSQ
:/ / (—y/2)det T T cosd Vygirfgl dy df+
0 -1 VY + lcos \/ﬁ
/Qﬂ/ (y +1)cos 0 —\/y2+ 1sind du do
VY2 +1cos®  \/y? + 1cosf 4
2 2
:/ / y2/2dyd0+/ / ((y2+1)3/2cos?’9+(y2—|—1)sin9€os¢9) do dy
o J-o1 —1Jo

2
= —T.

3

Nell’ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

2m 1 2 1 4
/ cosfsinfdo = 7/ sin(26) df = f/ sinw dw = 0.
0 2 Jo 4 Jo

27 3m/2 37/2
/ cos® 0 dh = / cos® 0 dh = / (1 —sin”6) cos O d
0 —m/2 —m/2

/2 3/2m
= / (1 —sin® @) cos 0 do +/ (1 —sin® ) cos O d

—7/2 /2

_/11(1—w2)dw—|—/11(1—w2)dw—0.

1
Esercizio 30.2. Risolvere I'equazione differenziale y' + ——y = —.
sin x Y
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SVOLGIMENTO. L’equazione data ¢ di Bernoulli e il problema & posto in R? \ {y = 0}. Poniamo quindi
1—(~1)

z2=1 = y%. Derivando, si ottiene 2’ = 2yy’ = 2 — 22/sinx. Scriviamo ’equazione in forma di equazione
totale:
2
w(z,z) =px,z)de + q(z,2)dz = (2— - : ) dr —dz=0
sinx

Si ha

2 2

azp(x7 Z) - 82?Q(mvz) = = Q(‘T)

sinz  sinz
Calcoliamo un primitiva di 2/sin z utilizzando le formule! che esprimono sinz in funzione di ¢t = tan(z/2):

dx 1+t2 2dt
/Sinx / 2t 1+ t¢2 og |tan(z/2)]
Pertanto il fattore integrante & h(z, z) = tan?(z/2). Moltiplicando per tale fattore, 'equazione diviene:

<2 tan?(z/2) — m) dx — tan®(2/2)dz = 0

Una primitiva ¢ data da:
V(x,2) = 4tan(z/2) — 2z — 2 tan?(2/2),
e le soluzioni dell’equazione totale sono date da V(x,z) = ¢, ¢ € R. Pertanto le soluzioni dell’equazione in z
sono (si moltiplichi per sgn(tan(x/2))):
¢+ 2z — 4tan(z/2)
B tan?(z/2)

z(x) =

cui corrispondono le soluzioni in y:

Ve + 2z — 4dtan(x/2)
| tan(z/2)]
Esercizio 30.3. Determinare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali:
T+2x4+3y =3e %,
y+br+y =0

y(r) =+

Discutere inoltre il tipo e la stabilita delle soluzioni stazionarie del sistema omogeneo associato.

SVOLGIMENTO. Posto z = (z,v), il sistema si riscrive nella forma z = Az + B(t) con

(3) (%)

Si ha T = tr(A) = =3 e D = det(A) = —13. L’equazione degli autovalori & A> — TXA + D = 0 ovvero
A2 43X\ — 13 =0, che ammette come soluzioni i due autovalori reali

)\1:%<737\/a), A2 =

Poiché D # 0, 'unico punto di equilibrio per ’omogeneo associato ¢ (0
discorde tale punto e una sella.

<73+\/ﬁ).

1
2
,0), e poiché gli autovalori sono di segno

3y =2+ 2z — 3%
Riscrivendo il sistema dato, si ha: < . y=xo+ow c
y=-dr-y
Derivando la prima equazione, si ottiene —3y = & + 24 + 6e~2%.
Sostituiamo ’espressione di ¢ ottenuta dalla seconda equazione:
—3(—=bx —y) = & + 22 + 6e 2.

Riscrivendo tale espressione si ha & + 24 — 152 — 3y + 6e=2! = 0.
Sostituiamo 1’espressione di y ottenuta dalla prima equazione:

i+ 2@ — 15z + (& + 22 — 3e™") 4+ 6> = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:

&4+ 2% — 152 4+ & + 2z — 3e 2 + 672 = 0.

11 _ _1—t2 o 2t _ _2dt
Tali formule porgono t = tan(z/2), cosz = 15z sine = o35, do = 1705
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Tale equazione si riscrive come:
F—(—2-1)i4+(2-15)z—3e 2 +6e 2 =0

In notazione compatta, si ha & —Ti+ D 2 = —3e~2!. L’omogenea associata ha soluzione generale c;e* 4 cyet2?
Cerchiamo una soluzione particolare di tale equazione con il metodo dei coefficienti indeterminati. Poiché —2
non & soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione nella forma ge~2* con ¢ € R. Sostituendo
e semplificando e~2¢, si ottiene 4¢ — 6¢ — 13¢ = —3 da cui ¢ = 1/5, quindi si ottiene

1
z(t) = creMt 4 coett 4 gefzt

Derivando, si ha:

2
z(t) = A eMt + e dge™t — 567%.

Si ha percio:

1 2 1
y(t) _ 75 (Cl>\16>\1t + 62)\26)\215 o 367215 +2 (Cle)\lt + c26/\2t + 562t> . 3€2t>
= Lo BRI ( (14 VBT a4 (VBT 1) 0 4663 (P

La soluzione del sistema ¢ quindi:
o(t) = ce 3 VO | o= (3+HVET)E e
y(t) = Le 2 (3+VE1) (_ (1+ V61) eV 4 (VBI — 1) e + 66%(\/5—1)1&)

con c1,cy € R.



CAPITOLO 31

Lezione del giorno martedi 26 gennaio 2010 (1 ora)
Esercizi ricapitolativi - conclusione

Esercizio 31.1. Al variare di a € R, studiare le soluzioni del problema di Cauchy

{x’(t) =t — 22(t),
z(0) = a,

tracciandone un grafico approssimativo. In particolare: dire se esistono valori di a tali che la soluzione sia definita
su tutto l'intervallo (—oo,0]; dire se esistono valori di a tali che la soluzione sia definita su tutto l'intervallo
[0, 4+00).

SVOLGIMENTO. Vale il teorema di esistenza e unicita. Studiamo i punti dove £ = 0. Poniamo:
R:={(t,z(t)) : ©(t) >0} = {(t,z) : t <2?},

tale regione ¢ la regione di crescenza delle soluzioni. Se consideriamo il sistema autonomo:

t=1
T =t— 22

si ha che la regione R ¢ invariante in avanti. Infatti (£,4)( g = (1,0) che punta allinterno di R. Pertanto
una soluzione che vi entri, ivi rimane intrappolata.

Passando al limite nell’espressione di @, si deduce che non possono esservi asintoti orizzontali per x — 4oc0.
Calcoliamo la derivata seconda: ”/ =1 — 2z2’ =1 — 2z(t — 2?) e si ha

yi={(t,x): 2" =0} = {(t,x) : 1 =22t + 223} = {(t,2) : t = 1/(2z) + 2?}.

La curva v, vista come ¢t = t(x) = 1/(2z) + 22, & asintotica a t = 22 per x — +o0, per z — 0F il limite & 00 e
inoltre il ramo di tale curva per > 0 € contenuto in R. La curva interseca l’asse x in — {’/1/72 e come funzione
di = essa ¢ strettamente decrescente per z < 0. Si ha che R? \ 7 & costituito da tre componenti connesse: di
queste, quella contenente ’origine ¢ una regione di convessita per le soluzioni, le altre due di concavita.
Poniamo quindi:

Qo:={(t,x): 2" <0,2>0,t>0}={(t,z): 1—22t+22° <0x>0,¢t>0}
Q1 :={(t,2): 2" >0} = {(t,r): 1 -2zt +22° > 0}
Qo :={(t,x): 2" <0, 2 <0} ={(t,r): 1 —2xt+22° <0, z < 0}.

E’ utile che a questo punto il lettore si faccia un disegno della situazione.

Cerchiamo di capire se qualcuna di queste regioni ¢ invariante. A tal proposito abbiamo bisogno delle normali
interne. Poiché la frontiera di tali regioni ¢ -y che ¢ definita implicitamente da implicitamente da F(¢t,z) = 0
con F(t,z) = 1 — 2zt + 223, la normale in un punto (¢,z) € v ¢ data da n(t,z) = £VF(t,z) = F(2x, 2t — 62?),
dove il segno viene scelto in base al fatto che si desideri la normale entrante o uscente da Qg, Q1, Q2.
Consideriamo la regione (Jg. La normale entrante in ¢y deve avere prima componente positiva. Nei punti di
9Qo, si ha x > 0, pertanto il segno corretto della normale entrante in Qg & (¢, z) = (2,2t — 622).
Consideriamo la regione )2. La normale entrante in ()2 deve avere prima componente negativa. Nei punti di
9Qa, si ha z < 0, pertanto il segno corretto della normale entrante in Qg ¢ fiz(t,z) = (22,2t — 62%) = fg(t, z).
La regione Q7 avra normale entrante data da fy(t,2) = —ng(t,2) = —(2z,2t — 622).
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A questo punto eseguiamo il prodotto scalare 7; - (1, ) nei punti di 0Q;:

1 1
ng - (17j7)t:1/(2z)+z2 =[2x+ (t— $2)(2t — 6$2)]t:1/(2w)+x2 =2+ — <$ + 222 — 61‘2>

2z
1 1 3 1
— 2 b o= >0,
x+2x2+x x 222

. . . . 1

na - (1ax)t=1/(2x)+x2 ="no- (1ax)t=1/(2x)+x2 = 222 > 0.

. . . . 1

f1 - (1, 8)1=1/(20) 422 = —T0 - (1, 2)1=1/(22) 422 = o2 <0.

Quindi le regioni @y e Q2 sono invarianti in avanti, mentre la regione ()1 non lo é. Per vedere se la regione (4
¢ invariante all’indietro, dobbiamo eseguire il prodotto scalare tra la normale entrante a @1 e il campo —(1, 2):

N1 (=1, =2)i—1/(20) 422 = >0,

222
quindi la regione )7 € invariante all’indietro.

Studiamo la prolungabilita delle soluzioni per ¢ < 0. A tal proposito, poniamo y(t) = z(—t). Studiare il
comportamento all’indietro di x(¢) equivale a studiare il comportamento in avanti di y(t). Si ha y = —i(—t) =
—(—t—y*(t)) =t +y2(1).

Per ogni condizione iniziale, esiste & = &(a) tale per cui dato 0 < ¢ < &(a) la soluzione y(t) sia definita per
[t| < €2, cio & possibile grazie al Teorema di Esistenza e Unicita. Studiamo il comportamento per t > £2: si ha
y > €2+ 4? e quindi confrontiamo con Z = 22 + &2, 2(0) = a, la cui soluzione generale &

1 z 1 a a
—arctan — =t + C, C = —arctan —, z(t) = etan (st + arctan 7) .
€ € € € €

Si nota che z(t) ammette asintoto verticale per

7/2 — arctan £

= >0, lim z(t) = +o0,

3 t—t*—

e quindi anche y(¢) ammette asintoto verticale per 0 < t; < t*, percid z(t) ha un asintoto verticale per
t=—t1 <O0.
In definitiva, tutte le soluzioni z(¢) hanno un asintoto verticale nel semipiano {(¢,z) : ¢ < 0} con limite da
destra pari a 400, e quindi non sono prolungabili fino a —ooc.
Studiamo ora il comportamento per ¢ > 0. Una soluzione che parta con condizione a > 0, per ¢t > 0 decresce
fino ad avere il minimo sulla curva t = 22 dove entra nella regione invariante R, ha un flesso quando incontra
il ramo di v contenuto in R e poi cresce a +oo rimanendo entro @)y e in generale questo € il comportamento di
ogni soluzione che entri in R, in particolare tali soluzioni sono definite per tutti i tempi ¢ > 0. Proviamo che
tali traiettorie sono asintotiche a v/¢. Si ha:

T x?

e

t t
Per ¢ sufficientemente grande si ha che @(t) & decrescente perché z(t) si trova nella regione di concavita Qo,
pertanto il membro di sinistra tende a zero, ma allora 22(t)/t deve tendere a 1 e percio x(t) & asintotico a /.
Se una soluzione parte all’interno di Q)2, ovvero con a < — m vi rimane per ogni t > 0, in particolare & sempre
strettamente decrescente e per l'invarianza in avanti di tale regione non puo entrare in R. Non potendovi essere
asintoti orizzontali, essa decresce a —oo, ci0 accade anche se una soluzione decresce fino ad entrare in @)o: a
quel punto decresce a —oo. Mostriamo che le soluzioni che partono nella regione Q2 hanno un asintoto verticale
per t > 0. Studiamo ora la soluzione nell’intervallo 0 < ¢t < 1. Si ha # < 1 — 22, e procediamo per confronto
con 2 = 1 — 22, 2(0) = a. Verifichiamo la presenza di asintoti verticali per t = t* < 1 con condizioni iniziali

opportune: Si ha:
1 1 1 1 1 1 1—=2
S det = | ——de=-1
/1—z2 2/1—z SRESY R Og‘1+z

quindi in forma implicita:

1 142
=1 =t+C.
2 %% ‘ )
Per z — to0 si ottiene t + C' — 0 e quindi t* = —C. Sostituendo le condizioni iniziali, si ottiene:
1 1+4+a
C=z1
2 ®|1—a
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e quindi dobbiamo risolvere
1+a
1—a

1
0<—=-1
< 5 og‘

ossia

<2

l1—-a
0 < log ’ Tra
Poiché |1 —a| > |1 + a| se a < 0, si ha che la prima disuguaglianza ¢ sempre soddisfatta. Per quanto riguarda
la seconda, ¢ sicuramente soddisfatta per |a| sufficientemente grande, a < 0, perché 'argomento del logaritmo
tende a 1 se a — —oo. Quindi esiste a* < 0 tale che se a < a* la disuguaglianza & soddisfatta. Quindi per
a < a* le soluzioni ammettono asintoto verticale a —oo per 0 < t* < 1. Se x(¢) € una soluzione massimale che
entra all’istante ¢y > 0 nella regione ()5, il suo limite verso I’estremo superiore dell’intervallo di definizione I &
—00, pertanto esiste t; > tg, t1 € I tale che z(tg) = b < a*. Poniamo v(t) = x(t — tg) e studiamo la soluzione
x(t) per tg < t < tg+ 1 esattamente come prima. Otteniamo ancora un asintoto verticale.
Proviamo ora che esiste un’unica soluzione strettamente decrescente definita per ogni ¢ > 0 che separa il
comportamento tra le soluzioni definite per ogni ¢ > 0 e quelle che decrescono a —oo in tempo finito. Tale
soluzione risultera anche convessa e strettamente decrescente in tutto il suo intervallo di definizione. Osserviamo
che per il teorema di esistenza e unicita se a1 < as < 0, e le soluzioni corrispondenti sono x1(t) e z2(t), allora
si deve avere x1(t) < x2(t) per ogni t > 0 dove le due soluzioni sono entrambe definite. Definiamo i seguenti
insiemi:
A:={a €R: esistet, >0 tale che t, = z%(a,t4)}

B = {a € R: esiste t, > 0 tale che t, = +2%(a,t,), o(a,ty) < O} ,

2x(a,ty)
ove z(a,t) & la soluzione corrispondente alla condizione iniziale a valutata al tempo ¢. Poiché A D [0, +oo[ e
B D] — 00,a*] tali insiemi sono non vuoti. Inoltre si ha AN B = () quindi A ¢ inferiormente limitato e B &
superiormente limitato, pertanto esistono finiti a™ = inf A < 0 e a” = sup B > —1. Proviamo che at ¢ A.
Supponiamo per assurdo che at € A e sia Z(t) la soluzione corrispondente. Allora esiste £ > 0 tale che t = z2(?),
inoltre, poiché @ < 0 si ha in realta Z(f) = —v/#. Consideriamo la soluzione del problema & = t—2, z(to) = —V/t.
Per 'invarianza delle regioni R e @ tale soluzione deve essere definita in [0, #] e contenuta all’interno della regione
dove & < 0, pertanto si deve avere che tale soluzione in ¢ & minore di Z(t) = —V/t, pertanto in 0 essa & minore di
a™, contrariamente alla definizione di o™. In modo analogo si prova che a~ ¢ B. Le soluzioni corrispondenti a
dati iniziali [a~, @] non entrano né in A, né in B quindi hanno le proprieta richieste.

Proviamo che a~ = a™. Supponiamo siano diversi e siano a~ < a; < as < a™. Si ha allora

d 2 2

%(x(al,t) — z(ag,t)) = z%(a1,t) — z°(az,t) >0

pertanto la distanza tra le soluzioni relative ai dati iniziali a; e as deve aumentare dal valore iniziale a; —as > 0.
Tuttavia esse sono comprese tra le curve di equazione t = 2% e t = 1/(22) + 2?2 che sono tra loro asintotiche.
Cid ¢ assurdo e quindi a~ = at = a. Le proprieta di questa curva discendono dal fatto che essa non entra mai
nelle regioni R e @. In figura presentiamo l’andamento di alcune soluzioni e le curve che delimitano le regioni
invarianti. Curiosita: la condizione iniziale @ corrispondente alla soluzione asintotica a —+/f per t — o0,
determinata in modo simbolico, corrisponde a

_ _3131(2/3)

~ —0, 729011
T(1/3) 0,729011,

+oo
dove I'(z) = / t*~L et dt & la funzione Gamma di Eulero.
0

Esercizio 31.2. Si utilizzi il metodo di separazione delle variabili per risolvere la seguente equazione alle
derivate parziali:
—60wu(t, x) + 40,5u(t, x) + 3u =0, (t,x) €]0, +00[x[0, 7],
Ozt (t,0) = Opuy(t,m) =0
u(0,x) = z(r — x).
SVOLGIMENTO. Cerchiamo soluzioni elementari non nulle nella forma w(t,z) = U(t)X(z). Sostituendo
nell’equazione di partenza si ottiene:

—6U (t,z) +4U (1) X (z) + 3U (1) X (z) = 0
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FIGURA 1. Lo studio di & =t — 22, 2(0) = a, a € R

e dividendo per U(t) X (x) si ottiene che esiste A € R per cui:

_ —6U(t,2) +3U(t) _ 4X(z)
U(t) C X(x)
Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:

4X(z) = AX(z) =0
—6U(t) + (3+ N U(t) = 0.

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

Studiamo l'equazione per X, il cui polinomio caratteristico & 442 — A = 0, di discriminante A = 16\. Se

A > 0, 'equazione caratteristica ammette soluzioni py = ﬁ/ 2, po = —p1. La soluzione generale dell’equazione
e ey, c0,2) = 1" + cget2®. Derivando, si ottiene %@(01,62@) = ci1p1eM?® + copger2® . Sostituendo le
condizioni al contorno X(O) = d%fb(cl, ¢2,0) = 0, si ottiene c¢1uq + copo = 0, sostituendo si ha %@(cl,czm) =

crp1(ef1® — et2®) e poiché py # pe, Punica soluzione & quella nulla ¢; = ¢2 = 0 non accettabile.

Se A = 0, 'equazione in X (z) ammette soluzione X () = ¢o + c12, sostituendo le condizioni iniziali e finale si
ottiene ¢; = 0, quindi si ha la soluzione accettabile Xo(z) = ¢g relativa a A = 0.

Se A < 0, l'equazione in X (z), posto w = \/WQ, ammette soluzione X (z) = ¢; coswzx + co sinwzx. Derivando, si
ha X () = w(—e¢1 sinwz + ¢; coswz). Valutando in 0 si ottiene ¢, = 0, e valutando in 7 si ottiene w = n € Z.
Sostituendo nella definizione di w e ricordando che A < 0, si ha che A deve essere della forma —4n?2.

Pertanto i valori accettabili di A sono A\g = 0 cui corrisponde la soluzione Xo(z) = ¢y e \,, = —4n?, n € N\ {0}
cui corrisponde la soluzione X, (z) = ¢, cosnx.

L’equazione in U per tali valori di A, ha soluzione
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Posto a,, = ¢,dy,, costruiamo una soluzione elementare moltiplicando U, (t) X, (z), si ha:
3—4n?

un(t, ) = ane” ¢ 'cosna.

Cerchiamo di coprire il dato iniziale sovrapponendo infinite soluzioni elementari:
oo
w(0,2) =x(r —x) =ag + Z ap, COSNE
n=1
Pertanto si ha che i coefficienti a;, j > 1 sono i coefficienti di Fourier della funzione (7 — z) definita su [0, 7],
prolungata per paritd su [—m, 7 e per 2m-periodicita a tutto R. Il coefficiente ay & meta del coefficiente di ordine

0.
12 2
ag = 77/ z(m—z)dx = T
2 or 6
2 (7 2(1 -n"
apn, = f/ 7(x — 2?) cosnx dr = —LQH.
™ Jo n
Solo i coefficienti di ordine pari sono non nulli, e agx = —1/k?, k € N\ {0}. Si ottiene quindi la soluzione

oo  3-—16k2 "
6

2
w2 e 2 Xew ot
u(t,z) = get/z - Z T cos(2kz) = et/? (6 - Z e cos(2kz) | .

k=1 k=1

Il termine generale della serie ¢ in modulo maggiorato da 1/k?, questo porge la convergenza totale della serie.






CAPITOLO 32

Miscellanea di Esercizi supplementari

Esercizio 32.1 (Integrali dipendenti da parametro).

(1) Studiare le seguenti funzioni (dominio, continuita, derivabilita)
27

(a) F(x):/ e

zSInt
t

0
[T log(1 + xt)
(b) G(m)—/o —re dt, x € R

(2) Calcolare le derivate parziali prime della funzione
F(z,y) = / e~ (@=D* gt
y

(3) Dimostrare, mediante derivazione sotto il segno di integrale, che la funzione:

27
F(ﬂc):/0 e*sinY dy

dt, z € R

ha un minimo relativo in x = 0.
(4) Mediante derivazione rispetto a y, calcolare I'integrale

Y log(1 + zy)
Fly)= | -T2
(y) /0 e dax

(5) Verificare, mediante derivazione sotto il segno di integrale, che la funzione

F(x) z/ e dt — g
0

ha un massimo relativo per = 0.
(6) Applicando la regola di derivazione sotto il segno di integrale, dimostrare che la funzione

Fla) = /O? Sin(yxy) dy

e costante per x > 0
Esercizio 32.2. Si determini il dominio della seguente funzione f : R? — R:
f(z,y) = arcsin(zy).
Si studi continuita e differeziabilita di f e si scriva il differenziale di f nei punti laddove esso esiste.

Esercizio 32.3 (funzione implicita, studio qualitativo). Studiare le curve implicitamente definite da:
(1) (22 + 9% + 12az + 9a?)? = 4a(2x + 3a)3, al variare di a > 0.
(2) y* — 2* + ay?® + b2z? = 0 al variare di a,b € R

Esercizio 32.4 (massimi e minimi liberi e vincolati).

(1) Si mostri che la seguente funzione:
f(x,y) = log (arctan (e(r2+y4)3) + 1)

ha un minimo relativo in (0, 0).
(2) Mostrare che la funzione f(z,y) = 1/x + 1/y ammette estremi assoluti sull'insieme E, = {(z,y) €
R%: 1/22 +1/y?> =1/a% 2 # 0,y # 0} con a > 0.
(3) Determinare gli estremi della funzione f(x,y,2) = 22 4+ y? + 22 sotto la condizione x +y + z + 1 = 0.
(4) Si determinino gli estremi di f(z,y,2) = (z +y + 2)? sotto la condizione z2 + 2y? + 32% = 1.
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(5) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(z,vy,2) = 22 + cos(y), sull’insieme
C={(z,y,2) e R3: 22 + ¢* +e’ < 10}.

(6) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(z,y,z) = yv'1+ 22 sull’insieme
C={(z,y,2) e R?: 2% — 20+ y* + 22 < 3}.

(7) Si studino i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f(z,y,z) = (1 + 2%)e
C={(r,y,2) e R3: 22 + y* — 2y? + 22 < 0}.

(8) Quanti sono i punti di minimo relativo di f(z,y) = cos?(z) + y> — 3y? appartenenti all’insieme Q =
{(z,y) €eR?: — <z < 2m, |y| < 3m}?

(9) Si studino, al variare di @ € R i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f,(z,y,z) =
T+ ax? — cos(y) + z%e® sull’insieme C' = {(z,y,2) ER3: 0< o <2, 7 <y<m—-1<2<1}.

(10) Si studino, al variare di a € R i punti di massimo e minimo vincolato per la funzione f,(z,y,z) =

ercos(+y” 4 gin?(z) sull'insieme C = {(z,y,2) € R®: |y| < 1}.

2 ..
#" sull’insieme

Esercizio 32.5 (integrali multipli).

(1) Calcolare I'integrale doppio [ [, \/x? + y? dx dy esteso al dominio D dove D ¢ la semicorona circolare
di ordinate non negative che ha centro nell’origine e raggi 2 e 3

(2) Calcolare I'integrale doppio [ [ D ﬁ dx dy dove D e il triangolo che ha per lati le rette di equazioni
y=z,y=-—-c,x=1

(3) Calcolare il seguente integrale doppio esteso a D = {(z,y) eR?: 0 <2 <1,0<y < 1}:

// Y dzdy
pl+twy

(4) Calcolare il seguente integrale doppio esteso a D = B((0,0),3) \ B((0,0),2) n{y > 0}:

// V2 + y2dxdy
D

(5) Calcolare il seguente integrale doppio esteso a D = B((1,0),1) \ B((0,0),1) n{y > 0}:

// z? +y? dady
D

(6) Calcolare il seguente integrale doppio:

// xsin|y — 2z| dx dy
D

essendo D il triangolo avente i vertici nei punti (0,0), (1,0), (0,1)
(7) Sia D il quadrato 0 < z <1, 0 <y < 1. Calcolare I'integrale:

1
/ dxdy
pT+Y

(8) Calcolare l'integrale:

1
—  _dxd
/Rz I+a)(1+y2) Y

(9) Calcolare il seguete integrale triplo:

///z\/l—dexdydz7
T

dove T e il cilindro circolare retto di altezza 1 che ha per asse ’asse z e per base il cerchio di raggio 1
centrato nell’origin.
(10) Calcolare il seguente integrale triplo:

///ngd:cdydz,
T

dove T ¢ il solido contenuto nel primo ottante e limitato dalle superfici di equazioni y = 4x2 + 922 e
y=1
(11) Calcolare il seguente integrale triplo:

///e<x2+y2+zz)3/2dxdydz,
T

dove T & il dominio 4z2 + y? + 22 < r2.
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(12) Calcolare il seguente integrale triplo:

///T(x2+y2)dxdydz,

dove T ¢ il cono circolare retto con vertice nell’origine, per asse l'asse z e per direttrice il cerchio di
raggio r situato sul piano z = h.
(13) Calcolare il momento di inerzia di un cerchio sia rispetto ad un diametro sia rispetto al suo centro.
(14) Sia:
D:={(x,2) €ER*: 2+ 22 <2, 2° + (2 —1)* > 1, 2 > 0}
Trovare 'area di D. Determinare la prima coordinata del baricentro di
Dt :={(z,2) € D: x>0}

Determinare il volume del solido S generato da D mediante una rotazione completa attorno all’asse z.
(15) Sia I =[0,1], o € R. Definiamo f, : I x I — R mediante:

0 sex =1y

fa($7y) = { |1;—1y‘a se 7é y

Dire per quali « la funzione f, € integrabile su I x I. Per questi valori di «, calcolare

fa(z,y)dxdy
IxI

(16) Sia D := {(z,y) € R2: (z 4 y)% < e~ @7}, Calcolare:

I:/ e~ (@=v)? dxdy
D

(17) Calcolare I'area della porzione di superficie di equazione z = arcsinx che si proietta ortogonalmente
sul piano (z,y) nel dominio D limitato dalla curva di equazione y? = 2(1 — 2?)

(18) Calcolare 'area di quella parte della superficie conica di equazione: 22 + y? — 22 = 0 che & contenuta
nel tetraedrox >0,y >0,2>0, x+y+2<1

Esercizio 32.6 (Stokes). Calcolare i seguenti integrali:
/SF-nda7 F = (zz,2y,yz)
dove S :=0{(z,y,2) ER3: >0,y >0,2> 0,2 +y+2 < 1};
/Cfda, f(z,y,2) = (z+1)\/m+m3+y2

dove C := {(z,y,2) €R3: 22 + 32 =22, 0< 2 < 1}
Esercizio 32.7. Sia « > 0 e si consideri la funzione:

|sin(zy) — xy|®

fla,y) =
0 se (z,y) = (0,0).
Determinare i valori di « per cui f & continua in (0,0).

SVOLGIMENTO. Determiniamo 'ordine di infinitesimo di sin(zy) — zy nel modo seguente: cerchiamo 8 > 0
che renda finito e non nullo il limite

. sin(s) —s
;LH(I) sP
Applicando due volte la regola de I’'Hopital si ha
. sin(s) —s .. cos(s)—1 — sin(s)
ili% s N ilg%) BsP-1 lli% B(B —1)sb-2’

e tale limite ¢ finito e non nullo solo se 3 — 2 = 1, ovvero 3 = 3. In tal caso si ha:

sin(s) —s 1

5—0 g3 6"
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Osserviamo che i valori o < 0 non risolvono il problema, infatti se o < 0 si ha per (x,y) — 0

| sin(zy) — zy|” 1
(22 +12)3 = (224 y2)3
e 'ultimo termine diverge.
Sia quindi a > 0:
3
lim  f(z,y) = lim ('Sm(wy) - xy|>a ]S T TR
(@,9)—(0,0)" " (,4)—(0,0) lzyl3 (2 +92)% 6% | (z.9)—0,0) 2% +y?
(,9)#(0,0) (,9)#(0,0) (,9)#(0,0)

Studiamo il limite tra parentesi tonde. Si ha |zy| < 1 (22 + y?), pertanto

lzy|”
OS l‘2+ 2
Y

Se a > 1, il termine di destra ¢ infinitesimo e si ha:

1 _
S 27(.%2 +y2)a 1.

|lwy|* . :
=0, da cui lim z,y) = 0= f(0,0),
(2,y)—(0,0) 22 + y? (2,5)—(0,0) f@) £0,0)
(z,y)#(0,0) (z,y)#(0,0)
e dunque se a > 1 si ha che f & continua. Supponiamo ora « < 1 e poniamo y = mx. Si ha
zy|*_ m|* |af?*

x2 + y2 m?2 +1 2 )

se a < 1 il limite per z — 0 & 400, altrimenti se a = 1 & |m|/(m? + 1) quindi dipendente da m. In ambo i casi
si ottiene che f non & continua. Quindi f e continua se e solo se a > 1.

Per studiare il limite ¢ possibile anche passare in coordinate polari:

[eY 2 o3 [eY
“’ij| _ : |p SIHOC089| _ lim i 2&72|Sin29‘a
22 L 2 = L 9af :
(z,y)—(0,0) T Yy p—0 P p—0
(z,y)#(0,0) x=p cos 6 r=pcosf
y=psin O y=psin 0

e il limite & nullo solo se @ > 1, non esiste (dipende da 6) per a = 1, e vale +00 per o < 1.
Esercizio 32.8. Sia f:R? — R la funzione definita da f(z,y) = (2 + yQ)e_yQ7 e sia
C={(z,y) eR*:y>+/1—2a2per |z|<1ley>|z|]—1per|z|>1}.

Calcolare, se esistono, i limiti

lim  f(z,y), lim  f(z,y).
|(@.y)|—o0 |(@,y)| =00
(z,y)eC

Determinare i punti di massimo e minimo vincolato per f su C.

SVOLGIMENTO. Calcoliamo il limite di f lungo gli assi:

lim  f(z,y) = lim 2% = +oo, lim f(z,y) = lim y2e*y2 =0.
‘(Ly)‘o_)oo || —o0 [(z,y)|—o00 ly|—o0
y= =

Tali limiti sono diversi tra loro, quindi il limite ( li)rln f(x,y) non esiste.
x,y)|—0o0

Siha0< f(z,y) < (1+y*)e ¥ per|z| <1ese|z|>1,sihache (z,y) € C se y— 1> |z| ossia (y — 1)2 > z2.
Pertanto se (z,y) € C e |z| > 1 vale 0 < f(z,y) < ((y — 1) + y2)e ¥".
Quindi in generale se (z,y) € C si ha

0< fley) <497 + (=1 +v7)e
Si ha che |(z,y)| — oo con (z,y) € C implica y — +o00, e quindi 'ultimo termine tende a 0:

lim f(z,y)=0.
|(@,y)|—o0
(z,y)eC
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Studiamo i massimi e i minimi di f. Si ha f(z,y) > 0 e il limite di f per |(z,y)| — oo con (z,y) € C & nullo.
Questo esclude la presenza di minimi assoluti. Si ha

0, f(w,y) = 2we™""
{%f(w,y) = 2ye " (1 — 2% — y?)
Siha 0, f(x,y) = 0y f(z,y) = 0 per (z,y) = (0,0) ¢ C, (z,y) = (0,%£1). Pertanto i massimi e i minimi vincolati
si trovano eventualmente sulla frontiera di C. La frontiera di C' ¢ parametrizzata da:
~1(0) = (cos 8,sin ), 6 € [0, 7]
Yolt) = (t,t — 1), ¢t > 1
v3(t) = (—t,t —1),t>1

)

Si ha f(11(9)) = e*Sinze, i cui massimi sono per § = 0,7 e il minimo & per § = 7/2, da cui f(£1,0) =1e
f(0,1) =1/e. Si ha f(0,y) = y2e~¥" & decrescente per y > 1, quindi (0,1) non & né di massimo, né di minimo
per f su C.

Siha f(12(t) = f(13(t)) = (2 + (t — 1)2)e~ (=D’ 1a cui derivata &

& ot = o ors(t) = ~2te" V" (21 a1 4 1)

che si annulla per ¢t = 0 (ma ¥2(0),7v3(0) ¢ C), per t = t; := (2 —/2)/2 < 1, (ma ¥2(t1),73(t1) ¢ C) e per
t =ty := (2++/2)/2. Le funzioni foys(t) e foys(t) sono crescenti in un intorno destro di 1, pertanto (0, +1) non
¢ né di massimo, né di minimo per f su C. Si ha vo(t2) = ((2 +v/2)/2,v2/2) e v3(t2) = (—(2 +v2)/2,v2/2).
Proviamo che tali punti sono di massimo relativo e assoluto per la funzione f e il valore del massimo ¢ M :=
F(£(2+v2)/2,v2/2) = (2 +/2)//e: infatti dato (z,y) € C si ha |z| <y — 1 da cui:

Fay) < ((y=1* +yP)e™,
pertanto i punti di massimo sul bordo sono punti di massimo in C.

Esercizio 32.9. Si calcoli il limite: s
lim %,
a——+oco
dove

2 1
Iaz// L dwdy, Oazz{(:ay)eR?:lgxga,gyﬁx}.
Co Y v

SVOLGIMENTO. Si ha:

@ z .2 a 1 a 4 27«
Ia:/ / x—gdy dz:/ xQ(x)dm/(:c?’x)dz{xx}
1 1/z Y 1 T 1 4 2],
1
5

I 1
Pertanto lim % = —.
a—+o0o (¢ 4

Esercizio 32.10. Si consideri la funzione F : R? — R di classe C*:
F(z,y) = v — 2xy? + cos(zy) — 2.

Si mostri che la relazione F(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione ¢ :] — §,0[—]1 — 0,1 + o[ in un
intorno del punto (0,1). Si calcoli la derivata ¢’(0) e si dica infine se ¢ & estendibile a tutto R.

SVOLGIMENTO. Verifichiamo le ipotesi del Teorema di Dini della Funzione Implicita. Si ha F(0,1) = 0.
Calcoliamo:
Oy F (x,y) = 3y — dzy — xsin(xy).
Siha 9y F(0,1) = 3 # 0, quindi il Teorema di Dini assicura l’esistenza di una funzione ¢ che soddisfi le condizioni
dell’enunciato. Calcoliamo ora:
0. F(2,y) = 2y* — ysin(xy).

La derivata richiesta ¢ data da:
0. F(0,1) 2

AO="5 0 T F
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Per quanto riguarda il problema dell’estendibilita osserviamo che:

(1) Sia z € R\] — 4, [ fissato e consideriamo la funzione
y — > — 2xy® + cos(zy) — 2 := g.(y).
Per ogni = € R\] — 4, [, la funzione g,(y) & continua da R in R, inoltre

lim g,(y) = +o0, lim g,(y) = —oc0
y—+o00 Yy——00

Per il Teorema di esistenza degli zeri, esiste almeno un punto y, (non necessariamente unico) tale per
cui g.(y.) = 0, pertanto & sempre possibile selezionare una funzione x +— y, che estenda ¢. Si noti
che 'estensione cosi costruita potrebbe non avere alcuna proprieta di continuita o differenziabilita.

Esercizio 32.11. Si consideri nel piano (y, z) la regione compresa tra lasse z = 1 e la curva di equazione
z=+y—2con 3 <y<6.

a) Si calcoli il baricentro di D.
b) Si determini il volume del solido ottenuto ruotando D attorno all’asse delle z.

SVOLGIMENTO. Denominata con S tale regione, si ha che
S={(y,2): 1<z<y—2,3<y<6}.
a) L’area della regione S é:
4
1 2
M := / Vy—2-1) dy—/(\/i—l)d [t3/2] 302 45
) 3 33

Indicato con G = (G, G,) il baricentro:

. g (6 [VI2 3 /6 27
Gz*M/Zdde**// ZdZdy*TO/S(( 72)71)dy 20

3 6
Gy = M/ydde— // ydzdy:g/ y(Vy—2-1)dy
3

3 326
2=t == [ 2(*+2)t*dt =
w-2=0)=2 [ ora= 22

b) Per il Teorema di Guldino, si ha V = 271G, M = %2x
Esercizio 32.12. Si determini I'area della parte di superficie conica:
S={(,y,2): z=1- Va2 +y%2 >0,y >v2/2}.

SVOLGIMENTO. Siha z > 0seesolosex?+y? < 1,dacuiy < 1. Sihaallora2/2 <y <lelz| </1—12.
Essendo la superficie un grafico z = f(x,y) 'elemento di superficie &

2
wy(z,y) = V1+[Vf(z,y)]? = 4|1+ z )zx/i

L’area vale pertanto:

1 /2
/ / \[dmdy—%f \/1—y2dy:2\/§/ V1 —sin?6cosf do
v2/2 /4

V2/2
/2
_zf/ cos?0df = 2v/2 Md&:ﬂ/ (cos(20) + 1) d6
/4

/4 2
V2 V2 V2
_Tw—i—T 7r/2(:05,2'(1lz—T(7r—2).

Esercizio 32.13. Date la superficie S = {(z,y,2) : © = scost,y =t,z = ssint, t € (0,7), s € (1,2)} e la
funzione f: R® — R, f(x,y,2) = yz, si calcoli I'integrale

[ 1ia
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SVOLGIMENTO. Posto ¢(t,s) = (scost,t, ssint), calcoliamo la matrice Jacobiana della parametrizzazione:

—ssint  cost
Jacp = 1 0
scost sint

Per la regola di Binet, per trovare 1’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti i minori
di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

_ o [ —ssint cost o [ —ssint cost 2 1 0
w2(8t(‘0’85(‘0)_\/det ( 1 0 )—l—det ( scost sint )—i—det (scost sint

=1/1+4 52

Pertanto l'integrale richiesto vale:

/Sfdoz/ (/ fol(t,s)wa (O, Osp) )
1
2

™ 4
:/ (/ tssmt\/1—|—82ds> dt = / tsintdt~/ V1+wdw
0 1

1

g(5\/5— 2V2).

Esercizio 32.14. Sia D = {(u,v) € R? : u? +v? < 1} e sia S C R? la superficie parametrizzata da
0:D—R3 pu,v) = (u+v,u—uv,u?+0?). Calcolare I'integrale di superficie

/(gc2 + V1 + 2z do.
S

SVOLGIMENTO. Calcoliamo la matrice Jacobiana della parametrizzazione:

1 1
Jacp = 1 -1
2u  2v

Per la regola di Binet, per trovare ’elemento di superficie 2-dimensionale dobbiamo considerare tutti i minori
di ordine 2, e sommarne i quadrati dei determinanti estraendo la radice.

1 1 11 -1
w2 (Oup, 0vp) = \/det2 ( 1 -1 ) + det” < 2u 2v ) + det” ( 2u 2 )
= VAT (20— 202+ 2v+ 2u)? =21+ u2 1 02

Pertanto I'integrale richiesto vale:
/ ((u + )% + (u — v)2> V14 2(u? +v2)2v/1 + u? 4+ 02 dudv
D

:4/(u2+v2)\/1+2(u2+v2) V1 + (u2 +v?) dudv
D
2m 1
:4/ / 0214202 /1 + p2pdpdh
(w = p? —47r/ wy/ (1 4+ 2w)(1 + w) dw

:47r/ wy/ 2w? 4+ 3w + 1 dw
0

= 47 (44 + 132V6 — 9v21og(3 + 2v/2) + 9v21og(7 + 4V/3)),
dove si & sfruttato il fatto che una primitiva di v/s? + 1 ¢ data da 1/2(y/1 + y? + log(z + V1 + 22)).

Esercizio 32.15. Per ogni a > 0 si consideri in R? la superficie S, di equazioni parametriche:

©(0,y) = (Vy? + a?cos,y,\/y* + a®sinb), 0 € 0,27, ly| <1,

e il campo vettoriale F : R® — R3 definito da ﬁ(a:,y, 2) = (2%, y/2,1).
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(1) Si calcolino divergenza e rotore di F.
(2) Si utilizzi il teorema di Stokes per calcolare la circuitazione di F' lungo la circonferenza di raggio
V1 + a2, centrata nell’origine e appartenente al piano y = 1 parametrizzata da

v(0) = (va? + 1cosf,1,v/a? + 1sin ), 0 € [0, 27].

Si dica se il campo F & conservativo.

(3) Si scriva la matrice Jacobiana di ¢, si ricavi da essa ’elemento di superficie 2-dimensionale relativo
alla parametrizzazione ¢. Si utilizzi il risultato per calcolare I’area di S, nel caso a = 0.

(4) Per a > 0, si calcoli il versore normale indotto dalla parametrizzazione nel punto (a,0,0).

(5) Si calcoli il flusso di F' attraverso la superficie S, orientata secondo l'orientamento indotto dalla
parametrizzazione.
SVOLGIMENTO. Poniamo ¢(6,y) = (@1, @2, @3) e F = (Fy, Fy, Fy).
(1) Siha
divﬁ(ac,y7 z) = 0,1 + 0yF> + 0.F3 =22+ 1/2,
N €1 8;C 332
rotF =det | & 9, y/2 | =(0,-1,0).
53 (‘L xT

(2) dal teorema di Stokes, la circuitazione ¢ il flusso del rotore attraverso la superficie D = {(z,1, 2) :
22 + 2% < (14 a?)} con normale (0, —1,0), infatti la normale (0, —1,0) su D induce per la regola della
mano destra 'orientamento richiesto su . Il flusso e:

/ rot F - fivdo = / do = Area(D) = 7(1 4 a?).
D D

Verifichiamo il risultato:

2m
/ﬁd’y:/ F(Va?+1cos0,1,v/a2 + 1sinf) - (—v/a2 + 1sin6,0, Va2 + 1 cos 0) db
v 0

2m
= / ( — (a® +1)*? cos? Osin 0 + (a® + 1) cos? 9) df = n(1 + a?)
0

Quindi la circuitazione non ¢ nulla, pertanto F' non ¢ conservativo.
(3) La matrice Jacobiana ¢

_ 2 2 o y cos 0
VYy? +a?sinf W
Jacp(0,y) = 0 1
2 2 y sin 6
Vy?+a?cosb Jira

Per la formula di Binet, ’elemento d’area e:

wy = \/ det® By + det’ By + det” By

dove
—V2 +aZsing sl
B = ( Y Vyitar | det?B; = (y* + a2) sin? 0.
0 1
—v/y? + a?siné 7L2()592
b= \/Wcose yysijl—g J det”Bs = y?,
Y Ve
B3 = ( \/2702 9 ysilne det?’Bs = (y* + a*) cos® 0
- Yy + a“ cos \/% ) - :
y=ta
da cui wy = /2y + a2. Nel caso a = 0 si ha che 'elemento d’area & wy = /2]y|. L’area di Sy ¢ data

da
2r 1 1 1
/ daz/ / wgdﬁdy:%r/ \/§|y|dy:477\/§/ ydy = 2mV/2.
Sa o Ja1 -1 0
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(4) Una base dello spazio tangente & data dalle colonne della matrice Jacobiana di . In particolare,
nel punto (a,0,0) = ¢(0,0) si ha (0,a,0) e (0,0,a). La normale deve essere ortogonale a questi due
vettori, e avere norma uno, per cui ¢ della forma (41,0,0). Verifichiamo quale di questi due ¢ la
normale indotta dalla parametrizzazione:

+1 0 0
det 0 0 a =|=7Fd
0 a O

Il determinante deve essere positivo, per cui la normale indotta nel punto (a,0,0) ¢ (—1,0,0).
(5) Il flusso richiesto vale:

. 2 2 ol y cos 6
) S Fiop \y? 4+ a?sinf Vet
@(Sa,F)z/ / det | Fooop 0 1 dy df
R F30p /y?2+a?cosb \;Li
y

2 2 2 _ 2 2 o y cos 6
(y* +a*)cos* 0 —+/y?+ a?sinb Vit

27 1

:/ / det y/2 0 1 dy do
0 -1 2 1 . 2 2 ysin 6

Vy?+1lcosf®  /y?+ a?cosb Ve

o 1 —+/y? + a?sin 6 %

[ cumaet | s i | dyaos
0 -1 Yy +a COSG \/ﬁ

or 1 24 .2 20 _. /24 2
+/ / (—1)det (y* +a*)cos®0 —y/y?+ a?sinb dy df

o J_1 Vy?2+1cosf  \/y?+a2cosh

27 1 1 2
:/ / y2/2dyd9+/ / ((y2+a2)3/2 cos®  + (y? +a2)sin9(:os€) dé dy
0o J-1 -1Jo

2
= .

3
Nell’ultimo passaggio e sfruttato il fatto che:

27 1 27 1 4T
/ cosfsinf df = f/ sin(20) df = f/ sinw dw = 0.
0 2Jo 4 Jo

27 3m/2 37/2
/ cos® 0 dh = / cos® 0 dh = / (1 —sin” @) cos @ df
0 /2 —m/2

/2 3/27
= / (1 —sin? @) cos O db + / (1 —sin®#) cosfd
—m/2 m/2

:/1(1—w2)dw—|—/11(1—w2)dw:0.

-1

Esercizio 32.16. Nel piano = = 0, si consideri la curva y(y) = y*(1 — y?) + 1 per t € [0,a] dove o =
\/ (1 ++/5)/2 e la superficie S ottenuta ruotando + attorno all’asse z e orientata in modo che nel punto (0,0, 1)

il versore normale sia diretto verso I’alto. Si definisca inoltre il campo vettoriale F:R3—R3
ﬁ($aya Z) - (€4y’x - an Z)

) Si calcolino la divergenza e il rotore di .

) Si tracci il grafico di 7.

) Si scriva una parametrizzazione di S e si determini il relativo elemento di superficie 2-dimensionale.

) Si calcoli il flusso di F attraverso S.

) Si dica se F & conservativo. In caso negativo, si esibisca un circuito 4 dove la circuitazione di F sia
non nulla (sugg. si utilizzi il teorema di Stokes applicato ad un’opportuna superficie giacente nel piano
z =0, il cui bordo sara il circuito desiderato).

SVOLGIMENTO. Poniamo F = (Fy, Fy, F).
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Si ha:
div F(x,y,2) = 0u F) + 8, Fy + 0. F3 = 1,
. 51 835 64y
rotFF =det | & 0, x—a2 | =(0,0,1— 2z —4e").
53 az z

Si ha v(0) =1 e y(a) = 0. Per quanto riguarda le derivate, si ha

Y(y) =2y(1 — y?) + y*(—2y) = 2y — 4y° = 2y(1 — 2¢%),

e tale derivata si annulla per y € [0,a] nei punti y = 0 e y = g, e strettamente positiva per
0<y< % e strettamente negativa per % < y < «. La funzione ha un minimo relativo in 0, che

vale 1, un massimo assoluto in v/2/2 che vale 5/4 e un minimo assoluto in y = a che vale 0. Si ha poi
4(y) = 2 — 12y?, pertanto la funzione & convessa per 0 < y < 1/v/6 e concava per 1/v/6 <y < a.
La superficie S puo essere parametrizzata nel modo seguente:

w(p,0) = (pcosh, psinb, p*(1 — p*) + 1),

La matrice Jacobiana della parametrizzazione e:

cosf psin @
Jacp(p,0) = sin ¢ pcosf
2p — 4p3 0

Per la formula di Binet, ’elemento d’area e:

Wo = \/det231 + det232 + det233

dove
= (5 by )
By = ( 2pciszp3 ps(i)n@ ) ’ det>By = p2(2p — 45%)2 sin2 6,
bs = ( 2psi_an3 p0889 ) ’ det® By = p?(2p — 4p°)? cos? 6.
da cui

wy = /P2 + p2(2p — 4p)% = py/1 4+ 4p> + 16p5 — 16p*.
Definiamo la superficie ¥ = {(z,y,0) : 2% + y? < &?} con normale 7 = (0,0, —1). La superficie L U S
racchiude un solido €2, inoltre le normali definite su S e ¥ sono uscenti rispetto a 2. Per il teorema
della divergenza si ha:

/ div F dzdydz = ®(S, F) + ®(3, F).
Q
Osserviamo che su ¥ si ha ﬁ(x, y,0) - (0,0,—1) = 0, quindi
@(z,ﬁ):/ﬁ.ﬁda:o,
b

inoltre:

/ div F dedydz = / dzxdydz = Volume(Q).
Q Q

Si ha che ) e parametrizzato in coordinate cilindriche da:

¥(p,0,2) = (pcost, psinb, z),

con0<p<ael<z<p?(l—p?),equindi 'elemento di volume, ovvero il determinante Jacobiano
della parametrizzazione, € p. Il volume di €2 & pertanto:

2 pa pp?(1—p?)+1 a o2 ol ab
/ / / pdzdpd@:?W/ (P*(1 = p®) + Dpdp =2 (+—>,
0 o Jo 0 2 4 6
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e si ha che tale valore coincide con il flusso richiesto.

Verifichiamo il risultato ottenuto:

Fiop cos 6 psiné

2m
/ / det | Faop sin 0 pcosf | dodp =
0 Jo Fyop 2p—4p3 0

o elpsing cosf psinf
/ / det p cos 0— p cos? 6 sin 0 pcosB | dbfdp
21—pH)+1  2p—4p3 0

:/O /027r(p2(1 — ) + 1)pdpdo+

a 2
— / / (e**5118 ) cos — pcos@ — p? cos® Bpsin ) db dp
0

o? ot ™ d o )
= — - psin @
27T(2 + 1 ) / / 4d9 )d&dp—i—/ / 3 da(cos ) dbdp

g (@ ot _af
M\ T T 6 )

che verifica il calcolo svolto in precedenza.
(5) F non ¢ conservativo. A tal proposito, se D ¢ una superficie contenuta in z = 0, la sua normale nei
punti non di bordo sara (0,0,+1), e quindi il flusso del rotore sara

/ rot F - fivdo = / (1 — 22 — 4e*) dxdy,
D D
e quindi per il teorema di Stokes,
fﬁd*yl = / (1 — 2z — 4e) dxdy,
5 D

affinche 4 sia un circuito di quelli richiesti & necessario determinare D in modo tale che 'integrale
del membro di destra sia non nullo. Consideriamo la superficie D := {(z,y,0) : |z| <1, |y| < 1} con
normale 72 = (0,0, 1). Il flusso del rotore attraverso questa superficie &

/rotﬁ-ﬁda:/(1—2x—4e4y)dxdy
D

= Area(D / / (2z + 4e*) dxdy

:472/ 2z dx — 2 / 4e* dy
-1 -1

4y y=1
ol

1 =4-2e—-e1)#0

y=—1

Per il teorema di Stokes, la circuitazione sul bordo di D, che & il quadrato con lati paralleli agli assi
x e y giacente nel piano z = 0, con centro nell’origine e lato 2, percorso in senso antiorario, € pari a
4 —2(e — e~ 1), quindi non nulla.

Esercizio 32.17 (Integrazione di 1-forme).

(1) Riconoscere che la forma differenziale:
w(z,y) = (32%y — y*) dx + (2® — 2y + 1) dy

¢ un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito.
(2) Riconoscere che la forma differenziale:

w(z,y) = [sin(z + y) + x cos(z + y)] dz + x cos(x + y) dy

e un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito.
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(3) Riconoscere che la forma differenziale:
2

Y Y
w(z,y) = dxr — dy
( ) 372 /x2+y2 T /$2+y2

nel dominio > 0 ¢ un differenziale esatto e determinare la primitiva che nel punto (1,1) assume il
valore 0.

(4) Studiare l'integrazione della forma differenziale lineare:
w(z,y) =y (log% — 1) dr +x <logg + 1) dy

(5) Mostrare che la forma differenziale:

y* dx + 2xy dy
¢ esatta e verificare che lintegrale curvilineo di w ha il medesimo valore lungo le seguenti curve
congiungenti l'origine con A = (1,1):
(a) segmento rettilineo di equazione y = x, x € [0, 1]
(b) arco di parabola di equazione y = 2%, x € [0,1]
(c) arco di parabola di equazione y = /z, x € [0, 1]
(d) arco di curva di equazione y = 22° — z, z € [0, 1]

Esercizio 32.18. Si studi l'integrazione delle forme:

wi(z,y) = ya¥~" dz + 2¥ log z dy, wa(w,y) = - dx — - dy

y x2+y2 y2 /x2+y2
Esercizio 32.19 (Equazioni totali). Risolvere le seguenti equazioni totali:
(1) (22 +y* +2x)dz +2ydy = 0.

(2) <3x2y4 +

1
T2 dx + (423y® + cosy) dy = 0, e determinare I'integrale particolare y(x) individuato
x
dalla condizione iniziale y(1) = 0.

T
VT +y VIt+y

9) (3y? — x)dx + 2y(y* — 3z) dy = 0, sugg. cercare un fattore integrante del tipo ef (@+v?)

2 1 327
(3) —g dx + (312 — ya;) dy = 0, e determinare la curva integrale passante per il punto (2, 1).
(4) (y? —1)dx + zy(1 — 2?)dy = 0.
(5) (x+2y+1)de+ (z+2y+2)dy = 0.
(6) (z+y—1)2de — 42z dy = 0.
(7) (1 —22y)dz + (2%y — 23) dy = 0.
3 3
(8) T+ Yy T+ ydy:().
(

Esercizio 32.20 (Metodo dei coefficienti indeterminati). Risolvere le seguenti equazioni lineari a coefficienti

costanti:
(1) y" —y = (2z +1)e’".

) y// 74y/+3y — 2%
) y// _ 6y’ + 5y — o7,
)y —y =222+ 5+ 3e%2.
) 2y”—y’—y=x2—3e"c.
) y" + 4y’ + 5y = cos x.
) ¥y’ +y=sinzx.

2
3
4
)
6
7
8) y' +y = 5sin3z — 2cos 3.

NN N N N S

Esercizio 32.21 (Equazioni varie).

(1) Dire quante sono lo soluzioni localmente distinte del problema di Cauchy:

y' = sen(y) - Iy, y(0) =0
e disegnarne il grafico.
(2) Risolvere 'equazione:
y =cosz-/y—1

(3) Risolvere 'equazione y' = y?/3 e determinare le curve integrali passanti per il punto (1,0).
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FIGURA 1. La soluzione di y' = 2zy — = con y(0) = 3/2.

(4) Risolvere I'equazione y' = (x + y)2.
1
(5) Risolvere 'equazione lineare y' + ~y = 2°. e determinare I'integrale particolare y(x) individuato dalla
condizione iniziale y(1) = —3.
(6) Risolvere l’equazione lineare y’ + y tanx = sin 2.
(7) Risolvere I’equazione di Bernoulli y' — 2ytanz = 2,/y.
(8) Risolvere I'equazione di Bernoulli i/ = zy + 2%y

Esercizio 32.22. Si consideri ’equazione differenziale:
e 2xy — x.
a.) Si scriva tale equazione come equazione differenziale totale;
b.) si scriva la soluzione generale in forma implicita e, se possibile, in forma esplicita.
Si consideri ora la soluzione soddisfacente y(0) = 3/2.
c.) Si dica se essa ¢ definita su tutto R;
d.) si dica se essa ammette asintoti e, in caso affermativo, li si determini;
e.) Facoltativo: si tracci un grafico qualitativo della soluzione soddisfacente y(0) = 3/2.

SVOLGIMENTO. In forma di equazione totale si ha
w(z,y) = p(x,y) dv + q(z,y) dy = (=2zy + x) dz + dy = 0.
Tale forma non ¢ esatta, tuttavia si ha: Oyp — 0,¢ = —2r = —2x¢, quindi la forma ammette il fattore

integrante h(x) = el —2vde — ¢=2" T3 forma hw @ chiusa e definita su tutto R? che & semplicemente connesso

perché convesso, quindi & esatta. Determiniamone una primitiva V' congiungendo ’origine al generico punto
(70,%0) € R? con una spezzata (t) costituita da segmenti paralleli agli assi:

To Yo 1 2 2 2
V(xo,y0) = / hw = / e "2y dx —|—/ e "2 dy = —56795 +ye ™ =(y—1/2)e™".
vy 0 0

Un altro modo per determinare V' & osservare che:

h(z)w(z,y) = e (~2ey +a)dz + e % dy = d(ye ) + e " zda
_ —x2 _1 _g2 _ B 2
= d(ye )+d( 5¢ ) d((y 1/2)e ) )

Pertanto in forma implicita le soluzioni sono espresse da (y — 1 /2)6_7‘2 = ¢, ¢ € R ovvero, esplicitando,
y(z) = ce® 41/2. Sostituendo la condizione y(0) = 3/2 si ricava ¢ = 1, quindi y(z) = ¢* +1/2. Tale soluzione
¢ definita su tutto R e non ammette asintoti. La soluzione ha limite +o0o per x — 400, & simmetrica rispetto
all’asse delle ordinate, strettamente crescente per x > 0 e strettamente decrescente per x < 0, il punto x =0 e
di minimo e la soluzione ivi vale 3/2.






APPENDICE A

Studio di funzioni implicitamente definite

implicito = lat. IMPLICITUS = IMPLICATUS, che ¢ il participio
passato di IMPLICARE awviluppare, avvolgere (v. Piegare). Prop.
Intricato; e fig. Che e compreso e quasi avviluppato in altro,
d’onde si deduce per via d’illazioni, d’induzioni; Compreso
tacitamente nel discorso, Sottinteso. Contrario di Esplicito.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

Questa tipologia di esercizi consiste nello studio di insiemi I" definiti implicitamente mediante equazioni del tipo
f(x,y) =0, con f:R? — R. In tutta la discussione supporremo che f € C1(R?). Alcune questioni specifiche:

(1) Appartenenenza di un punto (zo,yo) all'insieme: il punto (xg,y9) € R? appartiene a I' se e solo se

f(xo,y0) = 0;
(2) Rappresentazione in coordinate polari: ponendo z = pcosf, y = psin 0, siscriva g(p,8) = f(pcosf, psin).
Allora l'insieme in coordinate polari ¢ rappresentato da

{(pcost, psinb) : g(p,0) =0,p =0, 6 € [0, 2]}

Importante: non dimenticare che da sola ’equazione g(p, §) = 0 non rappresenta l'insieme,
infatti deve essere aggiunta anche la condizione p > 0: i valori di € tali per cui g(p,0) =0
implica p < 0 non sono accettabili.

(3) Informazioni derivanti dalla rappresentazione in coordinate polari: puo capitare che la relazione
g(p,0) = 0 possa essere scritta' nella forma pitt semplice p = h(f), in tal caso & possibile deter-
minare l'insieme A C [0, 27] dove si ha h(d) > 0, esso ¢ l'insieme dei 6 accettabili: esso da ulteriori
informazioni sulla posizione dell'insieme.? Se §* € A allora la retta di equazione cos(6*)y = sin(6*)z
interseca I' in almeno un punto. Se inoltre o € A & tale per cui h(a) = 0, allora la retta di equazione
cos(a)y = sin(a)x interseca I' nell’origine (e magari anche in altri punti). Se inoltre la funzione h &
limitata, allora p e limitato, quindi l’insieme e limitato. Se f & continua, allora I" & chiuso, per cui
se si ha f continua e p limitato, allora I' ¢ compatto. Nel caso in cui I' sia compatto, nessuna delle
funzioni da esso implicitamente definite pudo ammettere asintoti di nessun tipo.

(4) simmetrie in coordinate cartesiane: se la funzione f presenta particolari simmetrie, esse si riflettono
su simmetrie di I'. Lo studio delle simmetrie & cruciale per lo svolgimento di questi esercizi.

Alcuni esempi frequenti:

(a) Se f(z,y) = f(y,z) siavra che I' & simmetrico rispetto alla bisettrice y = = (perché posto z =y e
y=2a'siha f(z,y) = f(y/,2") = f(2',y’), quindi il punto (z,y) annulla f se e solo se (z’,y’), il suo
simmetrico rispetto alla bisettrice, annulla f). Con ragionamenti analoghi, la stessa conclusione
vale se f(z,y) = _f(yvx)§

(b) se f(z,y) = f(z,—y), si avra che ' & simmetrico rispetto all’asse delle ascisse (perché posto z = 2
ey=—y siha f(x,y) = f(«',—y") = f(2',y), quindi il punto (z,y) annulla f se e solo se (z’,y’),

! Attenzione alle divisioni per zero: se si ottiene ad esempio g(p,0) = p3 — p%(cos? O + 1) non si pud concludere che I’insieme
g(p,0) = 0 sia rappresentato da p = h(6) con h(f) = cos?6 + 1, p > 0. Infatti tale equazione non comprende il punto (0,0),
identificato da p = 0, che invece soddisfa g(0,60) = 0. Quindi bisognera tenere sempre conto del fatto che alla soluzione p = h(0)
va aggiunta l’origine che andra studiata a parte. Viceversa, se si ottiene g(p, ) = p3 — p?(cos? 6 — 1), allora si pud concludere che
I'insieme g(p, #) = 0 sia rappresentato da p = h(#) con h() = cos? @ — 1, p > 0, perché l’origine viene rappresentata da 6 = 0, .

2S¢ ad esempio A = [0, 7/2], 'insieme & contenuto nel primo quadrante, se invece A = [0, 7/3], I'insieme & contenuto nel primo
quadrante in un cono con vertice nell’origine, apertura di 7/3, delimitato dall’asse delle ascisse e dalla retta y = tan(w/3)z. Se
0/2 ¢ A, se ci sono intersezioni di I con ’asse delle ordinate esse non possono essere positive, se 7/2 ¢ A e 37/2 ¢ A non ci sono
intersezioni di I' con ’asse delle ordinate.
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il suo simmetrico rispetto all’asse delle ascisse, annulla f). Con ragionamenti analoghi, la stessa
conclusione vale se f(x,y) = —f(z, —y);

(c) se f(z,y) = f(—=z,y), si avra che I' & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate (perché posto
x=—a'ey=y siha f(z,y) = f(—2',y') = f(2',y'), quindi il punto (z,y) annulla f se e solo se
(2',y), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, annulla f). Con ragionamenti analoghi,
la stessa conclusione vale se f(x,y) = —f(—z,y);

(d) se f(x,y) = f(—=x,—y), si avra che T & simmetrico rispetto all’origine (perché posto x = —x
ey = —y siha f(z,y) = f(—a',—y') = f(2/,y), quindi il punto (z,y) annulla f se e solo se
(2',y), il suo simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, annulla f). Con ragionamenti analoghi,
la stessa conclusione vale se f(z,y) = —f(—z, —y).

Invarianze per rotazioni: se in coordinate polari I'insieme & rappresentato da g(p,0) = 0, p > 0,
eventuali strutture speciali della funzione g sono associate a notevoli proprieta di I'. Supponiamo che
esista 0 < o < 27 tale per cui g(p,0 + a) = £g(p,0). Allora linsieme I' ¢ invariante per rotazioni di
angolo na, n € Z.
Parametrizzazione secondo rette passanti per l'origine®. Poniamo y = ma e supponiamo che dalla
relazione f(x, ma) = 0 si riesca ad esplicitare x = k(m) in funzione di m. Si ottiene allora z = k(m) e
y = mk(m). Lo studio di tali funzioni permette di determinare moltissime informazioni sull’insieme.
Risulta di particolare interesse nel calcolo di eventuali asintoti: infatti se esiste m* € R tale per cui
lim k(m) = +oo allora si ottiene che la retta y = m*x + ¢ pud essere un asintoto obliquo per le

m—m*
funzioni implicitamente definite dall’insieme®. Lo ¢ se ¢ = lim mk(m) — m*k(m) € R.
m—m*

/

3

Supponiamo di avere un punto (zo,yo) € R? e di voler calcolare la tangente a I in tale punto. Si avra
naturalmente f(zg,yo) = 0. Scriviamo

df (x0,90) = Ouf(x0,y0) dx + 0y f (0, yo) dy.

Se almeno una delle due derivate parziali ¢ diversa da zero, allora la tangente a I" in (xq, yo) € unica ed

¢ data da 0, f(z0, yo)x + Oy (0, Y0)y = ¢ con ¢ determinato in modo che tale retta passi per (zo,yo),

quindi ¢ = 9, f (0, Yo)xo + Oy (z0, yo)yo. In altre parole si ha che la tangente & espressa dall’equazione
Vf(zo,90) - (x — 20,y —y0) =0

purché V f(xo,y0) # (0,0).

Importante: se V f(zo,y0) = (0,0) il punto (zg, yo) € un punto critico per f. In un intorno
di tale punto non si puo esplicitare nessuna delle due variabili rispetto all’altra tramite il
teorema di Dini. Se la tangente esiste, non ¢ detto che sia unica. Tale punto potrebbe essere
il nodo di un cappio per I'. Tuttavia il teorema di Dini da solo condizioni sufficienti (ma non
necessarie) per lesplicitabilita, pertanto un punto siffatto potrebbe anche essere regolare
con un’unica tangente: deve essere studiato separatamente.

Se la tangente in punto (zg,yo) € nota grazie al procedimento descritto, allora & noto anche se in
un intorno di tale punto sia possibile esplicitare una delle due variabili rispetto all’altra attorno a
tale punto: infatti se 9, f(xo,yo) # 0, ovvero la tangente non ¢ verticale del tipo = x¢, ¢ possibile
applicare il teorema di Dini ed ottenere 'esistenza in un intorno di zy di un’unica funzione ¢ con
¢ € C' e p(xg) = yo. La derivata di ¢ in 2o non & altro che il coefficiente angolare della tangente in
tale punto, ossia
B 5'mf(5507 yO)

By [ (%0, 40)
Se 0, f(zo,y0) # 0, ovvero la tangente non & orizzontale del tipo y = yq, & possibile applicare il teorema
di Dini ed ottenere I'esistenza in un intorno di yo di ununica funzione v con ¢ € C! e ¥(yg) = xo. La
derivata di ¥ in yo non e altro che il coefficiente angolare della tangente in tale punto, ossia

75yf($o»yo)

0z f (w0, yo)
Se Oy f(x0,y0) = 0 e Iy f(x0,%0) # 0, allora in un intorno di (xo,yo) non esiste una esplicitazione
y= o).

¢ (x0) =

80/(2/0) =

30 per un punto (g, yo) fissato una volta per tutte. In tal caso si sceglierd y — yo = m(z — z0) oppure = — zg = m(y — yo). 1l

lettore puo adattare facilmente la discussione a questo caso.

4Gi ricordi che y = ¢(z) = mk(m), & = k(m), le formule poi sono esattamente analoghe allo studio degli asintoti di funzioni

di una variabile.
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Se Oy f(x0,%0) = 0 e 0y f(x0,y0) # 0, allora in un intorno di (xo,yo) non esiste una esplicitazione
T = o(y).

Se entrambe le derivate parziali sono nulle, non si puo dire alcunché.

Ricordando che all’ inizio di tutta la discussione & stata fatta l'ipotesi f € C', si ha che tutte le
funzioni implicitamente definite, laddove esse esistono, sono sempre di classe C*.

Massimi e minimi vincolati a I': viene assegnata una funzione F : R? — R di classe C'(R?), e si chiede
di determinare massimi e minimi di F' vincolati a I'. In questi casi lo strumento principale ¢ il teorema
dei moltiplicatori di Lagrange: si cercano le soluzioni (Z,y) del sistema dipendente da A:

Oy(F(z,y) + Af(z,y)) = 0,

fz,y) = 0.
Valutando F' tra tutte le soluzioni del sistema, si possono poi distinguere massimi e minimi assoluti.
Ricordiamo che se I' & compatto, esisteranno sempre almeno un punto di minimo e uno di massimo
assoluto di F' vincolata a I"
Casi notevoli di massimi e minimi vincolati a I': se I' ammette una parametrizzazione del tipo p(6) =
h(0), allora & possibile costruire la funzione di una sola variabile

F(0) = F(p() cos 0, p(6) sin )

con @ € A:={0¢€[0,2r] : h(d) > 0}. Massimi e minimi di F' vincolati a I" sono massimi e minimi di
F sull’insieme A. Tali massimi e minimi possono essere trovati imponendo F’(6) = 0 e studiando il
segno di F”'(6) o delle derivate successive.

Importante: non dimenticare che si sta studiando F ristretta all'insieme A. Lo studio
delle derivate, permette di determinare estremali nell’interno di A. I punti di frontiera di
A vanno studiati separatamente. Inoltre se (0,0) € I' ma h(f) # 0 per ogni § € A, anche
Porigine va studiata a parte.

Se I' ammette una parametrizzazione rispetto a rette per l'origine y = ma, ovvero e possibile esplicitare
globalmente x da f(z, mz) = 0 ottenendo = = k(m), y = mk(m), allora allora & possibile costruire la
funzione di una sola variabile

F(m) = F(k(m), mk(m))

e studiarne 1 massimi e 1 minimi mediante le derivate successive.

Importante: se la funzione k(m) & definita su un dominio K, mediante le derivate si
troveranno i massimi e minimi interni a K. I punti di frontiera di K vanno studiati separa-
tamente. Inoltre se si sceglie la parametrizzazione y = ma si stanno escludendo i punti di
I'n{(0,y) : y € R}, ovvero le intersezioni di I" con I’asse delle ordinate. Tali punti vanno
determinati e studiati separatamente.

Un discorso perfettamente analogo al precedente si ha per parametrizzazioni = my, in tal caso vanno
studiati a parte i punti di intersezione di I con ’asse delle ascisse.

Molteplicita delle funzioni implicitamente definite: dato xy € R, puo essere richiesto il numero di
funzioni ¢; = @;(x) implicitamente definite da T in un intorno di zp. In tal caso & necessario studiare
le soluzioni di f(zo,y) = 0 nell'incognita y. Il numero di soluzioni distinte y, di tale equazione fornisce
il numero delle funzioni implicitamente definite da I' in un intorno di xg se in 9y f(xo,ys) # 0 per
ogni A. Spesso questa & la parte meno agevole dello studio. Se f(zo,y) € un polinomio p,,(y), si puod
stimare il numero di soluzioni in modo indiretto: se il polinomio ha grado dispari, allora i suoi limiti
per y — %00 sono infiniti di segno opposto, quindi esiste sempre almeno un punto y in cui p,,(y) = 0, e
il numero massimo di soluzioni & dato dal grado del polinomio. Ulteriori considerazioni possono essere
fatte studiando eventuali massimi e minimi relativi di p,, e se tali massimi o minimi sono positivi
o negativi, e se vengono assunti in punti y maggiori o minori di zero e poi applicando il teorema di
esistenza degli zeri. Puo essere necessario inoltre stimare la posizione delle radici del polinomio rispetto
a particolari funzioni di z (quelle che si ottengono da 9, f(z¢, y) = 0 oppure 9, f(xo, y) = 0). In questo
studio, & fondamentale ’analisi delle simmetrie di I'. Possono anche essere utili varie sostituzioni per
ridurre il grado di p,,. Se ¢ disponibile per I una parametrizzazione p(6) = h(6), 6 € A si puo cercare
di studiare i massimi e minimi di z(6) = p(6) cos 8 e y(6) = p(#) sin b, § € A ovvero i massimi e i minimi
assoluti e relativi di e y vincolati a T' (non dimenticarsi dei punti di frontiera di A). Analogamente
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nel caso di parametrizzazioni con rette passanti per l'origine y = mx, si possono studiare massimi e
minimi assoluti e relativi di = k(m) e y = mk(m) (anche qui senza dimenticarsi le avvertenze per lo
studio di massimi e minimi con tale parametrizzazione).

(11) Grafico qualitativo: i dati raccolti in tutti i punti precedenti portano al grafico qualitativo di I'.



APPENDICE B

Esercizi su flussi, circuitazioni, teorema di Stokes e affini

Tutto scorre,
non si puo tornare
due volte nello stesso fiume.

FEraclito.

In questi esercizi gli ingredienti fondamentali sono: una superficie parametrizzata da ¢ : I x J — R? dove
I, J sono intervalli di R e uno o pitt campi vettoriali F , G : R3 x R3. Le variabili di @ saranno indicate con v €
e v € J, e le componenti di ¢ saranno indicate con ¢ = (1, 2, ¢3) e quelle di Fcon F = (Fy, Fy, F3).
Osserviamo che la superficie ¥ pud essere definita anche implicitamente da un’equazione f(x,y,z) = 0 con
Vf #(0,0,0) in ogni punto di 3. In tal caso, infatti, il Teorema della funzione implicita ci permette di costrui-
re parametrizzazioni di ¥ nell’intorno di ogni punto di . Tali parametrizzazioni sono locali cio significa che
potrebbero essere necessarie pitl parametrizzazioni per descrivere interamente la superficiel.

Ricordiamo i seguenti fatti salienti:
8F1 8F2 aFg

(1) La divergenza di F & il campo scalare div F = — + =2 4 =2
Jr y 0z
(2) 11 rotore di F' & il campo vettoriale definito da
i j ok

rot F=VxF=det| 8, 9, 6.

F, F, Fy
=1(0,Fs — 0.Fy) +j (0.Fy — 0, F3) + K (0,F — 0, F})
= (0,Fs — 0.Fy,0.F, — 0, F3,0,Fy — 0,F}) .

(3) La matrice Jacobiana della parametrizzazione, le cui colonne verranno indicate con 9, p(u, v) e 9y¢(u, v)
rispettivamente, ¢ la matrice:

Oup1 Ovpr

Jacp(u,v) = | Oupz Oup2

au‘pS 81)(;03

(4) per calcolare I’elemento d’area o di superficie 2-dimensionale, consideriamo le tre sottomatrici quadrate
2 x 2 di Jace:
8u()02 8U<)02 8u<pl 81}()01 augpl 81)‘;01
B, = , By = , B; =

! < au(p?) 81)@3 2 671@3 61)903 3 au@Q 81)502

e per il teorema di Binet si ha che I’elemento d’area é:

do = \/ det® By + det” By + det” Bs du dv

1Ad esempio, nel caso di ¥ superficie sferica unitaria di R3 data da 22 +y2 +22 —1 =0, si ha f(z,y,2) =22 +y> + 22 — 1
e Vf(z,y,2z) = 2(z,y,2). Si ha Vf(z,y,2) = (0,0,0) solo se (z,y,2) = (0,0,0), ma (0,0,0) ¢ ¥ perché f(0,0,0) = —1 # 0.
Quindi nell’intorno di ogni punto di ¥ esiste una parametrizzazione locale. Si pud mostrare come non esistano parametrizzazioni
globali e che il numero minimo di parametrizzazioni per descrivere interamente X sia 2. Tra le tante possibili scelte, segnaliamo
z = ++/1 — 22 —y2, quindi le due parametrizzazioni o1 (u,v) = (u,v, V1 —u? — v2), p2(u,v) = (u,v,V1 — uZ — v2), entrambe

definite sull’insieme u? + v2 < 1.
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Si puo anche calcolare I’elemento d’area prendendo il modulo del prodotto vettoriale delle colonne di
Jac ¢:
do = |0ye(u,v) A Oyp(u,v)| dudv

La normale unitaria indotta dalla parametrizzazione nel punto (xg, Yo, 20) si calcola nel modo seguente:
innanzitutto si determina il punto (ug,vo) € I x J tale per cui p(ug, vo) = (2o, Yo, 20). A questo punto,
la normale unitaria ¢ data da:

. _ Oup(uo, vo) A dup(ug, vo)

n(an Yo, ZO) -

|0usp(u0, v0) A Duip(uo, vo)|

ovvero si calcola la matrice Jacobiana della parametrizzazione in (ug, vo), si esegue il prodotto vettoriale
delle sue colonne ottenendo un vettore ¥. La normale richiesta ¢ allora ¥/|7].
Normali assegnate e indotte. Sia ¥ parametrizzata da ¢ e supponiamo venga assegnato 7(z,y, z)
campo vettoriale. Il campo vettoriale & normale alla superficie se e solo se per ogni (u,v) € I x J si ha
che i prodotti scalari fiop(u, v) - Oy p(u, v) € fow(u,v)-dye(u,v) sono entrambi nulli. Per verificare se il
campo delle normali assegnate € concorde con le normali indotte dalla parametrizzazione € necessario
calcolare:

nyo@(u,v)  Oupr(u,v) ppr(u,v)
det | mnoop(u,v) Oupa(u,v) Oypa(u,v)

ng o p(u,v) Oups(u,v) Oypps(u,v)
Se tale determinante & positivo, la normale assegnata coincide con quella indotta, altrimenti la normale
assegnata & opposta a quella indotta. In realta non & necessario calcolare il determinante precedente
per ogni (u,v): essendo le superfici e i campi regolari, ¢ sufficiente calcolarlo in un punto di ¥, quindi
per un valore di (@, 7). Spesso il problema puo assegnare il valore della normale in un punto P(Z, g, Z)
di ¥. In tal caso si determinano (u,v) in modo che ¢(u,v) = P(Z,y,Z) e si calcola il precedente
determinante per quel valore (4, v).
Se la superficie ¥ & implicitamente definita da un’equazione f(z,y,z) = 0, il campo Vf(z,y,z) &
normale a ¥ nei punti di . Tuttavia non e detto che se viene data anche una parametrizzazione di %,
il campo V f sia concorde con tale parametrizzazione: per verificarlo & necessario utilizzare il criterio
del punto precedente. Solitamente, se ¥ e data sia con una parametrizzazione ¢ che in modo implicito
mediante f = 0, per calcolare la normale ¢ molto piu facile considerare V f e verificare in un punto
che esso e concorde con la normale indotta dalla parametrizzazione, piuttosto che eseguire il prodotto
vettoriale 0, A Oyp.
11 flusso di F attraverso la superficie con 'orientamento indotto dalla parametrizzazione & dato da:

. Fiop Oupr Oupr
/ F-ndo = // det | Frop Oups Oupo du dv
s ra Fzop Oups 0Oups

Se 7 & una curva , la circuitazione di G lungo la curva assegnata v : [0, 7] — R3 di classe C! a tratti ¢

ﬁ G-as= | NORCL

Se ¥ & una superficie parametrizzata da una mappa v : [a,b] x [¢,d] — R3, il suo bordo orientato

positivamente & contenuto nella giustapposizione delle curve v (t) = ¢ (¢, ¢) cont € [a, b], y2(t) = ¥ (b, t)

cont € [e,d], v3(t) = ¥(b+a—t,d) cont € [a,b] e v4(t) = ¥(a,d+ c—t) con t € [a,b], in altre parole

nell'immagine mediante ¢ della frontiera del rettangolo [a,b] X [c,d] percorso in senso antiorario. Pilt

precisamente:

(a) se ¢(a,t) # 1(b,t) per ogni t €lc,d[ e Y(t,c) # ¥(t,d) per ogni t €]a,b[ allora il bordo coincide
con tale immagine;

(b) se ¥(a,t) = (b, t) per ogni t €]c,d] e P(t,¢) # ¥(t,d) per ogni t €]a, b[ allora il bordo coincide
con 'unione delle curve 7 e s;

(c) se (a,t) # (b,t) per ogni t €]c,d] e ¥(t,¢) = (t,d) per ogni t €la, b allora il bordo coincide
con 'unione delle curve s e 7y;

(d) se ¥(a,t) =1(b,t) per ogni t €]c,d[ e P(t,c) = (¢, d) per ogni t €]a, b[ allora il bordo & vuoto.

Il teorema di Stokes afferma che il flusso del rotore di F attraverso ¥ con l'orientamento indotto dalla

parametrizzazione e dato dalla circuitazione di F lungo il bordo di ¥ orientato positivamente:

/rotﬁ-ﬁda:%ﬁ-ds.
= vy
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Il teorema della divergenza afferma che il flusso di F' attraverso una superficie chiusa (qui chiusa non
va intesa in senso topologico, ma in quello intuitivo di superficie che separa R? in due componenti
connesse) orientata con normale uscente ¢ pari all’integrale fatto sul volume 2 racchiuso da C' della
divergenza di F. In altre parole

/ﬁ~ﬁdo=/divﬁ(x,y,z)dwdydz.
c Q

Si osservi che la normale che compare nel teorema della divergenza, ¢ la normale uscente da . Tale
orientamento potrebbe non concordare con quello assegnato dal problema. Sara necessario verificare
quindi se i due orientamenti coincidono e, in caso negativo, mutare segno al risultato.

Il teorema della divergenza puo essere utile per calcolare flussi attraverso superfici parametrizzate S
nelle situazioni seguenti: supponiamo che div F =0 e che il bordo di § sia una curva v che giaccia su
un piano II. Tale curva individua su II una superficie ¥. Supponiamo che ¥ NS = «, ovvero non vi
siano altri punti oltre al bordo dove ¥ e S si intersechino. Allora S U X = C' & superficie chiusa che
racchiude un certo volume 2. Per il teorema della divergenza si ha

/ﬁ~ﬁd0+/ﬁ-ﬁda:/ﬁ~ﬁda=/divﬁ(x,y,z)dxdydz:o,
s b c Q

perché la divergenza e nulla. Inoltre la normale a ¥ & la normale al piano II, quindi e costante.
Si ottiene quindi che il flusso di F attraverso ¥ & pari all’opposto del flusso di F attraverso ¥ che,
in linea di principio, & piu facile da calcolare: infatti la normale a X coincide con la normale a II,
quindi ¢ costante. Tuttavia si presti attenzione agli orientamenti, infatti per applicare il teorema della
divergenza e necessario che la normale sia uscente dal volume racchiuso, mentre il testo spesso richiede
che il flusso sia calcolato con la normale indotta dalla parametrizzazione. Se i due orientamenti non
coincidono, sara necessario cambiare il segno al risultato.

OsseERVAZIONE B.1. Nello sviluppo di tutti gli integrali considerati e di fondamentale importanza sfruttare
eventuali simmetrie degli intervalli della parametrizzazione, oppure proprieta di periodicita. Ricordiamo a tal
proposito i seguenti fatti:

(1)

(2)
(3)

Se f: R — R & periodica di periodo T, ovvero f(x) = f(xz + T) per ogni x € R, allora per ogni a € R
T T/2 a+T
si ha/ f(z) dx:/ f(z) dm:/ f(x)dzx
0 -T/2 a
Se f: R — R ¢ pari, ossia f(x) = f(—z), allora si ha fl@)dz = 2/ f(z)dzx
—a 0

Se g : R — R ¢ dispari, ossia g(—z) = —g(x), allora si ha / g(z)dx =0

—a

OSSERVAZIONE B.2. Dai precedenti si ricavano i seguenti fatti:

(1)

(2)

(3)

27 T
Dati p,q € N, ¢ dispari, si ha / cosP Osin? 0 df = / cosP 0sin? 0df = 0 perché l'integranda e
0 -

2m-periodica, dispari e nell’ultimo integrale si ha che 'intervallo di integrazione ¢ simmetrico rispetto
all’origine.

2 2m
per ogni p € N si ha / sin? pf df = / cos? p df = , infatti sfruttando la periodicita si ha:
0 0

27 27 5/2m 27
/ cos? ph df = / sin?(pf + 7/2) df = / sin? po do = / sin?(po) do,
0 0 /2 0

2 2
da cui 27 = / (cos® pf + sin? pf) df = 2/ cos? p db.
0 0

2
per ogni m,n € N, m # n, si ha / cosmbsinnf df = 0.
0
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(4) per calcolare potenze superiori di seno e coseno, si sfruttino le formule di Eulero? oppure la sostituzione
z = tan(#/2) che muta l'integranda in una funzione razionale fratta®

2Ad esempio:
27 27/ 4i6 —ig\ 4 27
1 ) )
/ cos 0.d6 = / <i o= / (€2 1 ¢2i 1 2)2 g
Jo Jo 2 24 Jo
o 1
=31 ),

27 0 0 0 0 1 27 3T
(e¥0 e 14 4 2 4 462 1 4e7210) gg = 3 / (cos(40) + 3 + 4 cos(20)) do = i
JO

3Tale sostituzione implica:

2 1—22 2d
_E cosf = — = a9 = 22
1+ 22 1+ 22 1+ 22

sinf =




APPENDICE C
Richiami sulle equazioni differenziali ordinarie

ordinario = lat. ORDINARIUS da ORDO - acc. ORDINEM - ordine (v. q. voce).
Che sta nell’ordine delle cose, e quindi Che si fa regolarmente, Che avviene di
solito. Dal significato di Consueto, Comune, viene poi quello di Grossolano,
Di poco conto, Alquanto ignobile.
Nello stile chiesastico, dicesi cosi, in forma di sost. il Prelato che ha giurisdi-
zione ordinaria nella diocesi, in opposizione a Delegato, che ha giurisdizione
straordinariamente conferita.
[Ordinario si applica a cid che avviene secondo I'ordine anche giornaliero del-
la natura o delle umane istituzioni, e quindi differisce da Solito, cha attiene
all’abitudine dell’individuo, da Consueto che riguarda le consuetudini o I'uso
di piu persone, da Comune che dicesi cio che conviene o appartiene a tutti.
Differisce inoltre da Volgare o Triviale perché Ordinario aggrada alla mag-
gior parte della gente, il secondo alla bassa gente, il terzo alla gente bassa
ineducata.]

Vocabolario etimologico della lingua italiana,

di Ottorino Pianigiani, 1907.

In questa sezione richiamiamo senza dimostrazione alcuni risultati relativi al problema di Cauchy:

o(t) = f(t =(t)),

1‘(t0) = X9.

(1)

Enunciamo i risultati in un K-spazio di Banach Y, dove K = R oppure C. Il lettore puo sempre pensare a
Y =R"™

Definizione C.1. Sia I intervallo non degenere di R, I intorno di ty. Diremo che ¢ : I — Y & soluzione di
(1) se o & di classe C! nell'interno di I e ¢(tg) = x¢. In tal caso diremo che I & I'intervallo di definizione della
soluzione . Sia I intervallo di definizione della soluzione ¢. Diremo che I € massimale se non esistono soluzioni
1 di (1) con intervallo di definizione J C R tali che J D I (dove I indica la chiusura di I) e ¢ = ¢ su I.
Diremo che il problema (1) & autonomo se f non dipende da ¢, ossia f = f(z).

Teorema C.2 (di esistenza e unicitd di Cauchy-Lipschitz).

(1) EsISTENZA E UNICITA GLOBALE NEGLI INTERVALLI COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo compatto di R, f : I xY — Y continua e lipschitziana
rispetto alla seconda variabile y € Y, uniformemente nella prima t € I (cio significa che esiste L > 0
tale che sia:

I f(ty1) = f(Ey2)lly < Llya — y2lly

per ognit € I e per ogni y1,y2 €Y ). Datitg € I, yo € Y esiste allora un’unica soluzione p € C1(1,Y)
tale che sia @' (t) = f(t,(t)) identicamente in I e o(ty) = yo.

(2) EsSISTENZA E UNICITA GLOBALE NEGLI INTERVALLI NON COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo di R, f: I xY — Y continua; supponiamo che in ogni
compatto K C I, f sia lipschitziana rispetto alla seconda variabile y € Y, uniformemente nella prima
t € I (cio significa che esiste Ly > 0 tale che sia:

1t 91) = F(Ew2)lly < Liellyr = welly

per ogni t € K, K C I compatto e per ogni y1,y2 € Y ). Datity € I, yo € Y esiste allora un’unica
soluzione p € C*(1,Y) tale che sia ¢'(t) = f(t,p(t)) identicamente in I e o(to) = yo-
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(3) CRITERIO DI LIPSCHITZIANITA SUI COMPATTI
Sia Y un K-spazio di Banach, I intervallo di R, K compatto di I. Se f: I xY — Y ¢ differenziabile
rispetto alla seconda variabile, essa ¢ lipschitziana su K XY (nella seconda variabile uniformemente
rispetto alla prima) se e solo se:

10y £t W)llLeyy < Lk < +o0

per ogni (t,y) € K xY. SeY ~ K" ha dimensione finita, lipotesi & soddisfatta se e solo se
Oy, f(t,Y), ., Oy, f(t,y) sono tutte limitate in K x Y.

(4) EsISTENZA E UNICITA LOCALE
Sia'Y un K-spazio di Banach, Q aperto diRxY, f:Q — Y continua e localmente lipschitziana nella

seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima (cio significa che per ogni (to,yo) € 2 esistono
L, o, 70 > 0 tali che B(to,d0] x B(yo,70] C 2 ed inoltre

I f(ty1) = f(Ey2)lly < Lllya — y2lly

per ogni (t,y) € B(to, 0] x B(yo,r0]). Allora per ogni (to,yo) € Q esiste § > 0 e p € C*(B(to,d],Y)
soluzione del problema di Cauchy y' = f(t,y) e y(to) = yo. Inoltre se t» € C1(B(to,6],Y) ¢ soluzione
dello stesso problema definita in un intorno di to, si ha ¢(t) = ¥(t) in un intorno di to.

(5) CRITERIO DI LIPSCHITZIANITA LOCALE
Sia Y un K-spazio di Banach, Q aperto di R xY, f: Q — Y. Condizione sufficiente perché f sia
localmente lipschitziana nella seconda variabile uniformemente rispetto alla prima é che Oy f(t,y) esi-
sta continua in Q. Nel caso in cui Y ~ K" ha dimensione finita, se 0y, f(t,y) per k = 1,...,n sono
continue in , allora si ha lipschitzianita locale.

(6) UNICITA DELLE SOLUZIONI
Supponiamo che lequazione y' = f(t,y) soddisfi le ipotesi per 'unicitd locale per (1). Se I ¢é intervallo
diR e ¢, : I =Y sono soluzioni diy' = f(t,y) che coincidono in almeno un punto, esse coincidono
in tutto I.

Definizione C.3 (Dipendenza dai valori iniziali). Data un’equazione y' = f(¢,y) tale per cui si abbia
unicita locale della soluzione del relativo problema di Cauchy con condizione iniziale y(ty) = yo, il suo flusso
(¢, 10, yo) & definito come il valore al tempo ¢ dell’unica soluzione che soddisfi y(to) = yo.

Proposizione C.4 (Dipendenza dai valori iniziali). Se sono soddifatte le ipotesi del teorema di esistenza e
unicita locale per g = f(t,y), y(to) = yo in un intorno aperto di (to,yo), il flusso @ dell’equazione differenziale
¢ definito su un aperto D D I x I x Q, dove I ¢ intorno di ty, Q é intorno diyo e ® : D — Y ¢ (continua e)
localmente lipschitziana.

Definizione C.5. Se f non dipende da t, ovvero il sistema ¢ autonomo, e t — y(t) & soluzione, anche
t — y(t + ¢) & soluzione. Pertanto in questo caso si pud definire generalmente il flusso ®(¢,y0) = &+(yo) €
definito come il valore al tempo ¢ della soluzione che soddisfa y(0) = yo. Sussistono le seguenti proprieta (dette

di semigruppo): ¢0(y0) =yoe ¢s0P; (yo) = ¢s+t(y0)~

Definizione C.6. Sia Y = R™. Dato il sistema autonomo y = f(y), ogni soluzione descrive parametrica-
mente un tratto di curva in Y. Se n = 1,2,3, 'ambiente dove vengono rappresentate le soluzioni si chiama
spazio delle fasi. Un complesso di pit soluzioni al variare delle condizioni iniziali € detto ritratto o diagramma
di fase del sistema.

Teorema C.7 (Estensione delle soluzioni). Sia Y un K-spazio di Banach, Q0 aperto di R x Q, I intervallo
diR. Sia f:Q —Y con esistenza e unicita locale per il problema di Cauchy (1) e sia ¢ : I — Y una soluzione
massimale.

(1) Sia B = supl (rispettivamente o = infI) e supponiamo che esista ¢ € I tale che ¢'(t) sia limi-
tata in [c, B (rispettivamente in |a,c]. Allora o si ha § = +oo (rispettivamente « = —o0) oppu-
re limy_,g- @(t) = yg (rispettivamente lim;,_,,+ p(t) = ya) esiste in Y e in tal caso (B,y3) ¢
(rispettivamente (B, yg) ¢ Q).

(2) Se K é un compatto di Q) allora esistono un intorno destro U di a = inf I ed un intorno sinistro V. di
b=supl! tali che se t e UUV allora (t,p(t)) ¢ K (le soluzioni massimali escono definitivamente dai
compatti di Q).
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(3) Se K ¢é compatto di 2, esiste 6 = 6(K) > 0 dipendente solo da K e da f, tale che ogni soluzione del
problema di Cauchy (1) con (to,yo) € Q & definita su [tg — 0,t9 + 0].

(4) (Fuga dai compatti: caso autonomo) Sia A aperto di' Y, g : A — Y localmente lipschitziana. Sia
¢ : I — A soluzione massimale di y' = g(y) e sia C un compatto contenuto in A; sia b =supl. Allora
st verifica una delle sequenti alternative:

(a) esiste un intorno sinistro V. di b tale che ¢(t) ¢ C pert € V, quindi ¢ esce definitivamente da C;
(b) si ha b= +o0

Analogo enunciato vale per a = inf I

Definizione C.8. Un integrale primo del sistema autonomo 3’ = g(y), dove g : A — Y & una funzione
continua definita su un aperto A dello spazio di Banach Y, & una funzione a valori reali E € C*(4,R) tale che
per ogni soluzione ¢ : I — A del sistema si abbia E o ¢ costante.

Teorema C.9 (Teorema di maggiorazione a priori). Sia I intervallo di R, p : I x [0,400[— [0,400]
continua; Sia 'Y spazio di Banach, ¢ : I — Y derivabile e u : I — [0,+o0[ derivabile. Supponiamo che sia
lle(to)|ly < ulto). Allora:

(1) se |l Oy < plt, lle@®)ly) e plt,u(t)) < u'(t) per ognit > to, t € I, per tali t si ha anche ||p(t)|ly <

u(t);
(2) se [l Dy < ult,le@)ly) e plt,u(t)) < —u'(t) per ogni t < to, t € I, per tali t si ha anche
le)lly < u(t).
In ambo i casi se t # to si ha in realtd ||o(t)|ly < u(t). Il teorema vale anche rispettivamente se: ||¢'(t)||y <
u(t lle@lly) e plt u(t)) < w'(t) nel primo caso oppure @' (t)|ly < u(t, [le(®)lly) e p(t,u(?)) < —u'(t) nel
secondo caso.

Teorema C.10 (del confronto). Sia  aperto di R x R, f: Q — R continua. Sia I intervallo di R e siano
t— y(t), t — u(t) funzioni derivabili in I; supponiamo che in tg € I si abbia y(to) < u(to). Se per ognit > to,
tel, sihay'(t) < f(ty®)) e f(t,u(t)) <u'(t) una almeno di tali disuguaglianze essendo vera in senso stretto
per ogni t > to, si ha y(t) < u(t) per ognit € I, t > to e l'uguaglianza vale solo in tg.

Corollario C.11. Sia I intervallo di R, f,g: I x R — R continue e localmente lipschitziane rispetto alla
seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima. Siano z : I — R, y : I — R due funzioni tali per cui
z < f(t,x(t)), y > g(t,y(t)), per ogni t € I. Supponiamo inoltre che sia f(t,x(t)) < g(t,y(t)) per ogni t € I.
Allora:

(1) se x(to) < wylto) st ha x(t) < y(t) per ognit € I cont > to;

(2) se z(to) > y(to) si ha x(t) > y(t) per ognit € I cont < tg.

Proposizione C.12. Siano a > 0 e x : [a,+o0[— R wuna funzione derivabile tale che esistano i limiti
limiqooz(t) €R e limy 100 &(t) = v € RU{zxo0}. Allora v = 0.

Lemma C.13 (di Gronwall). Sia I intervallo di R, t, € I, sia Y spazio di Banach. Allora:
(1) se p € CYI,Y) ¢ tale che || (t)|| < ao + a1]|¢(t)|| per ognit € I con a; >0 e ag > 0, allora

le@)] < (Z? + ||<p(t0)||> eanlt—tol _

(2) siap € C°(I,R), L, M >0 tali che per ogni t € I valga:

/t: () dr

allora per ogni t € I vale anche |(t)| < MeLlt—tol

Teorema C.14 (di esistenza di Peano). Sia Y = R™, Q aperto di R x Y, f: Q — Y continua. Allora
esiste un intorno I di to in R ed una ¢ € C*(I,Y) che in I ¢ soluzione del problema di Cauchy y' = f(t,z),
y(to) = yo. Tale soluzione non é necessariamente unica.

ao
ay '

() <L + M,







APPENDICE D

Equazioni differenziali totali

Il tutto & maggiore
della somma delle sue parti.

Aristotele.

Definizione D.1. Sia data una 1-forma differenziale w(z,y) = M (z,y) dz + N(z,y) dy dove le funzioni M,
N sono definite in un dominio (di solito semplicemente connesso) D del piano R? e ivi continue. Chiameremo
equazione differenziale totale ogni espressione del tipo w(x,y) = 0. Risolvere un’equazione differenziale totale
significa determinare una funzione F'(x, y) e una funzione A(z, y) tale per cui dF'(z,y) = Az, y)w(z,y) e Az, y) #
0 in D. Una soluzione o integrale generale dell’equazione totale sara F(x,y) = ¢, con ¢ € R costante arbitraria.
Se S ={(z,y) € D: M(z,y) = N(x,y) = 0}, il problema & posto in D\ S.

Breve sintesi delle tipologie pilt comuni:

(1)

Equazioni differenziali totali esatte: Sono del tipo w(z,y) =0 con
w(z,y) = M(z,y) dx + N(z,y) dy forma esatta,

ovvero esiste una funzione differenziabile (detta primitiva di w) F(x,y) tale che dF' = w, cioe:

oF oF

%(l',y):M(l‘,y), afy(x,y)zN(m,y)

Se F(z,y) & una primitiva di w, Uintegrale generale in forma implicita & F(x,y) = ¢, ¢ € R, ovvero si
puo scegliere A(z,y) = 1. Nel caso in cui il dominio sia semplicemente connesso, 1’essere forma esatta
¢ equivalente alla condizione di chiusura

oM ON

—(z,y) = —(x,y).

9y (@,y) = 5~ (2,9)

Differenziando tale relazione, si ha infatti dF'(z,y) = w(z,y) = 0.
Equazioni differenziali totali a variabili separate: Si presentano nella forma w(z,y) = 0 con

w(z,y) = M(z)dx + N(y) dy

Se f(z) € una primitiva di M e g(y) € primitiva di N, I'integrale generale in forma implicita & f(z) +
g(y) =¢, ceR.
Equazioni differenziali totali a variabili separabili: Si presentano nella forma w(z,y) = 0 con

w(z,y) = p(x)Y(y) dz + p1(2)P1(y) dy

Supposto ¥(y) # 0, p1(x) # 0, si divide 'equazione per ¥ (y)p1(y) riconducendosi al caso precedente
(variabili separate).

Equazioni differenziali totali omogenee: Sia w(x,y) = M (z)dz + N(y)dy. Se le funzioni M ¢ N
sono funzioni omogenee in D, ovvero esiste a € R tale che per ogni k& > 0:

M(kx, ky) = k“M(z,y), N(kx, ky) = k*N(z,y),

definite su un cono ! C' di R?.
Posto x = £,y = &n si ottiene la forma esatta:

1 N(1,n)
—d
13 <t M(1,m) +nN(1,n)

dn = 0.

IRicordiamo che C C R2 & un cono di R? se soddisfa la seguente proprieta: dati (z,y) € C allora (kz, ky) € C per ogni k > 0.
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Se M, N sono omogenee di un comune grado di omogeneita o # —1, allora qualunque sia il dominio
D si ha

F($7y)— !

= —le- M(z,9) +y- Nz, ).

Definizione D.2. Data nel dominio A I'equazione w = 0, un fattore integrante ¢ una funzione g : A — R
di classe C'' mai nulla tale che gw sia chiusa. L’equazione w = 0 risulta allora equivalente a gw = 0 che su un
semplicemente connesso ¢ un’equazione esatta. Si puo scegliere g > 0 quindi g = e/ con f: A — R. Se

w = p(x,y) dr + q(z,y) dy

allora condizione necessaria e sufficiente affinché efw sia chiusa &:

8yp - 690‘] = *payf + qaxf

Definizione D.3. Casi particolari di fattore integrante:

(1)

(6)

Oyp(x,y) — 0rq(x,y)
q(z,y)

se Oyp — 0zq = h(z)q si ha il fattore integrante el M@)dz in modo equivalente se

& una funzione della sola z, allora si ha il fattore integrante e/ ()42 dove

Oyp(z,y) — Oxq(z,y)

he) = q(r,y) ’

Oyp(x,y) — 0rq(x,y)
—p(l’, y)

se Oyp —0zq = k(y)p si ha il fattore integrante e~ J k) % in modo equivalente se

& una funzione della sola y, allora si ha il fattore integrante e/ *() 4% dove

k(y) = 2P ;1/]))(;J 8;)(1(9671/);

Supponiamo
Oyp — 0zq = f(x)q(z,y) — g(y)p(z,y)
con f,q,p di classe C'. Allora:

T y
e =exo ([ i [ owar)
o Yo
¢ fattore integrante per w.

L’equazione differenziale totale:
x"y® (my dx + nx dy) + 2 y° (py de + ve dy) =0

con T8, p,0,m,n, i, v costanti tali che my — nu # 0 ammette fattore integrante z%y” per a3
opportuni.
L’equazione differenziale totale:

M(z,y)dx + N(z,y)dy = yf(zy) dz + zg(xy) dy = 0

con , ammette fattore integrante —— .
[#y9 g Mz Ny

L’equazione differenziale totale:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

1
con M, N omogenee dello stesso ordine e Mz + Ny # 0, ammette fattore integrante —— .
Mz + Ny

A volte la forma del fattore integrante & suggerita dalla presenza di alcuni termini nella forma particolare del-
I’equazione.
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TERMINI | FATTORE INT. DIFF. ESATTO
rdy —ydx % d <g>
T T
1
rdy —ydx — d (—x)
Yy Y
1 Yy
rdy —ydx — d(ln—)
Ty T
rdy —ydr ! d(arctan 7>
y—y R
d(In(zy)) sen=1
1
rzdy +ydx
(zy)" — sen #1
(n—1)(zy) !
d ( In(x? + y2)> sen=1
1
d d —_—
rdy +ydr R 1
— 1
(smwT) =7

OSSERVAZIONE D.4. Grazie al Teorema della Funzione Implicita, se A\w = 0 & esatta e per se in P(x,y9) € D
vale N (xo,y0) # 0, 'equazione data si puo scrivere:
dy _ M(z,y)

dr  N(z,y)
in un intorno di P. Tale affermazione & resa rigorosa dalla seguente osservazione: Aw ammette F' come primitiva,
perché F' & esatta. Inoltre vale 0, F(xo,y0) = Ao, yo)N (20, yo) # 0, pertanto F' definisce implicitamente in un
intorno di P(xg,%o) una funzione y = y(z) con yo = y(x¢). Poiché M, N € C', e X # 0 si ha che N(x,y) # 0
in un intorno di P(xo,yo0), pertanto il teorema di Dini pud essere applicato in un intorno. Si ha quindi che
y = y(z) & di classe C! e vale

dy  M(z,y)

dx N(z,y)’
Analogamente se vale M (g, o) # 0, 'equazione data si puo scrivere:

dv  N(z,y)

dy — M(z,y)

in un intorno di P.
Viceversa, 'equazione y' = f(x,y) pud essere sempre scritta nella forma:

f(z,y)dx — dy = 0.
In altre parole, le curve di livello di F', ovvero gli insiemi:
F.:={(z,y) € A: F(z,y) =c}
rappresentano in forma implicita le soluzioni delle equazioni ordinarie

N y(@) G+ Mo y(@) =0, Ma(0).1) .+ Nalw)9) =0,

OSSERVAZIONE D.5. Se w = 0 & esatta, sia v una qualunque curva C! a tratti congiungente P(zq,0) ad
un generico punto (z,y) € D, allora la primitiva di w che valga 0 in P ¢ data da:

F(z,y) sz
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In particolare, se D & un rettangolo, puo essere scelta la spezzata costituita dai segmenti congiungenti P a
(z0,y) e poi a (z,y) oppure congiungente P a (z,y0) e poi a (x,y). Nel primo caso si avra:

z y
Fla,y) = / Mty di+ [ N(xo,s)ds.
xo

Yo
Nel secondo caso si avra:

@ y
F(m,y)z/ M(t,yo)dt+/ N(z,s)ds.
Zo Yo

OSSERVAZIONE D.6. Se w(x,y) ¢ forma di classe C!, w mai nulla, e G & integrale primo per w = 0, di classe
C'*1 su D, allora esiste A € C'(A,R) tale che sia:

0.G(x,y) = Mz, y)p(z,y)

9yG(z,y) = A=, y)q(x,y)
Viceversa se esiste A € C'(D,R) tale che \w sia esatta, ogni primitiva di A\w & integrale primo per l’equazione
totale w = 0.

Per completezza, diamo ora brevi cenni al caso R3, ad ogni modo tale argomento & facoltativo.
OsSERVAZIONE D.7 (Equazioni totali in R3). Sia:
w(z,y,2) = P(x,y,2)dx + Q(x,y, 2) dy + R(z,y, z) dz

una 1-forma differenziale in R3, I'equazione w = 0 & detta equazione differenziale totale. La condizione di
integrabilita per un’equazione totale in tre variabili e:

P(0.Q — 9,R) + Q(0,R — 9.P) + R(0,P — 9,Q) =0

(1) se w(x,y,z) =dF(x,y, z) & esatta, la soluzione ¢ data da F(z,y,2) = C € R.

(2) se w(x,y,z) non ¢ esatta, pud essere possibile trovare un fattore integrante A(x,y, z) tale che A\w = dF
sia esatta. La soluzione ¢ data da F(z,y,z) = C € R con A(z,y, z) # 0.

(3) se non & posssibile applicare nessuno dei precedenti, trattare una delle variabili, ad es. z come una
costante. Si integra 1’equazione risultante indicando con ¢(z) la costante di integrazione. Si prende
il differenziale totale dell’integrale ottenuto e per confronto con ’equazione di partenza si determina
o(2).

CopPIE DI EQUAZIONI DIFF. TOTALI IN R3: Supponiamo di dover risolvere simultaneamente wi(x,y,2) = 0
e wa(x,y,2) = 0. La soluzione sara data da una coppia di relazioni Fy(x,y,z) = C1 € R e Fy(z,y,2z) = C2 € R.
La procedura ¢ la seguente:

(1) se w; e wq sono entrambe integrabili (eventualmente tramite due fattori integranti A; e A2), la soluzione
¢ data dalle loro primitive.

(2) se w; ¢ integrabile ma wy non lo &, si integra w; = 0 per ottenere la relazione Fy(xz,y,z) = C. Usando
questa relazione assieme a w; = 0 e ws = 0 si eliminano una variabile e i suoi differenziali e poi si
integra l’equazione che ne risulta.

Se nessuna delle due ¢ integrabile, si procede considerando due variabili (ad es. z,y) come funzioni della terza
(ad es. z). Oppure si cerca di eliminare a turno dy e dz (oppure un’altra coppia) tra le due equazioni:

w1 =P1d1'+Q1dy+R1dZ =0
w2 :P2d1'+Q2dy+R2dZ =0

Si ha allora:

det [ D1 @ dz — det Q1 Rl)dz:O

Py Q2 Q2 R
R, P B P O _
det Ry, P» dx — det P, O dy=20
e si esprima il risultato nella formas:
de _dy _d:
X Y Z

dove si ha (per A # 0):

Q1 R R, P P
X = Mdet Y = Mdet Z = Mdet .
e(Qz Ry )7 ¢ ’ NP @
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Si ottengono le tre equazioni, due qualsiasi delle quali equivalenti al sistema di partenza:
Y dr = X dy, Y dz = Z dy, Xdz= Zdx.

Se sono integrabili o se una di esse lo € si procede come visto in precedenza. Se nessuna e integrabile, allora si

ha:
dfx_@_%_ lide+midy+nidz  ladr +mody +nadz

X Y Z hX+mY+mZ  bX+mY +neZ
dove Iy, mq,n1,la, M2, ne sono arbitrarie (moltiplicatori) e tali che i denominatori non si annullino. Con appro-
priate scelte dei moltiplicatori si possono ottenere equazioni integrabili. Se [X +mY + nY = 0, allora anche
ldx +mdy +ndz =0 e se questa relazione ¢ integrabile, il suo integrale fornisce una delle relazioni richieste.







APPENDICE E
Richiami sulle equazioni differenziali lineari

linearita sost. Sinonimi: austerita, chiarezza, finezza, drittura, moralita,
modestia, sobrieta, geometria || Vedi anche: essenzialita, pulizia, compren-
sibilita, semplicitd, purezza, squisitezza Contrari: difficolta || Vedi anche
delicatezza, scabrosita, spinosita.

Dizionario dei sinonimi e contrarsi.

In questa sezione richiamiamo alcuni risultati sulle equazioni differenziali lineari in un K-spazio di Banach Y,
con K =R o C. Come al solito, il lettore pud sempre pensare ¥ = R™. In tutta la sezione, I indichera un
intervallo di R. Cominceremo col ricordare alcuni strumenti fondamentali per la risoluzione delle equazioni
differenziali ordinarie lineari.

Definizione E.1 (esponenziale di matrice). Sianot € R, A € Mat,,«,,(C) I'esponenziale di matrice ¢ definito

da et = Z (t/,ll)J. Se A & una matrice diagonale e gli elementi sulla diagonale principale sono Ag, ..., A,, si
JEN J:

ha che €' ¢ una matrice diagonale e gli elementi sulla diagonale principale sono e

invertibile tale che PAP~! = D sia diagonale, allora Pe!AP~1 = ¢tP.

Mt eMt. Se P e matrice

Definizione E.2 (integrazione delle funzioni razionali fratte). Indichiamo con K[z] I'insieme dei polinomi
a coefficienti in K. Dati N, D € R[z] polinomi a coefficienti reali, una funzione razionale fratta & il quoziente
f(z) = N(z)/D(z). Supponiamo che N e D non abbiano fattori comuni tra loro (altrimenti li semplifichiamo).
Nella ricerca di primitive di f possono presentarsi due casi:
(1) oil grado di D & maggiore di quello di N,
(2) altrimenti se il grado di N & maggiore o uguale a quello di D & possibile eseguire la divisione tra
polinomi determinando due polinomi @, R € R[z] tali che f(z) = Q(z) + R(z)/D(z). Una primitiva
di f si ha sommando una primitiva del polinomio @ e della razionale fratta R(x)/D(x) dove il grado
di R e minore di quello di D.
11 problema & quindi ricondotto alla ricerca di primitive di f(z) = N(z)/D(x) con N, D polinomi in cui il grado
di D e strettamente maggiore di quello di N e privi di fattori in comune.
Supponiamo che x4, ..., 4 € R siano le radici reali di D, e supponiamo che ay+¢31, a1 —i01, ..., ap+i8h, an—ifn €
C\ R siano le radici complesse non reali di D. Ricordiamo che, essendo D a coeflicienti reali, se ¢’¢ una radice
complessa non reale, vi & anche la complessa coniugata ed entrambe hanno la stessa molteplicita. Allora esistono
costanti Ag;, , Bes,, Ces, € R tali che f si scriva come una somma finita formata dai seguenti termini:
(1) per ogni radice reale zj di molteplicita vy si ha il contributo:
Apy n Apa 4 Apy,
x—xp  (x—x)? (x — x>

(2) per ogni coppia di radici complesse coniugate non reali ay + i, cp — ifp, della stessa molteplicita i,
si ha il contributo:

Byix+ Cpq Byox + Cyo - B@lux—FCgW
(x—a)?+ 57 ((x—a)?+61)?* 7 ((x—an)?+57re

Pertanto dall’'uguaglianza:

_ N(z) Ag1 A Agu,,
fla) = D(x) _Zx—xk (x — )2 Tt (x—xk)Vk+
Bz + Cpy Biox + Cyo By, x+Cyyp,
+ + ...+ .
ze: (x—ar)?+ 67 ((x—ar)?+ 57)? ((x — cw)? + B7 )1
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moltiplicando per D(z) e raccogliendo i termini dell stesso grado & possibile determinare le costanti Ay, , Bes,, Crs, €
R in modo univoco. A questo punto una primitiva di f si ottiene sommando le primitive di tutti i contributi,
che risultano di calcolo immediato ricordando che Agj, , Bes,, Ces, € R sono costanti e che si ha:

1
— +C, seneN,n>1;
/ dr (n—1(x+ a1t
(@+a
log |z + a| + C, sen = 1.
- +C eN,n>1
— . osen , n ;
r 2(n—1)(z2 4+ 1)t
" dr=
/(x2+1)n ! 1
510g|902—i-a\+07 sen=1.
Per quanto riguarda il calcolo di
dx
I,=] ————,n€N
si ha I = arctanxz + C e per n > 1
z 2n —3

I, = —

+ ~1;
2n—1)(1+a2)» 1  2p—2 """
quindi applicando questa formula ricorrente per il numero necessario di volte si perviene alla primitiva desiderata.

Definizione E.3. Un’equazione differenziale lineare del primo ordine in I x Y & della forma:

y'(t) = At)y(t) + (1),
dove A € C°(I,Lg(Y)), b € C°(1,Y) e Lg(Y) indica lo spazio vettoriale degli operatori lineari continui di Y’
in se stesso. Se Y ha dimensione finita n, allora Lk (Y) & isomorfo allo spazio delle matrici n x n a coefficienti
in K, pertanto A(t) in questo caso ¢ una matrice n x n i cui coefficienti sono funzioni continue da I in K.
Questa equazione soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e unicita. Se b(t) = 0 per ogni t 'equazione diviene
y'(t) = A(t)y(t) detta anche omogenea associata a y' = A(t)y + b(t). Un’equazione lineare omogenea ammette
sempre la soluzione identicamente nulla.

Un caso particolare della precedente definizione, ovvero con Y = R o C, ¢ dato da:

Definizione E.4 (Equazioni lineari del primo ordine scalari).
Caso omogeneo: tali equazioni si presentano nella forma:

y'(t) = a(t)y
con a € CY(I,K), I intervallo di R. La loro soluzione ¢ data da:
y(t) = coe®

al variare di ¢o € K, dove A(t) € / a(t) & una primitiva di a(t). Ricordiamo che tale equazione ammette sempre
la soluzione identicamente nulla. Caso non omogeneo: Tali equazioni si presentano nella forma:
y'(t) = a(t)y + b(t)

con a,b € C°(I,K), I intervallo di R. Se A(t) € [a(t) & una primitiva di a(t) e B(t) € [e A®b(t) & una
primitiva di e=4®b(t), allora le soluzioni sono date al variare di ¢ € K dall’equazione:

y(t) = ce® 4 AW B(1)

Nel caso sia assegnata una condizione iniziale y(tg) = yo, la soluzione (unica) ¢ data da:

y(t) = yo exp ( /t :a(t) dt) +exp ( /t :a(t) dt) /t t exp (— /t:a(t) dt) b(t) dt,

dove exp(x) = €*.
Pit in generale ricordiamo la seguente:

Proposizione E.5 (conseguenze della linearitd). I sequenti fatti sono consequenze della linearita:
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(1) Lo spazio delle soluzioni di un’equazione differenziale lineare omogenea é uno spazio vettoriale isomorfo
a'Y, Uisomorfismo é dato dalla valutazione delle soluzioni in ty: ovvero se p1,p2 : I — Y sono
soluzioni di y'(t) = A(t)y(t) e A\, € K sono costanti, allora ¢ : I — 'Y definita da p(t) = Ap1(t) +
wpa(t) & soluzione di y'(t) = A(t)y(t).

(2) Le soluzioni dell’equazione non omogenea y' = A(t)y + b(t) si ottengono aggiungendo alle soluzioni
dell’equazione omogenea associata y' = A(t)y una soluzione particolare. In altre parole, se w: I —Y
e soluzione dell’equazione non omogenea, tutte le altre soluzioni dell’equazione non omogenea sono
della forma w + ¢ con @ soluzione dell’omogenea associata.

(3) Se nell’equazione non omogenea y' = A(t)y + b(t) si ha b(t) = b1(t) + ...bk(t) e p; : I =Y & soluzione
diy = A(t)y+bi(t) peri=1,....k, allora ¢ : I =Y definita da o(t) = p1(t) + ... + ©i(t) & soluzione
diy = A(t)y +b(t).

OSSERVAZIONE E.6. Ad esempio se Y = R, un termine noto della forma b(¢t) = f(t)cos(at) pud essere
scritto come somma

1 , 1 ,
blt) = 5 /()" + 3 f(t)e="
e in modo analogo per un termine b(t) = f(t)sin(at). Se si sa risolvere 'equazione con termine noto % f(t)e*%?,

si sa risolvere anche 1’equazione di partenza.
Proposizione E.7. Se @1, ..., ¢, sono soluzioni dell’omogenea y' = A(t)y, allora sono equivalenti le condi-
2L0Mn1:
(1) le funzioni @1, ..., 0 € CY(I,Y) sono linearmente indipendenti (come elementi dello spazio vettoriale
CU(L,Y));
(2) esiste tg € I tale che i vettori @1 (ty), ..., pr(to) €Y sono linearmente indipendenti;
(3) per ognit € I i vettori p1(t),...,or(t) €Y sono linearmente indipendenti.

Definizione E.8. Consideriamo I'equazione 3y’ = A(t)y, sia ¢ : I x I x Y — Y il suo flusso, cioe ¢(t, to, yo)
¢ il valore all’istante ¢ della soluzione che all’istante ¢ vale yg. Il flusso & ben definito perché la soluzione che
all’istante to vale yo € unica. Fissati t,tg € I si ha che y — ¢(t,to,y) ¢ funzione lineare di Y in Y. Quindi
o(t,to,yo) = R(t,to)yo con R(t,tg) € Lx(Y). Nel caso in cui Y abbia dimensione finita n, si ha che R(¢,tg) ¢
una matrice n X n i cui coefficienti dipendono da ¢ e .

Indicata con idy lidentita in Y (ovvero la matrice identita nel caso di dimensione finita), si hanno le seguenti
relazioni per ogni to,t1,tg € I:
R(to, to) =idy ‘R(tg7 tl) o R(thto) = R(tz, to)

Fissato to € I, si ha che Ry, (t) soddisfa a X’ = A(t)X con X : I — Lg(Y), nel caso di dimensione finita X &
una matrice n X n i cui coefficienti dipendono dal tempo.

Data ® € C'(I,Lg(Y)), si ha ® = A(t)®(t) per ogni ¢ se e solo se per ogni yo la funzione ¢y, (t) = ®(t)yo &
soluzione di y' = A(t)y. Inoltre o ®(¢) & invertibile per ogni ¢ € I oppure ®(¢) non & invertibile per nessun ¢ € I.
Una risolvente per y' = A(t)y &¢ ® € C1(I, Lx(Y)) soddifacente a ®(t)’ = A(t)®(t) e invertibile per ogni t € I.

Proposizione E.9 (Metodo della variazione delle costanti). Sia ® risolvente di y' = A(t) per il problema
non omogeneo y' = A(t)y + b(t) con dato u(0) = yo, allora:

t
u(t) = Rit.tohwo + [ Rlt,7)b(r) dr
to
ricordando che per ogni risolvente ® si ha R(t,7) = ®(t)®~1(7).

Nella pratica, il metodo della variazione delle costanti si riduce a quanto segue: data ’equazione lineare di
ordine n non omogenea a coefficienti costanti

Y+t any = Q)

se y(x) = cry1(x) + ... + cpyn(x) € lintegrale dell’omogenea associata, ¢ € R, sostituiamo le costanti ¢, con
funzioni ¢ = ¢ (x) e risolviamo seguente sistema di n equazioni nelle n incognite ¢}, (z):

ci(@)yr(z) + - + ¢ (@)yn(z) =0,
i (2)yr () + o+ e (2)yn(2) =0,

n—1 n—1

Aoy V(@) + ot @V (@) =0,
A" (@) + -+ @ () = Q(a).
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Tale sistema lineare puo essere riscritto nella forma:

yi(@) o yn(2) & (x) 0
yilz) o yn(o) cy(x) 0
@) e V@ || e 0
y(z) . e () &, Q)

La matrice dei coefficienti & chiamata il wronskiano delle soluzioni (indipendenti) y; (z), ..., yn(2). Ottenute le
soluzioni ¢}, (z), si ricavano le funzioni ¢y (z) per integrazione. Allora una soluzione particolare dell’equazione
sara
y(z) = cr(@)y (@) + - + enl(@)yn (@),
e 'integrale generale dell’equazione sara
y(@) +9(x) = (cr(2) + c)yn (@) + - + (en(2) + en)yn (), c1, - Cn €R.
OSSERVAZIONE E.10. Per equazioni del secondo ordine

y' +a(t)y’ +b(t)y = f(t),
il metodo della variazione delle costanti si riduce alla ricerca di soluzioni del tipo

7= c1(t)yr(t) + ca(t)y=(1)
costruite a partire da due soluzioni y; (¢) e ya(t) dell’equazione omogenea associata
y" +a(t)y + b(t)y = 0.
Si ha:
¥ = iy + chys + ey + oy

Al fine di semplificare i calcoli, si impone cjy; + chya = 0. Questo fa si che risulti §' = c1y] + covh e di
conseguenza:
§" = chyi + chys + ey + cays -
Sostituendo quanto appena ricavato nell’equazione di partenza si ottiene:

(hy) + cays + ey + cayy) 4 aleryy + cayy) + b(ciys + caya) = f
e quindi

cr(y) +ayy +by1) + c2(yy + ayy + by2) + (vt + caph) = f.

I primi due addendi sono identicamente nulli, poiché y; e y2 sono soluzioni dell’equazione omogenea, quindi il
tutto si riduce a:

i+ cays = f

Tutto cio porta allo studio del sistema lineare di due equazioni nelle incognite ¢} e c:
ciy1 + chy2 =0
vt + v = .

(3 2)
Y1 Ya
¢ il Wronskiano di y; e y2: questo € nullo se e solo se le due soluzioni sono dipendenti. Ne segue che in questo
caso non e mai nullo, ed il sistema ha sempre una soluzione, data da:

;o —yaf ;o y1f

= Co= 7 — 7.~

YaY1 — Y142 Ya2Y1 — Y1Y2

Integrando ¢] e ¢ si pud ottenere a scelta o una soluzione particolare dell’equazione di partenza (integrando
definitamente) o U'integrale generale dell’equazione di partenza (integrando indefinitamente).

Il determinante della matrice

Chiariamo gli ultimi concetti con un esempio.

EsemPIO E.11. Consideriamo il sistema 2 = Az + b(t) in R? con

A:(i g) b(t)z(ett).

Lo spazio delle soluzioni ha dimensione 2.



(a.)
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Soluzione dell’omogenea: per determinare la risolvente & necessario trovare soluzioni dell’equazione
omogenea z = Az. Per risolvere tale equazione, cerchiamo una base opportuna in cui il sistema sia
disaccoppiato, un sistema di riferimento in cui 'operatore lineare, associato alla matrice A nella base
canonica, in questo nuovo sistema di riferimento abbia matrice diagonale o almeno triangolare. Il
sistema di riferimento cercato & quello costituito dagli autovettori di A, ovvero da quei vettori u € R?
non nulli tali per cui Au = Au per qualche A € C, detto autovalore associato a u. Per trovare gli
autovalori si risolve 'equazione det(Aidgz — A) = 0. In questo caso si ottiene:

A-5 -3
Ozdet< 5 A_3):(A—5)(A—3)—6:A2—8A+9:0,

ovvero \y = 4+ /7 e Ay = 4 — /7. Per determinare gli autovettori dobbiamo trovare due vettori
u1, us tali per cui

(Niidge — A)u; = < Ai__25 Af_zg?) >u =0,i=1,2.

Per definizione di autovalore, le due righe di questa matrice sono dipendenti, pertanto ¢ sufficiente
risolvere:

—2uf + (1+ VTl =0, —2uf + (1= VT)u§ =0

Y

i

avendo posto u; = (u¥,u?) e cercando soluzioni non nulle. Possiamo quindi scegliere u; = (1 ++/7,2),
ug = (1 — VT, 2). Indichiamo con P la matrice che ha per colonne i vettori u; e us:

(14T 1A U@ (VD)
P‘( 2 2 ) P‘(l/@ﬁ) (1+ VT)/(4v/7) )

si ha det P = 41/7 # 0. E’ noto dalla teoria che P~ AP & la matrice diagonale avente sulla diagonale

principale gli autovalori. Posto w = P~'z, si ha @ = P~'2 = P~' APw, da cui:

’lbl _ 4 + \ﬁ 0 w1

wy ) 0 4 -7 wy )’
quindi w; = A\w;, percid w;(t) = C;eMt. i = 1,2. Applicando la trasformazione inversa z = Pw, si
ottiene:

_ At
o) = ( z1(t) ) _ ( 1+2\ﬁ 1 Q\ﬁ > < g;if\zt ) — Oyttt + Cyeetuy.

Data una condizione iniziale zq, si ottiene zg = Ciuq+Csus, ovvero le costanti Cy, Cs sono le coordinate
di zg rispetto al sistema di riferimento degli autovettori. Quindi:

Ci\ _ -1 _ Gy
<C2)—P 20, Zo—P(C2>.
Poniamo:

0= () N ). =7 S ) =T,

Osseviamo anche che T'(t)T~1(7) = T(t — 7). Percid per ogni zg € R? la mappa: z(t) = PT(t)P 1z
¢ la soluzione di 2 = Az con z(0) = 2.
Determinazione della risolvente: dal punto precedente si € ricavata una formula per la risoluzione

dell’lomogenea a partire da qualunque dato iniziale. Per definizione si ha che la risolvente & ®(t) =
PT#)P~, @ 1(7) = PT Y (1)P~tesiha R(t,7) = ®(t)®(7) = PT) T~ ()P~ = PT(t—7)P~L.
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(c.) Metodo della variazione delle costanti: applicando la formula si ottiene come soluzione

u(t) = R(t,0)z + / t R(t,7)b(r) dr = PT(t)P~ 'z + /0 t PT(t— )P~} ( o ) dr

= PT(t)PlzooJr/Ot PT(#)P~'PT(—7)P} ( o ) dr

= PT(t)P_1z0+PT(t)P_1/Ot PT(—7)P~* ( s ) dr

= PT(t)P~* (z0+P/OtT(—T)P_1 ( - ) dr) .

Casi particolari della precedente trattazione sono dati da:

Definizione E.12 (Sistemi differenziali lineari a coefficienti costanti). Consideriamo i sistemi y’ = Ay+b(t)
e Pomogeneo associato y' = Ay con A € Lg(Y) trasformazione costante, ovvero matrice indipendente da ¢ nel
caso di dimensione finita.
Diremo che il sistema € accoppiato se A non € una matrice triangolare, altrimenti diremo che il sistema &
non accoppiato. Se il sistema € non accoppiato e possibile integrare le singole equazioni a partire dall’ultima
sostituendo le soluzioni via via trovate.
La soluzione del problema omogeneo con 5(0) = yo & (t) = e*4yq dove I'esponenziale di matrice ¢ definito da

tA)I
oy
jEN
Siau €Y, u#0, A\ €K Sihache p(t) = eMu & soluzione di y' = Ay se e solo se A & autovalore di A
con u come autovettore associato. Supponiamo che A abbia n autovettori linearmente indipendenti (cioe sia
diagonalizzabile) associati agli autovalori A1, ..., A,,, allora si ha:

e)\nt 1

e =

A = M.

Up[t1 .ty ™
(ricordiamo che u; ¢ un vettore colonna, quindi queste matrici sono quadrate di ordine n).
Dal metodo della variazione delle costanti si ricava:

t
y(t) = elt=to) Ay, —|—/ e(t_T)Ab(T) dr

to

come soluzione del sistema non omogeneo che soddisfa y(0) = yo.
Definizione E.13 (Equazioni lineari di ordine n). L’equazione lineare di ordine n > 1:
Y™ 4 a1 ()Y 4 L ar ()Y + ao(t)y = b(t)
dove b, ag, ..., a,_1 € C°(I,K) con I intervallo di R e la sua equazione omogenea associata:
Y™ a1 Oy Y 4 4 a ()Y + ao(t)y =0

con le posizioni 21 = y, 22 = ¢/, 2z, = y™ Y si riconducono al sistema lineare 2/ = A(t)z + B(t) oppure
z' = A(t)z nel caso omogeneo associato con A(t) € Mat, x,(K). La matrice A come si verifica facilmente ha
per ultima riga —ag(t), ..., —a,—1(t), gli elementi immediatamente sopra la diagonale principale sono 1, gli altri
sono 0. B(¢) € un vettore colonna la cui ultima componente ¢ b(t) mentre le altre sono nulle.

(1) WRONSKIANO: Date r funzioni scalari ¢1, ..., ¢, : I — K di classe almeno C™~! su I, la loro matrice
wronskiana a m righe & la matrice m xr di funzioni a valori in K in cui la colonna i-esima ¢ formata dalle
derivate successive (da 0 a m — 1) di ¢,. Quindi r soluzioni del sistema omogeneo sono indipendenti
se e solo se la loro matrice wronskiana a n righe ha rango r in almeno un punto ty. In questo caso
ha rango r in ogni ¢t € I. Quindi lo spazio delle soluzioni dell’equazione lineare omogenea di ordine
n ha dimensione n, dette 1, ..., v, n soluzioni, esse sono indipendenti se e solo se il loro wronskiano
w(t), cioe il determinante della loro matrice wronskiana a n righe, & diverso da 0 in almeno un punto
e dunque in tutti.

Indicheremo con w;(t) il determinante del minore della matrice wronskiana a n righe di n soluzioni
ottenuto sopprimendo l'ultima riga e la j-esima colonna.
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(2) RISOLUZIONE DELL’EQUAZIONE LINEARE NON OMOGENEA DI GRADO n: Se ¢1, ..., 5, SONO un sistema
fondamentale di soluzioni per:

Y™ 4 a1 Oy Y + L+ ar(D)y + ao(t)y =0
allora la soluzione dell’equazione non omogenea
Y™ 4 a1y Y + 4 ar )y + ao(t)y = b(t)

che ¢ nulla in ty € I assieme a tutte le sue derivate fino all’ordine n — 1 ¢ data da:
pot) =Y i (t)p;(t)
j=1

dove:

con w(t) e w;(t) come sopra.
Proposizione E.14. Data ’equazione differenziale lineare di ordine n a coefficienti costanti:
v+ an_1y" Y+ L+ ary + aoy = b(1),

lomogenea associata ¢ y™ + an_1y™ Y + .. + a1y + agy = 0. Il loro polinomio caratteristico ¢ p(z) =
2"+ ap_ 12"+ ..+ a1z +ag. Se \ & radice di p(z) di molteplicita v, allora ['omogenea associata ammette
soluzioni: e teM, ... t*"Le M. Per ogni coppia di soluzioni complesse coniugate \ = o + 1465, \ = aj — if3;
possiamo sostituire alle soluzioni: t¥e*it, tkerit le soluzioni tFe®it cos(B;t), the®it sin(B;t).

Particolarmente significativo ¢ il caso n = 2, per il quale si ha:

Definizione E.15 (Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti). Data un’equazione diffe-
renziale lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti:

y"'(t) +py'(t) + qy(t) =0
e dette o, B € K le radici dell’equazione caratteristica (2 +p(+q = 0, allora le soluzioni dell’equazione omogenea

si scrivono in modo unico come:

y(t) = cre® + coet se a # 3

y(t) = cre® + cote™ se a = 3
al variare di ¢q, ¢ € K.
Nel caso particolare di equazioni del tipo 3’ + w?y = 0, con w € R, grazie alle formule di Eulero le soluzioni si
scrivono anche:

y(t) = c1 cos(wt) + co sin(wt) = A cos(wt + @)
al variare di ¢y, ¢, A, ¢ € K.
Date le condizioni iniziali y(tg) = yo e ¥'(to) = y{, to € I, e dette «, 8 € K le radici dell’equazione caratteristica
¢? +pC + q = 0, esiste una ed una sola soluzione in C?(I,K) dell’equazione y"(t) + py'(t) + qy(t) = b(t)
soddisfacente a tali condizioni:
(1) se a # (3 si ha:

- - b palt—s) _ ,Bt—s)
ylt) = PP ot 02000 ety [FE T T
t

a—pf 08—« . a—pf
(2) se = [ si ha:

t
y(t) = yoe® 1) + (yf — ayo)(t — to)e™ =) + / (t — 5)e*(=)b(s) ds

to
Se b(t) = 0 (caso omogeneo) e si ha yo =y, = 0 allora y = 0 identicamente.
11 seguente risultato permette di determinare una soluzioni particolare per equazioni differenziali lineare di

ordine n a coeflicienti costanti non omogenee in cui il termine noto abbia una certa forma. Daremo diverse
versioni di tale risultato, oltre a quella piu generale.
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Proposizione E.16 (Metodo dei coefficienti indeterminati). Sia a(t) polinomio in t a coefficienti complessi,
a € C. Si consideri I’equazione:

y(") + an_ly("fl) + o+ a1y + agy = a(t)e™.

Allora:

(1) se o mon ¢é radice del polinomio caratteristico dell’equazione omogenea, si ha per la non omogenea la
soluzione c(t)e*t dove ¢ & un polinomio dello stesso grado di a;

(2) se « ¢ radice del polinomio caratteristico dell’equazione omogenea di molteplicita v, si ha per la non
omogenea la soluzione t”c(t)e™ dove ¢ & un polinomio dello stesso grado di a.

Tali soluzioni sono uniche. I coefficienti del polinomio t — c(t) vengono determinati sulla base delle condizioni
iniziali e sostituendo nell’equazione data.

Corollario E.17. Supponiamo di avere l’equazione
Y™ 4+ an_1y "V + 4 ary + agy = b(t).

(1) supponiamo che b(t) sia un polinomio a coefficienti reali. Se 0 non é radice del polinomio caratteristico,
cerchiamo come soluzione particolare x,(t) un polinomio dello stesso grado di b(t). Se invece 0 é radice
del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = t"c(t) con
c(t) polinomio dello stesso grado di b(t).

(2) supponiamo che b(t) = a(t)e®" con o € R, a(t) polinomio a coefficienti reali. Se o non ¢é radice del
polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare z,(t) = c(t)e®* dove ¢(t) é un polinomio
dello stesso grado di a(t). Se invece o é radice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo
come soluzione particolare x,(t) = tVc(t)e™* con c(t) polinomio dello stesso grado di a(t). Il caso
precedente corrisponde alla scelta o = 0.

(3) supponiamo che b(t) = a(t) cos Bx oppure b(t) = a(t) sin Bz con a(t) polinomio a coefficienti reali. Se i3
non é radice del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = c(t)(Acos 5t +
Bsin Sz) dove c(t) é un polinomio dello stesso grado di a(t). Se invece i3 é radice del polinomio
caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare x,(t) = t“¢(t)(A cos ft+ Bsin fz)
con c(t) polinomio dello stesso grado di a(t). Importante: anche se il termine b(t) contiene solo un
coseno o solo un seno, la soluzione particolare va cercata contenente sia il seno sia il coseno.

(4) supponiamo che b(t) = a(t)e*® cos fx oppure b(t) = a(t)e*®sinfx con a(t) polinomio a coefficien-
ti reali. Se o + i3 non é radice del polinomio caratteristico, cerchiamo come soluzione particolare
zp(t) = c(t)e**(Acos St + Bsinfz) dove c(t) é un polinomio dello stesso grado di a(t). Se inve-
ce i3 ¢ radice del polinomio caratteristico di molteplicita v, cerchiamo come soluzione particolare
zp(t) = tVc(t)e**(Acos St + Bsinfz) con c(t) polinomio dello stesso grado di a(t). Importante:
anche se il termine b(t) contiene solo un coseno o solo un seno, la soluzione particolare va cercata
contenente sia il seno sia il coseno.

Per determinare i coefficienti del polinomio c(t), e quindi la soluzione particolare x,(t), si pongono tali coeffi-
cienti pari a costanti e si sostituisce 'espressione generica di z,(t) nell’equazione. Uguagliando i termini simili,
st trovano alcune relazioni tra i coefficienti. I coefficienti che rimangono indeterminati possono essere posti
uguali a zero.

OSSERVAZIONE E.18. Osserviamo che se h(t) = hy(t) + .... + hi(t) e z(t) & soluzione di
Y+ an1y" Y + L+ a1y + aoy = hy(t)

per ogni j = 1...k, allora x(t) = x1(¢t) + ... + zx(t) & soluzione di aZ + bi + cx(t) = hi(t) + ... + hi(t) = h(t).
In altre parole, se il termine noto h(t) & una somma finita di funzioni, per trovare una soluzione dell’equazione
di partenza ¢ sufficiente trovare una soluzione di ciascuna equazione che si ottiene prendendo come termine
noto ciascuno degli addendi, e poi sommare tutte queste soluzioni. Il metodo dei coefficienti indeterminati si
pud quindi applicare a termini noti b(¢) che possano essere decomposti in somme finite delle funzioni viste in
precedenza.

EsEmpPIO E.19. Consideriamo 'equazione y” + 2y’ +y = sin(2t), y(0) = 1, ¢’ (0) = 2. L’omogenea associata
¢ y"” + 2y +1 =0 di polinomio caratteristico A2 + 2\ 4+ 1 = 0 che ha come unica radice A = —1 di molteplicita
v = 2. Possiamo scrivere sin2t = (e?® — ¢7t)/(2i) e studiare separatamente y” + 2y’ + 1 = €2t /(2i) e
y" + 2y +1 = ¢e*!/(2i). Nel primo caso, si ha che il termine noto ¢ della forma c(t)e® con o = 2i e c(t) = 1/2i
polinomio di grado zero, ovvero costante. Poiché o = 2¢ non & radice del polinomio caratteristico, si ha per
I'equazione non omogenea y” + 2y’ + 1 = 2! /(2i) una soluzione particolare del tipo cze?* con c3 € C costante.
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In modo analogo, si ha per 'equazione non omogenea y” + 2y’ + 1 = e~*2!/(2i) una soluzione particolare del
tipo c4e 2% con ¢y € C costante. L’equazione omogenea y” + 2y’ + 3y = 0 ammette le soluzioni c;e™* + cyte™
con ¢q, co costanti. Quindi 'equazione y” + 2y’ + y = sin(2t) ammette le soluzioni nella forma:

y(t) = cre” " + eate™" + cze® + cue " = e + cote™" + di cos(2t) + da sin(2t)
= (Cl + th)eit + dl COS(2t) + d2 sin(2t),

dove i coefficienti ¢, c2, di e do non sono tutti liberi, ma vanno determinati sostituendo questa formula
nell’equazione e utilizzando le condizioni iniziali. Si ha:

y(0) =c1+di =1
y(t) = (—c1 + ca — tea)e! + 2dg cos(2t) — 2dy sin(2t)
9(0) = —c1 + 2 +2dy =2
i(t) = (c1 — 2¢o + tea)e! — 4dy cos(2t) — 4dy sin(2t)
§(t) + 2y 4+ y = sin(2t) = (—3dy + 4ds) cos(2t) — (4dy + 3dz) sin(2t).
Si ha quindi dall’ultima equazione 4d; + 3ds = —1, 4dy — 3d; = 0 e dalle condizioni iniziali ¢; +d; = 1 e
—c1 4 co + 2dy = 2 da cui: dy = —4/25, dy = —3/25, ¢; = 29/25, co = 85/25, quindi la soluzione &:

y(t) = % ((29 4 85t)e™" — 4 cos(2t) — 3sin(2t)) .






APPENDICE F
Altre equazioni ordinarie e metodi di riduzione

meétodo = lat. METHODUS dal gr. METHODOS propr. [’andar dietro per
ricercare, per investigare, e quindi la via o il modo della investigazione (onde
METHODEYO vado dietro): comp. della partic. META dopo, e HODOS cammino,
via (v. Esodo).
Modo ordinato e conforme a certi principi, d’investigare, di esporre il vero, di
governarsi nell’operare; piu strettamente Modo di operare per ottenere uno
SCopo.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,

di Ottorino Pianigiani, 1907.

Definizione F.1. Un integrale singolare o di frontiera dell’equazione y' = f(x,y) definita su un dominio
A & un integrale la cui corrispondente curva integrale risulti interamente tracciata sulla frontiera di A.

Definizione F.2. L’equazione differenziale F(x,y,3’) = 0 & in forma normale se pud essere scritta nella
forma y' = f(z,y), altrimenti si dira in forma non normale.

Definizione F.3 (Vari tipi di equazioni differenziali). Alcuni tipi di equazioni differenziali e tecniche
risolutive:

(1)

Equazioni a variabili separabili: Sono le equazioni del primo ordine del tipo § = p(t)q(y) dove
p:I — R ¢q:J — R sono almeno continue e I, J sono intervalli di R. Se ¢(yo) = 0 la costante
y(t) = yo € soluzione, negli altri casi si puo dividere per ¢(y) (almeno finche g(y(t)) 7é ) Con il
cambiamento di variabili n = y(¢) si ottiene integrando con la condizione iniziale y(tg) =

ity = v

Il problema cosi e riportato alle quadrature, cioe alla ricerca di primitive e inversioni di funzioni. La
soluzione, in generale, sara in forma implicita. In alternativa, si scriva l’equazione come equazione
totale e si ottiene una equazione totale a variabile separabili.

Equazioni del tipo y' = f(ax + by): con f continua e a,b € R\ {0}. Posto z = ax + by si ottiene
Pequazione a variabili separabili 2/ = a+bf(z). Ad ogni integrale z(x) di questa equazione corrisponde
lintegrale dell’equazione di partenza y(z) = Z(x)T_M.

Equazioni a coefficienti omogenei: Si presentano nella forma

r-1(2)

In generale, il secondo membro ¢ funzione continua omogenea di grado 0. Si pone z = £ giungendo

all’equazione a variabili separabili 2/ = i (z) . Ad ogni integrale di questa equazione corrlsponde I’in-
tegrale y(z) = zz(x) dell’equazione d1 partenza Un altra forma con cui puo essere data un’equazione
a coefficienti omogenei & M (z,y) dz + N(z,y)dy = 0 con M, N funzioni omogenee dello stesso grado.
Si pone anche qui y = zz per studiare il caso = # 0, oppure z = yz per studiare il caso y # 0.
ax+by+c

a’z4+b'y+c’
a'b # 0 e ¢, ¢ non entrambe nulle. In queste ipotesi le due rette ax +by +c=0edxz+by+c =0
hanno in comune un punto («,3) # (0,0). Una volta determinato tale punto, poniamo = = u + a,

y = v + (8 ottenendo ’equazione a coefficienti omogenei

dv a+by
f(a +b’”>

Ad ogni integrale v = v(u) di essa corrisponde I'integrale y = 8+ v(xz — ) dell’equazione di partenza.

Equazioni del tipo 3’ = f( ): con f continua, a,b,c,a’,b’,c costanti reali tali che ab’ —
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(5)
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Equazioni lineari: Si presentano in forma

Y+ p(x)y = q(z)

con p, q funzioni continue. L’integrale generale &
y=e Jr@)de {/ q(x)el @ gy 4 ¢

Si rimanda alla corrispondente sezione per un’analisi piu dettagliata.
Equazioni di Bernoulli: Si presentano in forma

Y+ plx)y = q(x)y”

1=n — 2 ottenendo 'equazione lineare 2’ + (1 — n)p(z)z =

con p, q continue, n € R, n # 0,1. Si pone y
(1 —n)g(z). Ad ogni integrale di questa corrisponde l'integrale y(x) = [z(x)]l% dell’ equazione di
partenza. Se n > 0 vi & anche Uintegrale y = 0.

Abbassamento di grado per equazioni non autonome dove non compare la y: L’equazione
del secondo ordine 4" (t) = f(¢,4'(t)) con f almeno continua, si riconduce ad un’equazione ordinaria
del primo ordine ponendo z(t) = y/(t), da cui 2'(t) = f(¢,2(¢)) e y(t) = [=(t) + C.

Equazioni riconducibili a lineari: Supponiamo che I’equazione si presenti nella forma:

f'Wy + fy)P(z) = Q(x)
In questo caso il cambiamento di variabile v = f(y) riduce ’equazione alla forma v’ + P(x)v = Q(z).
Integrali singolari per F(z,y,y’) = 0. Data equazione in forma non normale F(z,y,y") = 0, con
F continua in A e sulla frontiera di A. Un integrale singolare di primo tipo & un integrale y = y(x) tale
che la curva di equazioni parametriche y = y(x), ¥’ = /() risulti interamente tracciata sulla frontiera
di A.
Consideriamo ora le equazioni F(z,y,y’) =0 e Fy(z,y,y") = 0. Supponiamo di eliminare la ¢ tra le
due equazioni ottenendo p(z,y) = 0 e sia y = y(z) una funzione implicitamente definita da quest’ultima
relazione. Se tale y = y(z) soddisfa contemporaneamente F(z,y,y’) = 0 e Fy(z,y,y’) = 0 allora si
dira un integrale singolare del secondo tipo.
Equazioni della forma z = f(y'): supponiamo che f abbia derivata prima continua. Poniamo
y = pdacui dy = pdx da cui x = f(p) e de = f'(p)dp, da cui dy = pf’'(p) dp quindi l'integrale
generale in forma parametrica & z = f(p), y = [ pf’(p) dp + c.
Equazioni del tipo = = f(y,y’): derivando in y pensata come indipendente e ponendo p = ¢/ si

1
ottiene un’equazione — = F' | y,p, d—p . Risolvendo, si ottiene ¢(y,p,C) = 0 al variare di C. Se
p Y

possibile, eliminare p tra 'equazione di partenza = = f(y, p) e la relazione ¢(y, p, C') = 0, altrimenti si
esprimono separatamente x,y in funzione di p.

Equazioni della forma y = f(y’): supponiamo che f abbia derivata prima continua. Poniamo
y =p,p#0,sihay= f(p) edy= f'(p)dp. Quindi poiche dy = pdz, si ottiene dx = @ dp da cui
I'integrale generale in forma parametrica: y = f(p), y = [ f/% dp + c.

Equazioni del tipo y = f(z,y’): derivando in x e ponendo p = ¢’ si ottiene un’equazione p =
F(x,p,p). Risolvendo, si ottiene ¢(x, p, C') = 0 al variare di C. Se possibile, eliminare p tra l’equazione
di partenza y = f(x,p) e la relazione ¢(z,p,C) = 0, altrimenti si esprimono separatamente x,y in
funzione di p.

Equazioni di Clairaut: si presenta nella forma

y=ay' + f(y)
Il suo integrale generale & dato da y = cx + f(c) e da un integrale singolare che si ottiene eliminando

la 3 tra 'equazione data e I’equazione che si ottiene da essa derivandola rispetto a g’
Equazioni di D’Alembert: si presenta nella forma

y=xf(y) +9)
Se f(y') = ¢ ci si riconduce al caso precedente. Posto y' = p e differenziando (ricordando che

dy = pdx), si ottiene (f(p) — p)dx + xf'(p)dp = —g'(p) dp. Supposto f(p) —p # 0 e dividendo
per f(p) — p si ottiene un’equazione lineare nella funzione incognita x e nella variabile p. Detto
x = z(p, c) U'integrale generale di tale equazione, si ottiene I'integrale dell’equazione di partenza in

forma parametrica y = z(p, ) f(p) + g(p), x = z(p, ¢).
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Abbassamento di grado per equazioni autonome: La generica equazione scalare autonoma del
secondo ordine y”’(t) = f(y(t),y’'(t)) con f almeno continua, si riconduce ad un’equazione ordinaria
del primo ordine ponendo p(y) = y'(t(y)), dove y — ¢(y) & la funzione inversa di ¢ — y(t) da cui

p(y )dp

dy
dove ora y e pensata variabile indipendente.
Abbassamento di grado per equazioni non normali in forma omogenea: L’equazione del
secondo ordine F(¢t,y(t),y'(¢),y"(t)) = 0 con

f(y,p(y))

F(t,ax,ay,az) = " F(t,z,y, 2)

per ogni a > 0, si riconduce ad un’equazione del primo ordine ponendo /() = y(t)z(¢).
Caso particolare di equazione lineare a coefficienti variabili: L’equazione lineare a coefficienti
non costanti:

"y ™ e, 1ty Y 4 ety ey =0

con t > 0 & riconducibile ad un’equazione a coefficienti costanti ponendo ¢ = e®: detto y(e®) = u(s), si

ottiene tdy(t) = dZis) e cosl via.

Equaz10ne di Riccati: si presenta nella forma
Y (2) = qo(2) + qu()y + 2()y* ().
Se g2(z) # 0, v(z) = y(x)gz2(x) soddisfa
V'(x) = v*(z) + P(z)v(z) + Q(x),

dove Q(z) = q2()qo(x) e P(x) = q1 () + (qé(a:)

q2(x
v'(x) = (y()g2(x))’

) . Infatti:

~

— /(@)aa(o) + pe)d5(0) = (o) + (Do) + (el Dala) + o) 27
= qo(7)g2(7) + ( 3)
Posto v(z) = —u/(z)/u(z), si ha che u(z) soddisfa 'equazione lineare del secondo ordine:

u(z) = P(z)u' () + Q(z)u(r) = 0,

poiché v/ = —(v'/u)’ = —(u"/u) + (v'/u)? = —(u" Ju) + v?, quindi v /u = v? —v' = —Q — Pv =
—Q + Pu'/u da cui la formula u” — Pu’ + Qu = 0. Una soluzione u di questa equazione fornisce una
soluzione y(z) = —u/(z)/(g2(x)u(x)) dell’equazione di partenza.

Data una soluzione particolare dell’equazione di Riccati y;(x), la soluzione generale & y(x) = y1(z) +
1/z(x), dove z(x) & soluzione dell’equazione lineare z'(x) = —(Q(x) + 2y1 (x)R(x))z(z) — R(x).

Definizione F.4 (Miscellanea sulle equazioni autonome scalari). Un’equazione differenziale si dice autono-

(1)
(2)

(3)

ma se & del tipo ¢ = g(y). Se t — y(t) & soluzione di tale equazione, anche t — y(t + ¢) & soluzione, in questo
senso si dice che I'insieme delle soluzioni di un’equazione autonoma € invariante per traslazioni. Un’equazione
non autonoma puod essere resa autonoma aggiungendo una variabile e imponendo ¢ = 1. Discutiamo ora alcuni
fatti salienti sull’equazione autonoma y’ = g(y) con g : J — R continua, J intervallo di R.

le soluzioni costanti sono esattamente gli zeri di g.

se g(yo) # 0, il problema di Cauchy y = ¢(y), y(to) = yo ha un’unica soluzione definita in un intorno
di ty. Cio vale anche se le ipotesi del Teorema di Esistenza e Unicita non sono soddisfatte.
Sia g(yo) # 0. In un intorno opportuno |t1,ta[x]n1,n2] di (to,yo) con g(n) # 0 per ogni n €|ny, na[ si

ha:
72 ta Yo to
/ - _ / dt, / - _ / dt
Yo g(n) to 1 g(n) t1

11 valore di ¢; indica il tempo al quale la soluzione raggiunge il valore 7);. Possono verificarsi ad esempio
i seguenti casi:
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(a) se g(n) > 0 per yg < n < nz e g(nz) =0, se & finito 'integrale:
2 g
/ 1< +00
vo 9(1)

allora si ha che la soluzione raggiunge il punto 75 in un tempo t3 < 400 dato da to =T + tg.
(b) supponiamo g(n) > 0 per yo < 1 < 12 e cerchiamo un asintoto orizzontale per ¢ — oo. In questo
caso se il suo valore ¢ 19 si deve avere

2 d
[
v 9(n)

e quindi necessariamente 75 deve essere uno zero di g.
(¢) supponiamo g(n) > 0 per yg < 1 < 12 e cerchiamo un asintoto verticale. In tal caso deve esistere
T tale che in to =ty + T la soluzione arrivi a +00, quindi dovra essere finito I'integrale

+o0

d

/ A _p < 4o00.
w  9n)

OSSERVAZIONE F.5. Supponiamo di avere il sistema autonomo

dy

S (CORTO)

% = glalt).u(1).

Sia ¢ tale per cui g(x(%),y(f)) # 0. Allora in un intorno di ¢, la relazione x = z(t) ¢ invertibile, e si ottiene
t = t(x) con T = z(f), t = t(x). Si ha z(t(x)) = = e y(t(x)) = g(x) Si ha quindi, applicando il teorema della
funzione implicita in un intorno di Z,

dj _dy dt 1 f(z,§(z))
y

el i AU G CON R ey s v o

Pertanto nei punti dove g # 0, il sistema equivale all’equazione non autonoma
dj _ fla,jx))
dv g(z,5(x))
Per memorizzare tale procedimento, si puo osservare che, formalmente:
dy
dat _ 4y _ flzy)
dvdz  g(z,y)’

dt
e la giustificazione rigorosa e data sopra.
Viceversa, data ’equazione
dj _ fla,j@))
dr gz, §(x))’

introduciamo un parametro t in modo tale che

dt 1
dr g(z,y(x))
se g(z,9(x)) # 0 tale relazione ¢ invertibile porgendo il sistema
dy
—_— = t t
Y Jal),ye)

& = 90, (0)

Nella pratica, dato un sistema autonomo o un’equazione non autonoma, ’altra formulazione puo talvolta essere
Y )
pit semplice per ottenere ’andamento delle soluzioni (riparametrizzate in modo opportuno).
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Definizione F.6 (Regioni invarianti). Sia ¢.(-) il flusso associato al sistema & = f(z). Diremo che P C R"
¢ una regione invariante del sistema se U ¢+(z) C P per ogni z € P. Diremo che & positivamente invariante
teR
o tnvariante in avanti se U ¢¢(z) € P per ogni z € P. Diremo che ¢ negativamente invariante o invariante
t>0
all’indietro se U ¢¢(z) C P per ogni z € P.
<0

Teorema F.7 (sull’insieme invariante). Sia Q@ C R™ aperto, F:Q —R" di classe C' e sia D C R”™ aperto
di classe C*. Consideriamo il sistema & = F(x). Supponiamo che F(z) - i(z) < 0 per ogni z € 0D, dove i
rappresenta la normale esterna' a D. Allora D ¢ regione invariante in avanti, ovvero se una traiettoria entra
in D all’istante ty, vi rimane per tutti © tempi t > tg, in particolare se parte da un punto interno rimane per
tutti i tempi successivi all’interno di D.

DIMOSTRAZIONE. Diamo un’idea della dimostrazione. Consideriamo una soluzione z(t) e valutiamo la
variazione della distanza® della soluzione dalla frontiera di 2. Si ha:
d ~
%dist(x(t)ﬁﬁ) = Vd(z(t),00) - ©(t) = Vd(x(t),0Q) - F(i(t)).
Se Q ¢ di classe C? e x(t) ¢ sufficientemente vicino a z € 9, si ha

4 dist(x(1), 00) ~ () - F(7) > 0.

pertanto la traiettoria tende ad allontanarsi da 9€Q. Si ricordi che, se l'insieme & C?, la normale ¢ legata al
gradiente della distanza. O

Corollario F.8. Nel caso di equazioni non autonome scalari del tipo x'(t) = f(t,x(t)), si pone:

=(1)-(ala) =

una regione invariante in avanti per § = F(y) & una regione invariante in avanti per x'(t) = f(t,z(t)).

Viceversa, posto )
. t -1 =
y:<:'c):<—f(t,x)>::G(y)’

una regione invariante in avanti per § = G(y) & una regione invariante all’indietro per ' (t) = f(t, z(t)).

OsSERVAZIONE F.9. Negli esercizi che richiedono lo studio di equazioni del tipo z'(t) = f(¢,z(t)), con f di
classe C, spesso puo essere utile considerare 'insieme

I'={(t,z) e R?: f(t,z) = 0}.

Sui punti di T si ha f(f,Z) = 0 perché tale punto appartiene a €, pertanto i vettori F(£,z) e G(f,z) del
precedente corollario si riducono a (1,0) e (—1,0). Supponendo che T sia sufficientemente regolare, * si ha in
molti casi che R\ T & costituito da un numero finito di regioni connesse con bordo sufficientemente regolare per
poterne considerare la normale esterna 7. In un punto di bordo (£,z). Essendo le espressioni di F e G molto
semplici, risulta quindi particolarmente facile decidere se tali regioni siano invarianti in indietro o in avanti.

Inon entriamo nei dettagli di una definizione rigorosa di normale esterna, il lettore interessato pud consultare [5]

2A priori la distanza non ¢ differenziabile in ogni punto, nemmeno se ’insieme ha bordo molto regolare. Tuttavia & possibile
dimostrare che 'insieme dei punti di differenziabilita della funzione distanza da un generico chiuso di R™ ¢ denso in R™ e che in
verita tale funzione & differenziabile quasi ovunque in un senso che verra reso rigoroso nei successivi corsi di Analisi.

3Per esempio C'! a meno di un numero finito di punti.






APPENDICE G
Sistemi 2 X 2 di equazioni ordinarie lineari del primo ordine

sistéma = lat. SYSTEMA dal gr. SYSTEMA composto della particella SYN con,
insieme e -STEMA attinente all’inusitato STENAI pres. ISTEMI stare, collocare
(v. Stare).

Aggregato di parti, di cui ciascuna pud esistere isolatamente, ma che
dipendono le une dalle altre secondo leggi e regole fisse, e tendono a un
medesimo fine; Aggregato di proposizioni su cui si fonda una dottrina; e
anche Dottrina le cui varie parti sono fra loro collegate e seguonsi in mutua
dipendenza; Complesso di parti similmente organizzate e sparse per tutto il
corpo, quali il sistema linfatico, nervoso, vascolare ecc.

Vocabolario etimologico della lingua italiana,
di Ottorino Pianigiani, 1907.

Definizione G.1. Sia F' € R[z] un polinomio di grado n, ovvero
F(z) = apz™ + ... + an, ag, -, an € R, ag # 0.

Se y = y(t) & una funzione di classe C", in questa sezione porremo
"y dy
(FD))(1) = a0 T2 (1) + o+ an s L 0) + ay(t).

Talvolta la dipendenza da ¢ verra omessa e scriveremo semplicemente F'(D)y.

Definizione G.2. Un sistema di equazioni ordinarie a coefficienti costanti & del tipo:

Fi(D)x + G1(D)y = f(t),
Fy(D)x 4+ G2(D)y = g(t).

con F1,G1, Fy, G5 polinomi a coefficienti reali e f, g funzioni continue. Il grado rispetto a D della matrice dei
coefficienti:

A(D) (D)
der( ) o))

indica il numero delle costanti arbitrarie che appaiono nella soluzione generale del sistema. Il procedimento
fondamentale per la risoluzione di un sistema di questo genere consiste nell’ottenere un sistema equivalente nel

quale compare un’equazione in una sola variabile. Risolta tale equazione, si procede in modo analogo per le
altre variabili dipendenti. Si segue un metodo simile a quello per la risoluzione dei sistemi lineari (in z e y).

Ci limiteremo al caso 2 x 2 e al primo ordine, in questo caso trattasi di problemi dove si richiede la soluzione
di un sistema del tipo

& —ax—by = f(t)
y—cx —dy = g(t)
dove f,g: R — R sono funzioni di classe C1(R), e a,b,c,d € R sono quattro costanti reali. Si chiede poi il tipo

e la stabilita delle soluzioni stazionarie dell’omogeneo associato.

OSSERVAZIONE G.3. Osserviamo che sotto queste ipotesi il sistema obbedisce al teorema di esistenza e
unicita locale, pertanto le soluzioni massimali sono uniche e dipendono solo dalle condizioni iniziali zg e yg. Da
cio si ricava questa informazione: la soluzione del sistema dovra dipendere da due costanti arbitrarie reali. Si
vedra che tali costanti saranno legate a ¢ e yo.

215
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OSSERVAZIONE G.4. Se b = 0 nell’equazione per & non compare piu l'incognita y, pertanto si tratta di
risolvere Iequazione ordinaria & = ax + f(t). Detta ¢(c1,t) la sua soluzione generale (che dipendera da una
costante ¢1), si puo sostituire nella seconda equazione ¢ = dy + cd(c1,t) + g(t) ottenendo un’altra equazione
ordinaria dove compare la sola incognita y. La soluzione di quest’equazione dipendera da due costanti ¢y, che
compare nel termine noto, e co.

Un ragionamento del tutto analogo puo essere fatto se ¢ = 0 invertendo i ruoli di x e y.

Indichiamo con A la matrice del sistema omogeneo, con B(t) i termini noti e sia H () la matrice che ha per
colonne i coefficienti della y e B(t), ovvero:

a b f(t)) <b f(t))
A= , B(t) = , H(t) = :
(:3) 0= 56 D={a 90
Inoltre indicheremo con T = tr(A) = a + d la traccia di A, con D = det(A) = ad — bc il determinante di A4, e

con h(t) = det(H(t)) = by(t) — df (t). Per le osservazioni precedenti, da questo momento in poi consideriamo il
caso con b# 0 e c#0.

Procedura risolutiva

(1) Derivazione dell’equazione nella sola incognita x:

by =42 —ax — f(t)
y=cx+dy+g(t)
Derivando la prima equazione, si ottiene by = & — ax — f'(t).
Sostituiamo 'espressione di y ottenuta dalla seconda equazione:

Riscrivendo il sistema dato, si ha: {

b(cx +dy + g(t)) = & — ax — f'(t).

Riscrivendo tale espressione si ha & — a& — bex — bdy — f'(t) — bg(t) = 0.
Sostituiamo espressione di by ottenuta dalla prima equazione:

& — ai — bex — d( — ax — f(t)) — f'(t) — bg(t) = 0.
Otteniamo quindi I’equazione nella sola variabile x:

& — ai — bex — di + adx + df (t) — f'(t) — bg(t) = 0.
Tale equazione si riscrive come:

i — (a+d)i+ (ad — be)x + df(t) — f'(t) —bg(t) =0

In notazione compatta, si ha & — T@ + D x = ¢(t) dove ¥(t) = f'(t) + h(t).

2) Studio degli autovalori del sistema: L’equazione caratteristica dell’omogenea associata ¢ quindi:
g
N _—TA+D= 0,

e le sue soluzioni sono gli autovalori della matrice A, ovvero le soluzioni di det(A — AId) = 0.
Possono presentarsi i seguenti casi:

(a) se T?—4D > 0, equazione caratteristica ammette due radici reali distinte A\; = (T'—v/T? — 4D)/2
e Ay = (T + /T? — D)/2, pertanto la soluzione generale dell’lomogenea associata ¢ ®(cy,co,t) =
creMt 4 coe?2t al variare di ¢1, ¢ € R;

(b) se T? — 4D < 0, I'equazione caratteristica ammette due radici complesse coniugate \; = T + i3
e Xy =T —iff dove B = /|T? — 4D|, pertanto la soluzione generale dell’lomogenea associata &
(e, co,t) = crelt cos(Bt) + caeTtsin(Bt) al variare di ¢,z € R;

(c) se T? — 4D = 0, l'equazione caratteristica ammette una radice reale doppia A = T pertanto la
soluzione generale dell’omogenea associata & ®(cy, co,t) = creTt 4 cotet al variare di ¢1, ¢ € R.

(3) Soluzione generale del sistema: Per trovare la soluzione ¢ +— x(t), ¢ necessario sommare a
®(cq,c2,t) una soluzione particolare x,(t) dell’equazione & — T& + Dx = 1(t). Tale soluzione puo
essere determinata con il metodo dei coefficienti indeterminati o con il metodo di variazione delle
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costanti. Si ottiene quindi, ricordando la prima equazione,

z(t) = ®(c1,c2,t) + zp(t)

o) = g an = 10) = 3 (G0t +0)) -~ a@ler, o) +0) - 50 )

Discussione della stabilita delle soluzioni stazionare dell’omogeneo associato: Le soluzioni
stazionarie sono determinate dall’equazione

()

Vi sono due casi possibili: se det A # 0, 'unica soluzione stazionaria ¢ z = y = 0, mentre se det A = 0,
le soluzioni stazionarie sono tutte le coppie (z,y) soddisfacenti 'equazione ax + by = 0, infatti se
det A = 0 le due righe sono linearmente dipendenti, pertanto possiamo scegliere la prima. La stabilita
delle soluzioni stazionarie dipende dal segno della parte reale degli autovalori A; e Ao. In particolare,
si ha che:

(a) Se A1 # Ay sono reali strettamente negativi, allora le soluzioni stazionarie sono nodi propri stabili.
) Se A1 # \g sono reali strettamente positivi, allora le soluzioni stazionarie sono nodi propri instabili.
) Se A1 # Ag sono reali non nulli di segno discorde, allora le soluzioni stazionarie sono selle locali.
) Se A1 = Ay = A @ reale strettamente positivo, abbiamo un nodo improprio instabile.

) Se A1 = Ay = \ @ reale strettamente negativo, abbiamo un nodo improprio stabile.

) Se My =a+if el =a—if con a> 0 siha un fuoco instabile,

) Se \y =a+if e =a—if con a <0 siha un fuoco stabile,

) Se Ay =i e Ay = —if3 si ha un centro.

) Se uno degli autovalori ¢ nullo, l'altro & reale. Se questi ¢ strettamente positivo la soluzione
stazionaria ¢ instabile, se & strettamente negativo la soluzione stazionaria e stabile.

(j) Se entrambi gli autovalori sono nulli, allora si ha a = b = ¢ = d = 0, le soluzioni sono tutte e sole

le costanti e sono stabili.






APPENDICE H

Esercizi su equazioni alle derivate parziali e separazione delle
variabili

In principio Dio creo il cielo e la terra. La terra era informe e deserta e le
tenebre ricoprivano ’abisso e lo spirito di Dio aleggiava sulle acque. Dio disse:
<Sia la lucel>. E la luce fu. Dio vide che la luce era cosa buona e separo
la luce dalle tenebre e chiamo la luce giorno e le tenebre notte. E fu sera e
fu mattina: primo giorno. Dio disse: «Sia il firmamento in mezzo alle acque
per separare le acque dalle acque>. Dio fece il firmamento e separo le acque,
che sono sotto il firmamento, dalle acque, che son sopra il firmamento. E cosi
avvenne. Dio chiamo il firmamento cielo. E fu sera e fu mattina: secondo
giorno.

Genesi 1,1-8.

Non sanno dunque i miscredenti che i cieli e la terra formavano una massa
compatta, e poi li separammo?

Corano 21:30

Trattasi di esercizi dove si richiede la soluzione di un’equazione alle derivate parziali del tipo:
alpu(t, ) + bowu(t, x) + cOzpu(t, ) + doyu(t, x) + eu = 0, (t,x) €]0, +o0[x[0, 7],

dove a,b,c,d,e € R, ¢ # 0 sono costanti reali con alcune condizioni al contorno di varia natura.
Il metodo di separazione delle variabili consiste nella ricerca di soluzioni elementari non nulle nella forma
u(t,x) = U(t)X(x) e poi giungere ad una soluzione del problema sovrapponendo infinite soluzioni elementari.

Procedura risolutiva:

(1) Separazione delle variabili: Sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene:
aU(t) X (x) + bU (t,2) + U)X (z) + dU (t) X (z) + eU(t) X () = 0
e dividendo per U(t)X (x) si ottiene che esiste A € R per cui:

_aU(t) +0U(t,x) +eU(t)  cX(z)+dX(z) 5
Ul(t) B X(x) o

Questo implica che per A € R si hanno le due equazioni:

{CX(;C) +dX(z) = AX(z) =0

aU(t) +bU(t) + (e + \) U(t) = 0.

da accoppiarsi con le opportune condizioni al contorno.

(2) Studio dell’equazione per X: nel passaggio precedente si & ottenuta ’equazione
cX(z) 4+ dX(z) — XX (z) =0

il cui polinomio caratteristico ¢ cu? + du — A = 0, di discriminante A = d? + 4c). Si verificano i
seguenti casi:

—d—VA —d+vVA
2c 2c

(a) se A > 0, poniamo py =
c1eft® + coet2®,
(b) se A =0, poniamo p; = pug = ;—g e la soluzione generale dell’equazione & ®(cq,co, ) = c1#1% +

coxelt®,
. _ RVAPAN . . N
(¢) se A < 0, poniamo « = 2—5 ew = 2|C | ¢ 1a soluzione generale dell’equazione ¢ ®(cy,cq,2) =

e**(¢1 coswz + co sinwz).

s M2 = e la soluzione generale dell’equazione & ®(cq, co, ) =

219
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derare solo le soluzioni non nulle.

Considereremo solo due casi di condizioni al contorno, le condizioni di Dirichlet omogenee (Do) e le

condizioni di Neumann omogenee (No).

(3) Compatibilitd con i dati al bordo dell’equazione per X: Ottenuta la soluzione generale per
X (x) & necessario accoppiarle con opportune condizioni al contorno derivate dai dati iniziali e consi-

(Do): Condizioni di Dirichlet omogenee: u(t,0) = u(t,7) =0

Esse implicano X (0) = X (7) = 0. Imponiamo tali condizioni ®(c;,c2,0) =0
e ®(c1, o, m) = 0 sulle soluzioni generali trovate ottenendo un sistema lineare
omogeneo in ¢y, ca, di cui dobbiamo escludere le soluzioni identicamente nulle.

Segno Sistema Determinante Soluzioni
di A del sistema
et2m™ — 1™ £ () cp=c3=0
c1+co = 0 , .
A>0 {6,“%1 oekamey — 0 perché uq # po | Non accettabile
c1 =0 C1 = Cy = 0
A=0 ! meM™ £ () Non accettabile
c1eM1T 4+ comer™ = ()
=0 e*™ sinwm cp=0,c0 R
A<O0 ! ) Nullo solo se | Accettabile solo
e (c1 coswm + cosinwm) =0 0#£weZ se 0 £ weZ

(No): Condizioni di Neumann omogenee: u,(t,0) = u,(t,7) =0

Esse implicano X (0) = X (7) = 0. Imponiamo tali condizioni ®(cq,c2,0) =0
e ®(cy, ¢, m) = 0 sulle soluzioni generali trovate ottenendo un sistema lineare
omogeneo in ¢y, ¢z, di cui dobbiamo escludere le soluzioni identicamente nulle.
Osserviamo che se A # 0 allora py, ue # 0. Studiamo a parte A = 0.

Segno . Determinante .

di A Sistema del sistema Soluzioni

A>0 o (er2™ — et1) £ () c1=c=0

=0
A#£0 {Mlc;; H2c2 - perché py # ps Non accettabile
mer7e + pgettos = 0 € 11,2 # 0

A=0 pymettT™ £ c1=0,c0=0

A#£0 prcLt e perché pq # 0 Non accettabile
et ey + e (1 + pym)eg =0

A <0 . (a? + w?)sinwn c1 €R,co = (210—2

AZ£0 acy + L_OCQ =0 . Nullo solo Accettabile solo
—ciwsin(rw) + cepasin(rw) = 0 se 0 #£weZ se0#weZ

A=0 Siha py =0, o # 0 perché A £ 0 c1 €ER, =0

d+#0 Accettabile

A=0 Si ha 1 = pe = 0 perché A =0 ca€ER, =0

d=0 Accettabile

Osserviamo che w € Z\ {0} e A < 0se esolose2cn = +/|Al e A <0,n € Z\ {0} da cui A deve essere

della forma —%, conn € N\ {0}
Quadro riassuntivo
Condizioni Valori A\ accettabili Soluzione relativa a A
d2 4+ 4¢2n2
Do An:_%ﬂleN\{O} X, (z) = cpe 3 T sinna
d2 4+ 4c2n2
Ap = _#, neN\{0} | X,(z) = cpe % ® (cosnz + 5% sinnz).
No ¢
A=0 Xo(z) = co
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(4) Studio dell’equazione per U: L’equazione per U ¢ la seguente

aU(t) +bU(t) + (e + \) U(t) = 0.
(a) Sea=0,b+#0 siottiene U(t) = U(O)e_ebA t
(b) Se a # 0, 'equazione & di secondo grado. Il suo polinomio caratteristico ¢ ap® +bu+(e+A) =0
e il discriminante & A = b% — 4a(e + \).

—b—VA . _ —b+VA

(i) se A > 0, poniamo v; = S, Vo = o
Un(dl, dQ,t) = dle”lt + d2€u2z.

e la soluzione generale dell’equazione &

(ii) se A = 0, poniamo v; = vy = 5—;’ e la soluzione generale dell’equazione & U, (dy,ds,t) =
die’'t + coterrt.
VIA|

2a

(iil) se A < 0, poniamo § = ;—5 e = e la soluzione generale dell’equazione ¢ Uy, (dy, do, t) =

e (dy cos Ot + dy sin 0t).

(5) Costruzione delle soluzioni elementari: Si ¢ visto come sulla base delle condizioni al contorno e
della struttura dell’equazione solo un insieme numerabile di valori di A sia accettabile. Se A, € un valore
accettabile, si ottiene una soluzione U, (t) e una X, (z) relative a tale valore \,,. Per moltiplicazione si
ha una soluzione elementare w, (¢, z) = U, (t) X, (x). Ricordando che il prodotto di costanti arbitrarie &
una costante arbitraria, si ha che se a # 0 allora u,, (¢, z) dipende da due costanti arbitrarie, altrimenti
se a = 0 dipende da una sola costante arbitraria d,,. Nel caso dipenda da due costanti arbitrarie,
siano esse d., d2. In questo caso si hanno i due dati iniziali u(0,z) = f(x) e u(0,2) = g(z). Tali dati
iniziali, sviluppati in serie di Fourier di soli seni (condizioni (Do)) o di soli coseni (condizioni (No))
derminano in modo univoco le soluzioni. Si ha infatti:

fz) = Z by, sinnx = Z Un(0) X, (x)

g(x) = Z dp sinnx = Z Un (0) X, ()
n=1 n=1
oppure

flx) = Z Gy, COSNT = Z U,(0) X, (x)
n=0 n=1

glx) = Z d,, cosnx = Z Un(0) X, ()

e per confronto dei termini simili si determinano d., e d? per ogni n.
Se a = 0 viene assegnato solo il dato iniziale u(0,x) = f(z), il cui sviluppo in serie di soli seni o
soli coseni permette di determinare le costanti arbitrarie d,, da cui dipendono le soluzioni elementari
un(t, ) per ogni n.
(6) Esempi: diamo ora due esempi in alcuni casi particolari:
(a) Soluzione per a =0, b#0, ¢ # 0 e condizioni (Do)
L’equazione ¢

by + cOppu+ dOru~+ eu =0 in |0, 7[x]0, +00],
u(t,0) = u(t, ™) =0,
w(0, ) = f().
Supponiamo che a = 0, b # 0 e valgano (Do). I valori di A accettabili sono allora A, = —%52”2 al

variare di n € N, n > 0. Costruiamo una soluzione elementare moltiplicando la soluzione generale
accettabile di X per quella di U Si ha allora, mettendo assieme tutte le costanti moltiplicative,

d? 4 4¢?n? — 4ce
4bc

U (t,2) = by, exp ( t) e 3% sin na.

Per coprire il dato iniziale u(0,z) = f(x), si deve quindi avere:

u(0,2z) = f(z) = Z un(0,2) = Z bpe 3% sinna = e~ 3¢” Z by, sin nx
n=1 n=1 n=1



222

H. ESERCIZI SU EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI E SEPARAZIONE DELLE VARIABILI

Pertanto i b,, sono i coefficienti di Fourier della funzione f (az:)e%“c estesa per disparita a [—m, 7] e
poi per 2m-periodicita, quindi

™
d, .
by, = = / f(z)ez®sinnx dx,
0
e la soluzione risulta essere

2 o0 ™ d2 4 2,2 _ 4
u(t,x) = Zemgen E (/ f(s)eis sinns ds) exp ( + 64: e t) sin nz.
s 0 C

n=1
Soluzione per a =0, b#0, ¢ #£0, d =0 e condizioni (No)
L’equazione ¢

b+ cOppu+ eu =0 in |0, 7[x]0, +00],
ug(t,0) = ug(t,m) =0,

u(0,z) = f(x).
Supponiamo che a = 0, b # 0, d = 0 e valgano (No). I valori di A accettabili sono allora
An = —cn? al variare di n € N, n > 0. Costruiamo una soluzione elementare moltiplicando la

soluzione generale accettabile di X per quella di U Si ha allora, mettendo assieme tutte le costanti
moltiplicative,

b
Per coprire il dato iniziale u(0,z) = f(x), si deve quindi avere:

u(0,z) = f(x) = Z un(0,2) = ag + Z Gy, COSNT
n=1 n=1

en? —e
Un(t, ) = a, exp ( t) cosnz.

Pertanto gli a,, sono i coefficienti di Fourier della funzione f(z) estesa per parita a [—m, x| e poi

per 2m-periodicita, quindi
1 s
ag = f/ f(z) dx,
T Jo

2 ™
ap = 7/ f(x) cosnzx dx,
T Jo

e la soluzione risulta essere

u(t,z) = % (/OTr f(s) ds) e b4 % ieﬁbiet (/07r f(s)cosnsds) cosnx.
n=1



APPENDICE 1

Funzioni trigonometriche ed iperboliche

In R? consideriamo la circonferenza v centrata nell’origine di raggio 1, essa ha equazione 22 + 32 = 1. Si
consideri una semiretta uscente dall’origine che formi un angolo 6 con la direzione positiva dell’asse delle ascis-
se: essa interseca < in un unico punto P. Chiameremo cosf 'ascissa di P e sinf l'ordinata di P. Sussiste
cos? 0 +sin? @ = 1 perché P € +. Si ha anche (z,y) = (cos #,sin ) se e solo se 'area del settore circolare definito
dai punti (z,y), (0,0) e (1,0) ¢ 6/2.

Rimangono definite quindi due funzioni: cos : R — [—1,1] (coseno e sin : R — [—1,1] (seno), tali funzioni
sono periodiche di periodo 27, ovvero cos(f + 2m) = cos(f) e sin(f + 2x) = sin(f). Si pud inoltre definire
tan : R\ {r/2 4+ kr : k € Z} — R (tangente) ponendo tan(z) = 52 Analogamente, & possibile definire

cos(z) "

cot : R\ {kr : k € Z} — R (cotangente) ponendo cot(r) = E?Séif)) Le funzioni tan e cot sono periodiche
di periodo 7, ovvero tan(z + m) = tanz e cot(x + m) = cotx. Per completezza citiamo anche le funzioni
sec: R\ {k7m: k € Z} — R (secante) e csc : R\ {w/2+kr : k € Z} — R (cosecante) definite da sec(z) = e

1
cos(x)
csc(x) = @ 2z -sec? z per ogni x # km/2, k € Z. Tutte queste

funzioni sono invertibili in alcuni intervalli del loro dominio, e danno luogo alle funzioni trigonometriche inverse:

Per esse vale la relazione sec? z + csc? z = csc

Nome Notazione Definizione Dominio Codominio
arcoseno y = arcsinx x =siny z € [-1,1] y € [-n/2,m/2
arcocoseno Yy = arccos X = cosy x € [-1,1] y € [0,7]
arcotangente | y = arctanx T =tany zeR y €] —m/2,7/2]
arcosecante | y = arcsecx | ¥ = secy, y = arccos(1/x) |z| > 1 y €]0, 7[\{7/2}
arcocosecante | y = arcescx | © = cscy, y = arcsin(1/x) lz| >1 |ye€]—n/2,7/2[\{0}
arcocotangente | y = arccotx | x = coty, y = arctan(1/x) reR y €]0, 7|

Grazie al teorema della funzione inversa si ha:

1
—sinz =cosz, —arcsinz = ——
dx dx V1 — 12
. -1
—cosr = —sinz, — arccos T = —————
dx dx V11— 22
2 2 d 1
—tanx =secx =1+tan“z, — arctanx = 5
dx dx 1+
t 2 t -1
—cotx = —csc’x —arccotx =
dz ’ dz 1+ 22
1
—secx =tanxzsecx, —arcsecx

dx dx B |z|[va? —1

-1
—cscx = —cscxcotx —arcescr = —————
dx ' dx |z|va? —1

Ulteriori proprieta delle funzioni trigonometriche si trovano nella tabella allegata.

In perfetta analogia con quanto visto per le funzione trigonometriche, vogliamo costruire una nuova classe di
funzioni basate non pit1 sulla circonferenza z? + y? = 1, bensi sull’iperbole equilatera di equazione z! — y? = 1.
Tali funzioni si chiameranno funzioni iperboliche.

In R? consideriamo l'iperbole equilatera I' centrata nell’origine con vertici nei punti di raggio (£1,0), essa ha

equazione 2 — 3?2 = 1. Consideriamo una semiretta uscente dall’origine, essa interseca v in un unico punto
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P = (z,y). Consideriamo l'area della regione delimitata da tale semiretta, dall’asse = e dall’iperbole, detta
settore iperbolico. Diremo che (x,y) = (coshf,sinh ) se e solo se tale area (con segno) ¢ 6/2, nel senso
che per 6§ > 0 stiamo considerando un settore iperbolico giacente nel primo quadrante di area 6/2, mentre
per 0 < 0 stiamo considerando un settore iperbolico nel quarto quadrante di area |0]/2. Rimangono definite

quindi due funzioni: cosh : R — [1,+00[ (coseno iperbolico e sinh : R — R (seno iperbolico). Si puo inoltre
sinh(z)
cosh(z)

coth : R\ {0} — R\] — 1, 1] (cotangente iperbolica) ponendo coth(z) = cosh(z)

sinh(z) *
Per completezza citiamo anche le funzioni sech : R — [0, 1] (secante z'perbo(li)ca) e csc: R\ {0} — R (cosecante
iperbolica) definite da sec(z) = m e cse(z) = m Si possono dare le definizioni di tutte queste funzioni
in termini di funzioni esponenziali, tali definizioni si trovano nella tabella allegata. Tali espressioni permettono
di estendere le definizioni di queste funzioni al campo complesso. A partire da tali definizioni & possibile dare
le espressioni delle funzioni iperboliche inverse:

definire tanh : R — | — 1, 1] (tangente iperbolica) ponendo tanh(x) = . Analogamente, & possibile definire

arcsinh(z) = sinh ™' () = log (:r

arccosh(z) = cosh ™! () = log (:v

o —1 o \/1—1’2 o l 1+.T
arctanh(x) = tanh (a:)—log( - ) = 21n(1796>7 lz] <1
I -1\ 1, (z+1
arcoth(z) = coth™ (z) = log ( pr— ) =3 In (m — >7 |z] > 1
1++V1— 22
arcsech(z) = sech ™' (z) = log ( = . ‘ ), 0<z<1
_ 1++vV1 2
arcesch(z) = csch™' (z) = log ( - o )

Le derivate di queste funzioni sono date da:

© sinh(z) = cosh(z)
— sinh(x) = cosh(z
dz

% cosh(z) = sinh(z)
di tanh(z) = 1 — tanh?(z) = sech?(z) = 1/ cosh?(z)
x

a coth(z) = 1 — coth?(z) = —csch?(x) = —1/sinh?(x)

dz
%csch(x) = — coth(z)csch(z)
%sech(x) = — tanh(z)sech(z)

d L1y 1
T (mnh x) o
d 1 1
e (cosh x) = o
d |
s (tanh x) =12
d —1 _ ].
s (csch x) ™ i
d 1 1
—_— (SeCh 1?) = —ﬁ
— (coth71 ac) = L
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L’utilita dell’introduzione delle funzioni iperboliche ¢ particolarmente evidente nel calcolo di alcune primi-
tive:

1

sinh ax dr = — coshax + C
a
1.

coshax dxr = —sinhax + C
a

1
tanh ax dz = = In(cosh azx) + C
a

— T — —

1
cothazx dx = = In(sinh az) + C
a

/% — =sinh ™! (g) +C
/ujiqi — = cosh™! (g) +C

du 1 1 (u
/a2 —uz Etanh (5
d 1
/a2 —uu2 - ECOthA (g
du 1 /U
-t ()
/u - asec " +C

du 1 _1lu
—————— = ——csch ’—‘—i—C’
/ux/a2+u2 a a

/ _dr arcsin(z) + ¢ = —arccos(x) + Tie

Vi—a? B 2

/ dz
N

/ dz
Vo2 —1

= arcsinh(z) +c=In(z + Va2 + 1) + ¢

= arccosh(z) + c=In(z + V22— 1)+ ¢

/ VI~ a2 de = arcsin(z) + xv/1 — a2 be

2
[ VT = mee LGEI SR L e CE
—arccosh(z) + xvr2 — 1 —In(z + V2% — 1)+ 2vaZ - 1
V2? — 1dz = > fe— s .

/ de arctan(z) +
— = ar n
T x)+c

d 1 1
/ < :arctanh(x)+c:21n< +$>+c

1— 22 11—z
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Relazione fondamentale per z € C

X _n
.. z
e = Re(z)(cos(Im(z)) + isin(Im(z))) = E -
n.
n=0
Funzioni goniometriche Funzioni iperboliche
eiz + efiz e +e *
cosz = —y = coshiz cosh z = — = cosiz
eiz _ e—iz zZ_ =%
sinz = - = —isinhiz sinh z = = —isiniz
21 2
sin z et? — g% e2iz . . sinh z e —e * e?? — 1 . .
tanz = = — — = — = —itanh(iz) | tanhz = = = = —itan(iz)
cosz e® feiz g2z 4] coshz e*+e ? €22 41
Ccos z et? 4 e % e2iz 41 . . cosh z e +e * e2z 41 . .
cotz = —— = — — = — = icoth(iz) cothz = — = = = jcot(iz)
sinz  et* —e~t® g2tz _ 1 sinhz e* —e %2 €22 -1

cos?z+sin?z=1

cosh? z —sinh?z = 1

cos(z1 & z2) = cos z1 cos z2 F sin z1 sin 22
sin(z1 & z2) = sin z1 cos zg £ cos z1 sin 22

tan(z1 + 22) tan z1 £ tan zo
an(z )= ———
! 2 1 F tan z1 tan z9

cot z1 cot z 1
cot(z1 %+ 2) = cotzycotze + 1
cot zo £ cot z1

cosh(z1 £ 2z2) = cosh z1 cosh z2 & sinh z; sinh 2z
sinh(z1 £ z2) = sinh z1 cosh z2 £ cosh z; sinh 2z

tanh(z1 4 22) tanh z1 = tanh 2o
anh(z )= —— — ————
! 2 1 + tanh 21 tanh 2o

coth z1 cothzg £ 1

coth(z) + 22) =
(=1 2) coth z9 & coth z1

cos(2z) =cos?z —sin?z = 2cos?z — 1 =1 — 2sin? z

sin(2z) = 2sinz cos z

fan(22) 2tanz
an(2z) = —————
1 — tan?(z)
t2(2) — 1
cot(2z) = cot™(z) — 1

2cot z

cosh(2z) = cosh? z + sinh? z = 2cosh? z — 1 = 1 4 2sinh? 2

sinh(2z) = 2sinh z cosh z

2tanh
tanh(2z) = #
1+ tanh®(2)
th? 1
coth(2z) = coth®(z) +1

2 coth z
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Funzioni goniometriche

Funzioni iperboliche

cos (%) = :t\/iw

1—
sm =+ \/ cosz

l—cosz  sinz 1—cosz
tan == = -
1+cosz 14 cosz sin z
l+cosz 1+cosz sin z
Cot = :t\/ + = + =
1—0052 sin z 1—cosz

cosh (g) = :I:\/il—i_%os}lz

sinh <§> :I:\/—i %

z 1 —coshz sinh z 1 —coshz
tanh(f) =+4/— = = ——

2 1+ coshz 14 coshz sinh z
coth(i):ﬂ: _1+coshz:1+'coshz:_ sinh z

2 1 —coshz sinh z 1 —coshz

cos z1 + cos z2 :2COS(Z1 ;ZQ) cos(Z1 ng)

. zZ1+ 22\ . 21 — 22
COSz] — COS z2 = —28in T sin 5

sin z1 + sin 2o :25in<zl—;z2) cos<z1 ;ZZ>

. . zZ1+22) . Z1 — 22
sin z1 — sin zo = 2 cos 2 sin 2

sin(z1 £ 22)

tan z1 £ tanzo =
COS Z1 COS 29

sin(zo =+ 21
cot z1 £ cot zo = ¥
sin z1 sin z9

cosh z1 + cosh zo = 2 cosh (Zl + 22) cosh (Zl — Z2>

z1 + 2
cosh z1 — cosh zo = 2sinh ( E 2

z1 + 22

sinh z1 + sinh z9 = 2sinh <

z1 + z2
2

\_/\_/\_/
'.:T‘
/N TN/
K
|
0
N
— ~——

sinh z1 — sinh zo = 2 cosh (

sinh(z1 £ 22)

tanh z1 £ tanh zo =
cosh z1 cosh zo

sinh(zg £ 21)

coth z; £ cothzg = — R
sinh z1 sinh 22

2 cos 21 sin z2 = sin(z1 + z2) — sin(z1 — 22)
2sin z1 sin z2 = cos(z1 — 2z2) — cos(z1 + 22)

2 cos 21 cos z2 = cos(z1 — 22) + cos(z1 + 22)

2 cosh z1 sinh zo = sinh(z1 + 22) — sinh(z1 — 22)
2sinh z1 sinh 29 = cosh(z1 + 22) — cosh(z1 — 22)

2 cosh z1 cosh zo = cosh(z1 — 22) + cosh(z1 + 22)

1—t2 z
COSZ = ——, t:tan<7>
1+¢2 2
. 2t z
sinzg = ——, t:tan<7>
1+¢2 2
2t z
tanz = s t = tan (7)
t2 2
1—t2 z
cotz = s t = tan (7)
2t 2

1+¢2
coshz:L, t:tanh(f)
1—t2 2

2t
sinhz = ——, t = tanh (E)
1—t2 2

2t
tanhz = ——, t:tanh(i>
1+¢2 2

1+t2
cotz = + s t:tanh(i)
2t 2
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