Dinamica dei sistemi di punti materiali.

Obiettivo: I’estensione delle leggi e dei principi della Dinamica
del punto materiale ai sistemi di particelle.

NB: Abbiamo visto che per il punto materiale:

p=mv, dp/dt = Fr =24 F;
Ek = 1/ZI’T]VZ, AEk,A,B = WA,B
Lo = AP dLo/dt = raFgr

Generalizzazione dei risultati relativi alla dinamica di una
particella ai sistemi con un numero finito N di punti in termini
delle grandezze dinamiche collettive del sistema di particelle.

Sistema discreto: S={m;,i=1 ... N}
Massa totale di un sistema di particelle Mg = ¥;"; m; (S discreto)

Grandezze dinamiche collettive = riferite a tutto S:
Ps=XNipi = 2N (myvy)
Exs =21V Exi = 200 Yamivi
Los = 21Ni Lo = ZlNi FiAP;

Analogamente al caso del punto materiale, cercheremo di dare un
senso alle relazioni seguenti:

dPs/dt = ?
AEk,S =7
dLo/dt = ?



Quindi, usando le grandezze collettive di cui sopra si otterra una
descrizione del moto del sistema nel suo insieme, piuttosto che del
moto delle singole particelle che formano il sistema.

Per capire cosa succede partiamo dall’equazione del moto della
particella i-ma di S in un sistema di riferimento inerziale Oxyz,t:

Equazione del moto della particella i—-ma (legge di Newton):

mia; = Fi(R) = Fi(l) + Fi(E) (1)

Forza risultante F{® agente sulla particella i-ma come somma
delle forze interne F;" e delle forze esterne F;® al sistema S.

Forze esterne e forze interne: F® = FO+ F®

Fi(l) = Zle F(i)ij [NB Fij = - Fji:]
FE =% F% [N.B.: Fik=—Fyi]

Vale il principio di azione/reazione, per cui per ogni coppia di
particelle appartenenti al sistema si avra F%; = — FO;,

In generale, 1’equazione del moto della singola particella i-ma é
un’equazione differenziale che dipende da (Nr;+Nv;+t) variabili:

mia; = K =FO+ Fi¥= FO(r;, v, t) + FO(ry, vy t)

E quindi per un sistema di N particelle si ottiene un sistema di N
equazioni vettoriali di Newton, che danno origine a 3N equazioni
scalari di Newton in 6N+1 incognite (Nrj+Nv;+t).

Impossibilita di risolvere sistemi di 3N equazioni di Newton in
6N+1 incognite (Nri+Nv;+t). Il problema e senza soluzione perché
indeterminato.



Cosa si puo fare con i sistemi di punti materiali?
Cosa si sa fare con i sistemi di punti materiali?

Cercare di ottenere una descrizione del moto del sistema in termini
delle grandezze dinamiche collettive di cui sopra. In tale modo,
come gia anticipato si otterra una descrizione del moto del sistema
nel suo insieme, piuttosto che delle singole particelle.

E dato che il moto ¢ dovuto all’azione combinata di tutte le forze
agenti, la prima grandezza collettiva da definire e sicuramente la
risultante di tutte le forze, interne ed esterne, agenti su tutte le
particelle del sistema:

SONER =N RO+ RO =N RV + N FE = FIND 4 pEXD

Calcolo della risultante di tutte le forze, interne ed esterne, agenti
sul sistema S, a partire dall’equazione del moto (1):

Infatti da:
mia; = F® =K + F® (1),

sommando sulle N-particelle del sistema si ottiene:
Yiimig = XN =N RO+ RO =
> mia = XN FO + 3N FE = FOND 4 pEXD

Ma a causa del principio di azione—reazione (F¥; = — F9;) si avra
che F(INT) = 0 Infatti: ZINi Fi(l) = lei [lej Fij] = 21Nij (ji) Fij =0.

In conclusione sara:
>, Nimia; = FEXD (2)
Per un sistema di due particelle: F,; = — Fy, si ha infatti:

leij i) Fii=Fi2t Fau= Fro+ (- F) =Fi2—F, =0.



Per un sistema di tre particelle: F;i = — Fj;si ha infatti:
1% iy Fij = Fro + F1a #Fpy + Fog+ Fay + Fa = Fpp + Fia+ (= Fyp)
+Fp3 + (= Fi3) + (= Fa3) = Fio + Fis— Fio + Fos— Fis —Fy3 = 0.

E cosiviaperN=4,5,6, ....

In definitiva la risultante di tutte le forze agenti sul sistema:

> mia =N RO+ FOIEX RO + 3 FO =F&D = FR
>, mia; = F®

La risultante delle forse esterne che agiscono su un sistema di
particelle & formalmente identica (Fs™) alla risultante di un
sistema di forze agenti su una particella, per cui vale la legge di
Newton. E’ pensabile di trattare 1l sistema S come una super
particella per cui si possa scrivere I’equivalente della II legge della
dinamica che abbiamo derivato per il punto materiale (ma = Fr)?

Per la massa del sistema non c’¢ problema: Mg = >Nm..

Per ’accelerazione a bisogna fare riferimento all’accelerazione as
del sistema data, come vedremo fra un po’, dalla media ponderata
delle accelerazioni delle singole particelle

Centro di massa di un sistema di particelle.

Definizione e proprieta: Posizione del CM
em =21 mi i /2 m;

In pratica, per i sistemi discreti: Ms rey = 24N mi .

In termini di componenti cartesiane sara:

_ <N N
Xem = 210 Mi Xil 221 m;



Yem = ZlNi m yi/21Ni m;
Zcm = ZlNi m; Zi/lei m;

N.B. Il CM e una proprieta intrinseca del sistema. La sua
posizione quindi e indipendente da Oxyz, mentre le sue coordinate
dipendono dalla scelta del sistema Oxyz:

Esempio: Caso di due particelle a distanza d 1’'uno dall’altra:

Sistema O'x’ tale che mysitroviinO’em, in X, =0+ d
X'em = [M1 0+ my d] / [my+ my] = my d/[my + my]

Sistema Ox tale che my si trovi In X3 € m, in X, = X3+ d:

Xem = [My Xq + My Xp] / [My+ my] =
= [my X + my (xg +d)] / [my+ my] =
= X1 +my d/(m1+m2) =
= X1+ X'cm

E quindi in notazione vettoriale: rey = ror + 'om

Proprieta distributiva del CM:

Caso di due sistemi S={m;,i=1...Ny} eS'={m;,j=1... Ny}

Il centro di massa di due sistemi di particelle S= {m;,i=1 ... Ny}
eS'={m;j=1... Ny} corrisponde al CM di due particelle aventi
massa uguale alle masse totali M; = >;"% m; e M, = X,™4 m; dei
due sistemi e poste nel centro di massa di ciascun sistema:

Fem = 21N1+N2i m; r; /21N1+N2i m;
= 2 myr + 2 me e YISV my + 2 4emy] =
= [My1 rcps + My rem2)/[My + My]



Velocita e accelerazione del CM:

1) Vem = ZlNi m; Vi /ZlNi m (Vx.cm = 25 M; vy 125 m;, etc.)
2) acm = ZlNi m; a; /ZlNi m (ax.cm = 2 Mj ay; /25 my, etc.)

In alternativa vcw € acw Si ottengonoda M rey =2im; I

1) M vew =" m;v; direttamente da M drey/dt =X m; (dri/dt)
2°) Macw =21 m; a; direttamente da M dvew/dt =X m; (dvi/dt)

Pertanto quella che abbiamo chiamato 1’accelerazione di S as non
e altro che la media ponderata acy delle accelerazioni a; delle
singole particelle:

acm =21 M ay / XNy
E quindi per un Sistema di particelle, dato che >;",= M, si avra:
M acy =21"; m; a; = Fs® = F&D

La relazione costituisce la | legge cardinale della dinamica dei
sistemi di particelle (che sono sistemi discreti di punti materiali).

Essa € formalmente la legge di Newton di una super-particella
avente la massa totale Ms del sistema S che si muove con
I’accelerazione acy del centro di massa del sistema S essendo
soggetta all’azione della risultante F<® della forze ottenuta
sommando tra di loro le sole forze esterne agenti sulle particelle
del sistema S di punti materiali.

Centro di massa di sistemi continui.

Definizione di sistema continuo:

S=lw dm=[y, p(r)dV, essendo p(r)=dm/dV



Massa totale del sistema continuo Ms = [y p(r)dV

Definizione: Vettore posizione del CM di un sistema continuo:
Fem = =)y rdm/ Jyy dm

In pratica: Ms rem = Iwm r dm, dove Mg = [y dm

In termini di densita di massa p(r), dato che dm = p(r)dV, si avra
che il vettore posizione del centro di massa di un sistema
continuo:

rem = v 1 p(r) dV / Jy p(r) dV

Nel caso di un sistema omogeneo, per il, quale p(r) = po, Si avra:
rem = po v rdV / [po v dV] = [y rdV / |y dV

che corrisponde al calcolo del baricentro della figura geometrica.

In conclusione: il CM di un sistema continuo e omogeneo avente
forma geometrica regolare coincide con il baricentro della figura.

N.B.: Utilita della proprieta distributiva nel calcolo del CM di un
sistema continuo formato da due figure geometriche regolari.

Le componenti cartesiane del vettore rcy di un sistema continuo:
Xem = Jv xdV / [y dV
yem = [y rdVv / fy dv
Zew =y rdv/Jy dv

Calcolo del centro di massa di alcuni sistemi discreti e continui:



Esempi di calcolo: semi—disco, semi—sfera e semi—anello.

Semi—disco: ycm = 4R/3m;

Semi-sfera: zcy = 3R/8;

Semi-anello: yem = 2R/x;

Guscio semi—sferico: zcy = R/3;

Cono: z¢vm = h/4 (distanza misurata dalla base).

Precisazione sulla I Legge Cardinale della dinamica dei sistemi:

M acm :FS(R)
Come si ricavata questa legge?

I passo: Si e partiti dalla legge di Newton
mia; = F® = + F® (1),
e sommando sulle N-particelle del sistema si e ottenuto:
> Nimigi = SN FR =S N FO + FO = Fs®

> Nimia = XN FO + 2N FE = FIND 4 FEXD = pg®)

|l passo: Sfruttando il principio di azione—reazione (F%; = — F%)
si era visto che F'™NT = 0, per cui Fs® = FEXD,

Infatti: 33" B = 20N [0 6 F V% = 21" g F Y = 0.
I11 passo: In conclusione si era arrivati a scrivere:
> Nimia; = FED (2)

D’altra parte, partendo dalla definizione di CM del sistema S, si e ricavato
per derivazione successiva I’accelerazione del CM del sistema:




acm = 21" My ay /2 my
da cui, dato che Ms = X;N. m;, si & ottenuto: Ms acy =24 m; a;
Infine, ricordando che Fs® = F&*T |3 (2), diventa:
Ms acum =Fs™®

Applicazioni della | Legge cardinale della dinamica dei sistemi.

In virtt delle proprieta del CM del sistema, la legge Mg acy =Fs®
PUO essere espressa COme:

dPs / dt =Fs®

Sistema isolato: (non agiscono forze esterne; = F®, = 0)

= F®D=0. E dato che F"""=0, si avra anche Fs® =0, da cui
dPs / dt =0
e quindi:
Ps = costante

N.B.: La conservazione della quantita di moto di un sistema di
particelle isolato & un fatto sperimentale, mai violato in natura.

Conseguenze: Conservazione della quantita di moto di un sistema

Ps = costante = Ps =2 pi=2imiVi=Mvey = Vewm = costante

La conservazione della quantita di moto totale di un sistema
isolato (sul quale non agiscono forze esterne) implica che il centro
di massa del sistema si muove come una particella libera:

Mvcym = Ps = costante.



Esempio di conservazione della quantita di moto di un sistema di
particelle libero dall’azione di forze esterne:

Sistema astronauta-navicella spaziale che galleggia liberamente
nel vuoto si muove di moto rettilineo uniforme con vy costante:

Ps = p; + p, = costante.
dp./dt + dp,/dt = 0 = FY,=—F%, = Principio AIR

N.B.: Precisazione relativa alla definizione di sistema isolato:

— guando tutte le forse esterne sono nulle (cioé: Fi = 0),

— guando la risultante delle forse esterne agenti sulla singola
particella & nulla (F;® = 0), il sistema si comporta come se fosse
isolato.

Esempio di sistema che si comportano come se fosse isolato:
— granata appoggiata a un piano orizzontale che esplode e genera
una serie di frammenti sparati in varie direzioni;

Caso particolarmente interessante per le applicazioni: quello in cui
una componente della quantita di moto totale Pg si conserva!

Quando le forze esterne non agiscono lungo la direzione x si ha la
conservazione della componente Ps x della quantita di moto totale
del sistema di punti materiali, quindi si puo scrivere:

Psx = Mvcwm x = costante!

In tali casi si ha la conservazione della componente vy x della
velocita del centro di massa del sistema.

| casi In cui si conserva una sola componente:
— rinculo di un cannone di massa M appoggiato al suolo durante
lo sparo in direzione orizzontale di un proiettile di massa m;



— moto di massa m che si sposta con velocita relativa v’ su un
carrello di massa M appoggiato su un piano orizzontale liscio:
a) con sistema inizialmente in quiete, i.e. vepm = 0;

b) con sistema inizialmente in moto con vy = V;

_ moto di un insetto di massa m che si muove partendo da
un’estremita con velocita assoluta v lungo un’asta di massa M e
lunghezza L, appoggiata a un piano orizzontale liscio, con
calcolo del tempo impiegato a raggiungere 1’altra estremita;

_ moto di un corpo di massa m su un cuneo (piano inclinato o
profilo circolare) di massa M appoggiato a un piano orizzontale
liscio: (M+m) 0 =m v+ M V,;

_ moto di due corpi di massa m; e m, appoggiati ai capi di una
molla compressa che viene improvvisamente fatta espandere.

Sistema di punti materiali non—isolato: F;, 20 =F® 20

Mvcw = Ps = non e costante, ma varia nel tempo: Pg(t)

Relazione la derivata rispetto al tempo della quantita di moto
totale del sistema e la risultante delle forze agenti sulle particelle
dei sistema.

dPg/dt = d(X; pi)/dt = 2 (dpi/dt) = Xizy"Fi®
= >N RO+ FO] = FIND 4 pEXT) = pEXT)
essendo F'NT) = 0 per il principio di azione—reazione.
Quindi: dPg/dt = 3 Fi®
I* Legge cardinale della dinamica dei sistemi in un sistema di

riferimento inerziale Oxyz,t detto anche sistema del laboratorio
(sistema L).




Tale legge si pud anche scrivere come: Macy = F&*", nota anche
come teorema del centro di massa del sistema, dato che dalla (2):

> Nmia =i F® oequivalentemente = M agy = F&D

112 legge cardinale della dinamica dei sistemi:

Esiste una seconda legge cardinale) della dinamica di sistemi di
particelle che correla la derivata del momento della quantita di
moto totale del sistema S, rispetto al polo O, origine del sistema di
riferimento di laboratorio (sistema L), al momento delle forze
esterne riferito al medesimo polo O:

dLos /dt = d(X:"; Log)/dt = 24N to,® = 1oV

Si tratta di fatto il teorema del momento della quantita di moto
scritto per un sistema di punti materiali che viene impropriamente
chiamata Legge di Newton per il moto rotazionale del sistema.

1) Sistema isolato: Analogamente a quanto accade per un punto
materiale libero il cui momento della quantita di moto si conserva
nel tempo, nel caso di un sistema di particelle solato, cioe non
soggetto all’azione di alcuna forza esterna, il momento angolare
totale del sistema L s Si conserva nel tempo:

Lo,s= costante = Lo,s= X1"iLo,i = i r; A myv; = costante!

N.B.: Anche la conservazione del momento della quantita di moto

di un sistema di particelle isolato & un fatto sperimentalmente
verificato, mai violato in natura.

In tal caso, il teorema del momento angolare da dLo s /dt = 0.

dLO,S /dt = 21Ni dl—o,i/dt = Zi To,i :ziri A Fi(R) = ziri A (Fi(l)+Fi(E)

ma non essendoci forze esterne Fy, = 0 = F;® =0, si avra pure:



0=dlLos/dt= > ri/\Fi(I) :ZiTOi(I) = 'co('NT) =0>

— Sistema isolato: risultante dei momenti delle forze interne = 0O,

ZlNi ri/\Fi(I) — ZlNi ri/\ Zj (j;ti)Fij(I) — ]/2 Zi,j (i) rU/\ Flj(l) — 0

Verifica della relazione per un sistema di due particelle:

Zi:l2 ri/\Fi(I) =2 i=12 Fin2j (j;ti)Fij(I) = AF1 + AR = (I — r)AF,
_ _ _ ) —
= roAF1= %2 [rigaFi + raaFa] = %2 2 g4y MiA Fij() =0

mentre, per un sistema di tre particelle si avra:

Yiet” TAFY = X i’ rinY Py = 1aF 1 + 1AF 1+ APy +

FoAFa3 + FanFar + FsaFao = (= r)AF + (I — r3)AFs + (2 —
r3)AF2s = rionFip + risaFis + FosAFas = Y2 [rioanFp + raaFy +
r1aAFis + raAFs + FsaFos + FapaFan] = Y Y i) M Fi) = 0

E cosiviaperN=4,5,6, ....

Principio di azione—reazione per i sistemi di punti materiali:

Le due leggi cardinali della dinamica sanciscono che,
indipendentemente dal fatto che il sistema S sia isolato oppure no,
la risultante delle forze interne F'N"=0 e il momento risultante
dei momenti delle forze interne 10" = 0. Cioé:

FIND =Y NFEO=0; 15T =3N10" =21 AR =0).

2) Se il sistema non ¢ isolato allora dLog/dt = 0, e si ha che:
dLo /dt = d(lei Lo)/dt = =2riAF; = Ziri/\(Fi(l)+ Fi(E)

=Y 10" + X 10, " = 1o &P

essendo, come abbiamo visto Y,"; 1o’ = 0.



dLo /dt = (XN Lo)/dt = 24N 10, ® = 1o &P

Esercizi sulla dinamica di sistemi variamente vincolati a muoversi nel piano verticale attorno ad un

asse orizzontale fisso passante per un punto O, non coincidente con il CM del sistema.

— Caso del bi-pendolo rigido ancorato ad un punto O, distinto dal CM, e mantenuto in equilibrio
roto-traslazionale da una fune tirata lateralmente e disposta orizzontalmente;

Problema: Un manubrio costituito da due masse m = 1.5 kg e M = 3 kg collegata da un’asta rigida, di massa

trascurabile e di lunghezza L = 0.9 m e sospeso dalla parte della massa m al soffitto di una stanza tramite una

cerniera liscia O, mentre 1’altra massa M ¢ tirata lateralmente da una fune disposta orizzontalmente e fissata

al punto G di una parete verticale. In configurazione di equilibrio, il manubrio forma un angolo 6, = n/3 rad

con la direzione verticale. Calcolare:

a) latensione T della fune;

b) il modulo e la direzione della forza esercitata sul manubrio dalla cerniera O.

Supponendo che all’istante t = 0 la fune improvvisamente si spezzi, determinare con riferimento al moto

successivo del manubrio nel piano verticale:

c) la velocita angolare di rotazione del manubrio attorno all’asse orizzontale passante per il punto O quando
il sistema raggiunge la configurazione verticale.

t<0 t=o0,

Problema n. 3: Due corpi puntiformi, di massa m = 2 kg e M = 4 kg rispettivamente, sono fissati alle estremita di
un’asta sottile, rigida di lunghezza L = 0.6 m e di massa trascurabile, formando un manubrio asimmetrico. 1l corpo di
massa m € incernierato al punto O di un asse orizzontale fisso, perpendicolare al manubrio, attorno cui il manubrio puo
ruotare senza incontrare attrito alcuno. Inizialmente il manubrio viene mantenuto in equilibrio in configurazione tale
che I’asta formi un angolo 0 = 7/3 rad con 1’asse orizzontale tramite una fune ideale, di massa trascurabile, disposta
orizzontalmente, che collega la massa M ad un gancio fisso G di una parete verticale passante per O. All’istante t = 0 la
fune si spezza e il manubrio si mette in rotazione nel piano verticale. Calcolare nel sistema di riferimento Oxy:

a) latensione iniziale T della fune;

b) lareazione iniziale Rq sviluppata dalla perno in O;

c) lavelocitd angolare del manubrio nell’istante in cui raggiunge la configurazione orizzontale.
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— Caso del manubrio asimmetrico vincolato ad un asse verticale passante per un punto fisso O
diverso dal CM.

Problema: Un corpo puntiforme di massa m = 2.4 kg ¢ attaccato all’estremita di un’asta rigida, sottile,
avente massa trascurabile e lunghezza L = 1.2 m avente 1’altra estremita una cerniera liscia. Un secondo
corpo puntiforme di massa M =2m ¢ fissato all’asta nel suo punto di mezzo. Il corpo fissato all’estremita
inferiore dell’asta ¢ tirato lateralmente da una corda in configurazione orizzontale in modo tale che I’asta
formi un angolo 6, = =/3 rad con la verticale. Calcolare:
a) atensione T della corda; [T = 4mg]

b) la reazione R esercitata dalla cerniera in O;

[Rx =—3mg; Ry = — 4mg]

) nell’ipotesi che la corda improvvisamente si
spezzi, la velocita angolare di rotazione del
sistema quando l’asta  raggiunge le
configurazione verticale. <!

Problema: Un corpo puntiforme di massa m = 1.2 kg ¢ attaccato all’estremita di un’asta rigida, sottile,
avente massa trascurabile e lunghezza L = 1.6 m avente ’altra estremita agganciata ad una cerniera liscia O.
Un secondo corpo puntiforme di massa M = 2m ¢ fissato all’asta nel suo punto di mezzo. Il sistema ¢ tirato
lateralmente da una corda disposta in configurazione orizzontale essendo attaccata da un lato al corpo di
massa M e dall’altro ad un gancio fisso G, in modo tale che I’asta formi un angolo 6, = n/4 rad con la
verticale. Calcolare nel sistema di riferimento indicato in figura:
a) latensione T della corda;
b) la reazione R esercitata dalla cerniera sull’asta

nel punto di sospensione,
c) nell’ipotesi che la corda improvvisamente si

spezzi, la velocita angolare di rotazione del

sistema quando l’asta  raggiunge le

configurazione verticale

Abbiamo enunciato la Il legge della dinamica dei sistemi di
particelle riferendoci al polo O origine di un sistema di riferimento
Oxyz,t in cui abbiamo deribvato la | legge cardinale partendo dalla
legge di Newton, che vale solo nei sistemi di riferimento inerziali,
come e il sistema di riferimento del Laboratorio (Sistema L).

Cosa succede della Il legge Cardinale della dinamica dei sistemi
nel caso in cui si assumesse un polo O’ diverso da O,

Il teorema del momento angolare vale anche in questo caso?

Nel caso di un polo O’ diverso da O il teorema del momento della
quantita di moto diventa:



dLo- g/dt = d(X Vil p)/dt = X Nd(riamivy)/dt =
= 2N (Viamv + Piam;ag) = 2NV - Vo) amv + Pia(FO+ FE)
= N vi amivi] — Vo AN mivi)] + 20N AR + 30N riaF®
= 0-VoAMsvem + 0+ 2N 100,
Assumendo come polo O’ si ha quindi:

dLo- g/dt = — vo-AMgvem + >N TO’,i(E)
per cui se O’ e un punto fisso (vo- = 0):

dlo s/dt = 34" 10, ®

vale ancora il teorema del momento angolare; mentre se O’ NON
e un punto fisso il teorema del momento angolare NON vale!

— Cosa succede se il polo O’ coincide con il CM del sistema?

Nel caso in cui O’coincide con il CM allora si ottiene:

dLcms/dt = — Vem A Mgvem + >N TCM,i(E)

dLcms/dt = >N ‘CCM,i(E)

Quindi se il polo O’ coincide col CM del sistema, il teorema del
momento angolare vale, anche quando il CM NON e fisso.

In conclusione, la Il legge cardinale delle dinamica dei sistemi di

particelle o, altrimenti detto, il teorema del momento angolare per

I sistemi di punti materiali vale nei casi seguenti:

a) rispetto al polo O, origine del sisteme di riferimento Oxyz;

b) rispetto ad un polo O’, diverso da O, purché O’ sia fisso;

c) rispetto al CM del sistema assunto come polo di riferimento,
indipendentemente dal fatto che il CM sia fisso o si muova!!!




Sistema L: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi:

1 Legoe cardinale della dinamica dei sistemi:

dpsldt = Zi Fi(E);
equivalente a:

M acy = F(EXT)

11° legge cardinale della dinamica dei sistemi:

dLos /dt = d(Z.M Lo )/dt = 34N 10 ® = £, &.

dLems/dt = (X0 Lem)/dt = 20 temi® = 1em™P.
Le leggi ricavate piu sopra valgono nel sistema Oxyz,t (L).

NB: La seconda legge vale, come abbiamo visto prima, anche se
come polo di riferimento si assume il CM del sistema di particelle:

dI—CM,S/dt - d(lel LCM,I)/dt = ZlNi TCM,I(E) — TCM(EXT).
Questo notevole risultato, insieme alla | legge cardinale:
M acm =2.i m; a; = FS(R) = EXD

spiega I’importanza di aver introdotto 1l concetto di centro di
massa di un sistema di punti materiali, con le relative proprieta.

Sistema C: Leggi cardinali della dinamica dei sistemi

Sistema C e il sistema di riferimento del centro di massa.



Si tratta di un sistema CMxyz, ancorato al CM del sistema S e
avente gli assi paralleli agli assi x,y,z di Oxyz.

Il sistema C & un sistema di riferimento in cui alcune delle
grandezze cinematiche dinamiche collettive del sistema di PM
risultano = 0.

Calcolo della quantita: r'cy = 2 mir'i=Mr'cy =0;
Calcolo della quantita: V'iey = 25 miVv'i= Mv'cy = 0;
Calcolo della quantita: a’'cyy = 2 m;a'j = Ma'cy = 0.
Calcolo delle grandezze dinamiche: P's, E’sxe L'cw.

P's=>" p'i =X mivi=Mview =0;

E'vs = 21" E'ki =% 20N imy Vv =2 20" (p'/my)
L'oms = 20 Llomi = X0 1 Amiv/;

Sistema C = sistema di riferimento a quantita di moto totale nulla:

’s = 0 (con dimostrazione).

Leggi cardinali della dinamica nel sistema C:

— 1% legge cardinale: Ma’cy =0, ma ...

dP*/dt = 3 F® — Macy = 0
— 11* legge cardinale: dL'cy s/dt = X temit™ = Tom' .
dLlCI\/I,S/dt — d(lei L'CM,i)/dt = Z].Ni TCM,i(E) — TCM(EXT).

N.B.: Vale il teorema del momento angolare rispetto al CM
assunto come polo (anche se CM e in moto non uniforme).



Riassumendo: Le leggi cardinali della dinamica dei sistemi di
punti materiali con riferimento a:

Sistema L:

I* Legge cardinale della dinamica dei sistemi:
dPg/dt = N, F{®; equivalente a; M agy = F&D

112 legge cardinale della dinamica dei sistemi:

dLos /dt = d(Z.M Lo )/dt = 34N 10 ® = £, &,

Sistema C:

I* legge cardinale: Ma'cyy =0, ma ...
dP'g/dt = X" F® — Macy =0
— 11? legge cardinale:
dL'ems/dt = 24" temi® = tem™ .
Dinamica dei sistemi di punti materiali. (Continuazione).
Teoremi di Konig: Relazioni fra le grandezze dinamiche

collettive (quantita di moto, momento delle quantita di moto,
energia cinetica) calcolate nel sistema L e nel sistema C:

Teorema di Konig della quantita di moto, del momento della
quantita di moto, e dell'energia cinetica.

— quantité di moto: Ps =Mv¢epm + P's = Mvew.

N.B.: Dimostrazione:



— N - N T\ N N "
Ps=>1" mivi=21" Mi(VemtV') = (21 Mi) Vem + 21 imiV'i
Ma siccome P's =Y,"miv; =0, sara; Ps = Mvep

— momento angolare: Los=rcyA MVeu+ L'cuws
N.B.: Dimostrazione:

_ < N _ < N <N \ N
Los=21iLloi=21iiAmV;=21" (rem+r'i) A mi(vem+Vv) =
N N N . N
210 FeMAMVem+21 i FiAMVem + 20 i Fem A MV + 205 1
] — N N 1 — ]
AMVi=remA i Mi)Vem + 210 L'emi = FemA MVew+ L'cms

dato che: 21N, r'i Amivem = (21" mir'i)Aavem = 0 e cosi pure: Y™,
' N 1\ —

Fem AMV' = rem A (2211 miv') = 0.

—dell'energia cinetica: Exs = *s MVenm® +E'xs = Exem + Exnt

Dimostrazione;

_ < N _ N 2 _ N _ N
Exs=21 iExi= 21 i MVii=%21 MViVi=%2; M

. N N 2 N \ N
(VemtV'i)-(VemtV'i) =2 20 imiVem %21 MiViVem % 21
MiV'iVem + % 21 iV

Ed essendo Y;N. miv'i = 0, si avra:
Exs =% Mvewm™+ E'ks

Teoremi di Konig: Consentono di scomporre il moto di un sistema
di particelle in due moti: un moto orbitale, i.e. quello del centro di
massa del sistema dove é concentrata la massa totale Mg del
sistema, e un moto interno, i.e. quello di tutta le particelle del
sistema rispetto al suo centro di massa.

Esempi: moto della luna attorno alla terra = moto orbitale di un
punto materiale di massa M con velocita vy + moto intrinseco,



proprio del sistema e indipendente dal sistema di riferimento usato
per l'osservazione.

Energia meccanica di un sistema di punti materiali

Il teorema dell’energia cinetica vale anche per i sistemi di punti
materiali e mette in relazione la variazione di energia cinetica del
sistema di particelle con il lavoro di tutte le forze agenti su di esse.

Definizioni di Energia cinetica di un sistema S:
Exs =21 Ewi =24 *2m; vi°. (nel sistema L, ancorato in O)
E’ks = 21" E’ki= 21" 2 m; v'i¥ (nel sistema C, ancorato a CM)

E’s @ detta anche energia cinetica interna Ex g™

Lavoro elementare delle forze agenti su un sistema di particelle;

— lavoro delle forze esterne: dW'NT = 3N dw®, = > N FOdr,

— lavoro delle forze esterne: dW=*" = 3,V dW®; = 2™ F®-dr;
Il teorema dell’energia di un sistema di particelle:
dE s = dAW™NT + dWET
AExs = Exsg — Exsa =W+ W,

Se le forze interne F")(r.,) sono conservative, allora si puo definire
una funzione energia potenziale Eo"™' delle forze interne:

dE INT — _ dWINT

Ma dEp™T = — N dWi® = — 4% FOdr; = — 153 FO(ry)dry,



e quindi: AERNT = — WINT
Pertanto il teorema dell’energia cinetica per un sistemi di P.M.:
dEs = dW™T + dW="T 0 in termini finiti: AE, s = W=" + WNT,
diventa nel caso di forze interne conservative:
AExs=Exsg — Exksa = W — AEPINT,
AEys +AEPINT — WEXT

Def. di Energia propria del sistema: Us = Ey s+ Ep"™".

Vale la relazione A(Eys + Ep') = W=*T, ossia AUg = W=*'

Se poi anche le forze esterne F®;, sono conservative, si potra
definire un’energia potenziale Eo=*" delle forze esterne:

dEpEXT = — dWEXT = — Z]_Ni dWi(E): — Zi Fi(E)-dri

per cui si potra scrivere AUs = W= come: AUg = —AE~<".
E quindi A(Us + Ep=<")= 0, cioeé:

AEtrs =0,

INT EXT »
+Ep

dove Ers=Exs+ Ep e ’energia meccanica totale del

sistema di particelle.

In conclusione, nei casi in cui tutte le forze, i.e. interne ed esterne,
agenti sul sistema siano conservative si avra la conservazione
dell’energia meccanica totale del sistema e si potra enunciare il
principio di conservazione dell’energia dei sistemi di particelle.



Conservazione dell’ Energia totale meccanica Etsdi un sistema S
di particelle soggette all’azione di forze interne ed esterne
conservative:

Ers=Exs+Ep" +E,”" = costante del moto.

N.B.: Dipendenza di Ey s dal sistema di riferimento scelto e
indipendenza di Ex"™" dal sistema scelto.

Pertanto il valore dell’energia totale meccanica dipende dal
sistema di riferimento usato per descrivere il moto del sistema.
Infatti, nel sistema C, ancorato al CM:

E'vs=21" Exi=2itsm; vy
E'«s @ detta anche energia cinetica interna Ey s
Mentre la somma E ™' + Eo"" & detta energia interna U™ '
USNT = (B, s+Ep)NT
In virtu del teorema di Konig per I’energia cinetica si avra:

— 2 INT _ INT
Exs =% Mveu ™+ Exs™ = Excmt+ Exs

E quindi in principio di conservazione dell’energia si potra
esprimere come:

ET,S — Ek,CM + Ek,SINT + EPINT + Ep(EXT) — Ek,CI\/I + USINT + EpEXT
N.B.: Per un sistema di punti materiale soggetto all’azione di forze

interne ed esterne conservative, si conserva ’energia totale
meccanica del sistema ma, in generale, ma NON I’energia propria.




Esempio di sistema per cui si conserva 1’energia meccanica totale:

Due corpi puntiformi, collegati fra loro da una molla e soggetti
quindi all’azione della forza elastica della molla (forza interna
conservatival), in moto nel piano verticale e soggetti all’azione
della forza gravitazionale della terra (forza esterna conservatival).

Esempi di sistemi in cui si conserva I’energia propria:

a) Sistema di due corpi attaccati alla estremita di un molla
completamente compressa da una fune in tiro, posto in quiete
sul piano orizzontale con un dei due corpi appoggiato a una
staffa fissa verticale. Improvvisamente le fune si spezzae il
sistema si mette in moto lungo il piano orizzontale.

b) Sistema terra-luna in moto sotto 1’azione della forza di
attrazione gravitazione mutua.

Problema: Due blocchi A e B, assimilabili a corpi puntiformi, entrambi di massa m = 5 kg sono appoggiati

su un piano orizzontale perfettamente liscio, essendo fissati alle estremita opposte di una molla avente

lunghezza a riposo l, = 0.8 m e costante elastica k = 225 Nm™. Inizialmente il sistema & in quiete con il

blocco A in contatto con una parete verticale fissa e la molla € compressa tramite un filo, coassiale con 1’asse

di simmetria principale della molla e che mantieni i due corpi A e B a distanza fissa l,/2. Ad un certo istante

il filo si rompe e la molla si espande mettendo in moto il corpo B lungo piano orizzontale. Assumendo che il

contatto tra la parete verticale e il blocco A venga meno nell’istante in cui la molla ha raggiunto la sua

lunghezza di riposo |y e che questo coincida con I’istante t = 0, determinare:

a) latensione iniziale del filo;

b) I’energia meccanica totale iniziale del sistema dei due blocchi;

c) la velocita assoluta dei due corpi all’istante t = 0.;

d) la velocita del centro di massa del sistema all’istante t = O.;

e) I’energia cinetica interna del sistema dei due corpi all’istante t = 0.;

f) il valore massimo dell’energia cinetica del sistema dei due corpi nel sistema di riferimento del laboratorio
(Sistema L);

g) il valore minimo dell’energia cinetica del sistema dei due punti materiali nel sistema di riferimento del
laboratorio (Sistema L);

h) il valore massimo dell’energia cinetica del sistema dei due punti materiali nel sistema di riferimento del
centro di massa (Sistema C).

i<y L A=l

ATB Ab--B oy E 'AI‘;%EEWI'B v
B B
MI’ e
t<0




Problema dei due corpi

Sistemi a due corpi: sono i piu semplici sistemi di particelle

Problema dei due corpi: studio del moto relativo di due corpi
supposti puntiformi sotto 1’azione della forza di interazione mutua.

Esempio: moto (relativo) di due corpi celesti sotto 1’azione della
forza gravitazionale moto di un pianeta relativo al sole, moto della
luna rispetto alla terra, moto dell’elettrone rispetto al protone
dell’atomo do idrogeno, ma anche il moto (relativo) di un coppia
di punti materiali collegati tra loro da una molla

Le grandezza cinematiche (posizione velocita e accelerazione) del
centro di massa del sistema dei due corpi nel sistema L e C:

Vettori rey, Vem, acum del centro di massa nel sistema L:

Fom = Ziza® M 1 [z My = (Myri + marp) / (m; + my)
Vem = Zizt” M Vi 1221 My = (Myvi + Mypvp) / (M + my)
Acm = Xizt® M; & /=" My = (Mg + mapay) / (M + my)

Vettori r'cm, V'em, @'cv del centro di massa nel sistema C:

Mem = izt” My 1Y /=" My = (Myr' + mar'y) / (m; +my) =0
Viem = Ziza® My V' [2iz® My = (MgV + myv'y) /(i +my) =0
A'om = Xiet” My @ /i M’y = (Mya' + mya'y) / (mij+ my) =0

Grandezze cinematiche relative: (L) ry Vio a, € (C) r'yp, Vo a'12



N.B.: Il vettore posizione, velocita e accelerazione relativa dei due
corpi non devono dipendere dal sistema si riferimento L o C che
sia. Infatti:

o =r—r,=ryp € o1 = Iy,
Vip = Vi — Vo =V'p) € Vo1 = V'yg,
App=a;—a;= ap € ay = an

Vogliamo trovare le relazioni che legano le grandezza cinematiche
(posizione velocita e accelerazione) individuali dei due corpi in
termini delle corrispondenti grandezze relative nel sistema L e nel
sistema C:

Vettore posizione della particella m; nel sistema C:

Fi=1ri—rcm
r'y=ri— rem = My ryp/(My+my) r,=r—r=ry
r'y>=ry, — Fem = My F/(Me+m,) i =r—r=ry

Vettore velocita della particella m; in C:

V'i= Vi — Vcwum
V'1= V1— Vem = My Vio/(Mmg+my) Vig = V1 —Vp
V'2= Vo — Vem = My Var/(My+my) Vo1 =V, — Vg

Vettore accelerazione della particella m; nel sistema C:
a'i=a; — acm

a'i= a;— acm = My ao/(My+my) dip=ad;—adp
a',= a, — acm = My az/(My+my) 81 =a,—a;



N.B.: Nel caso in cui il sistema delle due particelle sia isolato (i.e.:
quando non 3 Fy® e quindi F;® = 0, per i = 1, 2), per cui quindi
acm = 0, si ha che 1’accelerazione relativa a’; e 1’accelerazione
assoluta a; di ciascuna particella coincidono e sono legate
all’accelerazione relative ajj:

a'y = a; =m;, a/(my+my) a's = a; = My az/(mp+my)

Problema dei due corpi: massa ridotta.

Studio del moto relativo di due corpi supposti puntiformi sotto
’azione della forza di interazione mutua Fi; = F(ry))

Esempi: Forza mutua gravitazionale: Fg(r;2) =y Mm ol
Forza mutua elastica: Fe(X12) = — K [(Xo—X1) — lo] |

Equazione del moto di ognuno dei due PM espressa dalla legge di
Newton: ma = F(r,):

mia; = Fi
moa,= — F1

Accelerazione relativa della particella 1 rispetto alla particella 2:
dp=ad;—a = Flg(llml + 1/m2)
In termini di massa ridotta pu = mymy/(my+m,): 1/ = [1/my + 1/mjy]

Si avra:
a;p =a;—ay = Flp
Questa relazione esprime il moto relativo delle 2 particelle,

soggette unicamente alla loro mutua interazione, che e stata
ottenuta partendo dall’equazione del moto delle 2 particelle,




puo essere scritta anche cosi:

nage = Fip

Essa ¢ I’equazione del moto in un SRI (Sistema L) di una
particella di massa p soggetta all'azione di una forza F..

Oraap =a; —a,=a'y — a', = a'y, (percheé sistema isolato).

Quindi sara pure:
na'yy = Fpo

Questa ¢ 1’equazione del moto nel Sistema C (ancorato al CM del
sistema) di una particella di massa p soggetta all'azione di una
forza Fq,.

N.B.: Il moto relativo di due particelle nel sistema di riferimento L

e equivalente al moto di una particella di massa p (massa efficace
del sistema) soggetta all’azione di una forza uguale alla forze di
interazione mutua F1, studiato nel sistema C (che e un sistema di
riferimento inerziale!)

N.B.: Arigore, lo studio del moto relativo in un SRI di due corpi
celesti soggetti all’azione della forza di attrazione gravitazionale €
ricondotto allo studio, nel sistema di riferimento C, del moto di un
corpo di massa u che si muove sotto I’azione di Fg. Tuttavia ....

Cosa succede quando m;>>m, (sistemi sole-pianeta, pianeta-
satellite, come ad esempio il sistema terra—luna: massa terra >>
massa luna; etc. o nel caso dell’atomo di idrogeno: massa protone
>> massa elettrone).

La massa ridotta p = mymy/(my+my) = my/(1 + my/my) = m;
mentre la posizione del CM del sistema “coincide” con my



¢ questo giustifica I’approssimazione usata nell’espressione della
legge di gravitazione universale fatta da noi finora e I’adozione del
sistema di riferimento con origine O ancorato alla massa m..

In generale, se le due masse sono confrontabili, si deve studiare il
moto, nel sistema C, in termini della massa ridotta p.

Esempio: Caso del moto roto-traslatorio su un piano orizzontale
perfettamente liscio di manubrio costituito da 2 corpi puntiformi
ancorati alle estremita di un‘asta rigida lunga L e priva di massa.
Calcolo della tensione della asta:

ma; = T,
mea; = T
Per il principio di A/R: T,=-Ty, maT,=T;

T= 9 V122/r12 - U V122/|_.

N.B.: Il modulo T dipende dalla velocita di rotazione  del
manubrio, atteso che vy, = Lo, che, quindi, deve essere nota.

Esercizio: Coppia di PM fissati all’estremita di un’asta rigida
ideale (manubrio) posti in quiete su un piano orizzontale
perfettamente liscio. A t = 0 viene applicato un impulso Jq a uno
dei due corpo in direzione perpendicolare al manubrio. Studiare il
moto roto-traslazionale del sistema dopo 1’applicazione
dell’impulso e, specificatamente, il moto relativo dei due PM.

Problemi sui sistemi a due corpi:

1) Due blocchi di massa m; e m,, posti su piano orizzontale liscio, sono attaccati alle estremita di
una molla ideale di costante elastica k e di lunghezza a riposo lg, con 1’asse di simmetria lungo
I’asse x. Inizialmente il sistema ¢ mantenuto in quiete con la massa m; appoggiata alla base di una
parete verticale fissa con la molla completamente compressa tramite una fine ancorata alla due
masse. All’istante la molla viene lasciata espandere, e nell’istante t = 0 in cui la molla raggiunge la



sua lunghezza di riposo, la massa m; si stacca dalla parete. Studiare il moto del sistema, calcolando

espressamente nel sistema di riferimento del laboratorio (Sistema L):

a) I’accelerazione del CM del sistema all’istante t = O.;

b) la legge oraria del moto del CM dopo che il blocco di massa m; ha abbandonato la parete
verticale (i.e.: t > 0);

¢) I’equazione del moto relativo del sistema dei due corpi per t > 0;

d) la legge oraria del moto relativo dei due blocchi per t > 0;

e) le leggi orarie del moto di ciascuno dei due blocchi nel sistema di riferimento solidale al piano
orizzontale (Sistema L).

J.Ec::li':'j Eﬂ ! j}jﬂ !
AFiB A-lip E AV, By
h&&i: Pesin i~

t - U t e {} t = {}

2) Due blocchi di massa m; e my , inizialmente in quiete su un piano orizzontale liscio, sono

attaccati alle estremita di una molla ideale di costante elastica k e di lunghezza a riposo Iy, avente

’asse di principale simmetria disposto lungo I’asse x. All’istante t = 0 viene applicato al blocco di

massa my un impulso Jo = Jo i. Studiare il moto del sistema, determinando in particolare:

a) la posizione iniziale del CM, prima dell’applicazione dell’impulso;

b) la legge oraria del moto del CM pert > 0;

c) I’equazione del moto relativo dei due blocchi per t > 0;

d) la legge oraria del moto relativo dei sue blocchi pet t > 0;

e) la legge oraria del moto di ciascuno dei due blocchi nel sistema di riferimento del cento di massa
del sistema (Sistema C).

Espressione delle grandezze collettive nel sistema C e delle
relazioni di Konig per un sistema a due corpi.

Quantita di moto:

Ps=p1+p2=0,

dacui p'y=-p', e ricordando che v';= myvi/(my+m,),
Si avra anche:

P'1 = MV'1= MiMyVi/(My+my) = p vy

P2 = MyV'5= MoMyVor/(M1+My) = 1 Vo = — W Vio.

Quindi: PL=pLr=uVvyp=p



N.B.: Il modulo della quantita di moto di ognuna delle due
particelle, nel sistema C, equivale al modulo della quantita di

moto di una particella di massa u che si muove con al velocita
relativa delle due particelle.

Owvviamente:
P's=p'1+p2= nvi—puvy =0,

Energia cinetica interna; ENT

EkINT = V122 — p.2/2M
Dimostrazione:

EkINT =m V'12 +ism, V'22
= ml[mzvlzl(m1+m2)]2 +35m, [m1V21/(m1+m2)]2 =
= 3 Mim,? Vo2 (My+my)? + 25 m2m* vy %/(my+m,)? =
= mim, (m1+m2) V122/(m1+m2)2 = mim, V122/(m1+m2) =
=1 uVy,”

N.B.: L’energia cinetica interna di un sistema di 2 particelle
equivale all’energia cinetica di una particella di massa p che si
muove con la velocita relativa delle due particelle.

Momento angolare interno o intrinseco: Loy

IN

T _
Lem =AUV,

Dimostrazione;

IN

I—CM T= rll/\mlvll + rlz/\mzvlg =

= my rp/(Mm+my) A my[mavip/(my+my)] + my raa/(me+my) A m;
[Mava/(my+my)] =



= m2r12/(m1+m2) A ml[mzvlzl(m1+m2)] + [— m; r12/(m1+m2)] A My
[— myvi/(mytmy)] =

=rpp A m1m22V12/(m1+m2)2 trp A m12sz12/(m1""’”2)2 =
= A [m1m22/(m1+m2)2 + mlzmzl(m1+m2)2] Vio =
=TI A [Mim; (m1+m2)/(m1+m2)2] Vip =T AUV

N.B.: Il momento angolare intrinseco Ley'™ ' (riferito al CM) di un
sistema di 2 particelle equivale al momento della quantita di moto
(riferito ad un punto O) di una particella di massa p che si trova
nel punto individuato dal raggio vettore posizione relativa ry, che
si muove con la velocita relativa delle due particelle vy.

Teoremi di Konig per un sistema due corpi

N.B.: La velocita v¢y di un sistema isolato € costante:
Usando le grandezze calcolate nel sistema C si avra:
Ps=Mvcy+ P's=M vey
Evs=Excm+ Ed"' =% Mvey” + %5 1 vy)°
Los=Locm *+ L'cms =remA Mvem + FoA 1LV

Risoluzione di alcuni problemi di dinamica dei sistemi a 2 corpi.



