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Nota. Queste pagine potrebbero contenere degli errori: chi li trova ¢ pregato di
segnalarli all’autore (zuccher@sci.univr.it).

1 Derivate

Richiami sulle derivate utili ai fini degli esercizi.

e Definizione. Chiamiamo derivata di f in z, e la indichiamo con f’(z), il limite, se
esiste finito, del rapporto incrementale, ovvero

1o — i A& = fx) [l h) — f(2)
f'(z) = lim ——"—— = lim h :

E—x f — X h—0

Nel caso si considerino separatemente il limite da destra e da sinistra, si avranno
la derivata destra f' (z) e la derivata sinistra f (x).

e Punti di non derivabilita. Se il limite del rapporto incrementale ¢ infinito o non
esiste, allora la funzione f non e derivabile in z. Si hanno tre casi.

1. Punti di flesso a tangente verticale: f’(z) = £oo (derivata destra e sinistra
coincidono ma sono entrambe 400 oppure —oo)

2. Punti di cuspide: f}(z) = 4ooe f'(x) = —oo0 oppure f (z) = —ooe f' (z) =
+00 (derivata destra e sinistra sono opposte ed infinite)

3. Punti angolosi: f)(x) # f’(x) (derivata destra e sinistra sono diverse, una
delle due puo anche essere +o00 oppure —o0).

e Regole di derivazione

+g(z)] = f'(z) £ ¢'()
(

f(2) 9@)] = F(@)g(x) + f@)d(x), dacui: Dkf(x)] = kf(2).k € R
f@)] | F@le) - f(@)d() N R
’ D[g@c)}‘ e o deew D{f(@} RGE
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4. D[f(g(h(x)))] = f(9(h(z))) - ¢'(h(x)) - I'(x)

5. Df(y)] = ﬁ essendo y = f(z) e /() 0
7(z)

6. D[f(x)*™] = f(2)"™) |g'(x)log f(2) + g(x) i)

e Derivate fondamentali ed altre notevoli ricavate utilizzando quelle fondamentali e
le regole di derivazione

derivate fondamentali altre derivate notevoli

f(x) f'(z)
kkeR 0 f(z) f'(x)
a a— 1
¥, a € R oz tan 1+ tan?x = 5
cos? &
a”® a”loga 1
cot —(1+cot*z) = ——
o o sin® x
) 1
1 arcsin R
log, x —log, e = v1—a?
x xloga
1
arccos & —_—
T
1
arctan x
log || — 1422
; 1
; arccot x
sinx cos T 1+ 22
COS & —sinx

Nota. Si osservi che, in generale, per le funzioni sopra riportate, il dominio di f'(x)
coincide con quello di f(z) (D = D’). Questo non ¢ vero per f(z) =2% con 0 < a < 1,
essendo f'(z) = +oo0 in x = 0, e per f(z) = arcsinz oppure f(x) = arccosz, essendo
f'(z) infinita in x = +1.

Esercizio 1.1 Utilizzando la definizione di derivata, si calcolino D[1/x] e D[\/z].

Risoluzione. Si scriva il rapporto incrementale [f(z 4+ h) — f(x)]/h e se ne calcoli il
limite per h — 0. =

Esercizio 1.2 Utilizzando la definizione di derivata, dire se la funzione f(x) = |z —
al,a € R, é derivabile in x = a.



Risoluzione. Si scriva il rapporto incrementale [f(a + h) — f(a)]/h = |h|/h e se ne
calcolino i limiti da destra e da sinistra, ossia per h — 0%. Siccome tali limiti non
coincidono, la funzione f non e derivabile in x = a. =

Esercizio 1.3 Sia f : R — R con f': R — R. Cosa si puo dire di D[|f(x)|]?

Risoluzione. Applicando la definizione di derivata come limite del rapporto incre-
mentale, si ottiene facilmente che nei punti = tali che f(z) # 0 si ha D[|f(z)|]] =
sgn f(x) - f'(x). Tuttavia, nei punti in cui f(z) = 0 la derivata D[|f(z)|] diventa

| f(z+h)|
D = lim ————=
1)) = i T
che esiste solo se il limite da destra e da sinistra coincidono, ovvero se derivata destra
e sinistra sono uguali. Evidentemente, a causa del valore assoluto, questo accade solo
se f'(x) = 0 e quindi per f'(z) # 0A f(z) = 0 D[|f(x)|] non esiste. Il risultato si puo
riassumere come

sgn f(x) - f'(z) nei punti in cui f(z) # 0
D[|f(x)]]=<¢ 0 nei punti in cui f(z) =0A f'(x) =0
A nei punti in cui f(z) =0A f'(x) #0

Tipicamente, i punti tali che f(z) = 0 A f’(z) # 0 sono punti angolosi per la funzione

[f(2)].

Esercizio 1.4 In base al noto teorema, una funzione derivabile é continua. Fsibire un
esempio di funzione continua ma non derivabile.

Risoluzione. Basta prendere una funzione continua in # = ¢ ma tale che f’ (c) # f' (c).

>
Peresempiof(x):{x+1 sex 21 ]

24+1 sex<1

Esercizio 1.5 Data la funzione

T sex <c
ar+b sex >c

o) ={

determinare a e b in modo che f(z) sia derivabile.

Risoluzione. Si noti che f(x) ¢ certamente derivabile per z > ¢ e per x < ¢. Per
quanto riguarda z = ¢, applicando la definizione di derivata e osservando che f(c) = ¢?,
si ottengono le seguenti espressioni per le derivate sinistra e destra:

2 _ 2
fl(c):limwzlim20+h:2c
h—0 h—0
y v oalc+h)+b—c ah+(ac+b—c?)
file) = limy h = h



Si noti che f’(c) e certamente finita, ma affinché lo sia anche f’ (c) ¢ necessario che
ac+b—c* = 0, che implica f(c) = a. Per garantire la derivabilita in x = ¢, pero, ¢
necessario anche che f}(c) = f’(c), ossia 2¢ = a. Riassumendo, deve essere ¢* = ac+ b
ea=2c dacuia=2ceb=—c

Osservazione Molti studenti fanno 'errore di calcolare la derivata come

f’(x):{ 2¢ sex <c

a sexr >c

ed imporre f(c) = f'(c) & 2c = a. Questo modo & sbagliato perche non tiene conto
della definizione di derivata. Infatti, scelti per esempio a = 1, ¢ = 2,b = 3 (che soddisfano
la condizione 2c = a), si ottiene la funzione

f(x):{ﬁ sexr <2

r+3 sex > 2

che non e derivabile in quanto la definizione del limite del rapporto incrementale porta a
J1.(2) = +oo. Per evitare questo, bisogna imporre la continuta della funzione in z = c.
[

Esercizio 1.6 Determinare eventuali punti di non derivabilita della funzione f(x) =

V1 — 22,

Risoluzione. Essendo f'(x) = — ’

V1—a?
che perd non appartengono al dominio di f/(x) (D’ C D). Pertanto f(x), pur essendo
definita in x = #£1, non ¢ ivi derivabile. m

, x = £1 sono punti del dominio di f(x)

Esercizio 1.7 Data la funzione

1
f(x) = xsin; sex #0
0 sex =0 ’

stabilire se € continua, derivabile, e se la derivata é continua.

Risoluzione. E immediato verificare che f(x) e continua. Per x # 0 la funzione ¢
derivabile e risulta f'(x) = sin % - % cos i Per x = 0 e necessario applicare la definizione,
quindi

. 1
(O+ h) S1n <m> hSlIll
lim =

h—0 h h—0 h h—0

Quindi,
iy Josinz——cos— sex#0
f(x)—{ A sex =0
A

1 1
Si noti che lim (Sin — — —cos —) = A, pertanto f'(x) non ¢ continuain z =0. =
T

z—0 T x



Esercizio 1.8 Data la funzione

1
2 .
résin— sex #0
f(l") = x 75 )
0 sex =0
stabilire se € continua, derivabile, e se la derivata e continua.

Risoluzione. E immediato verificare che f(x) e continua. Per x # 0 la funzione
¢ derivabile e risulta f/(z) = 2zsin: — cos:. Per = 0 & necessario applicare la
definizione, quindi

. 1 1
lim O (O+h) = limh%j = lim h inl =0
h—0 h = T e M
Quindi,
1N szin%—cos% sex #0
i) = { 0 sex =0
Si noti che llr% <2x sin — — cos —) = A, pertanto f’(x) non ¢ continua in x =0. =
T— X X

Esercizio 1.9 Discutere la continuita, derivabilita e continuita della derivata prima
della funzione

1
flz) = masin; sex #0
0 sex =10
essendo a > 0, € R.

Risoluzione. Si proceda come nei due esercizi precedenti, discutendo inoltre la conti-
nuita della derivata. m



Esercizio 1.10 Utilizzando i teoremi sulle derivate (regole di derivazione),

derivate delle sequenti funzioni.

calcolare le

1
3 +4x 41 322 +4] | Vx [m]
42+ 1 [x4+x2—2x+2] 1 [sinx]
z2+1 (2 +1)? cos cos? x
1—=x 1
2 2+
er e [(2z 4+ 1)e™ ] | log o [9521_ 1]
x® [*(logx 4+ 1)] | log(log x) [xlogx]
Va1
Jz N3 (log x+2) loe(loz] 1
Y | || log(loglog(s)) [y pooe]
322 cos . .
(23 4 4)cos® [(z3 + 4)c0s® (—zg sz sin z log(2® 4 4) e [e€ ]
T

sin x©os* sin 971 (cos2 x — sin? log(sin z T arcsin x arcsinx + ———

arccos(1l — 2z ——— 1| = arccos(1 — z°
1 =2e) [m g arecosl =) [yx\m]
tan(sin 7) ( cos " sin x ( cos (2 — cos® x) ]

rctan(sin ——————] | arctan

aretanisin e 1+sin?x cos? x costz —cos?x+1

Esercizio 1.11 Si determini ’equazione della tangente al grafico delle sequenti funzioni

net punti indicati a fianco.

1. f(z) =52 +3z; x9=1

2. f(x):arctanﬁg%; To=7%

3. flx)=/(x+2)% x9=-2
Risoluzione.

l.y=13z—5

2. y= @x—i—%

3. x+2=0

|

Esercizio 1.12 Determinare ’espressione della derivata n-esima delle sequenti funzio-

ni.

1. f(x)=¢€"



9 flz) =37

5. flx)=e"

4. [(z) =logx

5. f(x) = sinz

6. f(z) = cosz

7. fx) = giz ad # be
Risoluzione.

| et

2. 37(log 3)"
3. (—1)me®

4. (1)

5. sin(x + nw/2)
6. cos(z + nm/2)

(ad — bc)

(=1 n—1,n—1 |
7 (e n(cx+d)”+1
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