INSIEMI
1. CLASSI O COLLEZIONI (E LORO NOTAZIONE)

La matematica non e solo un utile linguaggia, che e anchena proposta dmportantinozio-
ni. Molte delle nozionmatematiche sonarecisatenello sviluppo della stessamatematica, me-
diante definizioniesplicite che grmettono una presentazionen equivocadelle nozioni intro-
dotte unavolte chesianonoti i significati dei termini usatnelle definizioni. Cioporta natural-
mente ad un regresso verso nozioni sempre piu basilari, regresso che non puo padBeguire
finito, e che, percio, dovra essere arrestatoradertopunto. Si perverra, cosi,delle nozioni
che non saranno piu definite esplicitamente, le cosiddette nozioni primitive.

Sorge allora il problema girecisare le nozioni primitive, certen attraverso unalefinizione
esplicita, e di dare significato afparole che lendicano. Un diversaentativo diprecisare il si-
gnificato di certe parole tramite il linguaggiajéello di cercare dndividuare un qualcosattra-
verso ladescrizione di proprietahe lo caratterizzinamnivocamentedescrizioni chepossono
contenere al loro interno il nome gliel qualcosa cui si cercadi daresignificato. Queste de-
scriziori vengonoanche dettelefinizioni implicite. Perché questdiversometodo funzioni bi-
sogna che non ci siano piu nozioni divecke soddisfano le stesse propriesdtyimentinon si
sapiu cosa si &oluto individuare Risultati di logicamatematicadella prima metadel 1900,
mostrano che, qualunque sia la precision@ctiezza delinguaggio e I'abbondanzielle de-
scrizioni, ci saranno sempre nozioni sostanzialméingrse chesoddisfano la stessiescrizio-
ne mediante proprieta, saaste nozioni includono infiniti elementipme adesempio la nozio-
ne di numero.

Si ripropone allora il problema grecisare le noziorprimitive senza potere fanécorso allin-
guaggio né mediante definizioni esplicite implicite, pedarne ilsignificato. Cerchero di mo-
strare come, a partire dall'esperienza e atsavvarie operazioni meh, si possa dare una va-
ga idea dekignificato deitermini primitivi, idea che spuo cercare diaffinare sempre meglio,
senza pretendere di poterla precisare completamente.

Il collegamento delle nozioni primitive, e non sologdieste all'esperienza e particolare mo-
do di procedereella costruzionedelle nozioni conopportuneoperazionimentali giustifica la
sorprendente applicabilita della matematica ad ogni ambito di studio.

Inizierd questo percorso affrontando le nozioni basilari della teoria degli insiemi.

Nelle osservazionumanehanno un ruolomportante oggetti @zioni. Tutti sappiamo cosa si
intende per oggetto (o ente o apparole che qui 0 consileraé sinonimi),nel senso che, se
ci viene rivolta una frase contenente queste parole, sapp@amereagire,eventualmente chie-
dendo ulteriori precisazioni su quale oggetto. Ma se si dovesse spiegaralad persna co-
sa si intende per oggetto éote ocosa), o,almeno,come ci si & formatjuestanozione, ci si
troverebbe in serio imbarazzo. Qui si vuole affrontare direttamente questo imbarazzo chiedendo-
si cosa sono gli oggetie cose. Non sritiene opportunodare una definizionesplicita del si-
gnificato del termine oggetto, definizione atm/rebbe usarenmini dal significato notoancora
piu elementari di quello che si vuole definire, e che non si sanno individuare: teosiirle 0g-
getto (ente, cosa) viene considerato come primitivo. Cio pero non risolve il problerdealie

il significato del termine, significato da precisarsi non attraverso una definizione esplicita.
Sicuramente, quando si parla di un cemte gli siattribuisce unessere sétesso. Lanozione
di essere sé stesso yene dalla esperienza cheiascun uomo hdella propria identitanono-
stante I'esperienza ci proponga continui mmgati, anche diai stessisperimentiamgure che
siamo sempre noi ad avere queste diverse sensazioni, e ci formiamo l'idea della nostra identita.
L'idea che abbiamo della nostra identita compecetéeconseguenze. Neogliamo evidenziare
alcune, senza pretesa di esaustivita. La nostra identita non sta in nostre padg(seno i ca-
pelli non perdiamo la nostra identita) quindi I'identitén € scindibile irparti chela costituisco-
no. Ancora, la nostra ghtita € anche criterio di diversita dakto. Epoi la nostra identita ci
permette di essere soggetto di azioni e relazioni.

Per interpretare al meglio ésperienze che viviamiella realtdesternaall'individuo (cioé le e-
sperienze che l'individuo non & in grado modificaltee un certo limitemediante aziorwolon-
tarie), e utileipotizzare che anchaltre persone, purenutando epresentandosi imodi spesso
diversi, sianosempre lastessgoersone,cioe abbianauna loro identitacome noil'abbiamo.
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Nessuno sperimenta l'identita di un altro, ma la ipotizza, con le caratteristiche sopra individuate,
e questa ipotesi rende conto adeguatamente delle manifestazioni delle altre persone.
Troviamo conveniente attribuire identitd anclwmplessi di sensazioni chen riteniamaper-
sone: un certo utensile &€ sempre lo stessohe sgud essere piu mero usurato, aimpiaz-
zato da un altro dello stestipo. Spesso sattribuiscel'identita acomplessi di sensazioni che
hanno chiare delimitazioni, ma nonexgre cosi: si attribuiségentita anch@d una montagna,
senza sapedndividuarneesattamente ¢onfini, accettanda@osi unacerta vaghezza in cid a cui
viene attribuita'identita. Ancora,troviamo conveniente attribuire idéatanche a nozioni co-
struite dalla nostra attivita mergaki parla di unaozionepiuttostoche diun'altracon le carat-
teristiche dell'individualita sopra evidenziate.

Si noti anche che sperimentiamo situazioni anan attribuiamoidentita, ad esempiacqua,
pane e aria. La lingua inglese, piu dell'italiana, distingnehe nel comportamengintattico, i
sostantivi che si riferiscono a complessi di sensazioni attriliuiamo o me l'identita (i pri-
mi vengonoclassificaticomecountable, i secondiomeuncountable). Diatto diciamodammi
dell'acqua e non dammi l'acqua (si @s&hequesta secondaspressione impropria, inten-
do pero lI'acqua di un certo recipiente). G toglie che gpossa ancheonsiderare itoncetto
di acqua, a cui si attribuisce un'identita.

Useremo il terminelementaer indicare qualcosaai attribuiamoidentita, indipendentemen-
te dalla specificita dell'elemento stesso, cioé astradaltlosue specifiche carteristichediver-
se dall'avere identita, con le conseguenze indicate che comporta l'avere una identita.

Spesso ci capita di fissare la nostitenzione su alcuni elemertdi, consideraralcuni elemen-
ti, per i motivi piu diversi.

Si diceclasseo collezioneuna totalita di elementi su cui sséelto di fissare la ppria attenzio-
ne (le due parole vengono qui considerate sinomirainon sinonimi allparole insiemeche in-
dica una nozione che considereremo piu avanti).

| singoli elementi considerati vengono detémentidellaclasse. Ad esempio la lettera a € un e-
lemento della classe delle lettere dell'alfabeto, mentre il sole non é un elelelengtesseclas-
se. Nel considerare uelementonon ciinteressecome vienecaratterizzato o djuali proprieta
gode, cioé astraiamo da tutte le sagatteristiche, fuorché dpuella di potereessereistinto da
un elemento diverso.

Usiamo dare nomi sia ai singoli elementi di una classe sia alla classe: cosi se iooita s
elemento e con S si indica una classe, possiamo diee&he elemento @. Si diceanche che
a appartiene ad S.

Per indicare l'appartenenza di un elemawtana classsi usail simbolod. Cosi si puod scri-
vere: aJ S.

Per indicare che un elemento non appartiene ad una classe si usera ilsimbolo

Ogni classe determinata dasuoi elementi, qualunque sihmodomediante il qualeeengano
descritti (questa caratteristica @eincetto diclasse élettagstensionalitainfatti per individuare
una classe guardiamo a quali elementi si estende e non alcmmeéoquestvengono descritti).
Percio due diverse descrizioni di classi indicano la stessa classe se lindiaate dalla prima
descrizione e quella indicata dalla seconda descrizione harsteggielementi. Siusadire che
due classi sono la stessa se hanno gli stessi elementi. Ad esempio, la classe i cuiselementi
numeri 2,4,6 € la classe i cui elementi sono 4,6,2,6, € la classe i cui elementi sono 2,4 e la som-
madi quedi due, ed éanche laclasse icui elementisono i numerinaturali paristrettamente
compresitrale?.

Spesso si assume, comaturale, chger sapereguale € leclasseche si sta considerando sia
necessario sapepgima in qualchenodo isuoi elementi.Anchequesta & una proprietaolto
importante della nozione di classe che viene chiafoatitezzainfatti attraverso la conoscenza
dei suoi elementi vogliamo dare fondamento alla classe considerata. Si nothperan si ri-
chiede nessuna effettivita sul modo di sapereschbgli elementi, né spongonolimiti perché
la conoscenza degli elemeakibia almenaina certgorecisionelimiti che potrebberaiflettere i
limiti umani nel conoscere. Si richiedelo una precedenzaspetto al farsun'ideadella colle-
zione a cui appartengono, nel saperescimogli elementi,senza precisare cosa voglia dire co-
noscere e come sbnosca. Cosi lformulazionedellafondatezza rimane molto vagear I'im-
precisione su cosa significanoscereSenza volere risolverguesto prblema ci si potrebbe
accontentare di precisare come superare detta vaghezza ainggmocasi cherisulteranno im-
portanti per lo sviluppo dell'argomento che si vuole studiare: cid non sarguattsi noti che,
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anche se l'idea che le collezioni debbano essere fondate € ritenuta generalneartdtaristica
della stessa nozione dollezione,che nepermetteuna piuagile trattazione e le dina base in
gualche modo di costruzione a successivi livelli, tuttanaa tutticoncordanache la fondatezza
debba essere un aspetto essenziale della nozione di collezione: naturalmente cosi fattendo si
stano su di una differente nozione di collezione.

Sesi posono elencare glelementi chestiamoconsiderandoallora siusera laseguente nota-
zione perindicare laclasse aui appartengon@sattamentguegli elementi: si iniziecon la pa-
rentesi graffa aperta seguita dai nomi detggmentidell’elencoseparati davirgole, e sitermina
con la parentesi graffa chiusa. Cosi se a,b,c,d,e sono i n@mgdeelementi che svogliono
considerare, la classe a eppartengono esattamente quetgimentipud esseréndicatacon la
seguente scrittura: {a,b,c,d,e}.

Se invece gli elementi che si vogliono considerare sono tutti quelli che godonoceriaaio-
prieta, allora la notazione che si useea indicare la classe cuiappartengon@sattamentegue-
gli elementi sara la seguente: si inizia con la parentesi graffa aperta seguita da un simbolo che in-
dica un qualsiasi elemento che apparterra alla dfasad esemip) e dalsegno dinterpunzio-
ne : (che si leggera tale che); poi scriveremo la proprieta chitedaza gli elementi che voglia-
mo considerare attribuendola al simbwj@ terminiamo con la parentesi graffaiusa. (A volte
nella letteratura gbostodel segno d'interpunzione : sbva il segno | ).Cosi perindicare la
classe i cui elementi sono i numeri naturali pari possiamo scrivere cosi:

{X: X & un numero naturale pari}.

Si noti che non tutte le collezioppssonoesserandicatecon unadelle notazioni introdotte e i
casi precedenti non esauriscono i diptollezioni. Esemplificaziondli cio potranno essergiste
in seguito.

2. SOTTOCLASSI, CLASSE VUOTA E COMPLEMENTAZIONE DI UNA CLASSE

Le nozioni sulle classi, che richiamiamo brevemente, sono molto note. Tuttavia vorrei spendere
un po' di tempo @cordarle pefare vederecomeesse siancelative giaalla nozione diclasse,

senza fare riferimento agli insiemi: infatti esse si basano sleghientiappartenenti aelle clas-

Si.

Capita che, dopo avere considerato una classe, si voglia fissare la propria attenzione soltanto su
alcuni elementi di quella classe.

Una classediciamola X, i cui elemensonoancheelementi diun'altra classediciamola Y, é
dettasottoclasselell'altra e si usa la scritturatXY. Cioe XO'Y se per ogni elemento a seXa

allora @Y. Se X € un sottoclasse di Y si dira anche checdréenuto oinclusq in Y e che Y
cortiene oinclude X, ed useremo anche la notaziong X.

Si osservi che ogni classe e sottoclasse di sé stessa.

Esercizio. Si dimostri I'affermazione precedente.

Se una classe X é contenuta in una classe Y, ed anche la classe Y é contenuta nella classe X, al-
lora gli elementi della classeséno esattamente gliementidellaclasse Y e le due classi coin-
cidono, X=Y. Ad esempio sia X la clasdei numerinaturali multiplidi 10, X={x: x &€ un nu-

mero naturale e x € multiplo di 10}, esta la classe dei numeraturali lacui scritturadecimale
termina con la cifra 0. Allora XY perché la scritturdecimale diogni numeraonaturale multiplo

di dieci termina con la cifra 0, e dunque ogni elemento di X & anche elemento di Y. Imditre Y
perché ogni numero naturdiecui scritturaterminaper 0 éun multiplo di 10, ecosi ogni ele-

merto di Y earcheelementodi X. Ma allora gli elementi di Xsonoesattamente gklementi di

Y e le due classi X e Y sono uguali, coincidono, X=Y.

Puo capitare che fissiamo la nostra attenzsoneessun elemento. Agempio potremmo con-
siderare imesi chehanno neno diventi giorni: evidentementstiamofissando la nostratten-
zione su niente. Un altro esempio puo essere il seguenisderiamo {X: X € un numero reale
e x2=-1}.

Si dira classguotauna classe che non ha elementi, e la si indichera con il simbolo

Poiché una classe e determinata dai suoi elementi e due classi smssdas@annogli stessi
elementi, la classe vuota € unica.
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Si osservi che la classe vuota e sottoclasse di ogni classe.
Esercizio. Mostrare che, sefXY per ogni classe Y, allora X=

Si puo anche fissare l'attenzionewusoloelemento. Ad gempio si potrebbero considerare i

mesi che hanno ventotto giorni in un anno non bise€lilsono dunque classi cam solo ele-

mento, ad esempio questa: {febbraio}.

Si noti che unelemento e lzlasseche ha gall'elementocomeunico suo elementosono due

cose ben distinte, e questa diversita viene ben rispecchiata dalla notazione: se a é il nome dell'e-
lemento, la classe che ha per unédemento a si indicaon {a} (spessochiamatosingoletto di

a) che non € a, la notazione dell'elemento.

A volte si vogliono considerare tutti gli elementi diversi da quelli appartenenti acetnalas-
se X. Si ottiene cosi una nuova classe che viene chigorafdementarelella classe X.Essa é
la classe {x: x1X}. Si indichera con -X(nella letteratura sitrovanoanchealtre notazioni) la
classe complementare di X, -X={x0X}. Ad esempio, se X la classe icui elementisono le
lettere dell'alfabeto, la classe compleraee di X € laclassa cui elementinon sondettere del-
l'alfabeto: -X={x: x non € una lettera dell'alfabet&}.noti che io,non essendanalettera del-
l'alfabeto, appartengo alla classe -X.

Quellaappena considerata € ureoazionetra classi, eprecisamentd'operazioneche ad una
classe associa la sua classe complementare.

3. OPERAZIONI TRA CLASSI

A volte capita di volere fissare la propria attenzione lginenti cheappartengono sia ad una
classe X che ad un‘altra classe Y. Date le classi X e Y, la dass#& ottiene considerando gli
elementi che appartengono sia alla claésbe alla classe Y éettaintersezionedelle due clas-
si, e si indica cosi: XY. Cioé XnY = {x: x0X e xdY}.

E' facile vedere che, dalla definizione di intersezione, segue c¥ie¥n X.

Esercizio. Si dimostri questa affermazione.

Quella considerata € un altra operazione tra dgascisamente quella chalue classi associa
la loro intersezione.

Si noti che XY & una sottoclasse sia della classe X che della classe Y.

Due classi la cui intersezione € la classe vuota si ditisgaunte cioe se XY = 0O allora dire-
mo che X e Y sono classi disgiunte.

L'operazione di intersezione tkassi puo esse ripetuta:ad esempiodate treclassi X, Y, Z,
si puod considerare la classen(X)nZ. Questa € la classe {xaXnY e xdZ}, cioe la classe {x:
XOX e xJY e xadZ}, che e anche latessaclasse di {x: XIX e xaYnZ}, cioe (XnY)nZ=
Xn(Yn Z) (proprieta associativeell'interseziondra classi). Sivede cosiche l'ordine in cui
vengono esguite le successive tersezioni éirrilevante per il risultato. Percio,invece di
(XnY)nZ, possiamo scrivere XY nZ senza cadere in ambiguita. Piu in generale,156<%,..

.Xp Sono n classi, & ben precisato cosa vuole dire considerare la clas¥@X..n X che e
anche la classe {xX1 e xd0X2 e ... € XXp}.

Un'altra operazionga classi € lunione Dateuna classe X ed una classe Y, la classe unione
delle classi X e Y e la classe i cui elementi sono o elementi della classéeXenti dellaclasse
Y. Indicheremo I'unione delle due classi X e Y cosiYXCioé XOY={x: x OX oppure x1Y}.

E' facile vedere che, dalla definizione di unione, segue che=X0OX.

Esercizio. Si dimostri questa affermazione.

Si osservi che, qualunque sia X, I'unione della classe X con la classe -X, complementare di X,
fa ottenere la particolare classe {x: x ealamento} cuiappartengono tuttjli elementi.Questa
classe viene chiamatéasseuniversalee la indichiamo cofd. Brevemente spuo scrivere Xi-
X=U.

L'operaziondli unionetra classipud essereipetuta: adesempiodate treclassi X, Y, Z, si
puo considerare la classe{X)0Z. Questa € la classe {xOXOY oppure X1Z}, cioe laclasse
{x: xOX oppure X1Y oppure x1Z}, che & anche latessalasse di {x: XX oppure x1Y0Z},
cioe (XOY)oZz= Xo(YOZ). Sivede costchel'ordine incui vengono eseguite le successive u-
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nioni e irrilevante per il risultato (proprieta associativa dell'unioneléssi). Percioinvece di
(XOY)OZ, possiamo scrivereXY 0Z senza cadere in ambiguita. Piu in generale,15<%,..

.,Xp Sono n classi, € ben precisato cosa vuole dire considerare la clas¥eX..0Xp, che e
anche la classe {x:DX1 oppure x1X2 oppure ... oppurexXn}.

Dopo aver applicato una operazione ad alcune classi, € possibile applicare astessedpe-
razione o altre alle classi risultato delle precedenti operazioni. Ara®sito osserviamoome
certecombinazione di operaziodiano lo stessrisultato dialtre. Piu precisamente vogliamo
notare un legame tra le operazioni di unione e intersezione espresso dalle seguenti equazioni:
XnY)0Z = (XO0Z2)n(YOZ) e (XaY)nZ = (XnZ2)O(Yn 2).

Esercizio. Sfruttando le definizioni di unione e intersezione, si dimostrino queste equazioni.

Una ulteriore operazione tedassi checonsidereremo e Mdifferenzadi classi.Dateuna classe
X e unaclasse Y, la classe differenza X - Y e la classeelementiappartengono a X ma non
aY: X-Y={x:xoX e xadY}. Laclasse X - Y € anche detta la clasemplementardi Y in X.
Osserviamo che gli elementi che appartengono ad una class@nappartengono adn'altra
classe Y sono gli elementi che aggpagono sia alla classX chealla classecomplementare del-
la classe Y. Percio, X - Y =X{-Y).

Si noti che X-Y & una sottoclasse della classe X.

La nozionedi contenub traclassipud esserearatterizzata mediantéascunadelle operaioni
di intersezione, unione o differenza tra insiemi. Infattgono le seguengaquivalenze: XY se
e solo se XY=X se e solo se XY=Y se e solo se X-Y&.

Esercizio. Si dimostri quanto appena affermato.

4. LA NOZIONE DI INSIEME

Spesso consideriamo una classe congecosasingola. Ad eempio siamo abituati a conside-
rare una squadra sportiva come una cosa singola e qdaratoo che la agpdrahavinto evi-
dentemente aiferiamo atutta la squadra come @wolo ente enon ai gocatori suoi elementi:
gualche giocatore puo aver giocato molto male, ma ugualmente la squadra ha vinto.

Una volta che una classe € considecatae cosaingola, esspuo esserancheutilizzata co-
me elemento di un'altra classeame soggetto daffermazioni.Perrimanerenell'esempiqore-
cedente possiamo considerare un torneo tra squadre, cioe la clasteleisqadreche parte-
cipano ad una&ertacompetizione. Si notthe glielementi dellaclasse tornesono le squadre
che sono a loro volta classi i cui elementi sono i giocatori della squadra.

Le classiche posson@ssere €hevengonoconsideratecome cosasingola, come elemento,
sono chiamat@siemi.

Si noti chesolo leclassiche possonocessereconsideratecome cosesingole, come elementi,
cioé le classi che sono insiemi, possappartenere ad altotassi perchéolo gli elementi pos-
sono appartenere ad una classe in base alla idea di classe presentata fin dall'inizio.
Questadistinzione traclassi ednsiemi,che e stataottolineata, émportante perché @ono
classi che non possono essere considerate come cose singole, come elementi, gioEds®NON
no appartenere ad unksse (proprigerchénon sonoelementi).Tali classichenon sono ele-
menti saranno dettdassiproprie
Ecco un esempio di una classe che non puo essere considerata come una coSzpEiegoIg,
insieme, perché altrimenti la teoria degli insiemi cleascercando di ppmire conterrebbe del-
le contraddizioni. Si considela classe universale @i appartienegni elementocioe {x: x &
un elemento}. La classe universale non € una sivggla, unelementoperché se Idosse ap-
parterrebbe a s&tessdtutti gli elementiappartengonalla classe universale!yna, dalla pro-
prieta di fondatezza delle classi, segue che nessuna classe chiemento (cioé resun insie-
me) puo appartenere a sé stes&s per ogni insieme X si hehe XoX. Infatti, se norfosse
cosi, ci sarebbe almeno un insieme C che apparterrebbgtessé, GC, maalloranon si po-
trebbero conoscere tutti gli elemedtiquellaclasse Qorima della classestessaperché un ele-
mento, C, & proprio la stessa clagseio contraddirebbe fandatezza. Snoti che pere classi
proprie il problema dell'appartenenza a sé stessesi puo neppurproporre, perché, non es-
sendo elementi, non ha senso domandarsi se appartengono a qualcosa.
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Si pud mostrare che ci sono clasise non posonoessereconsiderate&eomeuna cosa singola
anche senza famcorsoalla fordatezza. Adesempio, stonsideri la classe di tutgli insiemi
che non appartengono a sé stessi, cioe la dResp& X 0X} (per lafondatezzasappiamo che
guesta € proprio laelasseuniversale, mara possiam@rocedereanche senzaapereche € la
classeuniversale) Se questaclassefosse un insieme ci possiamodomandare se (R 0 se
ROR. Vediamo che non puo essere vera né un'ipotesi né l'altra. Infatti se R appartenesse a R al-
lora sarebbe un elemento di R e goderebbe della proprieta che caratterizza gli elemesitiedi R,
non apparterrebbe a sé stesso, cioese &lora RIR, sicché é impossibilehe RIR. Suppo-
niamo ora che Ron appartenga a Rjoe RIR; ma quest& proprio lacaratteristica degli ele-
menti che appartengono ad R, sicchi#®RRCosi abbiamo vistohe se RR allora ROR, sicché

e pure impossibileche RIR. Avendo raggiunto una posizione inatabile inentrambi icasi,

dal momento che questsauriscono Ipossibilita,dobbiamoconcludere che Ron puo essere
un insieme, perché questa era la condizione per poter amile@ntraddizione(Abbiamo in-
dicato con R questa classe perchinifzialmente utilizzata da Russekl suofamosoparadosso
tendente a dimostrare appunto che non si pud assumere che ogni classe sia un insieme.)

5. ATOMI, INSIEMI E CLASSI PROPRIE

Abbiamovisto che leclassisonocostituite daelementi,cioe cid chepud appartenere ad una
classe & un elemento. Inoltre certe classi, che ablhmmatoinsiemi, soncancheelementi e
quindi possono appartenere ad altre classi (il torneo ha come elementi le squadreoaise-

mi): ci sono cioe classi di insiemi (classi i cui elementi sono insiemi) i quali a loropastono
avere alcuni elementi che sono insiemi, e cosi via. Ma non tutte lesdasstlementi,insiemi,

ci sono anche le classi proprie. E gli elementi sono tutti classi?

No, ci sono elementhenon sonaoclassi:eccone alcuneésempi. La personehe stdeggendo
gueste note € un qualcosa, un elemengonon un insiemeon € l'operazionenentale astratta

di considerare alcune cose, la persemnm individuoben concretod'altraparte chisarebbero i
suoi elementi? Non le molecole delle cellule che la costituiscono: per avepenspaa non ba-
stano questi elementi fisici, negsi devono essere berganizzati in urmodo ben preciso che
non e colto dalla nozione di classe. Invece quella persona puo elsseeeto dunaclasse, ad
esempio, della classe dei lettori di queste note.

Come altro esempio si consideri la bonta: non ha elementi, non € una classe, ma puo essere ele-
mento, ad esempio, della classe delle virtu.

Ancora si consideri il numero naturaleEsso non halementi,non & unalasse, ma puo ap-
partenere a molte classi, ad esempio alla classe dei multipli di due minori di 25.
Chiamerematomigli elementi chenon sono classi, eéhe qundi non hannceelementi. Si noti

che sono diverdilalla classe vuotanche se pe questanon haelementi, poiché 8olo per le
classi che vale il criterio di uguaglianza: due classi sono uguaksk se hanngli stessi ele-
menti. Gli atomi invece si distinguono tra loro per essere una cosa piuttosto che un‘altra.
Abbiamo cosi incontrato insiemi, classi promikatomi. Shoti che 1)nientepuo appartenere

ad un atomo, ma un atomo puo appartenere sia ad un insieme che ad una classe @olpria; 2)
0 insiemi 0 atompossonocappartenere aihsiemi, € questpossonoappartenere siad insiemi

che a classi proprie (pero un insieme non pud mai appartenere a sé stesso, per la fondatezza, ma
eventualmente ad un altopportuno); 3)solo oatomi oinsiemi possonoappartenere a classi
proprie, ma questeon posson@ppartenere adicunché Detto altrimenti, se ab allora a puo
essere 0 un atomo o un insieme, non una classe pnogtigre bpud essere un insieme o una
classe propria ma non un atomo; comunque deve esdere a

In molte esposizioni hon si consideragibatomi sostituendoli cormparticolari insiemi scelti in
modo che abbiano lo stesso comportamento éémini chesostituiscono. Ad esempi, al posto
del numero 2 si considera l'insieme,{0}}, che e un insieme costituito da dparticolari ele-
menti, e che, in un certo contesto, ha un comportamento come il numero 2 e puatézsare

to al posto di questo. Poiché, come gia osservatoaitamatica (enon soloalla matematica)

non interessa la natura specifica degli elemsraijl loro comportamento, separticolariinsie-

mi che vengono considerati al posto degli atomi hanno lo stesso comportamento di questi, la so-
stituzione é accettabile.
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6. QUALI CLASSI SONO ANCHE INSIEMI?

Poiché gli insiemi sono classi, per essi vale tutto quanto detto fino ad ora sulle classi per quan-
to riguarda la notazione, i simboli introdotti, e le operazioni tra di essi.

E' nostro interesse avere a disposiziomeabgiore numerpossibile dielementi, pertanto de-
cidiamo che una classe sara un insiegr@ qual voltaguesta assunziomen porti a contraddi-
zioni come nel caso della classe universale.

Ma, come stabilirequandol'assumereche unacertaclasse & un insieme porta o0 meno a con-
traddizioni? La condizione data non & certo operativa.

Per superare questa difficolta si cercheiiadicare dei metodi esplicié controllabiliper deter-
minare classi per le quali non si vede come si potrebbe pervenire ad una contraddizione conside-
randole come elementi. Cdsrse non si otterranniitte leclassiche posson@ssere conside-
rate come insiemi, ma delle clabsin riconoscibili chezon buondiducia, possonocessereite-
nute insiemi.

Il metodo esplicito chsi vuole proporreparte dallaconsiderazione dterte specifiche classi,
che possono essere dette iniziali, per le quali non sic@de sipossaarrivare a contraddizio-
ne una volta considerate come elementi. Lo stesstodo, poi,consideracertespecificheope-
razioni daclassi a classthe € ragionevolsupporreche preservinol'essereinsieme, cioe tali
che, se applicate ad insiemi, danno delle classi per le quali ancora non®wedsipossa ar-
rivare a contraddizione se vengono considerate come elementi. Il metodo ci proporra poi di con-
siderarecome insiemtutte leclassiche possonoessereottenute dalleclassiiniziali ripetendo
opportunamente applicazioni di operazioni che preservano l'essere insieme.

L'esplicitazione delle scelte del metodo propestaoe generalmente esegyioponendo degli
assiomi pegli insiemi, cioé affermazioni cheovranno essersoddisfattedagli oggetti che si
intendono chiamare insiemi. Inoltre bisognera cercare di giustificare quelle affermazioni.
Esemplifichiamo subito quanto detto proponendo i primi assiomi e le loro giustificazioni.

Un classe verra detfimita se é finito il numero dei suoi elementi.

Di fatto siamo abituat considerare lelassifinite come elementigia dall'esempiadelle squa-
dre sportiveche partecipano agh torneo sipuo rilevare come le s@dre sianaollezioni che
vengono considerate anche insiemi. Ancheasesi ha (e non giud avereplcuina dimostrazio-
ne che cid non porti a contraddiziondtduia la sensaane di poterequasitoccarecon mano le
classi finite, di poterle costruire effettivame(@ssumendo che nan sianolimiti di tempo e di
spazio per le classi finite ma con un enomamero di elementi), cla la convinzione chassu-
mere che esse siano insiemi non dovrebbe portare ad alcuna contraddizione.

Pertanto, in base al critersabilito suquali classivannoconsiderateomeinsiemi, convenia-
mo cheogni classefinita sia un insiemeappuntoperchénon sivede comejuestasceltapossa
portare a contraddizioni. Cosi il nostro primo assioma puo essere formelatodo segente:
ogni classe finita &€ un insieme.

Per lo stesso criterio che nsinvede alcuna controindicazioaka sceltache faremo,convenia-

mo che (cioé prendiamo per assiomi che)agttoclasseli un insiemee il risultato di uninio-
netrainsiemi (che di sicuro sono classipnoanchensiemi.

Perquanto mntutivament chiara, la nozione dinitezza diuna class&on é ben precisata. Si

puo evitarequestadifficolta convenendahe particolarclassifinite, quelle con due elementi,

siano insiemi (le coppisono insiemi)Cio non elimitativo poiché iterando unioni e coppie si
arriva a classi con un numero finito arbitrarieimenti, dandeosi un significatgrecisoalla
finitezza relativamente alla finitezza del processo di iterazione. Si osservi che ogni classe con un
solo elemento € un insieme perché la clgsse perl'estensionalita, puancheessergensata

come {x,x} che & un insieme per I'assunzione fatta sulle coppie.

7. GLI ASSIOMI DI RIMPIAZZAMENTO E DELLA POTENZA PER GLI INSIEMI

Poiché si ha I'impressione che le classi proprie, qubeéon posson@ssereconsiderate co-
me elementi, siano quelle con troppi elementi come la classe universale, convenitashe
si chehannotanti elementiguantiquelli di un‘altraclasseche sappiamaessereaun insiemesiano
archeinsiemi Diremo che una classe taati elementi quangjuelli di un‘altraclasse quando si
puo descrivere un modo di fare corrispondere ada@lgniento dellgprima classe un unico ele-
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mento della seconda classe e, cosi facendo, ottenere tutti gli eldaflensiecondalasse al va-
riare dell'elemento della prima classe a cui corrispondono.

Anche le classi intersezione di insiemi o differenza di insiemi saranno inséeaté,come ab-

biamo gia osservato, sono sottoclassi di alcuni degli insiemi dati.

Invece, il complementare di un insieme non € un insieme perché se, per assurdoaltofasse
anchel'unione tra l'insieme e il sucomplementarsarebbe un insieme per quanto convenuto
sull'unione; ma l'unione di unsieme con il su@omplementare € lelasse universalehe non

€ un insieme, come abbiamo gia visto.

In quello che faremo, perd, non userdmoomplementazione, oppure, lefaremo,useremo

tutte le opportune cautele e lo diremo esplicitamente. Attenpeneche a voltesi considera la
differenza tra insiemi e l'insieme da sutoglie I'altro pudon esserenenzionataesplicitamen-

te (perché owvio dal contesto) e potrebbmbrare che sionsideri lacomplementazionegnche

se non & cosiAd esempio, quando giarla di numeri naturak si vuole consideraréinsieme

dei non pari, in effetti non intendiamo la classe complemento dell'insieme dei numeri pari (a cui
appartengono anche tutte le cose chesm numernaturali), bensi l'isiemedei numeri na-

turali meno l'insieme dei numeri pari, cioé la differenza tra questi due insiemi, che e un insieme.

Poiché si e decische lesottoclassi di un imeme sonoinsiemi (le chiameremgottinsiemy,
possiamo considerare anche la classe di suttinsiemi di un ing@me dato X, ciogs: sOX}.
Conveniamo che anche questa classe sia un insieme ancoranerdié/edonaontroindica-
zioni a questa scelta. L'insieme dei sottinsiemi sara chiaimsieriepotenzadellinsieme X e
sara ndicatocon P(X), che siegge P di X. Adesempio, se&X={a,b} allora P(X)={0,{a},
{b},{a,b}}. Si noti che, se X & un insieme finito con n elementi allora anche P(X) iasieme

finito che ha, invece,2elementi.

Si noti anche che, se da una parte e relativamenteriaoit®scere che ucerto insieme dato e
un sottinsieme di un altro insieme bprecisatodall'altra, ingenerale, non altrettantofacile
riconosceregguali sono tutti isottinsiemi di un in@me dato: csono metodi per indicare certi
sottinsiemi a partire da collezioni di sottinsiensj eovrebbe prima conoscdeeclassedei sot-
tinsiemi per precisare quali sono alcuni sottinsieniindinsieme dato. Questenomeno vasot-

to il nome di impredicativita delldasse dei sottinsiemi di unsieme. Cigsembrerebbeiolare
l'assunzione di fondatezza richiesta peoihcetto diclasse (e dinsieme)che si stgproponen-
do. Ma non € cosi, bensi si tratta di accettare la precisazione della nozione di conoscere (nozione
che abbiamo giasservato esseraolto vaga)affermante che dato un insienmemediatamente
Si possono conoscere i suoi sottinsiemi.

In questa esposiziorgecidiamo di acdtare taleposizione, pur sapendhe € un'assizione
molto impegnativa, e che si Em0 averenteressantsviluppi della nozione di insieme anche
rifiutando questa assunzione, o limitandosionsiderarsolo classi icui elementisiano sottin-
siemi di un insieme ben precisabili (im modotutto da puntualizzarg esposizionidedicate a
cio).

8. ASSIOMA DELL'INFINITO

Per gli sviluppi matematici successivi, egarticolare per una precigaroduzionedei numeri

reali, € opportuno assumere che araltassadei numerinaturali cheindicheremo con Nsia
uninsieme Questa forse e I'assunzione gmatuita e meo giustificata,essendd'utilita per lo

sviluppo della matematica la sola motivazione che ci spinge ad accettare questa ipotesi. Anche se
guestamotivazione hgoco ache vedere con donvincerci che dassa non possorderivare
contraddizioni, di fatto finora non se ne sono trovate, e cio ci permette di continusrectare

l'ipotesi che la classe dei numeri naturali sia un insieme.

Se uno fossperpless@er il fatto chenon si sonaancora definiti i numeri naturali in un am-

biente insiemistico, I'assunzione che la classe dei numeri na&wrralinsieme puo essere sosti-

tuita con l'affermazionehe la colleziond\N*, che trapoco preciseremo, € un insienf@uesta
affermazione é equivalengdla prima, qualunque sia la nozione di numeraturale che verra
precisata, grazie all'assunzione che una classe che ha tanti elementi quanti quelli di un insieme é
essa pure un insieme.
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Per arrivare allaollezione N*iniziamo con il considerargparticolaricollezioni e precisamente
O, {0} {0, {0}, { O, {0}, {0,{0}}}. Sappiamagia ched & uninsieme.Osserviamo che
ciascuno di gqueste collezioni (diciamola X), fuorchépuo essere ottenutialla precedentddi-
ciamola Z) facendo l'unione di Z cdd}. Poiché, {Z}OZ - dal momento che al@mo conve-
nuto per la fondatezza chea collezione nopuo esserelemento di sétessa neppea quando
€ un insieme - si ha che la colleziong&{Z} ha tutti gli elementi della collezione Z eno inpiu,
che é la stessa collezione Z. Cosi ogriirqueste collezioni & collezionedelle precedenti, se
gueste possono essere considerate elementi. Ma cio € vero per il seguente motivo. Se Z € un in-
sieme allora lo sono anche {Z} ez}, per le assunzioni gia fatte stome otteneraltri insie-
mi; cosi, poiché € un insieme, lo sarann@ via anche tuttiquelli che siotterranno ripetendo
il passaggio dall'insieme allo stesso insieme unito al suo singolo. Questa costruzione puo essere
continuata oltre gli insiemi indicati prima, ottenemdsi la successioni di tutti e sgli insiemi
ottenuti a partire da solo ripetendol'operazione di passaggio da ug@ ottenuto, Z, a
Z0{Z}. N* é esattamente la collezione cha per elementi gélementi dellssuccessionédica-
ta.

Si noti che ciascundegli insiemi di N*ha un numero delementidiversodal numero di ele-
menti di un altro elemento di N& che pebpgni numeronaturalec'e unelemento di N* che ha
esattamente quel numero di elementi. Cosi gli elementi didddtanti quanti i nuneri naturali
in qualsiasi senso ragionevole si introducanamerinaturali, el'avereaffermato chda colle-
zione N* & un insieme corrisponde all'affermahe la collezione dei nhumeri naturedomun-
que ragionevolmente siano introdotti) € pure un insieme.

9. UNIONI E INTERSEZIONI SU CLASSI

Date le classi X Xa,..., Xn, Si sa cosa si intende pefXX2n...nXp. Orase X, X2,..., Xn
sono insiemi, pasamoconsiderare l'ingme X = {X1,X2,...,Xp}, € possiamandicarel'in-
sieme X nX2n...nXp con la scritturan{X 1,X2,...,Xu} oppure connX . L' insiemen X puo

essere descritto anche cosi: {Xi¥xper ogni elemento Y appartenente a ¥ppure, equialen-
temente, anche cosi: {xaX qualunque sia ¥X}. Questo modo di descrivereX non richiede
che X sia un insieme né che abbia un nurfieito di elementi (anche sea bene anche in que-
sto caso, come abbiamo appe&iso), puo lasciargualcheperplessitésolo nel caso che X sia
I'insieme vuoto.

Possiamo osservare che s&X, con X e X' entrambi non vuoti, alloraX@ X' (dimostrar-
lo per esercizio). Cosi, siccorme X, per ogni insieme X, se si vuole mantenere il risultib
l'osservazione precedente, dovremafiermare chenO contieneogni interseione, in partico-
lare le intersezioni del tipe{Y}, che danno proprio Y, e dunqueontenereogni insieme. Cosi
sorge la propostahe nO sia definitacome laclasse universale (che & una classe propria) che
contiene ogni insieme. Cio non contrasta con la definizione daté della forma {x: xJY per
ogni elemento Y appartenente a X} in quanto qupsta essere scrittaequivalentementeosi:
{x: per ogni Y, se YIX allora xdY}, e, con questa scrittura, con il modo usuddfia matemati-
ca di interpretare una implicazione come vera se l'antecedente e falso, si dice che,(sealX=
lora I'antecedente e falso perché niente appartieneayni elemento xpuo appartenere arl.
Inoltre lo sviluppo degli studi sugli insiemi ha mostrato che I'assumereth@ la classe uni-
versalenon porta a difficolta, masolo arendere uniformedell'enunciazione di moltiisultati
non costringendo alla considerazione di casi particolari.

Pertanto estendendo le definizioni precedenti, in modo opportuno, per ogni classesi¥ndi
definiremon X come{x: per ognielemento Yappartenente a X,3X}. Se X non é l'insieme
vuoto, chiaramenteX 0 'Y per ogni YJX, e, quindi, in tal caso, ancheX € un insieme.

Analogamente, avevamo definito, XX o0...0X, ed, ancora, se X X2, ..., Xp sonoinsie-
mi, possiamoconsiderare lisieme X = {X1,X»2,...,Xp},e possiamoindicare l'insieme
X10 X20...0Xp con la scritturad{X 1,X2,...,Xn} oppure condX. L'insiemeOX puo essere

descritto anche cos{x: esiste unelemento Yappartenente a Xale che xiY}, oppure,
equivalentemente, anche cosi: {xi¥per qualche YIX}. Questo modali descrivere1X non
richiede che laxlasse X sia un insiemiito (anche se va bene ancheguestocaso,come
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abbiamo appena v, e neppureche sia urinsieme, pudasciare qualcheerplessitasolo se
che X ¢ l'insieme vuoto.

Possiamo osservaohe se X1X', con X eX' entrambinon vuoti,allora 0X 00 X' (dimo-
strarlo per esercizio). Cosi, siccomeX, per ogniclasse X, se si vuolmantenerel risultato
dell'osservazione precedente, dovremmo affermaranchéecontenuta imgni unione, inparti-
colare nelle unioni del tipo{Y}, che dannoproprio Y, e dunque éontenutan ogniinsieme.
Cosi sorge la proposta ciie sia definita come l'insiem&uoto che & contenuto ingni insie-
me. Cio non contrasta con la definizione dataXinella forma {x: esiste un elemento Y appar-
tenente a X tale cheX} poiché con questascrittura, sidice che, se Xf, nessun elemento x
puod appartenerem . Inoltre lo sviluppodegli studi sugliinsiemi hamostratochel'assumere
chem sia l'insiemevuoto ron porta aifficolta masolo arendere uniformednunciazione di
molti risultati non costringendo alla considerazione di casi particolari.

Pertanto, estendendo le definizioni precedenti in modo opportuno, qualunque sia la classe X di
insiemi si definiradX come {x: esiste un elemento Y appartenentetalXche x1Y}. Nel caso
particolare che X sia la classe univerddledU é la classe {x:esiste urelemento Y dU tale
che xaY}, cioe{x: esiste un insieme Yale che x1Y}; cosi, poiché perogni elemento x si ha
che{x} € un insieme, ognelemento xappartiene aU e OU = U, che euna classeropria.
Cosl, in generale non si puo dirers¢ é un insieme o una class@ropria, tuttavia, inanalogia
con guanto convenuto per l'unione di insiezeiX € uninsiemeconveniamahedX siaun in-
sieme Sostanzialmente l'idea € che un insieme sia urtagaldi controllabile, e si vuol affer-
mare cheuna unionecontrollabile di cose controllabii ancora controllabileOX viene detto
I'insieme unione sull'insieme X.

10. FONDATEZZA FORMALIZZATA E ASSIOMA DELLA SCELTA

Si & gia osservato che, nonostante la vaghezza nella formulazione della fondatezza, da questa si
puo concludere che un insienm®n pudappartenere a s#tesso. Mai puodottenere di piu: Si
pud anche affermare che non esistono cicli di appartenenza, cioeé non esistono jnsemi.a

, & tali che il primo appartenga aecondo, isecondo al terza,. , il penultimoall'ultimo e
guesto al primo, @lapll ... Dapday. Infatti, se cosifosse, norsi potrebbeconoscere ase pri-
ma non si conoscessg&@non si potrebbe conosceresa prima non si conoscesseia... , €
non si potrebbe conoscergsa prima non si conoscesge sicché infine non si potrebbe cono-
scere @ senza conoscerg stessqQ macio viola la faondatezza. Inoltremon voremmo avere ca-
tene infinite discendenti di appartenenza, cioe successforiie di insiemi @,as,...,&,a01+1,.-
tali che ..[Oan+10an0...0a108g, ancora perché cosi non si saprebbe quali ghredementidel-

la collezione a

Le conseguenze viste della vaga proprieta di fondatezza sono conseguenzelamdguente
proprieta: ogni insieme non vuoto (piu in generale, classesuota) X ha urelemento, a, che
e disgiunto da (cioé ha intersezione vuota con) ogni elémento ydell'insieme(dellaclasse).
Questa puo essei@mulataanche cosiper ogni Xdiverso dall'insieme vuotesiste un dale
che aiX e per ogni y, seyX e y#£a, allora ay=0. Tra gli elementidell'insieme (classe) X un
tale inseme apuo essereonsideratocome minimalerispetto all'appartenenza. Assumeremo
questa propri@tcome versionaon vagadella fandatezzachiamiamolafondatezzdormalizza-

ta. Si puo utilizzare la fondatezza formalizzatp@dto della fondatezza vager caratterizzare le
nozioni di classe e di insieme che stiamo cercando di presentare.

Ma anche accettando fandatezzdormalizzata,non si sonarisolti tutti i problemi relativi a
"cosa sidebbaintendere peconoscere un elemento”. Potremman curarcitroppo diquesti
problemi, se non avessero effetto sulla possibiligcdettare o menimsiemi chesi dimostrano
importanti nello studio della matematigassibilita lasciata impregiudicatalle altre assunzioni
fatte sulle nozioni di classe e di insieme. Casigce diprecisare irgenerale cosai debba in-
tendere per conoscere un elemento, cerchiamo piuttiossaminare casi che cinteressano e,
per essi, decidere come comportarsi.

Gia prima di arrivare al problemaditerminare quali soluzioni somasiemi, ci sipuo chiede-

re cos'euna collezione. Qui gonodue problematiche che si incrocianga una partd'avere
una precisa nozione di cosa si intepae collezionedall'altrasapere riconoscere se una certa
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cosa e effettivamente una collezione. Anche se le problematiche sono diverse, € evidente che so-
no collegate: infatti si potrebbe dubitare della precisione della noziomanse in grado diico-
noscerne le istanze. Si potrebbe classificare il pdomee problema ontologicoilesecondo co-
me problema epistemologico, e i qureblemi esistone sono dinti perchél'uomo puodavere
chiare le caratteristiche di un concetémza saperne riconosce@erativamente lestanziazioni.
Nel caso iresame spuo affermare che dgbunto divista ontologicanon ci sonograndi diffi-
colta: considerare una collezione vuage, sostanzialmente, fare l'attenzione sdegli ele-
menti nel loro complesso. Molto piu delicato € il problema epistemologiccacieitato di rite-
nere uguali dueatlezioni quando hanngli stessielementi. Cio vuohnche direche siaccetta
che per riconoscere una specifica collezione bisogna sapere, in qualdbgguali sono i suoi
elementi, e, se non si conoscono gli elementi, non sdpaddi considerare uneerta collezio-
ne, di cui rimane dubbia l'esistenzaafie, cosi, ibroblema diprecisarequale € la anoscen-
za richiesta nell'affermare che un elemento appartienmadollezione, al findi potere preci-
sare che si sta considerando una certa collezione, e dunque asserirne l'esistenza. Il problema di-
viene: quanto bendevono essereonosciuti e precisatli elementiper potere direhe la loro
collezione esiste? E' facile proporre collezioni, ad egefopmate da umumero finito di ele-
menti ben individuatiper le qualinon éassolutamentproblematicariconoscereguali sono gli
elementi della collezione, @si precisarguale collezione si steonsiderando asserirndran-
quillamentel'esistenza. Ma ci sondelle situazioni in cui sipud essergerplessi seeffettiva-
mente si sappia determinare quali elementi appartenganteazbllezione, il chpuo fare dubi-
tare sullestessa esistenziella collezione che siuol individuare. Scconsideri, ad esempio, la
collezione dei sottinsiemi dell'insienalei numeri naturali: si sa clessa é piche numerabile,
sicché non se ne possono nominare gli elementi neppure in un tempo illimitato (addirittura ci so-
no sotinsiemidei naurali chepos®no eseae individuati solo dopo avereonsiderato una infi-
nita di altri sottinsiemi dei numeri naturalppure esiste una precidefinizione disottinsieme,
sicché il concetto di sottinsieme € chiaro. Inoltre pensiamo di potere riconosceralatural-
lezione (anche infinita) &n sottinsieme denaturali, cosi ce laentiamo di poter affermare di
conoscere i sottinsiemi dei naturali e di poter asserire tranquillamente I'esistenza dethieloro
zione (cio viene anchgrecisamente affermattomeconseguenzaegli assiomidell'infinito e
dell'insieme potenza nella teoria degli insiemi).

L'esempioappena consideratnostracome sisia disposti aconcedere molt@lla nozone di
conoscenza degli elementi che serve per potere concluderesistantza di unacerta collezio-
ne. Maanchequesta aperturaon esufficiente perprecisare dovenettere ilconfine esatto tra
cio che si vuole ritenere come conoscibile e cio che non lo e.

Un esempio paradigmatico di situazioni di questo tipo € il seguente. Data un insienchiflo si
mi famiglia per chiarezza) di insiemi non vuaiisi chiedese esiste undunzione,che chiame-
remo funzione dscelta,che adogni insiemedella famiglia associa un elementogdiell'insie-
me. L'affermazione chesiste undale funzione dscelta (e quidi anche ilsuocodominio) va
sotto il nome dassiomalella scelta Non c'éassolutamente alcun problemell'affermarel'e-
sistenza di una tale funzioee lafamiglia éfinita, o sec'e uncriterio esplicitoper individuare
un elemento in ciascun insieme della famidhaparticolare seiascuno deglinsiemi non vuoti
della famiglia € finito allora c'é writerio uniformeper scegliere uelemento daiascun insie-
me non vuoto (ad esempio scegliendo il priman buon ordinamentdell'insieme buon ordi-
namento chaicuramentessiste per ldinitezza dell'insieme), e launzionesceltaesiste. Se,
dunque, con pochi elemeiiciascunalegli insiemi non vuoti si puo definire una funzione di
scelta che ad ogni insieme della famiglia associ un suo elemento, cid dovra essere ancora piu fa-
cile quando ld'scelta € maggiore'tioé quandogli elementi inciascun insiemealella famiglia
sono in numero maggiore. Pure essendo del tutto naturale ritenere che, nel caso di n&aggiore
chezza di ciscunodegli insiemidella famiglia, la funzione dsceltadebba esistere a ragion
maggiore, tuttavia imuesto caso la troppa&chezzapuo provocaredelle difficolta nell'indivi-
duazione dell'elemento da scegliere in ciasesieme della famigliaCohen hadimostratoche,
nel caso generale, la possibilita di affermarne I'esistenza di una funziscedtainon ededuci-
bile dagli altri assiomi della teoria degli insiemi. Cosi si deve decidere se si cuettai@'esi-
stenzadella funzionedi scelta,comesembradel tuttonaturale,accettando nel costrpo come
buona unaconoscenzalei suoi elementianche moltoraga, oppureproprio per nonaccettare
conoscenzéroppo impecise perdeterminareuna collezione, ssi debba rifiutare'esistenza
della funzione di scelta. In genere in matematica si accetta l'ass@lmacelteche afferma ap-
punto 'esistenza di una funzione di scedfativa ad unnsieme diinsiemi non vuoti: pue per-
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manendo ildubbio sea conoscenzaimana arrivi a determinare gliementi diuna particolare
funzione di scelta, I'accettazione dell'assioma della seettle dire accettare |'esistenzdiigi-

lizzabilita di una taléunzione indipendentementkalle possibilita €ettive di precisare suoi e-
lementi.

Il principio del buonordinamentdche afferma che ogni insieme puo essere bene ordinato) e il
lemmadi Zorn (asserente che un insieme parzialmendato ha massimali se ogguo sottin-
sieme totalmente ordinato ha maggioranti nell'insieme) sono equivalenti all'assltaszelta,
e anch'essi si trovano ad affrontare la stessa problembtietfetti se ogni ingme puod essere
ben ordinato allora c'é un banatierio uniforme pescegliere urelemento da un sieme non
vuoto, basta scegliere, ad esempio, il primo.rivteane il problena dicome benerdinare un
insieme: anche se é chiano che questaffermazionecomporta,non eevidente come ghossa
realizzare un buon ordinamento se l'insieme da ben ordinare contiene talmepterteatii che
sfuggono adgni controlo (se songpochi oben individuatinon edifficile bene ordinarli). I
problema é dellstessotipo di quantovisto prima perl'assiomadella selta, tant'e vero che
proprio usando l'assioma della sceltaiessce a costruire ubnuonordinamento di un qualsiasi
insieme non vuoto: basta infatti considenama funzione dscelta relativall'insiemedei sottin-
siemi dell'insiemela beneordinare, essacegliera urelemento dagni sottinsiemenon vuoto
dell'insieme daeneordinare,cosi siconsidereracomeprimo elementoquello sceltoda tutto
I'insieme ecomeprossimoelemento duno acui si € gia arrivati quellsceltodalla collezione
funzionale di scelta dal sottinsieme costitwitdl'intero insieme mengli elementigia conside-
rati nell'avvio di buon ordinamento.

Analoga é la situazione per il lemmaZorn. Il lemma dizorn offre,in un certomodo, un me-
todo di approssimazione ad certo traguarddle approssimazionpossonoesseresistemate in

un insieme parzialmente ordinato secoihdaterio di avvicinamento atraguardo) affermando

che cosi il tragardo po essergaggiunto(mediantd'elementomassimale di cui affermizesi-
stenza) se le approssimaziguissonoportare ad una approssimazione sempre piu fine (ogni
sottinsieme totalmente ordinato ha maggiorante). Di fatto & proprio sfruttando ideasthe si
dimostra che dal lemma di Zorn segue l'assidelia scelta: se sono fattedelle sceltecoerenti

su alcuni insiemi della famiglia si pud estende l'insieme delle scelte fino ad includere un altro in-
sieme della famiglia, seon sonostati consideratiutti; cio porta ad un irieme massimale che
deve essere una funzione di scelta avgradadominio tutti gli insiemdella famiglia (altrimenti
sarebbaulteriormente increentabile, contro lsuamassimalita) D'altra parte dall'assioma di
scelta segue il lemma di Zorn perché treaiggioranti di un elemento se pudsemprescegliere

uno e cosi proseguire fino a giungere ad un elemento che non ha maggimeanty elemento
massimale. Cosi il lemma di Zorneéattamente equivalentd'adsomadella scéa. (Le dimo-
strazioni qui presentate sono stikcce di dimostraziongssevogliono cogliere le idedonda-
mentali delle stesse dimostrazioni. D'altra parte $acibmente reperibili invari testi cheripor-

tano gli elementi della teoria degli insiemi).

Ci limiteremo a questtasi particolariperchéaltri di interesse si riconducono cuesto,anzi
spesso sono equivalenti ad essi.

Le classicheconsidereremo sanno quasi sempiiasiemi. D'ora in pouseremoper esse la

parola insieme (e non classe), fuorché quando vorsattolineare la differenzma classi e in-

siemi. Riassumendo, questa differenza tra clasiemi e la seguente: l'ishevorrebbe es-

sere una classe che puo essere dersfia come una cosagita. Mg a causadell'impossibili-

ta di precisare quali classi possono essere considerate come cosa singola, si € poi optato per una
nozione matematica di insiern@ po' diversa:cosi sié stabilito che un insiera sia una classe
considerabile come elemento ottenibile mediante gli assiomi fprogaosti. Questapattuizione,

anche se non identifica univocamente la noziérggustificata dafatto che gliassiomi proposti

sono propricstati scelti inmodo che conducano &lassi, forsenon tutte,che dovrebbessere

possibile considerare come cose singole senza che cio porti a contraddizioni.

11. INSIEMI FINITI ORDINATI
Puod accadere chsi vogliano consideraralegli elementi inun certo ordine. Ad esmpio po-

tremmo volere _considerare le lettere dell'alfa_beto nel loro _ordine usua}Ie. _Cos‘l facend_o otteniamo
una classe ordinata. Nel caso thelasse sia finita, ianalogia ajuantogia visto, si pudrite-
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nere possa essere considerata come un elemento singolo, che chiameremo insieme ordinato fini-
to. La notazione che useremo per indicare un insieme ordinato finito sara la segizéremo
con la parentesi tonda#perta, sagjita dall'elencoordinato degli elementiseparati da virgole e
termineremo con la parentesi tonda chi@asi I'insieme ordinatdelle cifre nel loro ordine u-
suale ée il seguente: (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Si noti che, mentre l'insieme i cui elemestno a é pud essere indo indifferentemente sia
con {a,b} che con {b,a}, l'insieme ordinato il cui primo elemento € a e il secondo adicsi
con (ab). Se ab, la notazione (b,apdica un altro insiemerdinato,quello il cui primo ele-
mento € b e il secondo € a. Si osservi anche che {a,a}={a}, meni(e,&) (a) e l'insieme or-
dinato il cui solo elemento & a, menfega) € l'insiemerdinato formato da duelementi il cui
primo elemento e a ed decondo @ncora aChiamiamocoppiaordinataun insieme ordinato
con due elementi.

Ancora, se i due coppie ordinate (a,b) e (c,d) sono uguali allorala=gt, eeviceversamentre
se {a,b}={c,d} allora a=c oppure a=d, ed inoltre b=c oppure b=d.

Cosi se x e gono numeri incognitima sappiamaehe (2,5)=(y,x) allora possiamaoconcludere
che x=5 e y=2; mentre se sappiamo solo che {2,5}={x,y} possiamo solo dire che xé020 5, e
y € l'altro dei due elementi 2, 5.

Osservazione. Pandicare gli insiemi ordinati abbiamasato leparentesi tonde. Le parentesi
tonde sono usate anche per indicare aqumdrazioni devono essegseguiteprima dialtre. Non
si devono confonde i due usidelle parentesi tonde. In genere &dintesto ahiarire inquale
modo vanno interpretate le parentesi tonde.

Spesso per indicare delle situazioni concnete ésufficiente unsolo numero. Adesempio se

io possiedo una casa, una caramella e due vestiti, € ben vero che possiedo quattro cose, ma e di-
verso dachi possiede quattroaramellenessunaasa enessun vestito. Seogliamo fare un
confronto corretto, € opportuno tenere separato il nushglecase dahumerodelle caramelle

e dal numero dei vestithe uno possiedensiquello che iopossiedo pud esserappresentato

da una terna ordiratil cui primonumeroindica il numerodelle case chgossiedo, isecondo

numero indica il numero delle caramelle che possiedeizo numerandica il numerodei ve-

stiti chepossiedocioé quelloche possiedo pud esserappresentato dél,1,2) (ovviamente

stiamo considerando solo case, caramelle e vestiti e non tutte le altre cose che uno potrebbe pos-
sedere). Si noti che la terna ordinata (2,1,1) rappresenta una situazione ben diversa.

Questa osservazione dovrebbe far intravedere l'importanza degli insiemi ordinati.

12. RAPPRESENTABILITA' DI INSIEMI FINITI ORDINATI MEDIANTE INSIEMI

Abbiamo introdotto gli insiemi finiti ordinati nell'intenth considerare degli elemeimiun cer-

to ordine, ed abbiamo osservato,particolareper le coppieordinate,che gli insiemi ordinati

sono ben altra cosa rispetto agli insiemi glhistessi elementi: ieffetti nellanozione diinsieme
ordinato cisonoulteriori informazionirispetto aquelle fornte da uninsieme,precisamente le
informazioni sull'ordine in cui vengono considegitielementi. Cisi pudédomandare se queste
ulteriori informazioni possono esserelicate mediante laonsiderazione ddpportuni insiemi,

o0 se, al contrario, la nozione di insieme € insufficiente per rappresentare I'ordigito Bi so-

no insiemi, costruita partiredagli elementi di un insiemerdinato attraversalcuneopportune
operazioni, che siomportano propri@ome l'insiemeordinato dipartenzagcioé permettono di
distinguere quali degli elementi che stiamo considerando vanno considerati prima e quali dopo.
Ad esempio l'insieme {{x},{x,y}} ottenuto a partire dagli elementi x @grmette dconvenire

che l'elemento x é stato considerato prima dell'elemento y. Infatti, i ruoli di x e di y possono es-
sere differenziati come si vede dal seguente risuHiatoi dimostrazione Esciata comeserci-

zio di un certo impegno: {{x},{x,y}} = {{u},{u,v}} se e soltanto sex=u e y=v.Potendo di-
stinguere tra gli elementiexy nelmodo detto possiamo or&onvenire di prendereome primo
elemento della coppia I'elemento di cui consideriamo l'insieme che contiene lui catoe se-
condo elemento della coppia l'aletlemento cheomparenellinsiemecoppia dei due elementi.
Cosiidentifichiamo la coppia ordinaix,y) con l'insieme{{x},{x,y}}. Di fatto si & aggiunta
allinsieme {x,y}, i cui elementi sono appunto x ey, l'informazionesale elementwva con-
siderato per primo.
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Qualcosa di analogo si puo fare anche con le terne, le quaderne e, in generale, le n-uple ordina-

te: basta dire che il primo elemento viene primasdecessiviCio sipuo fare consideando la
coppia ordinata il cui primo elemento € l'insieme il solio elemento él primo dell'n-upla, e il
secondo é costituito dall'insieme ordinato degli elementi che seguono il primo, sinteticamente:
(a1,@,....a0)=(a1,(a,....an-1,8n)={{a 1}.{a 1,(ap,...,&)}. Nell'ultima scrittura diquesto in-
siemeordinato & ancoratilizzata la ntazione degli insiemordinati, maquestavolta con n-1
elementi.Proseguendcoon questanetodopossiamceliminare la ntazione degli insiemi ordi-
nati con n-1 elementi introducendo quella di aisiemi ordinati con n-2lementi, e cosvia fi-
no alle coppie ordinate ed infine senza utilizzare ins@ainati perrappresentare l'insieme or-
dinato di partenza.

Cosi, ad esempio,

(a.b,0)=(a, (b, C)) {{a}{a.(b, o)h= {{a}.{a.{{b}.{b,c}}}}.

In questa riconduzione degli insiemi ordinati a particolari insiemi finorerimasti esclusi gi
insiemi ordinati con ursolo elementocioée del tipo(a), chiamiamoliun-upleordinate.Poiché
nel passare dalla rappresentazione insiemistica delle ondohate a quelldelle (n+1)-uple or-
dinate aumenta di due il numero massimo di parentesi graffe all'irtelieaquali sipud trova-
re un elemento dell'insieme ordinato, e questmero € duger la rappresentaziomelle cop-
pie ordinate, risulta opportunorappresentargsiemisticamente l'insiemerdinato con ursolo
elemento, (a), mediante il solo elementé @osteriori questaceltarisulta essere consona con
uno sviluppo della teoria senza dovere formulare eccezioni per casi particolari.

Poiché la matematica trascura la natura degli oggetti che consideegiptare, invecdl loro
comportamento, puo risultare opportuno penaghiensiemiordinatifiniti proprio come gli in-
sieminon ordinati piucomplessi con quali li abbiamoidentificati, riducendo cosi il humero
delle nozioni iniziali dantrodurre, dovendo accettateme contropartitaina maggire compli-
cazione tecnica e la necessita di giustificare l'identificazione introakgtrvando l'uguaglianza
di comportamento (come si e fatto).

13. PRODOTTO CARTESIANO

Date due classi A e B non vuote, si modsiderare la classe i cui elemesatino le coppierdi-

nate con primo elemento appartenente ad A e secondo elemento appartenente a B. La classe cosi
ottenutasi chiamaprodottocartesianali A per B e si indica nelmodo seguente: M. Sara
AxB={(a,b): a0A e bOB}. Le classi A e B vengono anche dette fattori del prodotto cartesiano, e
precisamente A primo fattore e B secondo fattore.

Ad esempio, se A={1,3,5} e B={2,3,7}, (1,2) € una coppia ordinata ipcimo elemento ap-
partiene ad A ed secondaappartiene 8. Anche(1,7) éunatale coppiaordinata.lnvece la
coppia ordinatg2,5) non ha iprimo elemento in Aed il secondo in B. Urelenco di tutte le
coppie ordinate il cui primo elemento appartiene ad A ed il secondo appartiene a B € il seguente:
(1,2),(1,3),(1,7),(3,2),(3,3),(3,7),(5,2),(5,3),(5,Tosi laclasse ditutte le coppie ordinate

con primoelemento in A esecondoelemento in B, cioe 2B, e {(1.2),(1,3),(1,7),(3,2),
(3,3),(3,7),(5.,2),(5,3),(5,7)}. | o |

Si osservichel'operazioneprodottocartesiano traclassinon €, ingenerale, un@perazione
commutativa, ciog, seA e B sano classinon vuote diverse, non e vero che AB = BxA, e que-

sto perchégetto x un elementohe appartiene agha e norall'altra, lecoppie ordinate, che
hanno x come uno degliementi e comeltro elemento umlemento dellalasse aui non ap-
partiene x, appartengono a un prodotto cartesiano e non all'altro.

Inoltre I'operazioneprodottocartesianaon € associativaioé, se A, B e C sonolassi non
vuote, allora (AxB)xC # Ax(BxC). Infatti (AxB)xC = {(u,z): WAxB e z1C} = {((x,y),2):

XOA, yOB, e 21C}, mentre A(BxC) = {(x,v): xOA e viBxC} = {(x,(y,z)): xOA, yOB, e
zOC}, e gli elementi ((x,y),z) appartenenti XB)xC sonoevidentementeliversi dagli elementi
(x,(y,2)) appartenenti a:ABxC)

Una Uteriore osservazione molto importante édayuente. Se lgdassinon vuotedate A e B
sono insiemi, allora si deve ritenere che anche la clad3esi& un insieme. Infattidentifican-

dole coppie ordinat (ab) congli insiem {{ z} {ab}}, si nota che AB O P(P(A0B)), e dun-

gue AB é un insieme in base alle assunzioni fatte sulla nozione di insieme.
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Finora sie sempresuppostoche leclassidate da cui ottenere pirodottocartesiancsiano non
vuote; sipuo estendere la noziordi prodotto cartesiano anche al casbe almenauna delle
classi date sia vuota? Cosa succede in tale casoffoZdmeno dei fattori &uoto non cisono
coppie ordinate con uelemento appartenete a quellasse,sicché il prodotto cartesiano do-
vrebbe essere vuoto. Cosi estendigmaefinizione diprodottocartesiananche al caso in cui
almeno uno dei fattodia vuotostabilendoche in talcasoil prodotto € l'insiemeuoto. Si os-
servi che se i fattori non sono vuoti allora anche il prodotto cartesiano € non vuoto.

Si osservi che, se la collezione A é contemetéa collezione A' e la collezione B & contenuta
nella collezione B' allora anchexB sara contenuta in AB' (dimostrazioe lasciata allettore
per esercizio).

Come abbiamo considerato il prodotto cartesiamtuéiclassi, si puoonsiderareanche ilpro-
dotto cartesiano di tre o piu clasgin vuote.Siano A, Be C tre classinon vuote,il loro pro-
dotto cartesiano, che si indica corBXC, € la classe dutte le terne ordinate il cgirimo ele-
mento appartiene ad A, il cui secondo elemento appatiBne il cuiterzo elemento appartiene
a C. Poiché sé deciso diidentificare le terne ordinaig,b,c) con le coppie ordinatéa,b),c),
cioe le coppie ordinate che hanno come primo elemento la coppia ordinata dei pretenciere
ti della terna e comsecondcelemento il terzeelemento dellderna, segueanmediatamente che
AxBxC = (AxB)xC. Questa uguaglianzaermette anchdi concludereche, se A, B e C sono
insiemi non vuoti, allora anchexBxC € un insieme perchégtodotto cartesiano dlue insiemi
non vuoti € un isieme(non vuoto), come abbiamo giaotato. holtre ancheora sipuo esten-
dere la definizione di prodotitartesiano atasoche almenaino dei tre fatori siavuoto stabi-
lendo che allora il prodotto € vuoto.

Se poi A, Ay, ..., A, sono nclassinon vuote,l loro prodotto cartesian@he si indica con
A1xAox..xA, € la classe diutte len-uple ordinatel cui primo elementoappartiene ad 4 |l
secondo appartiene agA.., e I'n-esimo appartiene a.A

Analogamente a prima,

AxAxx. . xAn = ((...( ApxAg)x.. )xAp).

Ancora, dalluguaglianzprecedentsegueche, se lelassidate A, A, ..., A, sonoinsiemi
non vuoti, allora anche fAox...xA, € un insieme (non vuoto). Segue anche sipuo esten-
dere la definizione al caso che almemm dei fattorisia I'insiemevuoto stabilendoche in tal
caso il prodotto cartesiano € l'insieme vuoto.

Perevitarescomode ecceani si puo cercare ddefinire cosa si debba intendgrer prodotto
cartesiano con usolo fattore A. Sembra abbastanzeturaleconsiderare l'insiemeelle un-
uple ordinate di elementi di A. Avendo sceltoddintificare leun-uple ordnate corngli elementi
che le costituiscono, consegue la sadiltdefinire il prodottocartesiano ikui unicofattore &€ A
come A stesso.

ESERCIZI

- Quale ¢ il risultato delle seguenti operazioni tra insiemi?

1. -{x:x € un numero naturale pari};

2.{1,2,3}n{x:x & un numero naturale dispari};

3. {X: X € un numero naturale panfx: x € un numero naturale dispari};

4.{x: x € un numero reale e 1<x<5}-{x: X & un numero reale e&kx

- | seguenti insiemi possono essere pensati come unione di altri insiemi, quali?
5. {X: & un numero naturale};

6. {2,3};

7.{y: y € un numero reale e 1<y<3 oppure S8y

8. {x: x € un numero reale e x<0 oppure x>3}.

- | seguenti insiemi possono essere pensati come intersezioni di altri insiemi, quali?
9.{n: n & un numero naturale dispari e 23

10. {a: a & un numero reale e a>-k8}a
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