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1 Limiti di successioni

Richiami utili per il calcolo/verifica dei limiti di successioni.

e Per la verifica di limite di successione si utilizzano le stesse tecniche della verifica
del limite di funzione con la semplificazione che si ha sempre n — +o00 e quindi si
trattera di trovare un = tale che Vn > T si abbia...

e Per il calcolo di limite di successione si utilizzano le stesse tecniche di calcolo del
limite di funzione, ai quali si rimanda per una trattazione completa dei vari casi.
Negli esercizi riportati di seguito ci si riconduce all’'utilizzo dei limiti notevoli per
successioni e alle tecniche classiche.

e Principali limiti notevoli di successioni:

+00 se a>1

. lim on={ b s a=l
" nS¥oo o 0 se —l<axl1
A se a< —1
+o00 se b>0
2. lim n*=¢1 se b=0
e 0 se b<0
3. lim Ya= 1 1n —1q >0
L Ve I ’
4. lir+n Vnb = lirf nb/m =1 Vbe R
1
5. 1m —="—0  b>0
n—+oo N
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le

6. lim — =0 a>1,b>0

n—+oo ™

an

7. lirf — =0 a>1, nl=n-(n-1)-(n—2)...2-1, 0l:=1, 1l:=1
n—+oo M!
!
8 lim — =0

n—+oo N

9. lim W:—I—oo

n—-+o0o

Esercizio 1.1 5@ verifichi, tramite la definizione di limite, che

n 1

lim —
n—+oo 2N + H 2

Risoluzione. Scelto ¢ > 0 si ottiene T = 5/(4¢) — 5/2 tale che Vn > Z si ha
n 1

2n+5 2

<€ m

Esercizio 1.2 Si verifichi, tramite la definizione di limite, che

lim n?—1= 400
n—-+oo

Risoluzione. Scelto M > 0 si ottiene T = VM —+ 1 tale che Vn > Z si han? —1> M.

Esercizio 1.3 Si verifichi, tramite la definizione di limite, che

lim 1—n%=—c0
n—-+o0o

Risoluzione. Scelto M > 0 si ottiene & = M + 1 tale che Vn > T siha 1—n? < —M.

Esercizio 1.4 Si calcoli, se esiste, il limite

lim e™+2" - 3"

n—-+o0o

Risoluzione. e" +2" — 3" =3" (& + 2 —1) =3"[(£)" + ()" — 1], da cui il limite
—00. m

Esercizio 1.5 Si calcoli, se esiste, il limite

lim nV©
n—-+4oo

2



Risoluzione. +0o0. =m

Esercizio 1.6 Si calcoli, se esiste, il limite

lim n™¢
n—-+o0o

Risoluzione. 0. =m

Esercizio 1.7 Si calcoli, se esiste, il limite

Risoluzione. 1. =

Esercizio 1.8 Si calcoli, se esiste, il limite

lim +/7mne
n—-+00

Risoluzione. 1. =

Esercizio 1.9 Si calcoli, se esiste, il limite

1
lim +vn

n—+oo 1 — /1

3

Risoluzione. —1. nm

Esercizio 1.10 Si calcoli, se esiste, il limite

1 1
lim n<\/1—|———\/1——
n—+o00 n n
Risoluzione. 1. =

Esercizio 1.11 Si calcoli, se esiste, il limite

. log(n+1)
lim ————~
n—too  (logm)?



Risoluzione. Ricordando che n+ 1 =n(1+ 1), si ha log(n + 1) = logn + log(1 + )
da cui il limite 0. =

Esercizio 1.12 Si calcoli, se esiste, il limite
. n—logn
lim ————
n—+oo ! —nn

Risoluzione. Raccogliendo n al numeratore e n™ al denominatore, si ottiene il limite
0. m

Esercizio 1.13 Si calcoli, se esiste, il limite

lim 2
ne s 3(n1)/2

" 1 2\"
Risoluzione. Dopo aver osservato che ——— = <—) si ha +00. =

3002 3\ /3

Esercizio 1.14 Si calcoli, se esiste, il limite

lim /2" 4 37

n—-+o00

Risoluzione. Dopo aver osservato che /2" + 37 = /37 {/1+ (2/3)" siha 3. =

Esercizio 1.15 Si calcoli, se esiste, il limite

n3738 _ pl

lim ————
notoo e — pl23

Risoluzione. Raccogliendo n! al numeratore e " al denominatore, si ottiene il limite
—00. =

Esercizio 1.16 Si calcoli, se esiste, il limite

. (n-3" S+ 1) -l
lim
n—too (3" +2") - (n+1)!

Risoluzione. 3. =m

Esercizio 1.17 Si calcoli, se esiste, il limite

1 3
i Jogn)

n—-4oo n




Risoluzione. 0. =m

Esercizio 1.18 Si calcoli, se esiste, il limite

lim 272 _ gvni-l

n—-4o0o

Risoluzione. Dopo aver raccolto 2"~ 2(1 — 2V**~1=(=2)) ¢ notato che [v/n2 — 1 — (n —
2)] — 2 per n — 400, si ottiene —co. =

Esercizio 1.19 Si calcoli, se esiste, il limite

' ( n >n+1
lim
n—+oo \ . — 1

n+1 n—1|n-1
-1 1
Risoluzione. Dopo aver osservato che n = n + , si
n—1 n—1 n-1

ottiene il limite e. m

Esercizio 1.20 Si calcoli, se esiste, il limite

. n?+n \"
hm S
n—+oo \ N2 —n + 2

Risoluzione. ¢*. =

Esercizio 1.21 Si calcoli, se esiste, il limite

R n~! —2n=2
im ———
n—+oo 3n"3 — 4dn—4

Risoluzione. +0co0. =m

Esercizio 1.22 Determinare, al variare di o > 0 il limite
e+ L)
lim 4( n )

n—-+o0o 6”2

Risoluzione. a =2=¢*, a>2=e=1,0<a<2=+00. n



Esercizio 1.23 Si calcoli, se esiste, il limite

i sin(nz)

z—0 SInx

Risoluzione. n. =m

Esercizio 1.24 Si calcoli, se esiste, il limite

sin(nz
lim ( )
z—7  Sinx
al variare di n € N.
Risoluzione. _ _ '
) . sin(nz . sin(ny +nm . sin(n
nparl.y:x—ﬂéllmgzlmyz (.y):_
a—7r sinx y—0 sin(y + ) y—0 —siny
. . .. sin(ny +nw
n dispari. lim L =n. =

y—0 sin(y + )

Esercizio 1.25 Si calcoli, se esiste, il limite

i (14 (-1 () e o ()

n—+o00 n n+1

Risoluzione. Si noti che per n pari si ottiene liril 2 <1 + —) = 2e mentre per n
n—-—+0o n
2 2

dispari si ha lim ———— =

n—+00 1\" e
I+ -
n
Essendo i due limiti (su due restrizioni) diversi tra loro, la successione non ammette

limite. =

Esercizio 1.26 Dimostrare che il limite

lim
z—+oo T + 1

COS T

non esiste, esibendo due successioni{a,},{b,} — +oco tali che lirf fla,) # lm f(by,).

n—-—+0o
Risoluzione. Per esempio se si scelgono a, = 7/2 + 2nw e b, = 2nw si ottiene
hT fla,) =0ce hril f(bp)=1. =



2 Ordine di infinito e di infinitesimo
Richiami di teoria utili per gli esercizi:

e f(x) si dice infinitesimo per x — xy se lim f(z) = 0.
T—XT0

e f(x) si dice infinito per x — xg se lim f(z) = (£)oc.
T—T(

e Siano f(x) e g(z) due funzioni infinitesime per x — xo. Allora il limite del loro
rapporto puo dare una delle seguenti possibilita:

1. IILIEO % =0 = f e infinitesimo di ordine superiore rispetto a g
2. xhlﬁo % =1#0,leR = f & infinitesimo dello stesso ordine rispetto a g
3. xllr;lo % = (£)oo = [ ¢ infinitesimo di ordine inferiore rispetto a g
4. lim @ =A = f e g non sono confrontabili

2% 9(2)

e Siano f(z) e g(x) due funzioni infinite per + — x,. Allora il limite del loro rapporto
puo dare una delle seguenti possibilita:

1. xllrgo % =0 = f ¢ infinito di ordine inferiore rispetto a ¢
2. xli%o % =[1#0,l € R = f ¢ infinito dello stesso ordine rispetto a g
3. IILIEO % = (£)o0 = f ¢ infinito di ordine superiore rispetto a g
4. lim @ =A = f e g non sono confrontabili

vz g()

e Il simbolo o(-) (“o piccolo di ...”). Diremo (impropriamente) che f(z) = o(g(x))

x

se lim L)) =0, ovvero f(z) ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(z)
T—T0 T
per x —>gx0.

e Il simbolo O(+) (“o grande di ...”). Diremo (impropriamente) che f(z) = O(g(x))

x
se il rapporto f— e definitivamente limitato per x — .

g(x)



f()

e Il simbolo ~ (“asintotico a ...”). Diremo che f(x) ~ g(z) se lim @) =1, ovvero
r—x0 g\T
f(z) & un infinitesimo o infinito dello stesso ordine rispetto a g(x) per x — .

Esercizio 2.27 Si verifichi che
e sinx ~x perx — 0

e tanx ~ x perxz — 0

log(1+x) ~ a per x — 0

e* —1~xperx—0

2
e —1~—a?perz—0

log(1 —sinz) ~ —x perx — 0

Vaz—1~x per x — +00
Vaz —1+x ~2x per x — +00

logx + x ~ x per v — 400
o 22 +x+ /T~ 2% perx — 400

o 2+ +\/r~ T perz—0

Risoluzione. Si calcolino i limiti come da definizione. =

Esercizio 2.28 Utilizzando il stmbolo di uguaglianza asintotica ~ determinare

3n—logn+ (—1)" + 2
T
logn

n—+oo 12+ 10sinn —
Risoluzione. 0. =m

Esercizio 2.29 Utilizzando il stmbolo di uguaglianza asintotica ~ determinare

. (1 —cosz)sin®x
lim
e—0  z3log(l + x)

2

Risoluzione. Per x — 0 si ha (1 — cosz) ~ 2%/2, sin®z ~ 22 e log(1 + ) ~ z, da cui

. (I—cosz)sin®x . 2%/2-2%2 1
lim =lim———— == n
z—0  x3log(l + x) e—0 3.1 2




Esercizio 2.30 Determinare l’ordine di infinitesimo a > 0 per x — 0, rispetto all’infi-
nitesimo campione x, di f(z) = x* 4 2sin(3z3) +1— e e la funzione g(z) = ka® tale
che f(x) ~ g(z) (parte principale di f(x)).

Risoluzione. sin(3z) ~ 32° e 1 — e ~ 22, quindi 22 + 2sin(3z%) + 1 — e

2

2?2 4 623 + 22 = 222 + o(23) ~ 22%. Pertanto la parte principale ¢ 222 e 'ordine ¢ 2. =

3

Funzioni continue

Richiami di teoria utili per gli esercizi:

Definizione di continuita nel punto xo: lim f(x) = f(zo).

T—T0

Continuita da sinistra nel punto xy: lim f(x) = f(zo).

T—T

Continuita da destra nel punto xo: lim f(z) = f(zo).

CC—>.ZE(T

Una funzione si dice continua su un intervallo [a;b] se ¢ continua in ogni punto
dell'intervallo ]a; b], continua da sinistra in = a e continua da destra in x = b.

Discontinuita di prima specie: limite destro e sinistro finiti ma diversi tra loro.

Salto S = lim+ f(z) — lim f(z)

T—T T—T)

Discontinuita di seconda specie: almeno uno dei due limiti (destro o sinistro) o
infinito o non esiste.

Discontinuita di terza specie (o eliminabile): il limite destro e sinistro coincidono
e sono finiti (il limite esiste finito), ma lim f(x) =1 # f(xo).

r—T0
In tal caso la esiste un prolungamento per continuita g(z) della f(x)

s { f@) @ # w0

l T = o

Esercizio 3.31 Si verifichi la continuita o meno della funzione

(@) :{ gcos(l/:v) iig

Risoluzione. f(zx) ¢ continua perche lir% f(x)=f(0)=0. =



Esercizio 3.32 Si verifichi la continuita o meno della funzione

1
f(x) = 9 _ ol/x

Risoluzione. x = 0: discontinuita di prima specie essendo lim f(z) =1/2e lim f(x) =

xz—0~ x—07t
0 (salto S =1/2).

= 1/1og 2: discontinuita di seconda specie essendo li = -—0e li =
x = 1/log2: discontinuita di nda speci n x—>(1}11£)1g2)* f(x) 00 x_}(l}rlgng)Jr f(x)
+00. m

Esercizio 3.33 Determinare per quale valore di a € R la funzione

o +1 r<l1
f(x)_{S—axz x>1

e continua in x = 1.

Risoluzione. a =1. =

Esercizio 3.34 Determinare per quale valore di a € R la funzione

log(1
{ og(1l + ax) £ 40
x
2 z=0

fz) =

e continua in x = 0.

Risoluzione. a = 2. =

Esercizio 3.35 Studiare la continuita della funzione

2> —5x+6
M) ===

Risoluzione. Discontinuita eliminabile in x = 2. Il prolungamento e

25 6
r"—ox+6 )

-1 r=2

Esercizio 3.36 Dire quante soluzioni ammette lequazione e + x° = 0 e determinare
un intervallo ragionevole in cui esse sono localizzate.

3

Risoluzione. ¢ = —x°, una sola soluzione, zg € |[—1:;0|. =
) s 40 )

10
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