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Compito

E1) Siaa un parametro reale e si consideri la matrice

-1 O 1 —a

o 2 4-a a2-2 O

Ac=10 1 2 qu1

0O O 0 1

—0?

—a

Se ne trovi una decomposizioh& e, per i valori dia per cui cd none possibile, una decomposizione

PTLU. Pera =0 ea = 2, determinare una base dello spazio
Ag.

Sol) Sea # 0 possiamo considerare la decomposizibdedi Aq

nullo e una base dello spazio delle colonne di

senza effettuare scambi di righe:

1 0 -1 a 0

0 1 2—a a?-1 0
Ao—Ua=1g 9 1 1.0 «a
00 O 1 -—a
|nCu|Aq:Lque
-1 0 0O
L | @ 2 0O
““10 -1 a 0
0O 0 01
Sea = 0 calcoliamo I&PTLU di Ay. Scambiamo la terza e la quarta riga:
-1 0 1 o0 O
O 2 4 -20
Bo=Exho=179 ¢ o 1 0
O -1 -2 1 O
A questo punto calcoliamo la decomposizidié di Bg:
10 -1 0 O
01 2 -10
Bo—Uo=1p 0 0 1 o0
00 O 0 O
e quindiAg = PT LoUg, incuiPT =E], e
-1 0 0O
Lo 0O 2 0O
°“1o0 0 10
0 -1 01



Sia ancorao = 0 allora una base dello spazio delle colonneAdi(Col(Ap)) € data da tre colonne
linearmente indipendenti diy, dal momento cheankAgp = 3

Col(Ag)=<[-1 0 0 4,0 2 -1 Q",j0 -2 1 ">

Una base per lo spazio nullo Ap (N(Ap)), si trova, ad esempio, risolvendo il sistema omogehgo= 0,
in cuiv & un vettore dR®, quindi:

N(Ag)=<[1 -2 1 0 0",[0 0 0 0 1">

conA € R. Siaa = 2 allora una base dello spazio delle colonn@Agie data da quattro colonne linearmente
indipendenti diA,, dal momento cheankA, = 4:

Col(A;)=<[-1 2 0 4,0 2 -1 Q"1 2 -2 Q",[-2 2 3 1">
Una base per lo spazio nullo 4p €

N(As)=<[-4 6 0 2 1">

E2) Siconsiderila basg = {vi;Vv;Vv3} di C3, dove

1 -1 0
vi= 10|, vo=|1]|, v3=|2].
1 1 0

Datoa € C, si consideri 'unica applicazione lineafg: C2 — C2 tale che
(Vz)
)

fa (Vs

V1+QvVa — V3,
2V1 avo,

Si dica per quala € Csiha[l 1-1]T € Im(fq).
Si costruisca una base ortonormale€dicontenente;.

Sol) ChiamiamaA¢, la matrice associata all'applicazione linedge allora il vettore[l 1 —1]T diC3e
un elemento dell'immagine di, se il sistema

Arv=[1 1 -1

ammette soluzione easi ha penr # 0.

Costruiamo ora una base ortonormaleGdi contenenter;. Poniamou; = —-4

per cui gli altri

V(vilva)’
elementi di una base ortonormaleGfi si ottengono applicando I'algoritmo di G-Srae vs.
V/2 =Vo— (U1|V2)U1 = [—1 1 ].]T
quindi
V,2 1 T
= =—[-1 1
Vv At Y

V'3 =v3— (Ug|vz)us — (Ug|va)uz

e quindi

Una base richiesta{us,uy,us}.



E3) Sidica per quali valori del paramefBos C la matrice

B 0 1 1
B._| 0 2 0 0
Pl o 0o o0 -1}|°

28 0 -2 0

& diagonalizzabile e per uno di questi valori si calcoli una ba§ dormata da autovettori della matrice.

Sol) Il polionomio caratteristico della matri@ &
PB, (1) = 4t — 207 — 23+t — 4B+ 4°B —t°B

Gli autovalori sono

th =2 tb=0 _B_V82_86+8 B+\/BZ—SB+8
1= 4 2=Y t3_ s t

2 4 2

Se P VP 888 ‘W #0,2 g PrVE —8B8 ‘W # 0,2, cice sep # 1 allora la matricdBg ammette 4 autovalori distinti
e quindié diagonalizzabile.

Sep =1 allora gli autovalori sont, = 2, t, =0, t3 =0, t4 = 1, quindi; € diagonalizzabile se e solo se
la molteplicita geometrica relativa all'autovaloree®. Oramy(0) = 1 = rankp, per cui la matricd8, none
diagonalizzabile.

Perp +# 1 calcoliamo una base @i* formata da autovettori. Calcoliamo i generatori degli autospazi nel
caso in cu3 = 0, risolvendo i sistemi lineari

Bovi =tivi, i=1,...,4
conv; € C#, per ognii. Una base di autovettog quindi data da:
1 1 1 1 1 1
vi=[0 1 0 ", vo=[-2—— 0 —, 1",vz3=[-Z+— 0 ——, 1".wu=[1 0 O T}
fu=1 va=l5-5 0 25 Wa—lz+— 0 —— Ulvi=| q

E4) Siconsiderila conica di equazionexd3- 10xy+ 13y? — 36x+ 2ay — 36 = 0. Si calcoli per quali valori
di a essa degenere e si trovino le rette in cui si spezza.

Postoa = 18, si determini la natura della conica e se ne calcolino gli eventuali assi, centro, vertici e
asintoti.

Sol) La matrice associata alla coniea

13 -5 -18
Do=|-5 13 -«
-18 —a -36

La conica si spezza in due rette se il rango della maBigce 2. |l determinante d, & —130% — 1800 — 9396
e, dal momento che il discriminante di tale trinomio di secondo gradogimegativo, la conica non si spezza
in due rette reali.

Sia oraa = 18. Il rango diD1g € 3, quindi la conica associatanon-degenere e poielDss' ha rango
due la conica a centro. Inoltre, poiéhgli autovalori diD33 sono positivi (vedi oltre), la conicaun’ellisse.

Il centro della conica dato dalla soluzione del sisterDag[x y]" = —[d13 dp3]". Cioe il centro della
conicaé dato dalla soluzione (chleunica poick rankD33 € due) del sistema
13x—5y=18
{ —b5x+13y=18

1D33 € il minore relativo alss.



Quindi il centrod C = (2, 2). Gli autovalori della matric®33 sono 18 e 8. | rispettivi autovettofi-1, 1]
e [1,1]" sono le direzioni degli assi, ovvero i i puriti1,1,0] e [1,1,0] della retta improria. Quindi gli assi
dell’ellisse sono

hy: y=x

hy: y= —x+g
Le coordinate dei vertici, date dall’intersezione degli assi con I'ellisse, sono rispettivamente

(2(3— V13), 2(3— \/T3)> , (i + 3‘{?), %(3+ \/T?,)>

<i(9—2¢f3), %(9+ NE)) : <i(9+2¢fs), %(9— \/f’))>



