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Compito

E1) Siaα un parametro reale e si consideri la matrice

Aα =


−1 0 1 −α 0
α 2 4−α α2−2 0
0 −1 −2 α+1 −α2

0 0 0 1 −α

 .

Se ne trovi una decomposizioneLU e, per i valori diα per cui cìo non è possibile, una decomposizione
PTLU . Perα = 0 eα = 2, determinare una base dello spazio nullo e una base dello spazio delle colonne di
Aα.

Sol) Seα 6= 0 possiamo considerare la decomposizioneLU di Aα senza effettuare scambi di righe:

Aα −→ Uα =


1 0 −1 α 0
0 1 2−α α2−1 0
0 0 1 1−α α
0 0 0 1 −α


in cui Aα = Lα Uα e

Lα =


−1 0 0 0
α 2 0 0
0 −1 α 0
0 0 0 1


Seα = 0 calcoliamo laPTLU di Aα. Scambiamo la terza e la quarta riga:

B0 = E34A0 =


−1 0 1 0 0
0 2 4 −2 0
0 0 0 1 0
0 −1 −2 1 0


A questo punto calcoliamo la decomposizioneLU di B0:

B0 −→ U0 =


1 0 −1 0 0
0 1 2 −1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0


e quindiA0 = PT L0U0, in cui PT = ET

34 e

L0 =


−1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 1





Sia ancoraα = 0 allora una base dello spazio delle colonne diA0 (Col(A0)) è data da tre colonne
linearmente indipendenti diA0, dal momento cherankA0 = 3:

Col(A0) =< [−1 0 0 0]T , [0 2 −1 0]T , [0 −2 1 1]T >

Una base per lo spazio nullo diA0 (N(A0)), si trova, ad esempio, risolvendo il sistema omogeneoA0v = 0,
in cui v è un vettore diR5, quindi:

N(A0) =< [1 −2 1 0 0]T , [0 0 0 0 1]T >

conλ ∈ R. Siaα = 2 allora una base dello spazio delle colonne diA2 è data da quattro colonne linearmente
indipendenti diA2, dal momento cherankA2 = 4:

Col(A2) =< [−1 2 0 0]T , [0 2 −1 0]T , [1 2 −2 0]T , [−2 2 3 1]T >

Una base per lo spazio nullo diA2 è

N(A2) =< [−4 6 0 2 1]T >

E2) Si consideri la baseB = {v1;v2;v3} di C3, dove

v1 =

1
0
1

 , v2 =

−1
1
1

 , v3 =

0
2
0

 .

Datoα ∈ C, si consideri l’unica applicazione linearefα : C3 → C3 tale che

fα(v1) = v1 +αv2−v3,

fα(v2) = 2v1−αv2,

fα(v3) = αv3.

Si dica per qualiα ∈ C si ha[1 1−1]T ∈ Im( fα).
Si costruisca una base ortonormale diC3 contenentev1.

Sol) ChiamiamoA fα la matrice associata all’applicazione linearefα, allora il vettore[1 1 −1]T di C3 è
un elemento dell’immagine difα se il sistema

A fα v = [1 1 −1]T

ammette soluzione e ciò si ha perα 6= 0.
Costruiamo ora una base ortonormale diC3 contenentev1. Poniamou1 = v1√

(v1|v1)
, per cui gli altri

elementi di una base ortonormale diC3 si ottengono applicando l’algoritmo di G-S av2 ev3.

v′2 = v2− (u1|v2)u1 = [−1 1 1]T

quindi

u2 =
v′2

(v′2|v′2)
=

1√
3
[−1 1 1]T

v′3 = v3− (u1|v3)u1− (u2|v3)u2

e quindi

u3 =
v′3

(v′3|v′3)
= [

1√
3
(

2− 2√
3

) 1
2

√
2− 2√

3
− 1√

3
(

2− 2√
3

) ]

Una base richiestàe{u1,u2,u3}.



E3) Si dica per quali valori del parametroβ ∈ C la matrice

Bβ =


β 0 1 1
0 2 0 0
0 0 0 −1

−2β 0 −2 0

 .

è diagonalizzabile e per uno di questi valori si calcoli una base diC4 formata da autovettori della matrice.

Sol) Il polionomio caratteristico della matriceBβ è

pBβ(t) = 4t−2t2−2t3 + t4−4tβ+4t2β− t3β

Gli autovalori sono

t1 = 2, t2 = 0, t3 =
β−

√
β2−8β+8

2
, t4 =

β+
√

β2−8β+8
2

Se
β−
√

β2−8β+8
2 6= 0,2 e

β+
√

β2−8β+8
2 6= 0,2, ciòe seβ 6= 1 allora la matriceBβ ammette 4 autovalori distinti

e quindiè diagonalizzabile.
Seβ = 1 allora gli autovalori sonot1 = 2, t2 = 0, t3 = 0, t4 = 1, quindi1 è diagonalizzabile se e solo se

la molteplicit̀a geometrica relativa all’autovalore 0è 2. Oramg(0) = 1 = rankV0, per cui la matriceB1 nonè
diagonalizzabile.

Perβ 6= 1 calcoliamo una base diC4 formata da autovettori. Calcoliamo i generatori degli autospazi nel
caso in cuiβ = 0, risolvendo i sistemi lineari

B0vi = ti vi , i = 1, . . . ,4

convi ∈ C4, per ognii. Una base di autovettoriè quindi data da:{
v1 = [0 1 0 0]T ,v2 = [−1

2
− 1√

2
0

1√
2
, 1]T ,v3 = [−1

2
+

1√
2

0 − 1√
2
, 1]T ,v4 = [1 0 0 0]T

}

E4) Si consideri la conica di equazione 13x2−10xy+13y2−36x+2αy−36= 0. Si calcoli per quali valori
di α essàe degenere e si trovino le rette in cui si spezza.

Postoα = 18, si determini la natura della conica e se ne calcolino gli eventuali assi, centro, vertici e
asintoti.

Sol) La matrice associata alla conicaè

Dα =

 13 −5 −18
−5 13 −α
−18 −α −36


La conica si spezza in due rette se il rango della matriceDα è 2. Il determinante diDα è−13α2−180α−9396
e, dal momento che il discriminante di tale trinomio di secondo grado inα è negativo, la conica non si spezza
in due rette reali.

Sia oraα = 18. Il rango diD18 è 3, quindi la conica associataè non-degenere e poiché D33
1 ha rango

due la conicàe a centro. Inoltre, poich̀e gli autovalori diD33 sono positivi (vedi oltre), la conicàe un’ellisse.
Il centro della conicàe dato dalla soluzione del sistemaD33[x y]T = −[d13 d23]T . Cioè il centro della
conicaè dato dalla soluzione (cheè unica poich́e rankD33 è due) del sistema{

13x−5y = 18

−5x+13y = 18

1D33 è il minore relativo ad33.



Quindi il centroèC =
(

9
4, 9

4

)
. Gli autovalori della matriceD33 sono 18 e 8. I rispettivi autovettori[−1,1]T

e [1,1]T sono le direzioni degli assi, ovvero i i punti[−1,1,0] e [1,1,0] della retta improria. Quindi gli assi
dell’ellisse sono

h1 : y = x

h2 : y =−x+
9
2

Le coordinate dei vertici, date dall’intersezione degli assi con l’ellisse, sono rispettivamente(
3
4
(3−

√
13),

3
4
(3−

√
13)
)

,

(
9
4

+
3
√

13
4

),
3
4
(3+

√
13)

)
e (

1
4
(9−2

√
13),

1
4
(9+2

√
13)
)

,

(
1
4
(9+2

√
13),

1
4
(9−

√
13)
)


