2. RELAZIONI.

Nel linguaggio comungarliamo spesso drelazioni. Chiamiamo relazione quella tra
genitori e figli, quella tra marito moglie, quella tra numeri naturaliquandouno prece-
de un altro (relazione d'ordine), eccetera.

Daun punto di vista matematicanon interessa iimotivo per cuicerti individui sono in
relazione con altri, ma piuttosto si vuole registrewa precisionehi € in relazione con
chi. Cosi, seonsideriamo laalazione genitorfigli, da un punto divista matematico
non interessa sapere se un certo genitore e sodddifatidiglio, se iloro rapporti so-
no di piena confidenza o se sarsi, ma si vuosapereconsiderati duéndividui, se il
primo € genitore del secondo oppure naltn termini, ci interessaonoscereyuali so-
no le coppie ordinate di individui in cul primo elemento € geture delsecondo ele-
mento. La conoscenza di tuttectgppie ordinate itui primo elementasia il genitore del
secondo elemento, riporta esaurientemente le informactiergiinteressano schi € in
guella relazione con chi, indipendentemetate motivazioni alagli apprezzamensul-
l'opportunita che certi individui siano netielazione consideratadagli statid'animo di
coloro che sono coinvolti nella relazione.

Percio, in matematica, chiamiam&azioneun insieme di coppierdinate.Considerare
guesto in@me di coppie ordinatéice tutto cio che svuol saperedella relazione dal
punto di vista matematico.

Gli elementiche possono occorreceme primi nellecoppie ordinate dinacerta rela-
zione possono appartenere adingieme,diciamolo A, a voltesottinteso, ednaloga-
mente glielementi chgpossonooccorrerecomesecondinelle coppie ordinateli quella
relazione possono appartenere ad un insidio@molo B, nomecessariamente kies-
S0, ancora a volte sottinteso.

Osserviamo subito che in tale césoelazione ain sottinsieme deprodottocartesiano
AxB.

Un insieme cheontiene i primielementi dellecoppie ordinate di uneelazione e detto
primo insiemedellarelazione, rentre un insieme che contienseicondielementi delle
coppie ordinate che appartengono ad una relazione ésdetindansiemedella relazio-
ne. Notiamo che il primo insieme e il secondo insieme di una relaa@naonaoindivi-
duati dalla relazionstessa @ossonoesserescelti ad arlirio purchéil primo insieme
abbia tra i suoi elemerntprimi elementi dellecoppie ordinge cheappartengonailla re-
lazione, e il secondo insieme abbia tra i suoi elementi i seeterdenti dellecoppie or-
dinate che appartengono alla relazione.

Per indicare la scelta dalimo insieme elel secondo insiemaltre alla scelta della re-
lazione, si considera la terna ordinata ilmiimo elemento e rimo insieme, il secon-
do elemento € #econddnsieme, e iterzo elemento e la relazionbe,come abbiamo
gia osservato, € un sottinsieme del prodotto cartediginorimo insiene per il secondo
insieme.

Se A ¢ il primo insieme scelto e Bsicondo insieme scelto eiftlica larelazione, al-
lora la terna ordinata che raccoglie queste informazi¢Ai®,R), e siusadire che R &
unarelazionedaA in B. Si noti ladifferenza tral concetto direlazione (un insieme di
coppie ordinate) e il concetto idlazione da un insieme ad un altro (una ternaordina-
ta il cui primo elemento € il primmsieme, il secondelemento € isecondo insieme, e
il terzo elemento € una relazione nel senso precedente).

Puo capitare che il primo insieme esdécondo insieme siano o stesso insierr® Si
ha a che fare con una relazione da un insieme A ad un insiemeahcéso di dice che
si ha una relazione su A. Si noti che si puo sempre fare in modo che il primo e il secon-
do insieme coincidano scegliendo per essi un insieme che contenga lttaidaminio
e codominiodella relazione. Cio dignta m@rticolarmente semplicquando ildominio
della relazime contiene icodominiodella stessa@lazioneoppure quando tlominio é
contenuto nel codominio.

Riprendendo lI'esempio dellalazionegenitori figli sopraconsiderata iprimo insieme
puo essere l'insieme degli esseri viventi e il secondo insieme puo &ssera'insie-
me degli esseri viventijuesta relazite € unaelazionedall'insiemedegli esseriviventi
nell'insieme degli esseri viverdd eun sottinsiemelel prodottocartesianalell'insieme
degli esseri viventi per sé stesso. Le coppie ordinate di esseri viventiiirprimo ele-
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mento ¢ il genitore del secondo sono coppie appartengono alla relaziaanein questo
caso, hon sono tutte le coppie ordinate di esseri viventi. Anzi le coppie ordinate di esseri
viventi che non appartengoafla relazione ci indicanproprio quandd'esserevivente
che occorral primo posto inunatale coppia ordinatanon € il genitore dell'essere vi-
vente che é secondo elemento di quella coppia ordinata.

Anaogamente, la relazioned'ordine tra numeri naturalisara il seguente insieme:
{(m,n): n e m sono numeri naturali e, partendddacontinuando a paaee al succes-
sore, si arriva ad m prima che ad n}.

Se il simbolo R indicana relazione, spessoyece discrivere(a,bYIR per dire che la
coppia ordinatda,b) appartienealla relazioneconsideratascriveremoaRb. Analoga-
mente, diremo anche che I'elemento a € neléezione R corielemento b, pedire che
la coppia ordinata (a,b) appartiene alla relazione R caso diremanche che lzormri-
spordead a nella relazione R.

Dicesidominiodi una relazione l'insieme costituito da tutti gli elementi che hanno corri-
spondente nella relazione: cioé il dominio dedlazione R, chei indicacondom(R), &
{x : esiste y tale che (x,yR}.

Se R é una relazione da A in B daiminio D della relazione R&curamente un #mn-
sieme del primo insieeA. Se poi De ugualeall'insieme A,allora diciamo che la rela-
zione R ¢otalein A, o, piu semplicemente, chetetale se e chiaro dalcontestoqual'e
I'insieme A. Notiamo che, mentre il dominio dipende solo dalla relaziotealéa non
si riferisce esclusivamentdla relazione, ma stéisce unlegame tra la reigone ed un
suo primo insieme: pertanto ha senso parlare di totalita solo rigfiatttozone direla-
zione da un insieme ad un altro.

Dicesicodominiodi unarelazione l'ingme costituito da tutti glielementi checorri-
spondono a queosanellarelazione cioe il codominiodella relazione R, che si indica
con cod(R), e l'insieme {y : esiste x tale che (xB}).

Se R e unarelazione da A in B, il codominiaéla relazione R sicuramente uisot-
tinsieme del secondo insieme. Se poi C € uguale all'insieroE, diciamo che la re-
lazione R ésuriettivasu B, o, piu semplicemente, chesériettivase e chiaro dal conte-
sto qual'e I'insieme B. Notiamo ancora chentre ilcodominio dipendeolo dalla re-
lazione, la suriettivita non si riferisce esclusivameatigerelazione, ma stabilisce un le-
game tra la relazione ed un suo secandieme: pertanto ha senparlare di suriettivita
solo rispetto alla nozione di relazione da un insieme ad un altro.

Riprendendo I'esempio della relazigy@nitori figli, possiamaconsiderar&come primo
insieme l'insieme degli essetventi, chenon coincidecon il dominio, essendquesto
costituito da tutti gli esseri viventi che hanno figli (e ce ne sono che nbanmm). Per-
tanto la réazione on e totalenell'insiemedegli esseri viventi, ma lo e nell'insieme dei
genitori se prendiamquest'ultimocomeprimo insieme. llcodominio ha peelementi
tutti gli esseri viventi che sono figikd esclude dunqueprimo essere viventdDunque
guesta relazize non é sriettiva sull'insiemedegli esseri viventi, méo e sull'insieme
dei figli se prendiamo questo come secondo insieme.

Consideriamaltri esempi direlazioni.Uno puoessere iseguente: laelazionechia-
miamola Ar, i cuielementisono lecoppie ordinatali figure geometriche chbanno u-
gual area. Un altro esempio puo esseseduente: la relazie, chiamiamol®/, i cui e-
lementisono lecoppie ordinatali prodotti suun mercato chéanno lo ssso prezzo.
Ed ecco un terzo esempio: la relazione, chiamiamola Id, i cui elementi sono le coppie or-
dinate di numeri naturali il cui primo elemento € uguale al secondo.

Pur essendeelazioni diverse,hanno &une proprieta incomune, vemonealcune
che ci interessano.

Notiamo subitache questeelazionipossonoessereconsiderate inmodo naturale rela-
zioni da un insiemad un altrascegliendo il dominicomeprimo insieme e il codomi-
nio come secondo insieme. Con questalta le relazionilal primo alsecondansieme
sono sia totali che suriettive. 8$servi,inoltre, che cosi, nei casionsiderati, ilprimo
insieme coincide con il secondo, e dunque si stanno considerando relazioni su A.
Una primaproprieta dicui godono le treelazioni e laseguente: dato ugualsiasi ele-
mento del dominio della relazione, la coppia ordinata chgudéelemerto del dominio
sia come primehe comesecondcelemento dellaoppia appartienalla relazione. Dia-
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mo il nome driflessivitaa questa proprieta e chiamianftessivele relazioni chegodo-
no di questa proprieta.

Un'altra proprieta di cuigodono letre relazioni € lsseguente: se una copmedinata,
sia (a,b), appartienalla relazione allora anche la coppia ordinata che hastgissi ele-
menti ma considerati nell'ordine inverso, (b,a), appartiene alla relazione. Dinameil
di simmetriaa questa proprieta e chiamiasimmetrichde relazioni che godono di que-
sta proprieta.

Una terza proprieta € la seguente: Se una coppia ordinata (a,b) appdetiertazione,
ed anche la coppia ordinata,€) che haper primoelemento ilsecondcelementodella
coppia pima consideratappartienealla relazione allora anche la coppia ordingfa,c)
che ha per primo elemento il prim@elento della primooppiae per second@lemento
il secondo della seconda coppia appartiene alla relazione. Diamo il ndraesdivita a
guesta proprieta e chiamiarmmansitivele relazioni che godono di questa proprieta.
Le relazioni su un certo insiencbe, come quelleconsiderate negliltimi tre esempi,
sono sia riflessivehe simmetrichehetransitive, vengonalette relazioni dequivalen-
za Nel seguito avremo piu volte occasione di considerare relazioni di equivalenza.

E' importante osservare quando una relazione € di equivalenza petahéaso, pos-

siano suddividere, ripattire il dominio in sotinsiemi disgiunti, detti classidi equivalen-
za, la cui unione é uguale al donarstesso netnodo seguente; l'insientelle classi di
equivalenza e detto una partizione del dominio. Per ogni elemento x del dondaila D
relazione R si consideri I'insiemg=S{u: (x,u)JR}, questa e unalasse diequivalenza.
Detto altrimenti, § € l'insieme degli elementi corrispondenti ad x nella relazioriRoR.
ché la relazione e totale, pegni x appartenente a D x® un sottinsieme dD. Osser-
viamo anche che per ogril®, X0Sx, perché la relazione é riflessiva, cioe (XR)
Consideriamo ora duglementi x e yappartenenti a D troro diversi, e leclassi § e
Sy. Facciamo vedere che @85y 0 S\nSy=0. Se §nSy=0 siamo aposto, altrimenti
SxnSyz0, e, in tal caso sia t un elemento ¢hSy. Perdefinizione tcorrisponde sia a
X sia a ynella relazioner, cioe sia (X,tJIR che(y,t)dR. Poiché R & simmetricanche
(t,y)OR, e, per latransitivita di R, siccome sia X,t)0R che (t,y)OR, allora anche
(x,y)OR, cioé x e y sonoellastessaclasse di equivalenza. Sia arain qualsiasi ele-
mento di §, cioe (X,vIR, allora anchgv,x)dR (per la simmetria)ed anchdv,y)oR
(per la transitivita), ed ancofg,v)OR (per la simmetria)sicché v € anchelemento di
Sy e &OSy. Analogamente si vede chg$y, e dunque 3=S,. Cosi si pudconclude-
re che se g S0 allora §=S, detto altrimenti due classi dguivalenza o coincidono
0 sono disgiunte.

Mostriamo infine chd'unione delle classi diequivalenza ¢roprio il dominio D.L'u-
nionedelle classi diequivalenza é I'ineme0{Sy:x0D}. Poiché §OD per ogni xiD,
allora anchd'unione di qesti insiemi écontenuta in Dcioe 0{Sy:xOD}OD. D'altra
parte ogni elemento x di Dappartiene a ;Se dunque On {Sx:xOD}. E allora
0{Sx:x0OD}=D, come si voleva far vedere.

Dimostriamo orahe,viceversadataunapartizione P di un insieme T, la relazione R
su quell'insieme costituita dalle coppie ordinateldmenti chestannonella stesseclas-
sedi equivalenza (cioR={(a,b): a e bappartengonalla stessaclasse diequivalenza
della partizione P} ), € una relane diequivalenzalnfatti, banalmente, ogrélemento
X € nella stessa classeedjuivalenza ircui si troval'elementostesso cioe (x,xX)OR per
ogni XOT, e cosi la relazione e riflessiva. Inoltre se un elemento x € nella stessa classe di
equivalenza dell'elemento y, allora anchiettteento y € nella s¢sa classe diquivalen-
zadell'elemento xcioé se(X,y)OR allora anchey(,x)OR, e la relazionee simmetrica.
Poi se un elemento x € nella stedsase di equivalenza dell'elemegi@ questo @el-
la stessaclasse dequivalenza déélemento zallora anchd'elemento x énella stessa
classe di equivalenza dell'elemento z, cioe se{R ¥ (y,zZJIR allora anche (x,ZR, e
la relazione e transitiva. Essendo sia riflessiva che simmetrica che transitelazizne
R e una relazione di equivalenza, come volevamo far vedere.

Si noti che séla una relaziondi equivalenzgassiamalla partizionesul suodominio
nel modosopraindicato e,poi, daquestapartizionepassiamalla relazione diequiva-
lenza degli elementi che stanno neliessa classe dguivalenzariotteniamo larelazio-
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ne di partenza. Detto altrimenti, data una relazébreguivalenza R, sB € la partizione
{Sx: S={u: (x,u)IR} e xadom(R)} e R' € laelazione{(a,b): a e bappartengonailla
stessaclasse diequivalenza dellpartizioneP}, dlora R=R'. Analogamentedata una
partizione P, se R € la relaziof(e,b): a e bappartengonailla stessaclasse dequiva-
lenza della partizione P}R' e lapartizione {&: Sx={u:(x,u)IR} e xodom(R)}, allora
P=P".

| risultati appena ottenuti ci permettono di valutare meglio lI'importanza delle relazioni di
equivalenza. Infatti ssci diconoche una &lazione chesussistara un primoelemento
ed un secondo di un insieme se i due elementi hannoentagroprieta in comunéso-
no uguali rispetto a uneertaproprieta), acesempioquella di avere glstessi genitori,
sonorelazioni di equivalenza a caoorrispondenaturalmente la partiziongell'insieme
nei sottinsiemi degli elementi che condividono quella certa proggetéouguali rispet-
to a quella certa proprieta).

Ci sonorelazioni che ctapiterafrequentemente dionsiderarehenon sonorelazioni
di equivalenza.

Eccone un primasempio.Consideriamo la seguentelazione tra numeri naturali:
R={(m,n): m e n sono numeri naélre, partendo da 0 @ntinuando a paaee al suc-
cessore, si arriva ad m prima che ad n}, cioe l'usuddeioned'ordine stretto tra i nu-
meri naturali. Possiamo considerare anche la usuale relazione d'ordine stret&dtéa le
re dell'alfabeto, che & unasa diversalalla relaziongrecedente. Considerianamche
la relazione S trasottinsiemi di un insieme Xosidefinita: {(s,t): sOIX e tOX e g1t e
s#t}, cioé la relazionedi inclusione propria, cioe di contenuto maon ugualetra i sot-
tinsiemi di X.

Anche queste relazioni hanno delle caratteristiche comuni, vediamone alcune.
Come perle relazioni di equvalenza, posoro es&recorsiderate in modo naturale rela-
zioni da un insieme ad un altreegiiendo l'uniondra il dominio e il codominio sia co-
me primo insieme&he comesecondo insieme. Sisservi,inoltre, checosi il primo in-
sieme coincide con decondo. Inoltrguesterelazionisonotransitive. Ma, aifferenza
di quantoavvienenelle relazioni diequivalenza, questelazioninon sono riflessive,
anzi, ancor di piu, nessweiemento detlominio e inrelazionecon séstessocioe, per
ogni elemento x del dominio della relazione, la coppia ordixaxa non appartienella
relazione.

Chiamiamoantiriflessivitaquesta proprietdelle relazioniconsiderate, e diremartiri-
flessivauna relazione chgoda diquestaproprieta,cioe unarelazioneR é antiriflessiva
se (X,X)IR per ogni x appartenente a dom(R).

Le relazioni su di un insieme clsgano antirifessive e transitivesono dette relazioni
d'orinestretta
Le relazionid'ordine strettonon sonasimmetriche Infatti, se lo fossero, se @ppia
ordinata (x,y) appartenesse alla relazione, anchegpia ordinatdy,x) le apparterreb-
be, ecosi pure lacoppia ordinatdx,x), per latransitivitadellarelazione, mecio con-
traddice l'antiriflessivita della relazione.

Non tutte le relazioni d'ordine stretto godono esattamente delle stesse proprieta. Gia da-
gli esempiproposti possiamoogliere alcune iferenze.Nella relazioned'ordine tra i
numeri naturali, considerati due qualsiasmeri naturalip unoprecedd'altro o l'altro
precede il primo o sono uguali. Piu in generale una reladimmdine stretto Rpud go-
dere della seguente proprieta: per afyre elementi x y appartenengllinsieme su culi
la relazione e data o (xy#iR o (y,XIR o0 x=y.

Questa proprieta di una relazione d'ordine stretto vienetdettamia.

Sinoti che archela relazioned'ordine usualetra le letteredell'alfabeto € unaelazione
d'ordine stretto che gode della tricotomigentne la relazione di catuto trasottinsie-
mi di un certo insieme con almeno due elementi, a e b, nondgtidetricotomia poiché
ci sono sottinsiemi non uguali, ad esempio {a} e {b}, thle nessunalei duecontiene
l'altro.

Una relazione d'ordine stretto che goda della tricotomia éetdeta (Attenzione a non
confondere la nozione di totalita di una relazione d'ordine con la nozidoglda di u-
na relazione da un insieme ad un altro quando il primo insieme coincide con il dominio).
Ma l'usuale relaioned'ordinetra i numeri naturalgodeanche diun‘altraimportante
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proprieta, e precisamente la seguente: prasgualsiassottinsieme del dominio'e un

elemento del sottinsieme con cui tgttialtri elementidel sottinsiemesono inrelazione,
cioé, nel nostro caso, piu piccolo dittgli altri elemeti del sottinsieme. Unaelazione
d'ordine stretto cheabbia ancheuestacaratteristica viene detiana relaione dibuon

ordine stretta

Notiamoche anchd'usualeordine strettadelle letteredell'alfabeto &€ urbuon ordine,
mentre l'usuale ordine stretto dei nuinieteri non € un buo ordine percé ci sono sot-
tinsiemi, adesempio quellaei numeri interinegativi,chenon hanno urelemento piu
piccolo di tutti gli altri del sottinsieme.

Rispetto ad una relazione d'ordine sunsieme, non sconsiderancolo confronti tra

singoli elementi, ma si possono precisare acahnatteristiche di cergottinsiemi. Ad e-
sampio il sottinsieme dei numenaturali costituito dai numeri parion ha unnumero
naturale maggiore, rispettla usualerelazioned'ordine, di tutti numeri pari. Mentre
per il sottinsieme dei numeri razionali compresi tra 0 esbid numerrazionali mag-
giori, secondo l'usuale relazione d'ordine dei razionali, di tutti i numeri del sottinsieme.

In generale, dato un insieme X, con uaziene d'ordine R su X, e un sgottinsie-
me non vuoto S, si dice che un elemento u di X maggioranteli S se per ogni x ap-
partenente a S 0 u=x o la coppia ordinata (x,u) appartiend>@ti.altrimenti, in X ri-
spetto ad una relaziomtordine R, u énaggiorante di S sefX e per ogni XIS si ha
che o x=u oppure (x,0R. Nell'ultimo esempio il numero razionale 5 éraaggiorante
del sottinsieme che era stato indicat@osi pure 1 50. Sivedeimmediatamente che
non edetto che csia un unicanaggiorante; addiritturpossonoces®Irci insiemi senza
maggioranti, come illustrato dall'esempio del sottinsieme dei numeri pari.
Simmetricamente, dato un insieme X, con unaziehe d'ordine R su X, e un suo sot-
tinsieme non vuoto S, si dice che un elemento t di X ginorarte di S seper ogni x
appartenente a S o x=t o0 la coppia ordinata (t,x) appartiene a R. Detto altrimenti, in X ri-
spetto ad una relazione d'ordine R, t € minorante di$Xse per ogni XIS si ha che o
x=t oppure(t,x)OR. Anche il minorantger alcuni sottinsiemipud non esserci, e, se
c'é, in generale non e unico.

Un insieme non vuoto che ha maggioranti si giggeriormentd mitato, mentre un in-
siemenon vuotoche ha minoranti si diceferiormenteli mitato, ed infine un insieme
non vuoto che ha sia maggioranti che minoranti siloig&ato.

In un insieme X, con una relazione d'ordinsRX, dato ursuo sottinsiem@on vuoto
S, si dice che un elemento M di ghasimde per S se in S non ci sortementi mag-
giori di M, cioe per ogni xappartenente a S la coppia ordin@tgx) non appartiene a
R. Detto altrimenti, M € massimale di S X rispetto ad unaelazioned'ordine R se
MOS e per ogni XS si ha che (M,X)R. Si noti che (M,XJR non vuolnecessariamente
dire che allora (x,M)R, poiché potrebbe essere x non confrontabile con M.
Analogamente, in un insieme X, con una relazione d'ordine R su X, dato un suo sottin-
sieme non vuoto S, si dice che un elemento m dinihignale per S sén S nonci sono
elementi minori di M, cioé per ogni X appartenente a S la coppia ordigata rfon ap-
partiene a R. Detto altrimenti, m émmale di S inX rispetto adunarelazioned'ordine
R se muS e per ogni XS si ha che (x,MR. Si notiche (x,m)JR non vuolnecessaria-
mente dire che allora (m3R, poiché potrebbe essere x non confrontabile con m.

Sempre in un insiemk, con unarelazioned'ordine R su Xdao un suosottinsieme
non vuoto S, sdice che un elemento M di Sngasimo per Sse, per ognix apparte-
nente a S e diverso da M, la coppia ordinata (x,M) appartiene a R. Detto altrimenti, in X
rispetto ad una relazione d'ordine R, M € il massimo di Ss® &per ogni XS e %M
si ha che(x,M)OR. Non édetto che ursottinsieme abbianassimo (ad esapio quello
dei numeri pari nel caso considerato precedentemente), 0@ seassimoallora que-
sto e unico.

Analogamente, in uimsieme X, con unarelazioned'ordine R su X, dato un suo
sottinsieme non vuoto S, si dice che un elemento m dingigno per Sse, per ogni x
appartenente a S diversoda m, la coppia ordinata (m,dppartiene a RDetto
altrimenti, in X rispetto adina relaioned'ordine R, m e iminimo di S se mS eper
ogni xaS e xm si ha che (m,xJR. Non edetto che ursottinsieme abbianinimo (ad
esempio quello deiumeri razionali strettamentaaggiori dizero comesottinsieme dei
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numerorazionali rispetto alla usualerelazioned'ordine), ma se c'éninimo, allora
guesto € unico.

E' opportuno estendere le nozioninahggiorante e minorante anche al caso in cui S e
I'insieme vuoto. In tal caso si conviettee ogni elemento di X siaaggiorane, poiché
non si trova alcun elemende| sottinsieme (che vuoto) che impediscad un qualsiasi
elemento di Xdi esseremaggiorante di quel sottinsienfeuoto), essendogli maggiore.
Analogamente si conviene che ogni elemento di X sia minorante, poiché non si trova al-
cun elemento del sottinsieme (cheudto) che impedisca ad un qualsiel@mento di X
di essere minorante di quel sottinsieme (vuoto), essendogli minore.

Si noti, pero, che il sottinsieme vuoto Hmne massimo rmainimo rispettoa nessuna
relazione d'ordine, perchéessi dovrebbero essestnenoelementi dekottinsieme, ma
guesto e vuoto.

Sempre in un insiemk, con unarelazioned'ordine R su Xdao un suosottinsieme
S, si dice che un elemento E di X @stremosuperioredi S se e il minimo dei
maggioranti, mentre slice che éstremainferiore se € il massimodei minoranti. E'
immediato dalleprecedenti definizioni che un insiemen superiormente tnitato non
puo avere estremo superiore, e chegieme non inferiormentanitato non puodavere
estremainferiore. In base quanto conventuto smaggioranti eminoranti, l'insieme
vuoto ha per estremo superioreminimo dell'insieme X, sequestoesiste, e per
estremo inferiore il massimo dell'insieme X, ancora se questo esiste.

Esercizio. Si costruiscano esempi delle nozioni introddtiejllustrino i varicasi pos-
sibili e loro combinazioni.

Spesso si considera la relazione minore od uguale, ad eseanpionerinaturali, cioe
la relazione {(m,n): n e m sono numeri natuealpartendo da € continuando a passare
al successore, si arrie@ m prima chad n o contemporaneamentuestanon € una
relazione d'ordine stretto perchéféessiva enon antiriflessiva. Maltre adessere una
relazione sul suo dominio che e sfessiva che transitiva, questelazionegodeanche
della seguente proprieta: se la coppia ordinata (a,b) e la coppia ordiagenttambe
appartengono alla relazione, allora a=b. Detto altrimenti se a € in relazioneconb e b e in
relazione con a allora a e b sono uguali. Questa proprieta di una relazibizensianti-
simmetrig e diremo relaziorantisimmetrichejuelle che godondella proprietéantisim-
metrica.

Chiameremagelazioned'ordineunarelazione su un insienghe sia riflesiva antisim-
metrica e transitiva.

Tra le nozioni di relazione d'ordine stretto e relazione d'or#neinforte legamepre-
cisato dalle seguenti osservazioni.

Sia R una relagned'ordine su un ineme A. Consideriamo laelazioneR'={(a,b):
(a,bIR e &b}. R' € una relazione d'ordirgretto inclusa in RViceversa, se R € una
relazione d'ordine stretto, si consideri la relaziBve{(a,b): (a,bJIR oppurea=b}. R’

e una relazione d'ordirdhe includeR. Nonsolo, sesi passanei modi descritti da una
relazione d'ordine ad una relazione d'orditnetto e da questa ad ureazioned'ordi-
ne si riottiene la relazione di partenza; e, analogamente psssanei modi descritti da
una relaioned'ordinestretto ad unaelazioned'ordine e daguesta ad uneelazione
d'ordine stretto si riottiene la relazione di partenza.

Nelle considerazioni fin qvolte, si son@onsiderse solorelazioni i cuielementi so-
no coppie ordinate dindividui. Ma, spesso ci sirova di fronte aelazioni che legano
tra loro piu di due individuiAd esempio essenan certopunto sullasuperficie terrestre
e una relaione chdega traloro tre elementi: ldongitudine, lalatitudine el'altezza di
guel punto. Cosianchese, per semplicita, abbiamchiamato relazioni quelle conside-
ratefinora, piupropriamente avremmdovuto chiamarle relazionbinarie per indicare
che ad esse appartengono coppie ordinate di elementi.

Il numerodedi elemerti che sonolegati traloro in una elazione viene dettodrietadi
guella relazione. Cod¢ relazioni binariehannoarietadue, larelazione trdongitudine,
latitudine edaltezzache e quella dindicare unpunto sullasuperficie terrestre harieta
tre, 0,come si dicausualmente, e ternaria, egeneraleunarelazione costituita da n-
uple ordinate di elementi ha arieta n, o, come si usa dire, € n-aria.
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Si noti che n puo essere anche 1talncaso larelazione si diceinaria ed € un insieme
di 1-uple ordinate cioe di elementi, come abbiaranvenuto sicché una relaone una-
ria e uninsieme. Spessouna rehzione unaria viendettauna proprietaCome esempio
di relazione unaria si puo considerkreelazione essemumeronaturalepari. E' ovvio
che il soggetto di cui si puo dire chepari € un solo elemém sicchéla relazione ro-
prio unaria, e che gli elementi pari costituiscono un insieme.

Anche per le relazioni di atéen, con n un calsiasi numes naturale, spossonaintro-
durre varie nozioni analoghe a quelle viste per le relazioni binarie.
Corrispondentemente alla nozione@azione da un insieme ad un altro si avra la no-
zione direlazionen-ariatragli insiemi Ap, Ao, ... , Ay Questasara ungn+1)-upla or-
dinata (A, A2, ..., A, R) incui A, Ao, ..., Ay sono insiemi e R ana relazione, nel
senso gia introdtd di insiemedi n-uple ordinate,tale che glielementi chesonoprimo
elemento di n-uple ordate appartenenti & appartengono ad 1A quelli chesono se-
condo elemento di n-uple ordinate appartenenti ad R appartengoapeadosi via fino
a dire che quelli che sono n-esimo elemento-dple ordinge appartenenti aR appar-
tengono ad A Si noti che la relazioneun sottinsieme del prodottartesiano degli in-
siemi Ag,Ao,...,An, Cioe AixAox..xApOR.

Se gli insiemi A, Ay, ..., A, sono tutti uguali ad un insieme A, rielazione n-aria tra
gli insiemi Aq, Ao, ..., Ay viene detta ungelazionen-ariasu A.
Ancorapossiamoparlare didominio, maguestavolta dovremo direprimo dominio
l'insieme { x : esistono %,...,%, tali che (x,x2,..., %)0OR}, secondadominio l'insie-
me { Xo : esistono x,X3,...,X, tali che (%,X2,...,X7)0R}, e cosivia fino a n-esimo do-
minio che sara l'insieme {,x esistono x,Xo,..., -1 tali che (>¢,X2,...,%1-1,Xn)OR}.

E' chiaro che rispetto alla nozione di relazione n-aria tra insiemi si avra che l'i-esimo do-
minio (i=1,2,...,n) & ursottinsiemedell'i-esimodegli insiemidella relazione transie-
mi. Se l'i-esimo dominio (i=1,2,...,n) & uguale all'i-esimo insieme della relariana
diremo che laelazione éotalenell'i-esima componenténcheora, mentre la nozione
di i-esimo dominio (i=1,2,...,n) si puo introdunigpettoalla nozione direlazionen-a-
ria, la nozione di totale si riferisce solo alla nozione di relazione n-aria tra insiemi.
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