
Se A è indipendente, allora esiste uno scheduling che permette di eseguire tutti i lavori entro la scadenza. Visto che
si può eseguire un lavoro al più per unità di tempo, il numero di lavori eseguibili entro il tempo t è ≤ t . Si ottiene quindi
che Nt (A) ≤ t .

Sia Nt (A) ≤ t per un insieme A di lavori. Questo significa che per ogni istante t esistono al più t lavori che hanno
scadenza inferiore a t . Dato che non importa quando iniziano, è sufficiente, per valori di t crescenti a partire da 1,
allocare i lavori negli slot liberi per ottenere uno scheduling che soddisfa i vincoli. In dettaglio:
Quando t = 1 c’è solo uno slot e al più 1 lavoro da eseguire.
Quando t = 2 ci sono 2 slot e al più 2 task da eseguire: è sufficiente assegnare in qualsiasi ordine i lavori agli slot.
E così via. Tutti i lavori terminano entro la scadenza. Di conseguenza A è indipendente.

Per verificare se un insieme A è indipendente, è sufficiente costruire Nt () e verificare che soddisfi il vincolo Nt (A) ≤ t :

Function isIndependent(A,d)
// A è l’insieme; d è il vettore delle scadenze
N = int[|A|];1

foreach (x ∈ A) do2

i = d [x];3

N [i ]++; // Aggiorna # task che scadono entro i4

if (N [i ] > i ) then5

return falso;6

endif7

endfch8

return vero9

La complessità è O(n).

Esercizio 3.3. Il problema del resto in monete consiste nel formare il resto di n ¢ usando il minor numero possibile di
monete. Si assume che il valore delle monete sia un intero.

1. Se le monete sono da 1, 5, 10 e 15 ¢, dimostrare che un esiste un algoritmo greedy che determina la soluzione
ottima.

2. Lo stesso se le monete sono c0,c1, . . . ,ck ¢ con c > 1 e k ≥ 1.

3. Definite un insieme di monete per il quale l’algoritmo greedy può non determinare la soluzione ottima. L’insie-
me deve includere la moneta da 1 ¢ per garantire l’esistenza della soluzione.

Soluzione. La scelta greedy consiste nello scegliere il massimo numero possibile di monete di taglio massimo.

Procedure RESTO(R, t ,n)
// t1 > t2 > . . . > tn = 1 sono i tagli delle monete. R è il resto da dare.
for (i = 1; i ≤ n; i ++) do1

A[i ] = $R/ti %;2

R = R mod ti ;3

endfor4

// A[1], A[2], . . . , A[n] sono il numero di monete di taglio t1, t2, . . . , tn.

Dal testo dell’esercizio abbiamo che i tagli sono t1 = 15, t2 = 10, t3 = 5 e t4 = 1. Sia A[1], . . . , A[4] una qualsiasi
soluzione ottima per un certo resto R.

Quindi R =∑4
i=1 Ai ti con n

∑4
i=1 Ai minimo.

Sia Rk =∑4
i=k+1 Ai ti la somma delle monete di taglio inferiore a tk .

Se riusciamo a dimostrare che Rk < tk per ogni k allora la soluzione ottima A[1], . . . , A[4] è proprio la soluzione che viene
calcolata dall’algoritmo e dunque l’algoritmo calcola una soluzione ottima.

• R4 : R4 = 0¢< t4.

• R3 : R3 = A[4]¢. Per l’ottimalità A[4] < 5, altrimenti potrei sostituire le 5 monete da 1¢ con 1 da 5¢. Quindi
R3 ≤ 4¢< t3.

• R2 : R2 = A[4]¢+A[3]5¢. Per l’ottimalità A[3] < 2, altrimenti potrei sostituire le 2 monete da 5¢ con 1 da 10. Quindi
R2 ≤ 5¢+4¢< t2.

• R1 : R1 = A[4]¢+A[3]5¢+A[2]10¢. Per l’ottimalità A[2] < 3, altrimenti potrei sostituire le 3 monete da 10¢ con 1 da
15. Quindi R1 ≤ 20¢+5¢+4¢< t1.
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