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CAPITOLO 1

Esercizi riguardanti equazioni
differenziali ordinarie

1.1. Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine

1.1.1. Esercizi svolti

# Esercizio 1.1.1. Si determini la soluzione y(t) del sequente problema di Cauchy

=Y
y* +4
y(0) =2

t
ia) tende a un numero finito e non nullo per

Inoltre si determani il valore o > 0 per cui

t — +o00.

Si tratta di un’equazione non lineare del primo ordine a variabili separabili. Integrando si
244
/(y j; > dy:/tdt+0
Y
da cui
4 4 y? 44 12
y—— = 1+ ) dy= 5 dy=—+0C
Y y y 2

ottiene subito




1 ESERCIZI RIGUARDANTI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

quindi imponendo il dato di Cauchy, si ha immediatamente C' = 0. Dunque si ha

2_4_152_11
Y775
Yy

Il numeratore puod essere visto come un’equazione di secondo grado in y. Quindi risolvendo si
ha

PRF\THI6 2r A

Siccome il dato di Cauchy ¢ incompatibile con la scelta del segno meno (si avrebbe y(0) = —2)

la soluzione richiesta del problema di Cauchy proposto é

2+ Vi + 64
y(t) = f

Ora, siccome V/t* + 64 ~ t* per t — +00, si ha che y(t) ~ % quindi il valore di « richiesto ¢é
a=2.

# Esercizio 1.1.2. Si determini la soluzione y(t) del sequente problema di Cauchy

, P4t
y " 2e2Y + Gev
y(0) =0

Si tratta di un’equazione differenziale non-lineare, del primo ordine, a variabili separabili. Si

ottiene X )
t t
6%+6&Zi/@3y+6&ﬁw=i/@2+®dh=§4H§+C1
Imponendo il dato di Cauchy si ottiene C' =7 da cui
A
e —— — = — 7=0
e~ + be 3 5

A questo punto dobbiamo cercare di ricavare la y. Poniamo z = eY. Allora cercando di
ricostruire un quadrato si ottiene
3 2

(z+$2:f+ﬁz+9:9+§4~5+7

v / 3 12
=z=-3 16+ —+ —.
e z F + 3 + 7

Il segno meno della radice deve essere scartato a causa della positivita dell’esponenziale e anche

da cui

della incompatibilita del dato di Cauchy. In conclusione dunque

3 2
y(t) =log | =3+ 16—1—5—1—5 .

6



1.1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL PRIMO ORDINE

# Esercizio 1.1.3. Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy

y/ = 3e% — y2
y(0) =1

Allora il grafico di y(t) vicino all’origine ha:
O concavita verso [alto e retta tangente con pendenza positiva,
O concavita verso il basso e retta tangente con pendenza positiva,

O concavita verso l'alto e retta tangente con pendenza negativa;

O concavita verso il basso e retta tangente con pendenza negativa

Si tratta di un problema di Cauchy in cui compare un’equazione differenziale del primo or-
dine non lineare e non a variabili separabili. Quindi in linea di principio non sappiamo come
ricavare la soluzione. Ma ai fini dell’esercizio ¢ importante soprattutto conoscere non tanto
la forma esatta dell’equazione quanto il comportamento della stessa localmente, in particolare

vicino al punto zy = 1. Allora considerando ’equazione si ottiene:
y'(0)=3-0=3>0

quindi ricordando il significato geometrico della derivata prima, I'informazione y'(0) > 0 ci dice
che vicino a xg = 1 la soluzione ha retta tangente con pendenza positiva. Inoltre derivando
I’equazione si ottiene

y/l:3€I_2yy/

da cui
y"(0)=3—-2y(0)y'(0)=3—-2-1-3=-3<0.

Per cui ricordando il significato geometrico della derivata seconda, questa informazione ci dice
che vicino al punto xy = 1 la soluzione ha concavita verso il basso. La risposta esatta ¢ dunque

la seconda.

1.1.2. Esercizi proposti

# Esercizio 1.1.4. Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy

. eyTl
e T 4]
y(0) =1




1 ESERCIZI RIGUARDANTI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

= R.

1 1 ?
Yy = —§log(e_z+1)+\/§+§log2 — 1.

# Esercizio 1.1.5. Si determini la soluzione y(t) del sequente problema di Cauchy

{ Y =+ ) - 1)
y(0) = —1

# Esercizio 1.1.6. Si determini la soluzione y(t) del sequente problema di Cauchy

{ v = (3 +27y?) (wed® — 227%)
y(0) =0

1
y(t) = 3 tan (3te™ — e — 6t° + 1) .

# Esercizio 1.1.7. Determinate la soluzione generale dell’equazione differenziale 1

Qe 3V,




1.1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL PRIMO ORDINE

1.1.3. Test a risposta multipla

# Esercizio 1.1.8. Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy

Y
{y_t+
y(0) =1

Allora y(1) =
O e;

o 2;

0 V2

0O +e.

# Esercizio 1.1.9. Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy

y —(t+2) (1+§) —0
y(0)=1

Allora il grafico di y(t) vicino all’origine ha:

O concavita verso l'alto e retta tangente con pendenza positiva;
O concavita verso il basso e retta tangente con pendenza positiva,;
O concavita verso ’alto e retta tangente con pendenza negativa;

O concavita verso il basso e retta tangente con pendenza negativa

¢ R. Concavita verso il basso e retta tangente con pendenza positiva.

# Esercizio 1.1.10. Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy

y' = 3sint + y?
y(0) =m

Allora il grafico di y(t) vicino a 2o = 0 ha:
O concavita verso l'alto e retta tangente con pendenza positiva;
O concavita verso il basso e retta tangente con pendenza positiva;

O concavita verso ’alto e retta tangente con pendenza negativa;

O concavita verso il basso e retta tangente con pendenza negativa

¢ R. Concavita verso l'alto e retta tangente con pendenza positiva.




1 ESERCIZI RIGUARDANTI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

1.2. Equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine

1.2.1. Esercizi svolti

# Esercizio 1.2.1. Si determini la soluzione y(t) del sequente problema di Cauchy

y" — 6y + 9y = 3t + 2
y(0) = -1
y'(0) =2

Si tratta di una equazione differenziale ordinaria lineare del secondo ordine, a coefficienti

costanti non omogenea. L’equazione caratteristica associata ¢
2 —
r°—6r+9=0

che da come soluzioni r = 3 con doppia molteplicita. Quindi la soluzione generale dell’equazione
omogenea €:

2(t) =cre® +epte™

al variare di ¢,co € R. Ora cerco una soluzione dell’equazione non omogenea associata. Per
il metodo di somiglianza, la cerco nella forma y(t) = At + B. Quindi 7'(t) = A e §'(t) = 0.

Inserendo questi dati nell’equazione di partenza si ottiene dunque
0—-6A+9(At+ B) =3t +2

da cui si deduce (uguagliando tra loro i coefficienti del termine di primo grado e uguagliando

tra loro i termini noti)

asl ot
3 9

Quindi la soluzione generale dell’equazione non omogenea di partenza é:

1 4
y(t) = z(t) + () = cr € + cat €™ + §t+ 5

al variare di ¢1,co € R. A questo punto impongo i dati di Cauchy per risolvere il problema
associato. Prima di tutto si ha

-1 =y(0) :cl+é; (1.2.1)

in secondo luogo, ricordando che

1
y(t)=3cre® +3cyte’ + e’ + 3

10



1.2 EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL SECONDO ORDINE

si ha

1
2=9y(0)=3c;1 +ca+ 3 (1.2.2)

A questo punto si deve risolvere il sistema lineare non omogeneo a coefficienti costanti costituito
da (1.2.1)-(1.2.2). Ricavando ¢; dalla (1.2.1) e inserendo il risultato nella (1.2.2), si ottiene

con semplici calcoli

13 1 o 13
ClL = ——, CQZQ———301:—+—:6.

9 3 3 3

Concludendo, la soluzione del problema di Cauchy proposto é:

13 1 4
t)=——"el 4 6te’ + ~t+ .
y(t) 96 +6te +3+9

# Esercizio 1.2.2. Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy

y'+2y =3y =0

y(0) =0
y'(0) = 1.
Allora limy_,, o y(t) =
Oo0;
Onon esiste;
O +o0;
O —oo

L’equazione 3" + 2y’ — 3 & un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine a coeffi-
cienti costanti omogenea. L’equazione caratteristica associata ¢ 72 + 2r — 3 = 0 che da come

soluzioni r = 1 e r = —3 da cui la soluzione generale dell’equazione risulta
y(t) =cret +cye ™,
al variare di ¢1,co € R. A questo punto impongo i dati di Cauchy; si ottiene
0=y(0)=c; +co
mentre osservando che y/(t) = ¢ €' — 3¢y e si deduce

1=49'(0) =c¢; — 3o

quindi




1 ESERCIZI RIGUARDANTI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

Quindi la soluzione generale dell’equazione di partenza risulta

1 1
y(t) = Zet - Ze_gt.

A questo punto chiaramente
lim y(t) = +o0

t——+o0

quindi la risposta corretta ¢ la terza.

# Esercizio 1.2.3. Si determini la soluzione y(t) del problema di Cauchy

y" — 1y — 2y = cos(2t)
y(0) =1
y'(0) = 0.

L’equazione y"” — ¢ — 2y = cos(2t) é un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine
a coefficienti costanti non omogenea. L’equazione caratteristica associata alla corrispondente

equazione omogenea €
r?—r—2=0

che da come soluzioni r = —1 e » = 2. Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea ¢é
2(t) =cret +cpe?,

al variare di ¢;,co € R. A questo punto, dal metodo di somiglianza, cerco una soluzione

particolare dell’equazione non omogenea del tipo
y(t) = asin(2t) + [ cos(2t).
Prima di tutto si ha
7 (t) = 2acos(2t) — 28 sin(2t); 7' (t) = —4asin(2t) — 43 cos(2t).
A questo punto, inserendo i dati ottenuti nell’equazione di partenza, si ottiene
—4dasin(2t) — 46 cos(2t) — 2a cos(2t) + 25 sin(2t) — 2asin(2t) — 26 cos(2t) = cos(2t)
da cui, con semplici calcoli
(—6a + 25) sin(2t) + (—2a — 603) cos(2t) = cos(2t)

da cui uguagliando i coefficienti dei termini simili si ha

1

-6 - = =55
a+26=0 N 20
—2a — 60 _ 3
20

12



1.2 EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL SECONDO ORDINE

Quindi una soluzione particolare dell’equazione si partenza é data da

1 3
y(t) = ~55 sin(2t) — 20 cos(2t).

da cui la soluzione generale ha la forma

1 3
y(t) = cre™ +cpe® — 20 sin(2t) — 0 cos(2t).
Imponendo i dati di Cauchy, con semplici calcoli si ottiene la seguente soluzione del problema
di Cauchy proposto

11 5 1 3
y(t) = 15 €+ 5 € — 55 Sin(2h) — o5 cos(20).

# Esercizio 1.2.4. Si determini la soluzione y(t) del problema di Cauchy

y// _ 43/ + 8y — 67215
y(0) = -1
y'(0) = 0.

¢ R. Equazione differenziale ordinaria lineare del secondo ordine non omogenea a coeffici-
enti costanti. Equazione caratteristica r?> —4r +8 = 0 da cui r = 2 F 2i.

Soluzione generale dell’omogenea
y(t) = c; e sin(2t) + ¢y €*' cos(2t).

Cerchiamo una soluzione particolare della non omogenea nella forma y(t) = Ae " da cui
inserendo nell’equazione tale espressione assieme all’espressione delle sue derivate si ottiene
facilmente A = 1/20.

La soluzione generale della non omogenea ¢ dunque

1
y(t) = c1 €* sin(2t) + ¢y e* cos(2t) + 20 e 2,

Imponendo i dati di Cauchy si ottiene facilmente che la soluzione del problema di Cauchy

proposto ¢

11 21 1
y(t) = m e? sin(2t) — 30 e* cos(2t) + % e 2.

13



1 ESERCIZI RIGUARDANTI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

1.2.2. Esercizi proposti

# Esercizio 1.2.5. Si determini la soluzione y(t) del problema di Cauchy

y" — vy — 2y = sin(2t)

y(0) =0
y(0) =1L
= R.
7 5 3 1
y(t) = _Ee_t + Eth ~ 55 sin(2t) + 20 cos(2t).

# Esercizio 1.2.6. Determinate la soluzione generale dell’equazione differenziale y" — 4y’ +

13y = 4x.

# Esercizio 1.2.7. Determinare la soluzione generale dell’equazione differenziale

2y + 3y’ + 4y = 0.

# Esercizio 1.2.8. Si risolva il seqguente problema di Cauchy:

y'+6y +8y=e"+1*,  y()=2, y(1)=3.

# Esercizio 1.2.9. Si risolva il sequente problema di Cauchy:

Y+ 2(tant)y = t, y(—1) = 4.

# Esercizio 1.2.10. Si determini la soluzione y(t) del problema di Cauchy

T

Y'Yy -2y =—e
y(0) =0
y'(0) = 0.

14




1.2 EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE DEL SECONDO ORDINE

# Esercizio 1.2.11. Si risolva il sequente problema di Cauchy:

y' + 3(cott)y =t, y(—1) = —m.

# Esercizio 1.2.12. Si risolva il sequente problema di Cauchy:

y' 4 6y + 8y = e + /72, y(1) =0, y(—1) =2.

# Esercizio 1.2.13. Si risolva il sequente problema di Cauchy:

y — 6(cott)y =t, y(2) = 7.

# Esercizio 1.2.14. Si risolva il sequente problema di Cauchy:

Y + (tant)y = 212, y(1) = 3.

# Esercizio 1.2.15. Si consideri [’'equazione differenziale
y® — 2y + 5y = 0.

(i) Se ne determini l'integrale generale.

(i1) Trovare, se esistono, tutte le soluzioni y(t) tali che

(11i) Determinare lintegrale generale dell’equazione differenziale

y® — 2y + 5y = 3te’.

15




1 ESERCIZI RIGUARDANTI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

# Esercizio 1.2.16. (i) Determinare 'integrale generale dell’equazione differenziale
y" — 6y’ + 9y = 0.
(ii) Determinare lintegrale generale dell’equazione differenziale

y" — 6y 4 9y = cos(V/2t).

# Esercizio 1.2.17. (i) Determinare Uintegrale generale dell’equazione differenziale
y" — 4y’ + 13y = 0.
(ii) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale

Y — 4y + 13y =1 + *.

# Esercizio 1.2.18. (i) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale
y/// + y/ — 0
(i1) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale

y///+y/ — 1+6t

# Esercizio 1.2.19. (i) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale
y' =2y + 17y = 0.
(i1) Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale

y" — 2y + 17y = sin(2t).

16




CAPITOLO 2

Esercizi riguardanti il calcolo

infinitesimale per le curve

2.1. Funzioni a valori vettoriali e curve

2.1.1. Esercizi svolti

# Esercizio 2.1.1. Sia v la curva piana una cui parametrizzazione in coordinate polari é
p(¥) = 9%+ 1, on 0 <9 < 27, Dopo aver disegnato sommariamente il sostegno di vy, deter-
minare 1 versori tangente e normale al sostegno di v nel punto () e scrivere un’equazione

della retta tangente nello stesso punto.

Si ha
z(¥) = (¥* + 1) cos ¥
y(¥) = (92 + 1) sin? 0<d9<2r
{ 2'(9) = 20 cos ¥ — (V2 + 1) sin

y'(¥) = 29sind + (9% + 1) cos v

¢ (1) = (=27, — (7 + 1)).

Versore tangente:

T(W):< —27 ™+ 1 )

\/7r4+67r2+1’_\/7r4+67r2+1

17



2 ESERCIZI RIGUARDANTI IL CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

Versore normale:

N(ﬂ):(_ ™+ 1 | 2 )

Vit 4+6m2+1 Vrt+6m2+1
Retta tangente: equazione parametrica

r=—(m?+1)— 2t
y=—t(r*+1) teR

Retta tangente: equazione cartesiana

m2+1 (2 +1)?
T+ .

y= 2 2T

# Esercizio 2.1.2. Determinare una parametrizzazione della curva chiusa v che si ottiene
percorrendo prima da sinistra verso destra il grafico di f(x) = (1/3)(2x — 1)%2 per 1/2 <
x <1 e poi da destra a sinistra il segmento congiungente gli estremi del grafico di f stessa.

Disegnare quindi il sostegno di v e calcolarne la lunghezza.

Si ha
r=1
M=
y=102t—102 LI<t<1;
x:%—%t
Y2 =
y=32-t) 1<t<2
Si ha
(t) = (1,v2t —1).
Da cui

o L [f tw] R

# Esercizio 2.1.3. Data la curva v avente equazione in coordinate polari p = 20 con
—m < 0 < 7, determinate la lughezza di v; determinate poi un versore tangente alla curva

nel punto corrispondente a 0 = ¢ e calcolate il limite per ¢ — 07 di questo versore.

18



2.1 FUNZIONI A VALORI VETTORIALI E CURVE

Uno puo calcolare direttamente la lunghezza della curva con la formula che coinvolge le co-
ordinate polari oppure passando per una rappresentazione parametrica della curva. In questo
caso, posto

®(t) = (p(t) cost, p(t)sint) = (2t* cost, 2t* sin t)

con —m <t <, siha
®'(t) = (4t cost — 2t* sint, 4t sint + 2t cost)
da cui
D/ (1)|* = 16t* + 4t |@'(t)] = /4t2(4 + 2) = 2|t|V4 + 12,

per cui

i T 4 T4 32
L= / 2t| V4 + t2dt = 2/ V2 4+ 42t dt = [g(ﬂ + 4)3/2] = §(7r2 +4)3/2 — 5
o 0 0
Il versore cercato risulta

®'(e)  (4ecose — 2e?sing, desine + 2 cose)

[@'(e)] 20e[vA+ &2

quindi se € > 0, allora

() ( 2cose esine  2sine N £Cose ) S (1.0)
T(E) = - > ’
VA+e2 Vi4e2 Ji+er  Va+e?

# Esercizio 2.1.4. Data la curva v parametrizzata da (€' cost,e'sint) con —2r < t <
27, determinate la lunghezza di ~y; determinate poi la retta tangente alla curva nel punto

corrispondente a t = 0.

Se ®(t) = (e’ cost, e’ sint) allora ®'(t) = (e'(cost — sint), e'(sint + cost), quindi

|®' ()] = €' Vcos2t + sin?t — 2sintcost + sin? ¢ + cos2 ¢ + 2sint cost = e'/2.

Allora )
L(y) = / eV2dt = V2(e* — 7).

2

Poi per t = 0si ha ®(0) = (1,0) e ®’(0) = (1, 1), e la tangente cercata ha equazione parametrica
r=1+1

y=t
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2 ESERCIZI RIGUARDANTI IL CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

o cartesiana y = x — 1.

# Esercizio 2.1.5. Data la curva la cui equazione in coordinate polari é p = 26, determinare
. ™ . .
un vettore tangente alla curva nel punto che corrisponde a 0 = 5 e scrivere ['equazione

cartesiana della retta tangente nello stesso punto.

Determiniamo un’equazione parametrica della curva data in coordinate polari. Si ha
z(0) = p(0) cosf = 26 cos
y(0) = p(0) sinf = 20 sin 6.

A questo punto, un vettore tangente alla curva nel punto che corrisponde al generico 6 é dato

da
x'(0) = 2cos @ — 20sin 6

y'(0) = 2sin 6 + 26 cos 6.

da cui un vettore tangente alla curva nel punto che corrisponde a § = 7 ¢ dato da

(5) -
/()=

A questo punto, 'equazione cartesiana della retta tangente al punto corrispondente al generico
Oy €
y'(00)(z — 2(6h)) = 2'(0)(y — y(0h))

. m .
per cui, se fp = > si ha,

2 —0) = —7(y — ) 27 + Ty = 7.

2.1.2. Esercizi proposti

# Esercizio 2.1.6. Si calcoli la lunghezza ., della curva

2+ 3t

A(t) = (T,Qt - 1,ln(t)> ,

St calcolino inoltre le equazioni della retta r tangente alla curva nel punto Z(l) e del piano

<t <2

N | —

m perpendicolare alla curva nello stesso punto.
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2.1 FUNZIONI A VALORI VETTORIALI E CURVE

# Esercizio 2.1.7. Si consideri la curva in R3 definita dalle equazioni parametriche
r=te*, y=3te*, z=2te* t €[0,1].

Determinare la retta tangente alla curva nel punto corrispondente al valore del parametro

t = 1/2. Determinare il piano ortogonale alla curva nello stesso punto.

# Esercizio 2.1.8. Si consideri la curva piana:

0= o = (5.5 -1). izo0

a) Se A = ~(0), trovare un punto B = ~(s), tale che la lunghezza dell’arco AB sia
5(v8—1)

3
b) Serivere le equazioni della retta tangente e della retta normale a ~y nel punto B.

esattamente

# Esercizio 2.1.9. Si consideri la curva nello spazio:
v(t) := (z(t),y(t), 2(t)) = (¢! cost, e sint, el v/3), t € (—o00,+00).

a) Trovare il numero to per il quale la distanza di ~(ty) dall’origine é 2.

b) Trovare il numero t, per il quale la lunghezza dell’arco avente estremi y(ty) e y(t1) & 2+v/5.

¢) Trovare ’equazione del piano normale e della retta tangente a y(t) nel punto v(ty).

# Esercizio 2.1.10. Si consideri la curva
2 .
() = <COS 2t + 2t sin 2t, sin 2t — 2t cos 2t, gt‘j) t € [0,4+00).

_ 38
a) Determinare il punto t > 0 per il quale la lunghezza dell’arco di estremi v(0) e y(t) & 3

T
b) Secrivere lequazione del piano o normale alla curva nel punto v <§> .

21



2 ESERCIZI RIGUARDANTI IL CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

2.2. Integrali di prima specie

221 Esercizi svolti

# Esercizio 2.2.1. Parametrizzate il tratto del grafico della funzione €® compreso tra x = 0
e x = 1; detta v tale curva, calcolate l'integrale su v di f(x,y) = ye®; calcolate infine la

lunghezza di .

Una parametrizzazione di v ¢ data da

si ha inoltre

A questo punto

[(1+€2)3/2 —1].

1 3/271
/f(ﬂi, y)ds = el e'/1 4 e = 1 {—(1 + €2t)3/2] = 1
N 0 2 0 9

3/2
Infine

L(y) = /01 V1 + e2tdt.

Troviamo / V1 + e2t dt effettuando il cambio di variabile v/1 + €2t =: z da cui 2t = log(2*—1).
Si ha

57 7 z _ 1 _ 1 z—1
/\/1—|—€ dt /z22_1dz /<1+Z2_1> dz z+210g o +C.

Allora

L(y):/olx/mdt:

1 V1 2t 1
v1+e2t+§log< te )

V1i4e?t 41 0
1 VIter—1 1 V2 -1

=1+ +=log| ——— | -Vv2—=1lo .
2 B\ Vire+1 2 %\ Ve
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2.2 INTEGRALI DI PRIMA SPECIE

# Esercizio 2.2.2. Data la curva vy parametrizzata da ®(t) = (t cos 2t, —t sin 2t), determi-

nate la retta tangente alla curva nel punto che corrisponde a t = 0 e calcolate l'integrale
della funzione f(x,y) = \/x? + y? sulla parte di curva con —1 <t < 1.

Si ha ®'(t) = (cos 2t — 2t sin 2t, — sin 2t — 2t cos 2t), dunque ®’(0) = (1,0); essendo ®(0) = (0, 0)

la retta tangente passa per (0,0) con direzione (1,0), ed é pertanto I'asse x. Si ha poi

|®'(¢)|> = cos? 2t + 4t sin® 2t — 4t sin 2t cos 2t + sin® 2t + 4t% cos? 2t + 4t = 1 + 4¢*

quindi |®'(t)| = V1 + 4¢2. Allora l'integrale diventa

1 1 1
/\/t200522t+t251n22t]¢>’(t)]dt:/ \/75_2\/1+4t2dt:/ t|V/1 + 412 dt
-1 -1 -1

:2/01\/1+4t2tdt:%/15\/§ds: g[s\/g]?:é(5\/5—1).

1
4

# Esercizio 2.2.3. Considerate la curva v parametrizzata da (sint,t,1) con 0 <t < 2m;

determinare il vettore tangente a -y in ciascuno dei punti corrispondenti at =0, t =7, t =

m, disegnate accuratamente v e calcolate l'integrale su v della funzione xyz\/1 + cos?y.

v ¢é il grafico della funzione sinx sul piano z = 1. Si ha /(¢) = (cost, 1,0) 4/(0) = (1,1,0)
7'(7/2) = (0,1,0) 7'(7) = (=1,1,0).

2m 2m 2m
/:L‘yZ\/1+COS2de:/ sintt(l—i—coszt)dt:/ tsintdt+/ tsintcos®tdt
vy 0 0 0
—tcost +sint]27 + <%0 1 Ly sin’ ¢ _ 8
=[—tcost + sin — —sint — = ——m.
0 3 3 9 |, 3
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2 ESERCIZI RIGUARDANTI IL CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

# Esercizio 2.2.4. Calcolare lintegrale (curvilineo) di

Ty

f(x,y)z\/ﬁ

lungo la curva v il cui sostegno é il bordo OF di

2
E:{(a:,y):x20,x2+y221,0§y§1—%}

3
e determinare la retta tangente a v nel punto (1, Z_L) )

Af<x7y>=/%f(x,y)+[2f<x,y>+[3f<x,y>

r=t
"=
y=20 1<t <2
71
T = cost
Yo =

™2 gintcost
ry) = | e——=dt = [-ViAt cos?1]f" = [-2 4+ VB = V5 -2
/72 foy) 0o V44 cos?t [ Jo [ ]

r=1t
Y3 = t2
12 4+ t2
Y

Quindi




2.2 INTEGRALI DI PRIMA SPECIE

3
Nel punto (1, 1) c’é il tratto di parabola

t .
sihaa' =1, ¢y = —5 ¢ (1,2) si trova per t =1

forma parametrica retta tangente

r=1+t
3 1
—2_ "t teR;
YTuT 3
forma cartesiana (anche dal grafico)

1 . 5
=——z+-.
YTt

# Esercizio 2.2.5. Si calcoli lintegrale curvilineo di prima specie della funzione f(x,y) =

Ty sulla par te dell’ellisse
c R?- x_ + y_ 1

contenuta nel primo quadrante. [Sugerimento: nel corso del procedimento potrebbe venire

utile un cambiamento di variabile del tipo s =sint... |

Una parametrizzazione della curva  che descrive la parte di ellisse contenuta nel primo

quadrante data dal problema é

x =3 cosl T
+(0) = 0 e [0, 5]

y =2sin6
da cui

xr = —3sinf

+(0) = 0 e [0, q

y =2 cosf 2

e
1/(0)] = V/9sin20 + 4 cos? 0 = \/5sin 0 + 4.

Quindi

/2
/fds-/ fly )|d5—/ 6 sinf cosf \/5sin? 0 + 4 df
0

ol W

43/2 /2
/ 10sin 6 cosfv/5sin’ @ + 4 d@—% [(5 sin” ¢ + ) } §
0

3/2 . 5
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2 ESERCIZI RIGUARDANTI IL CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

# Esercizio 2.2.6. Si calcoli Uintegrale curvilineo (rispetto all’ascissa curvilinea) fazds,
ove o ¢ la curva di parametrizzazione a(t) = (t cost,t sint,t), t € [0,2n]|. Si determini
inoltre il piano normale ad « nel punto (—m,0,7) (ovvero il piano normale alla retta tangente

in quel punto).

Poniamo
a(t) :== (a1 (t), as(t), as(t)) = (t cost,t sint,t) t €[0,2n]
da cui
o/ (t) = (cost —t sint,sint +t cost, 1)
e

|/ (t)] = Veos?t + 12 sin®t — 2t sint cost + sin®t + 2 cos?t + 2 sint cost + 1 = V2 + 2.
Allora, per definizione di integrale curvilineo di prima specie, posto f(z,y,z) = z si ha

G _|_2)3/2 Zm

/zds:/o 7rf(m(lf),az(t)7043(75))|O/(t)|dt:/0 Wt”t2+2dt:% 3/2

0

1 ,
=3 [(4m? + 2)3/2 — 23/7],

L’equazione cartesiana del piano normale alla curva o : R — R3 nel punto (x¢, %o, 20) ¢ data
da

(v — 20) &y (to) + (¥ — yo) a5 (to) + (2 — 20) s(to) =0
e quindi inserendo i nostri parametri si ottiene
(@ +7) a4 (m) + (y — 0) ay(m) + (2 — m) ag(m) = 0

da cui

z—x—ym=2m.

#  Esercizio 2.2.7. Si calcoli Uintegrale curvilineo (rispetto all’ascissa curvilinea)
[, V% +y*ds, ove a ¢ la curva di parametrizzazione o(t) = (t sint,t cost,2t), t € [0,2n].
Si determini inoltre il piano normale ad o nel punto (w/2,0,7) (ovvero il piano normale

alla retta tangente in quel punto).

Poniamo
a(t) == (a1(t), ae(t), as(t)) = (t sint,t cost,2t) t €10, 27]
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2.2 INTEGRALI DI PRIMA SPECIE

da cui
a/(t) = (sint + ¢ cost,cost — t sint, 2)

|/ (t)] = Vsin?t + 12 cos?t + 2t sint cost + cos?t + {2 sin®t — 2 sint cost + 4 = V12 + 5.

Allora, per definizione di integrale curvilineo di prima specie, posto f(z,y,z) = y/22 + y? si ha

) o 2 322"
Amds:/o f(ozl(t),az(t),as(t))|O/(t)|dt:/0 Wﬁ+5dt:%%

0

[(471'2 4 5)3/2 - 53/2].

Wl =

L’equazione cartesiana del piano normale alla curva o : R — R? nel punto (zg, o, 20) ¢ data
da

T — o) (o Y — Yo) Callo z— 2p) a3llo) =
( ) i (to) + ( ) 5 (to) + ( ) 5(to) =0
e quindi inserendo i nostri parametri si ottiene

™

(r=5) o 5) -0 (5)+ e () -0
da cui

(m—%) 14+ (y—0) <—g>+2(z—7r)20

e quindi

20 —my+4z=5m.

# Esercizio 2.2.8. Si calcoli l'integrale curvilineo (rispetto all’ascissa curvilinea) fa Ve ds,
ove a ¢ la curva di paramelrizzazione o(t) = (t2,cost,sint), t € [0, 2n]. Si determini inoltre
il piano normale ad o nel punto (7%, —1,0) (ovvero il piano normale alla retta tangente in

quel punto).

Poniamo
a(t) == (ai(t), as(t), as(t)) = (¢, cost,sint) t €10, 2n]
da cui
o'(t) = (2t, —sint, cost)
e

o/ (t)] = V/4t2 + sin? t + cos? t = V42 + 1.
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2 ESERCIZI RIGUARDANTI IL CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

Allora, per definizione di integrale curvilineo di prima specie, posto f(x,y,z) = v/z si ha

27
417 +1)3°

/\/Edsz Wf(m(t),ozz(t)aas(t))W(t)‘dt:/0Wt\/mdt:%( 32

0 0

1
T (1672 +1)%% —1].

L’equazione cartesiana del piano normale alla curva o : R — R3 nel punto (x¢, o, 20) ¢ data
da
(v — 20) & (to) + (¥ — yo) a5 (to) + (2 — 20) s(to) =0

e quindi inserendo i nostri parametri si ottiene
(z — %) ay(m) + (y + 1) ap(m) + (2 = 0) az(m) = 0

da cui
(x—72) 27 —2=0

e quindi

2=271x — 27,
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CAPITOLO 3

Calcolo differenziale

Funzioni di pia variabili

3.1. Insiemi di livello e domini: esercizi svolti

# Esercizio 3.1.1. Calcolare le curve di livello delle sequenti funzioni

Dfwy) = 3(1-5-1)

2)f(zy) = 2" =y

Ny =

Per la prima funzione le curve di livello di f sono segmenti delle seguenti rette

(-3-9)-

0ssia

+2=1-

RS
w|Q

0<C<3

N8

che stanno nel primo quadrante. Per la seconda sono le curve 22 — 32 = C; per C = 0 la curva
di livello é costituita in realta dalla coppia di rette x = y e x = —y, mentre per gli altri valori
di C' le curve di livello sono iperboli equilatere aventi queste rette come asintoti. Per la terza

funzione infine le curve di livello sono rette per l'origine.
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3 CALCOLO DIFFERENZIALE - FUNZIONI DI PIU VARIABILI

# Esercizio 3.1.2. S rappresenti nel piano il dominio della funzione

f(z,y) = arcsin(zy — y — 2x)

Sappiamo che la funzione arcsinz é definita per = € [—1, 1] quindi il dominio di f & l'insieme
D={(r,y) eR*: —1 <ay—y— 2z <1}.

Si verifica direttamente che i punti della retta x = 1 non stanno in D. Quindi se x < 1 si ha

che (z,y) € D se e solo se
142z 20 — 1

<y<

r—1

x—1
mentre se x > 1 si ha che (x,y) € D se e solo se
20 —1 20 +1

<y <
z—1 =Y¥=

r—1

In conclusione il dominio di f ¢ indicato dalla zona tratteggiata in figura 3.1.

Figura 3.1: Dominio di f.
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3.1 INSIEMI DI LIVELLO E DOMINI: ESERCIZI SVOLTI

# Esercizio 3.1.3. Si rappresenti nel piano il dominio della funzione

V(22 =2z —y)(2? — 22+ y) 1 x+1

3\ 2 1\?2 "9 w

f(x,y) =

Occorrono: non negativita del radicando, positivita dell’argomento del logaritmo e denomi-

natore diverso da zero. Tutto cio é equivalente al sistema

(

(22 =22 —y)(2®> =22 +y) >0

3\° 1\?
R - = 0
z+1
>0
\ 2 —=x

il quale a sua volta ¢ equivalente a
—? 4 2r<y<a?-2
3 1
TEG YFES
—-l<x<?2.

Il dominio della funzione ¢ indicato in figura 3.2.

Y

Figura 3.2: Dominio di f.
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3 CALCOLO DIFFERENZIALE - FUNZIONI DI PIU VARIABILI

# Esercizio 3.1.4. St rappresentino nel piano gli insiems di livello della funzione

f@w)=1+xy

xr2

Ricordiamo che l'insieme di livello ¢ con ¢ € R di una funzione z = f(z,y) é definito come

I'insieme dei punti del piano in cui f ha valore ¢, cioé l'insieme

E.={(z,y) eR*: f(z,y) =c}.

Naturalmente se ¢ non appartiene alllimmagine di f allora I'insieme FE, é vuoto. Nei casi piu
comuni F, é costituito da una o piu curve nel piano, che percido prendono il nome di curve di
livello.

Ponendo
l+zy

T2

c, ceR

si trova facilmente la famiglia di curve di equazione

1
Yy=cr— —, ceR.
x

Il grafico evidenzia qualche curva appartenente alla precedente famiglia.

Figura 3.3: Alcune curve di livello per la funzione f.
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3.1 INSIEMI DI LIVELLO E DOMINI: ESERCIZI SVOLTI

# Esercizio 3.1.5. Trovare l'insieme di definizione della funzione f(z,y) = /& — 1+1In(y—

1)+ /ze¥ —ye*

Innanzitutto le due radici devono esistere e quindi i loro argomenti devono essere maggiori
o uguali a 0; inoltre deve esistere la funzione logaritmo e quindi il suo argomento deve essere

maggiore di 0. Quindi
D={(z,y) eR*: 2> 1}n{(z,y) €R*:y > 1} N {(z,y) € R*: ze¥ — ye* > 0}.
L’unico problema é capire come é fatto il terzo insieme. Osserviamo che
re! —ye® >0 xe? > yet & xe”t > ye .

Studiamo la funzione f(z) = xe™*. Il dominio ¢ R, f(0) = 0, lim, ,  f(x) = —oco mentre
lim, 400 f(z) = 0; f'(z) = e *[1 — x] quindi f ammette un massimo in x = 1 che vale 1/e.

In figura 3.4. ¢ riportato il grafico di f.

Figura 3.4: Grafico di f(z) = ze™".

Quindi se x > 1 si ha che f(z) é decrescente, cioé:
1<z <y= f(z) > fy) & ae " >ye "

Tenendo conto dunque della restrizione dovuta all’esistenza dei primi due termini, senza es-

plicitare completamente il terzo insieme possiamo dire che

D={(z,y) eR*: 1<z <y} \{(1, 1)}
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3 CALCOLO DIFFERENZIALE - FUNZIONI DI PIU VARIABILI

Il punto (1,1) deve essere tolto perché y > x e y # 1.

# Esercizio 3.1.6. Trovare linsieme di definizione della funzione flz,y) =
dxy

arcsin
x? + 12

La funzione arcsinz ¢ definita in [—1, 1] quindi il dominio della funzione data ¢ I'insieme

D=<{(z,y) eR?: -1< <1sp.
{( v) Tty T }
Vediamo di capire meglio chi ¢ questo insieme. Si ha

dxy 22 +y?+4ay >0 2?2 +y* + 4y >0
<l& =

—-1< —7=
5ty 4oy — 22 —1? <0. 22 +y? — day > 0.
Passando in coordinate polari si ottiene

) .
p*[1 4+ 4cos@sinf] > 0 Atan @

& -1<2sin(20) <le 1< —0 <
p*[4sinfcos — 1] < 0. 1+ tan®0

da cui, ponendo t := tan# si ha

24+4t+1>0 t<—2-+V3 Vit>-2+.3
& Sltl<2-V3VIt|>2+ V3
4 —12 -1 <0. t<2—v3 Vi>2+43
Quindi

D=R*\ {(z,y) eR?*: (2—V3)|y| < |z| < (2+ V3)|y[}

=R*\ {(z,y) € R”: (2~ V3)[a| < |y < 2+ V3)[al}.

#  Esercizio 3.1.7. Trovare linsieme di definizione della funzione f(x,y) =

arccos(zye V)

La funzione arccos ¢ definita in [—1, 1], quindi il dominio della funzione data é 'insieme

D = {(x,y) ER?: —1 < gye @V < 1}.
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3.1 INSIEMI DI LIVELLO E DOMINI: ESERCIZI SVOLTI

Vediamo di capire meglio chi é questo insieme. Si ha

. —g2 2 Ty
1 < zye <l& ‘—ex2+92

<1

Passando a coordinate polari, questo ¢ equivalente a cercare le coppie (p,6) € R? tali che

p? cosf sinf

er’

2
Studiamo la funzione f : R — R definita da f(z) = —5. Si ha che f é pari e sempre non

ex
negativa, f(0) = 0, limy_400 f(z) = 0 e f'(z) = e (22)(1 — 2%) da cui = 0 & punto
di minimo locale (e assoluto) mentre i punti x = +1 sono di massimo locale (e assoluto) e
f(£1) = 1/e. In figura 3.5 é mostrato il grafico di f.

2

Figura 3.5: Grafico di f(z) = 2%e™*".

A noi interessa la parte relativa alle x > 0 perché nel nostro caso p > 0. D’altra parte,

dall’analisi condotta finora

1

§|f(P)’§g§1.

p* cosf sind

er’

Dunque D = R2.

# Esercizio 3.1.8. Si determini il dominio di definizione delle sequenti funzioni:

flz,y) =sin(tanev™),  g(z,y) = |\/sin(zy)| tanev?,
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3 CALCOLO DIFFERENZIALE - FUNZIONI DI PIU VARIABILI

T
Le funzioni sin z e e* sono definite per ogni z reale. La funzione tan z é definita per z # 5 +km

per k € Z mentre la funzione /z & definita per z > 0. Quindi

domf:{(x,y)eRZ: xyZOee\/@#g%—kﬂconk:eZ}.
In realta se k € Z~ di sicuro eV # g + k7 quindi é sufficiente porre

e\/@#g—i—kw con k € ZT U {0}.
D’altra parte questo é equivalente a
T 2
Yy # [log (§+I€7T)} con k € ZT U {0}.

Quindi

T 2
domf:{(:c,y)E]Rz: xy>0exy # [log<§+k7r)} conk€Z+U{O}}.

La condizione xy > 0 rappresenta l'unione del primo e terzo quadrante, assi inclusi. D’altra

parte per ogni k € Z* U {0} fissato, la condizione

= Jlog (% + )]

rappresenta un’iperbole equilatera, quindi il dominio di f é costituito dal primo e dal terzo

quadrante a cui viene tolta una famiglia di iperboli equilatere.

Per quanto riguarda la funzione ¢, di nuovo possiamo dire che le funzioni e* e sin z sono
definite per ogni z reale, la funzione tan z é definita per ogni z # 5 + k7 al variare di k € Z.

Infine la funzione /z & definita per ogni z > 0. Quindi

dom g = {(m,y) € R*: sin(xy) >0e eﬁ#glemr con k:EZ}.
Se k € Z~ allora di sicuro eV® # g + k7, quindi

2
domg = {(x,y) eR?: 2hn<zy<nm+2hmex# [log <g+ kﬂ)} con h,k€Z+U{O}}.

Si tratta dell’unione di infinite regioni comprese tra due iperboli equilatere a cui sono stati tolti

i punti che appartengono a infinite rette parallele all’asse y.
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3.1 INSIEMI DI LIVELLO E DOMINI: ESERCIZI SVOLTI

1

Figura 3.6: Dominio della funzione g.

# Esercizio 3.1.9. Si determini il dominio di definizione delle sequenti funzioni:

sinl(z tan
f(w,y) =log(2eV=Hlowl), o g(a,y) = [T

Le funzioni e* e sinz sono definite per ogni z € R, la funzione logz é definita per z > 0 e

infine la funzione y/z é definita per z > 0. D’altra parte, essendo log(ab) = loga + logb si ha
10g(2 e\/2+sin[(zy)}2) _ log 24 log ew/2+SiH[(zy)]2 _ log 9 + /—2 T sin[(xy)]Q

quindi 'unica condizione da imporre & 2 + sin[(zy)]* > 0. Essendo —1 < sinz < 1 per ogni

z € R, si ha che questa condizione & verificata per ogni (z,y) € R% Quindi dom f = R?.

D’altra parte, per quanto riguarda la funzione ¢ si ha che di nuovo la funzione e* ¢ defini-
. . . s . . .
ta per ogni z reale, la funzione tan z ¢ definita per z # 5 + k7 e infine la funzione /2 & definita

per ogni z > 0. Quindi

tanx
1—ev

domg:{(az,y)eRQ: 20cona:;ég+k7ralvariaredik€Z}.
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Scendiamo pit nei dettagli. Si ha, al variare di k € Z

tan x
1—ev

>0<[tanx >0 A 1—¢>0] V [tanz <0 A 1—¢Y <0
T T
@[k:nggiﬂm A y<0} \Y, [§+k7r§x§7r—l—k7r A y>0].
A questo insieme vanno tolte le rette x = g + k7 per k € Z, quindi

domg:{(x,y)ERQ: [kw§x<g+k7r A y<0]

Vv [g+kﬂ<x§7r+k7r A y>0] perkEZ}.

Figura 3.7: Dominio della funzione g.

# Esercizio 3.1.10. Si determini il dominio di definizione delle sequenti funzioni:

f(z,y) =tan/1—[yz|,  g(z,y) = \/\/1 = |yz| - 1.

T
La funzione tan z ¢ definita per z # 5 + km mentre la funzione /z ¢ definita per ogni z > 0.
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Quindi si ha

domf:{(x,y)€R2: 1—|yz| >0V \/1—|ya:|7ég+k’7rconk:€Z}.

Figura 3.8: Dominio della funzione f.

Scendiamo piu nei dettagli. Si ha
l—|yz|> 0 |zy<le -1<zy<l1

inoltre, se k € Z~ di sicuro si ha /1 — |z y| # g + k7 quindi basta chiedere

\/1—|:vy|7€g+k'7r con k € ZT U {0}

da cui )
x| #1 - EHM] ;

2

dato che k € ZTU{0}, di sicuro la quantita 1— [z +k 71'} ¢ negativa e allora si avra sicuramente
2
lyx| #1— [g+k¢7r] :

Quindi
dom f = {(z,y) €eR*: -1 <zy<1}.
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Per quanto riguarda la funzione g si puo ancora dire che y/z ¢ definita per ogni z > 0, quindi
domg={(z,y) eR*: /1—|yz|—1>0 A 1—|yz|> 0}.
Scendiamo nei dettagli. Si ha
l—Jyz| > 0 zy<le —-1<zy<lL
D’altra parte
Vi—lyp| =12 06 V/I-|y[>1el1-|yz|>1e < 0 2=0 vV y=0.

Quindi
domg = {(z,y) ER*: =0 V y=0}.

# Esercizio 3.1.11. Si determini il dominio di definizione delle sequenti funzioni:

foy) =logv/T—Tgal,  glo,y) = /|VI—Jgal — 1.

La funzione /2 & definita per ogni z > 0, mentre la funzione log z ¢ definita per ogni z > 0.

Quindi, per quanto riguarda la funzione f si ha
dom f = {(z,y) €R*: 1 —|zy| >0} = {(v,y) eR*: —1 <xy<1}.
Invece, per quanto riguarda la funzione g si ha

domg = {(z,y) € R*: [\/1—|yx|=1]> 0 A 1—|yz[> 0} = {(x,y) e R®: -1 <wy <1},

3.2. Insiemi di livello e domini: esercizi proposti

# Esercizio 3.2.1. Si rappresentino nel piano gli insiemi di livello delle sequenti funzioni:

f(x,y) = ge_”

2)f(z,y) = y(logy — )
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# Esercizio 3.2.2. Si descrivano (senza rappresentarli) gli insiemi di livello delle funzioni:

2
DIGy) = 55
2)f(w,y) = («° + y*) log(1 + 2° + *)
3)f(z,y,2) = & TR
f(x,y,2) = log%yz)
2 2
5)f(z,y,z) = arctan (Z :L1y)2

# Esercizio 3.2.3. Si rappresentino nel piano i domini delle sequenti funzioni:

D f(z,y) = /(22 + 42 - 3)
2)f(z,y) = Vl]z|((x+1)> = (y — 1)?)
3)f(z,y) = Vasin(z? + y?)

V2 —yly— D)
 log(1— (22 +¢2))

# Esercizio 3.2.4. Siano A e B rispettivamente gli insiemi di definizione delle sequenti

funzioni:

1) f(z,y) = log(1 — 2*) — log(y* — 4)
1 — 2?2
y2—4

2)g(z,y) = log —

Si determinino A e B e dica se A=B, ACB, BCA.

x1y?

r—Iny

# Esercizio 3.2.5. Trovare linsieme di definizione della funzione flz,y) =
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# Esercizio 3.2.6. Trovare [’insieme di definizione della funzione f(z,y) = sin i +
r—Y
r—y
# Esercizio 3.2.7. Trovare l'insieme di definizione della funzione f(x,y) = v/xy(xy — 1)

# Esercizio 3.2.8. Trovare l'insieme di definizione della funzione f(z,y) = /Ty xy — 1

# Esercizio 3.2.9. Trovare linsieme di definizione della funzione

flz,y) =/ (zy — Dy

3.3. Limiti e continuita: esercizi svolti

# Esercizio 3.3.1. Dire se la sequente funzione é continua nel suo dominio di definizione

x
arctanﬁ (%y) 7& (070)
T,Y) = Ty
f(z,y) g (z,y) = (0,0)

Innanzitutto osserviamo che arctanx é una funzione continua e dunque la funzione data é si-
curamente continua per (z,y) # (0,0) mentre per studiare il problema nell’origine é sufficiente

studiare il comportamento dell’argomento della funzione arcotangente. Si ha che

lim
(@,y)—(0,0) 12 + 2

non esiste. Infatti se consideriamo la curva y = x otteniamo

lim — ==+
(z,y)—(0,0) 2z

(@y)—(0,0) 22 + 32
a seconda che x tenda a zero da sinistra o da destra. Dunque in corrispondenza di queste scelte,
s

lim arctan _r +—
(z,9)—(0,0) x? +y? 2
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a seconda che x tenda a zero da sinistra o da destra. In particolare il limite cercato non esiste
(e in ogni caso non é sempre uguale al valore della funzione nell’origine) quindi la funzione non

é continua nell’origine.

# Esercizio 3.3.2. Dire se la sequente funzione é continua nel suo dominio di definizione

$2y2
floy) = 22 +42 (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

La funzione data ¢ continua sicuramente per (z,y) # (0,0). Per vedere se ¢ continua nel-
l'origine, ¢é sufficiente studiare il limite di f per (z,y) — (0,0) per vedere se esso esiste e se

coincide con il valore della funzione in (0,0). Si ha

22y
0< lim ——< lim 2*=0,
T @y 00 22+ Y2 T (2y)—(0,0)
y?
visto che R < 1. Il teorema dei due carabinieri permette di concludere che il limite cer-

cato esiste e fa 0, dunque la funzione data ¢ continua anche nell’origine.

# Esercizio 3.3.3. Dire se la sequente funzione é continua nel suo dominio di definizione

x3y3
fay={ Brgp T
0 (2,9) = (0,0)

In primo luogo occorre notare che per x # —y la funzione data é continua; resta dunque

da studiare la continuita in (0,0). Per fare questo occorre studiare

£3y3

1m _—
(2,y)—(0,0) 3 + y3

e vedere se questo esiste e fa 0. In tal caso f sara continua anche nel punto (0,0); in caso

contrario non sard continua in quel punto. (Osserviamo tra l’altro che non é ovviamente
3

<1).
a3 4+ 3
Se si considera il limite lungo le curve che di solito vengono utilizzate, esempio y = z%, a > 0

possibile dire che

si vede che il limite considerato esiste e fa 0. Anche lungo tutte le rette passanti per l'origine
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il limite esiste e fa 0. Questo potrebbe erroneamente portare a concludere che il limite della
funzione esista e faccia 0. Tale conclusione ¢é errata: infatti il limite dato non esiste.

Come si pud arrivare a intuire questa conclusione? Innanzitutto si vede che se y = —x il
denominatore si annulla mentre il numeratore tende a zero, questo potrebbe indurre a pensare
che ci sia un modo per far andare a zero il denominatore piti velocemente del numeratore. Si

esprime in termini rigorosi questo concetto considerando la successione

1 1+1
n'n np

dove 8 > 0; questa successione di punti sta lungo una curva che risulta essere una perturbazione
della curva y = —x che annulla il denominatore della funzione data. L’idea é cercare un 3 in
modo che il limite lungo tale successione di punti venga diverso da 0. Dopo alcune ricerche si

vede che ad esempio = 5 fa al caso nostro. Allora se prendiamo in esame la successione

11 1
__,_+_5
nn n

si ha
3
_l(l i) o33 1
3,,3 3 5 -] - — - — -
Yy n n n nt n8  pl2
e P a3 3 1 LW T3 3 1 0.
P n W

Questo permette di concludere che il limite dato non esiste e dunque f non ¢ continua in (0, 0).

# Esercizio 3.3.4. Dire se la sequente funzione é continua nel suo dominio di definizione

3

fo) - Tig @9 A0

0 (z,y) = (0,0)

La funzione data ¢ continua sicuramente per (z,y) # (0,0). Per vedere se ¢ continua nel-
l'origine, ¢é sufficiente studiare il limite di f per (z,y) — (0,0) per vedere se esso esiste e se

coincide con il valore della funzione in (0,0). Si ha

Exl

4 2
yl vy o 2

0< im im r—- = 1
_mwmmﬂ+w_uwwmuﬂﬁ+ﬁ)(mHM)Z

1
visto che 2?|y| < 5(334 + 9?) (questo deriva dal fatto che (22 + |y|)? > 0). Il teorema dei due
carabinieri e il fatto che
lfl 20« f—=0
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ci permettono di concludere che il limite cercato esiste e fa 0, dunque la funzione data & con-

tinua anche nell’origine.

# Esercizio 3.3.5. Dire se la sequente funzione é continua nel suo dominio di definizione

3
flz,y) = xf—iyz (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

La funzione data & continua sicuramente per (x,y) # (0,0). Per vedere se é continua nel-
'origine, é sufficiente studiare il limite di f per (z,y) — (0,0) per vedere se esso esiste e se

coincide con il valore della funzione in (0,0). Si ha

3 2
x
0< ’4Hyl_ lim | xy| 4y 5 < lim Jzy[=0
(z,9)—(0,0) = + Y (=,9)—(0,0) Tt +y (z,9)—(0,0)
2
visto che 431_ 5 < 1. II teorema dei due carabinieri e il fatto che
T Yy

lfl 20« f—0

ci permettono di concludere che il limite cercato esiste e fa 0, dunque la funzione data é con-

tinua anche nell’origine.

# Esercizio 3.3.6. Dire se la sequente funzione é continua nel suo dominio di definizione

2

flz,y) = x4x_|_yy2 (z,y) # (0,0)

0 (Qf,y) - (070)

La funzione data & continua sicuramente per (x,y) # (0,0). Per vedere se é continua nel-
'origine, é sufficiente studiare il limite di f per (z,y) — (0,0) per vedere se esso esiste e se
coincide con il valore della funzione in (0,0). Si ha che

%y

lim ——
(@y)—(0,0) T4 + y?
non esiste. Infatti se consideriamo la curva y = x otteniamo

ny 3

lim —— =lim———
(z9)—0,0) x* +y2 220 24 + 22

= lim =
z—0 _272 —+ 1
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mentre se prendiamo in esame la curva y = 22, si ha

: %y . z 11
Iim —F— =lim— =lim- = —.
@y)—00) 24 +y2 =0zt 4+t 2502 2

Questo basta a concludere che la funzione data non é continua nell’origine (in realta per con-
cludere che la funzione non ¢é continua nell’origine bastava solo considerare una curva tale che il
limite preso lungo quella curva non fosse uguale a zero, nel nostro caso bastava dunque 'esame

del limite lungo la curva y = z?).

# Esercizio 3.3.7. Calcolare

xy? — 2sin(x?y) cos(z + 2y)

lim
(2,y)—(0,0) x? 492

Il limite dato puo essere riscritto come
, xy? . 2 sin(x?y) cos(x + 2y)
lim — lim
@)—00) 22+ Y2 (2.4)~(0,0) z? + y?

a patto che questi ultimi due limiti esistano, finiti o infiniti ma tali da non dar luogo alla forma

di indecisione [+00, —o0]. Per quanto riguarda
3
T
lim
(z,9)—(0,0) 27 + Yy

1
prendendo i valori assoluti e utilizzando la nota disuguaglianza |x||y| < 5(3:2 +9?), si ha

31
0< 1m L Lo e
(z9)—0,0) 22+ y2 7 2 (2.9)—(0,0)

Quindi dal teorema dei due carabinieri e utilizzando il fatto che
f—=0&|f|—0

si ottiene che ‘
. xy?
lim ————
(@.9)—(0,0) T2 + y?
esiste e fa 0.
Per quanto riguarda
2 sin (a2 2
lim sin(z*y) cos(z + 2y)
(2,4)—(0,0) 2+ y?

si osserva immediatamente che

lim cos(z + 2y) =1;
(z,)—(0,0) ( 2
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d’altra parte, utilizzando il fatto che |sinz| <|z| Vz € R e il fatto ovvio che 22 < 2% + ? si

ottiene, prendendo i valori assoluti

2| sin(z%y)| 22%|y|

<

0< lim

< Iim 2|y| =0.
T (2y)—(00) x2+y? ) vl

(@,9)—(0,0) T2 + y% = (2.9)—(0,0

Il teorema dei due carabinieri unito al fatto che

f—=0&|f|—0

ci da ,
94
lim —S;n(x f> =0
(z,y)—(0,0) %+ Y
e dunque anche
lim 2 sin(z2y) cos(x + 2y) o
(@,y)=(0,0) r? + 32

Allora anche il limite proposto in partenza esiste e fa 0.

# Esercizio 3.3.8. Stabilire se esiste ed eventualmente calcolare

_ xye” sin(w/4 + zy)
lim
()00 227+

La funzione
zye® sin(m/4 + xy)

2$2 + y2

[, y) =

di cui dobbiamo calcolare il limite ¢ definita su R? \ {(0,0)} e sull’asse = (come sull’asse y) ¢

identicamente 0. Quindi il limite, se esiste, deve essere 0. Tuttavia sulla bisettrice y = x si

ottiene
fz) = z?e® sin(m/4 + %) _ e sin(§ + 2?) N 1-v2/2 _ @7
3x? 3 3 6
quindi
lim x,
(z,y)—(0,0) fz.y)
non esiste.

# Esercizio 3.3.9. St calcoli

) y?log
hm —_—
(@)~ (1,0) (x — 1)2 +y?

47



3 CALCOLO DIFFERENZIALE - FUNZIONI DI PIU VARIABILI

SOLUZIONE 1. Ricordiamo che

f—=0<=|f|—0

2

E—y <1 per ogni (y, z) € R?

a questo punto dunque, osservando che
2|1 21 1
0< tm dogel oy wHosETDI g i) =0,
(@w)—10) (x —1)2+1y2 =00 22+y (z:y)—=(0,0)
Il teorema dei due carabinieri ci permette allora di concludere che
y?log x
i ————=0.
(29)—(10) (z — 1)? + y?

SOLUZIONE 2. Si puo anche passare a coordinate polari ponendo x =1+ pcosf, y = psiné.

Si ottiene
. p*sin®Olog(1 + pcosh)
im

1 5 = lim psin?fcosf = 0
p—0 p p—0

poiché sin? § cos § ¢ una quantita limitata in modulo da 1.

# Esercizio 3.3.10. Si dimostri, usando la restrizione di f su opportune curve, che le

sequenti funzioni non hanno limite per (x,y) — (0,0) :

) fley) =ze v

3+ 9P
2)  [flzy) = pep!

1) Se considero la curva y = x allora si ha

lim ze ¥* =limze ' = 0.
(z,y)—0 z—0

D’altra parte se considero la curva y = —+/z, si ottiene

1
lim ze ¥* =limzevs = +o0.
(z,y)—0 =0

Avendo trovato due curve lungo le quali il limite di f ha due valori diversi, si conclude che il

limite dato non esiste.

2) Se considero la curva y = z allora si ha

2+ 223 _ 2

im ——— = lim — 7 = lim 5
(z,y)—0 T2 + Y =0 x4 4+ x z=01 4+ x
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D’altra parte se considero la curva y = +/z, si ottiene

3 3 3
x 1
m SV e teve L avetl
(z,y)—0 2 -+ y4 z—0 212 z—0 2\/E

# Esercizio 3.3.11. Sia data la funzione:
)
— z#0
fay =4 = 7
0

a) Si stabilisca se f ¢ continua in (0, 0).
b) Si stabilisca se & continua in D := {(z,y) e R?: |y| <z < 1}

a) Per x # 0 la funzione ¢ continua. Per concludere occorre analizzare la conitnuita della
funzione data lungo la retta x = 0. Per fare questo bisogna calcolare il limite per x — 0 con y
qualunque di f(z,y) e verificare se esso é 0 che ¢é il valore assunto lungo Passe delle y. Questo
¢ falso dato che se consideriamo la curva y = y/z allora f(z,y) vale costantemente 1 e dunque
non puo tendere a 0 al tendere di x a 0. Dunque la funzione data non ¢ continua in 0.

b) Usando la condizione imposta dal dominio D si ottiene

y?
0<lim=<lmz =0,

x—0 x—0
dove osserviamo che non abbiamo avuto bisogno di considerare i valori assoluti delle quantita
in gioco dato che x € D = x > 0. A questo punto il teorema dei carabinieri permette di
concludere che il limite considerato esiste e fa 0, dunque la funzione f ¢é continua in D. Noti-
amo che questo esempio mostra che una funzione puo essere discontinua in un punto mentre
una sua restrizione puo essere continua nello stesso punto. Cio non deve stupire, in quanto,
restringendo una funzione ad un sottoinsieme del suo dominio, si pud escludere un insieme

rilevante di curve lungo le quali calcolare i limiti.

# Esercizio 3.3.12. Data la funzione

20 —y

f($7y):m

st verifiche che:

i (1 ) iy (1 1)

. . ) 2 2
limy (121 W) = lim (3) =3
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che é chiaramente diverso da

lim ( lim f(z,y) ) = I o1
fiy g Fo) ) =l (= 5) =3

# Esercizio 3.3.13. Si calcolino i limiti:

1— e
1) lim ———
(2,y)=(0,0) /2% 4 y*
5 1 — cos(zy)

lim
) (z,y)—(0,0) log(1 + x2 + y?)

1) Innanzitutto ricordiamo il limite notevole

.oef—1
lim
z—0 z

=1.

Allora, dal teorema sul limite della composizione di funzioni (oppure passando a coordinate

polari) otteniamo facilmente che

1— e’
lim

=1
(z,y)—(0,0)  xY?

D’altra parte, visto che V (x,y) € R? si ha 2! + y* > y*, abbiamo anche

2 2
0< tm ooy B el =0,

T @)= 00) /T +yt T @)=00) Jyt (@y)=(00

Dal teorema dei due carabinieri e dal fatto che
f=0<=|f|—0

si conclude che )

. Ty
lim ———=0;
(z.9)=(0,0) /2t + y*
dunque
1— xy2 1— xy2 2
lim ——— = lim ‘ L)

(@) =00 /21yt @00 zy?: St p oyt

2) Vogliamo dimostrare che

_ 1 — cos(xy)
lim =0.
(2,9)—(0,0) log(1 + 22 + 32)
Prima di tutto ricordiamo i limiti notevoli
1-— 1 log(1
lig L2002 _ L i 080 +2)
2z—0 z 2 2z—0 z
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Quindi, dal teorema sul limite della composizione di funzioni (oppure passando a coordinate

polari), si ottiene

, 1—cos(zy) 1 , 22 + y?
lim ———==-— lim = 1.
(z,y)—(0,0) x2y? 2 (z,9)—(0,0) log(1 + 22 + y?)
2
D’altra parte, visto che ——— < 1, si ottiene
x? 4+ y?
2,2
0< lim —Z_< lim 2*=0
(z,9)—(0,0) T7 + Y (z,y)—(0,0)
Il teorema dei carabinieri ci permette di concludere che
2,2
im B - 0.
(@9)—(0,0) 2% + y?

Dunque, riassumendo,

1 — cos(zy) , 1 —cos(zy)  x2y? 2 + y?

= lim

1m = . .
(@y)—00) log(1 + 22 +y?)  (2y)—00)  22y? 22442 log(1l + 22 + y?)

=0.

# Esercizio 3.3.14. Si consideri la funzione

x? (y — )

@+ ) (z,y) # (0,0).

fx,y) =

Si determini se esiste (e in caso affermativo si calcoli)

lim x,
(z,y)—(0,0) f.y)
quando a =1 e quando a = 2.
Sia a = 1. Allora 2 ( )
ot (y—z
f(xu y) - xQ + yg

Proviamo che il limite dato esiste e fa zero.
Per dimostrare questo ci occupiamo separatamente dei due casi
. 22y . 23
lim - lim ——
(.9)—(0,0) % + Y (@9)—(0,0) 2% + y?

dimostrando che entrambi esistono e sono uguali a zero. Useremo la seguente maggiorazione

2 < x2+y2.
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Si ha
0< lim

2 ly| . _
5 < lim [y =0.
(z.y)—(0,0) T° +y (2,y)—(0,0)

Dunque dal teorema dei due carabinieri e dal fatto che |f| — 0 < f — 0 si ha che
y

lim —2— =0.
(z,9)—+(0,0) 2 + 32

Analogamente

|| : KIS

(z,y)—=(0,0) T° + Y (z,y)—(0,0) T° + Yy (z,y)—(0,0)

da cui anche
23

lim —— =
(2,y)—(0,0) 2 + y?
Allora

lim z,y) =20
(x7y)—>(0»0)f< v)

perché dato dalla differenza dei limiti precedenti.

Sia ora a = 2. Dimostriamo invece che in questo caso il limite dato non esiste. Per fare questo
é sufficiente considerare due curve passanti per l'origine lungo le quali la funzione ammetta

limite diverso. Sia ad esempio y = 2x. Allora

2 (22 — ) 1

2 = = =
f(z,22) (22 +422)2  252* 25z

e si ha
lim f(z,2x) = +o0 lim f(z,2x) = —o0.

z—0t z—0—

Questo ¢ gia sufficiente per concludere che il limite dato non esiste.

# Esercizio 3.3.15. Determinare il dominio di definizione della funzione
f(z,y) =27 (z* + y*) cos(V1 — tan z)

e studiarne il comportamento per (x,y) — (0,0).

T
Innanzitutto la funzione tanz ¢é definita per + # — + kx con k € Z mentre 'argomento
della radice deve essere positivo o nullo. Inoltre il denominatore di f deve essere diverso da

zero, dunque

domf:{(x,y)€R2:7rk—g<x§ arctanl + kmw, ke Z A m#O}.
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Per quanto riguarda il comportamento di f per (x,y) — (0,0), dimostriamo che il limite

. (23 +9?) cos/1 — tanz
1m

(z,y)—(0,0) T

non esiste. A tale scopo basta trovare due curve passanti per l'origine lungo le quali la funzione

data ammetta limite diverso. Ad esempio, si ha

s V1I—t
lin}) f(z,v/z) = lim (z” + ) cos ey _ lim(z? + 1) cosv/1 — tanz = cos 1.
T—

x—0 €T z—0

D’altra parte

3 2 /1 —+t
lin%f(a:,:c) = lim (a7 +27) cos ame lin%(:c2 +z) cos V1 —tanx = 0.
T— T—

z—0 T

Questo basta a concludere che il limite dato non esiste.

# Esercizio 3.3.16. Determinare il dominio di definizione della funzione

(8 + y?) sin(yT —Tanz)

x? 492

flz,y) =

e studiarne il comportamento per (x,y) — (0,0).

T
Innanzitutto la funzione tanx é definita per x # — + km con k € 7Z mentre 'argomento
della radice deve essere positivo o nullo. Inoltre il denominatore di f deve essere diverso da

zero, dunque
domf:{(x,y)€R2:7Tk—g<m§arctan1+7rk keZ N (x,y)yé(0,0)}.

Per quanto riguarda il comportamento di f per (x,y) — (0,0), dimostriamo che il limite

y (23 + y?) siny/1 — tanz
im

(@,9)—(0,0) x? + 92

non esiste. A tale scopo basta trovare due curve passanti per 'origine lungo le quali la funzione

data ammetta limite diverso. Ad esempio si ha

z—0 2+ 20 \ z +

3 iny1—t 241
lin%f(x, V) = lim (" + z) sin amr_ lim <x +1 ) siny/'1 — tanx = sin 1.
T—
D’altra parte

3 2) siny/1—t 1 1
lim f(z,z) = lim (2" +a7) sin S (1:;_ )sin\/l—tanajzésinl.

x—0 x—0 21’2 x—0
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Questo basta a concludere che il limite dato non esiste.

# Esercizio 3.3.17. Determinare il dominio di definizione della funzione
f(z,y) := 7 [(sinx)? + y?] tan(e” )

e studiarne il comportamento per (x,y) — (0,0).

. . . T
Innanzitutto la funzione tan eV ¢ definita per e # 5 +kmconk €Z. Se k € Z~ questo &

sicuramente verificato, quindi bastera imporre
"ty £ g+k7r con k € Z* U {0}.
Inoltre il denominatore di f deve essere diverso da zero, dunque
domf:{(x,y) GRQ:x+y7élog<g+k7r> kezZtu{0} A x%()}
Per quanto riguarda il comportamento di f per (x,y) — (0,0), dimostriamo che il limite

lim ((sinx)? + y?) tan(e®tv)

(z,y)—(0,0) €T

non esiste. A tale scopo basta trovare due curve passanti per l'origine lungo le quali la funzione

data ammetta limite diverso. Si ha ad esempio (utilizzando un noto limite notevole)

=tanl.

: 2 t z+/x
lim (. /) = lim [(sinx)® + x] tan(e )
r—0 z—0 x

D’altra parte

. ((sinz)® + 2?) tane*
N alcl—r>r(l) x =0

lir% f(z,x)

QQuesto basta a concludere che il limite dato non esiste.

# Esercizio 3.3.18. Determinare il dominio di definizione della funzione

f(@.y) = {[(sinz)* + y*| tan(e™")} /z

e studiarne il comportamento per (z,y) — (0,0).

T
Innanzitutto la funzione tane™? é definita per e ¥ # 5 + kmwcon k € Z. Se k € Z~ questo é

sempre verificato, quindi basta porre

e*y;«égwlmr, ke Z"u{0}.
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Inoltre il denominatore di f deve essere diverso da zero, dunque

domf:{(x,y) cER?*: x40 A y#—log(%—l—lmr), k€Z+U{0}}.
Per quanto riguarda il comportamento di f per (x,y) — (0,0), dimostriamo che il limite

((sinz)® 4+ y?) tan(e V)
(z,y)—(0,0) X

non esiste. A tale scopo basta trovare due curve passanti per 'origine lungo le quali la funzione

data ammetta limite diverso. Si ha ad esempio (utilizzando un noto limite notevole)

lim f(z,v/z) = lim ((sinz)® + z) tan(e V)

z—0 xr

=tanl.

D’altra parte

((sinz)® + 2?) tan(e™™)
x

QQuesto basta a concludere che il limite dato non esiste.

=0.

) = oy

3.4.  Gradiente, derivate parziali e piano tangente: esercizi

svolti

# Esercizio 3.4.1. Si determini per quale valore di «v il piano tangente al grafico di z =
f(z,y) = sin(az + y?) nel punto (0,/7,0) & parallelo alla retta v =y = 2z. Esistono valori

di o per cui é perpendicolare?

Si ha
fo(®,y) = acos(ax +v?),  f,(z,y) = 2ycos(ax + y?),

da cui
12(0,V/7) = —a, [,(0,/7) = —=2+/7.
Il piano tangente alla superficie nel punto (0,+/7,0) ha equazione
z=—ax —2/7(y — /).
La retta parallela a © = y = 2z passante per (0,+/7,0) ha equazioni parametriche
T =2
y =T+ 2t

z=1 t e R.
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Tale retta giace sul piano tangente se, sostituendo x,y, z in funzione di ¢ nell’equazione di tale

piano si ottiene un’identita, cioé se
t = —2at — 4+/t, vVt e R,

che implica
1
Una maniera alternativa di procedere ¢é la seguente. Un vettore normale alla superficie ¢

v = (—£o(0.V/7), =, (0,v/7). 1) = (@, 2/, 1);

tale vettore é perpendicolare al vettore w = (2,2, 1) che individua la direzione della retta se

(v,w) =0 da cui si ricava

1
200+ 4/ +1=0, a:—§—2\/%.

[ vettori v e w non sono mai paralleli quindi il piano tangente non é perpendicolare alla retta

per alcun valore di a.

# Esercizio 3.4.2. Sia f(z,y) = log(1 + /22 + 2y); calcolate il gradiente V f nel punto

(2,0) e scrivete l'equazione del piano tangente al grafico di f sopra lo stesso punto.

Scriviamo il gradiente della funzione nel generico punto (z,y). Si ha

Vi) = (G, G 1 & 1 :
z,y) = | =(z,v), =(z, = 7
/ Ox Y dy Y 1+\/x2+2y2\/x2+2y 1+\/x2+2y2\/x2+2y

dunque

x 1
\V4 xZ, = ;
fe.9) <\/x2+2y+x2+2y \/a:2+2y+x2+2y>

2 1
VIi20)={(=,=].
re0=(33)
L’equazione del piano tangente al grafico di f nel generico punto (xg, o) €
0 0
z = f(xo,y0) + %(%, Yo)(x — o) + a—g(xoayo)(y —%0)-

Nel nostro caso xo = 2,99 = 0, e f(2,0) = log 3 da cui 'equazione del piano tangente al grafico
di fin (2,0) &
2 1
=logd+ -(zr —2)+ =
z=log3+ 3(:15 )+ 3
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o anche

20 +y — 3z =4 —3log3.

# Esercizio 3.4.3. Calcolare le derivate parziali della sequente funzione

_ Ty
Si ha
of ya+y) —ay ¥y  Of wl@ty) -wy 2
dr  (z+y)?  (x+y)? oy (z+y)?  (z+y)?

# Esercizio 3.4.4. Calcolare le derivate parziali della sequente funzione

flz,y) = (z +y°)log(z —y)

Si ha

of T+ y? of T+ y?
5 — 08T — )+ —— S oy 2ylog(z —y) — —— y

# Esercizio 3.4.5. Cualcolare le derivate parziali della sequente funzione

f(x y) — x2?y2 (xvy) % (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

Per (x,y) # (0,0) si ha

of yly*—2°)  Of  —x(y®—a?)
o @ T @

Invece se (z,y) = (0,0) si ha

af f(hv 0) - f(ov 0)

R
dy (0,0) = flg% h =0
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# Esercizio 3.4.6. Calcolare le derivate parziali della sequente funzione

arctan y#0
Y

f(xay): T _0
2 v=
Per y # 0 si ha
or_ + 1__vy 9 _ -z
or  1+% y y2+a? oy 24y
Per y = 0 si ha invece
oz (% 0) = Jim h =0
af BT f(a:,h)—f(as,()) T arCtan%_%
R R T R

A questo punto, se x = 0 tale limite non esiste (in particolare tende a +00 a seconda che h

tenda a 0F rispettivamente); se x > 0 e b — 0~ di nuovo il limite non esiste e anche per x < 0

U . . 0
e h — 07. Insomma quest’ultimo limite non esiste per nessun valore di z dunque —f(a:, 0) non
esiste.

# Esercizio 3.4.7. Calcolare le derivate parziali della sequente funzione

)
= 1
flx,y) =z + 8 5,
6f_1+x2—|—y2 —2zy 2
ox y (2 +y2)2 x? 4+ y?

af_x2_|_y2.$2+y2_2y2: .’13'2—y2

dy oy (2 + 922 y(a? +y2)

o8
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3.5.  Gradiente, derivate parziali e piano tangente: esercizi

proposti

# Esercizio 3.5.1. Delle sequenti funzioni si calcoli V f nel punto a fianco indicato:

f(z,y) =sinzcosy P=(r/3,7/3)
f(I,y,Z) - log(ﬁy/z) P = (37 2, 2)

# Esercizio 3.5.2. Si calcolino le derivate seconde delle funzioni:

a) f(x,y) = log(22* — 3y?)
b) f(z,y) = ze™.

# Esercizio 3.5.3. Se f é una funzione di una variabile, differenziabile ovunque, mostrare

che z = f(x/y) soddisfa l’equazione alle derivate parziali

%4_ %—O
e y@y_'

# Esercizio 3.5.4. Calcolare un vettore normale e le equaziont del piano tangente e della

retta normale al grafico di z = sin(zy) nel punto in cui x =7w/3 ey = —1.

# Esercizio 3.5.5. Quale piano orizzontale é tangente alla superficie
z=a%—doy — 2 + 122 — 12y — 1

e qual & il punto di tangenza?
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3.6. Ditferenziabilita, differenziale e approssimazione: eser-

cizi svolti

# Esercizio 3.6.1. Dire se la sequente funzione é differenziabile

12
r+=zy y>0
flz,y) = ’
Y ey — 1

y <0
Y

Se si considerano i punti (z,y) con y # 0 allora la funzione ¢ differenziabile perché somma
e prodotto di funzioni differenziabili. Resta da studiare la differenziabilita nei punti (z,0) con
x € R. Proviamo a studiare la differenziabilita in tali punti usando i teoremi noti.

Si ha

of . fle+n0)—f(z,0) . xH+h—z
gz @ 0) = Jimy h = fim =
ek of fla.h) ~ f(x,0)
. x,h)— f(z,0
g, (@ 0) = lim h
A questo punto, se A > 0 si ha
of . flx,h) = f(x,0) . x—l—%yﬂh—x_gg?
T e R
mentre se h < 0 allora
Of o o F@h) = f@,0) St
g, ©0) = Jim h = f =
Usando due volte il teorema di De "'Hépital si ottiene
exh_ x z z
fm ey E L owh L wet —p et a2
h—0 h h—0 h2 h>0  2h h0 2 2

Quindi in ogni caso

af x?
D’altra parte, se y > 0
%(% y)=1+azy




3.6 DIFFERENZIABILITA, DIFFERENZIALE E APPROSSIMAZIONE: ESERCIZI SVOLTI

che tende a 1 per y — 0, mentre se y < 0 si ha

%(w,y) = i(yew) ="

Ox
che pure tende a 1 per y — 0. Inoltre, sempre per y > 0 si ha
of (z.1) x?
—(x [ —
Dy i 2

e per y < 0 si ottiene
_(wy—1)e™ +1
Y ’
usando il teorema di de ’Hopital si vede immediatamente che anche questo termine tende a

1,2

Dunque le derivate parziali esistono e sono continue, allora la funzione ¢é differenziabile in tutto
R2

# Esercizio 3.6.2. Dire se la sequente funzione é differenziabile

ZE3/2 + (my)3/2

Di nuovo usiamo i teoremi noti. Allora si ha

of _3 3\

of 3, 12
—(z,y) = =(x x
8y( y) = 5(y)
dunque le derivate parziali esistono in tutti i punti del dominio della funzione e sono ivi con-

tinue, allora la funzione é differenziabile in tutti i punti del suo dominio.

# Esercizio 3.6.3. Dire se la sequente funzione é differenziabile

2,3
to | g @9 #00

0 (z,y) = (0,0)

La funzione ¢ sicuramente differenziabile in tutti i punti (z,y) # (0,0). Studiamo la differenzi-

abilita in (0,0) con la definizione. Si ha

af 1 f(h,O)—f(0,0)_ _af T f(ovh)_f(()?O)
7 R
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Allora, bisogna vedere se il seguente limite
h2k3
lim
(hk)=(0,0) (h* 4+ k*)v/h2 + k2
esiste e fa 0. Ma se si considera la curva h = k allora si ottiene
h2k3 h®
lim = lim ———
(hk)—(0,0) (b4 4+ k) V/h2 + k2 h=0 24/2h4|h)

e quindi il limite precedente non esiste e la funzione non ¢ dunque differenziabile in (0, 0).

# Esercizio 3.6.4. Dire se la sequente funzione é differenziabile

arctan = y#0
f(xay): T y
B y=0

La funzione é sicuramente differenziabile nei punti (x,y) con y # 0. Studiamo prima di tutto
I'esistenza delle derivate parziali nei punti (x,0) al variare di € R. Si ha

of flx 4+ h,0) — f(x,0)

a0 0) = i h =0
mentre 8f f( h) f( 0) tan & T
o x,h)— f(z,0) . arctany — 3
3, 0 = jim i B A —

e questo limite non esiste per ogni valore di x reale, basta considerare prima h — 0% e poi

h — 0~. Quindi la funzione non puo essere differenziabile nei punti (z,0) con z € R.

# Esercizio 3.6.5. Si verifichi, in base alla definizione, che la funzione

f(z,y) = |z[log(1 +y)

¢ differenziabile in (0,0).

Prima di tutto si ha f(0,0) = 0. Inoltre

af BT f(h70>_f<070) _ g BT f(07h)_f(070)
9z (00 = Jim h =0 5,00 =]m h

=0.

Allora

. f(h,k) . jz[log(1 +y) _ . 2| |y| : 1
| = ] _—r 1 — < ] —vVh? + k2
(h)(0,0) Vh2 + k2 (hk)>(0.0) Vh2 + k2 (h B0, ) VEZ + k2 T (hk 15(00) 2 + 5
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il teorema dei carabinieri ci permette di concludere che il limite dato esiste e fa zero e dunque f
é differenziabile in (0,0). (Quest’ultimo limite si poteva risolvere anche passando a coordinate

polari).

# Esercizio 3.6.6. Si calcolino le derivate prime e seconde della funzione f(x,y) = a2V e si
scriva d*f(1,2) (differenziale di ordine 2).

Si ha
fo(z,y) =yav™',  fy(x,y) = 2¥]logu,

e inoltre

foo(@,y) =yly — )22, foy(z,y) =2V (1 +ylogz), fulz,y)=a"log’s

e in particolare
facac(172) = 27 fwy(laQ) = ]-7 fyy(172) =0

per cui
d?f(1,2) = 2da* + d dy.

# Esercizio 3.6.7. Per la funzione

si calcolino il differenziale primo e secondo nell’origine.

SOLUZIONE 1. Calcolando le derivate direttamente si ha

1 Y x _
fy(z,y) = —5(1—1-3/) 32 1+«

f:c(xvy) = m_ 2\/1—i-—$

e inoltre

N

frelrg) = =204 2)F fylry) =3 [0+9) T+ 04 0)F] Ry =20 +y)F
a questo punto allora
£00,0)=1  £,(0,0)=—1

e anche
fee(0,0) =0 f(0,0) =—=1  f,,(0,0) =0
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da cui

df(0,0) = dz — dy; d?£(0,0) = —2dxdy.

SOLUZIONE 2. Poiché y — 0 si ha

1 N 1
Ty = 1+Y) Pr=1-cy+oly)
eperx — 0
1
v1+a::1—|—§:v+o(x)
da cui

flz,y) =2 —y — xy + zo(y) + yo(x).

Si osserva ora che, essendo
|y

2
21 V(z,y) €eR

<

DN | —

si ha
[zo(y)| _ 1
x2+y? T 2

O(y)‘ 0
y

per (z,y) — (0,0) e dunque zo(y) ¢ infinitesimo di ordine superiore a 2% + 3. Stesso ragiona-

mento e stessa conclusione valgono per yo(z). Dalla

flz,y) =2 —y—zy +20(y) + yo(z)
si ricava dunque subito che

df(0,0) = dx — dy; d?£(0,0) = —2dxdy.

3.7. Ditferenziabilita, ditferenziale e approssimazione: eser-

cizi propostli

# Esercizio 3.7.1. Dire se la sequente funzione & differenziabile

ry
1+ 2?2 492
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# Esercizio 3.7.2. Dire se la sequente funzione é differenziabile

1
e 1-a2—y2 I2+y2 <1

f(z,y) =
0 4y >1

# Esercizio 3.7.3. Si scrivano le formule di Mac Laurin arrestate all’ordine n = 3 con il

resto secondo Peano per le sequenti funzioni:

a) f(x,y) =sinzsiny;
b) f(x,y, Z) = e¥tytz

¢) flx,y,2) =2x —yz + 2% + 3at — 3?22

# Esercizio 3.7.4. Delle sequenti funzioni st calcolino il differenziale primo e secondo nel

punto indicato:

a) flz,y) =v2?+3y* P =(1,0);

b) f(z,y,2) = > —cos(3x+2) P =(0,0,0).

# Esercizio 3.7.5. Si scrivano i polinomi di Mac Laurin di terzo grado che approssimano

le funzioni:

a) f(z,y) =z cos(z +y)

b) f(x,y,2) =sin(2z +y — z).

3.8. Derivate direzionali: esercizi svolti

# Esercizio 3.8.1. Data la funzione f(x,y) = y'e3®, si determini per quale versore v,

D, f(0,—1) é massima e per quale é nulla.

Poiché f ¢ differenziabile in R? (¢ prodotto di funzioni elementari), il gradiente indica la
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direzione ed il verso di massima pendenza. Si ha

fo(x,y) =3y*e™,  f,(v,y) = dyPe™

quindi
f2(0,—1) = 3, fy(0,—1) = —4
e dunque
VI0,-1)=3,-4),  [IVF0, -1 =5

4
La direzione di massima pendenza ¢ quella individuata dal versore (5’ _3> . La direzione in

cui la derivata direzionale ¢ nulla é ortonale al gradiente. Si puo scegliere

o (23 2o (23
- \5’5)" n 5 5)°

Si pud anche verificare il risultato ponendo v = (cosa,sina) con a € [0,27) e calcolando
Dy f(0,—1) e studiandone la variazione in funzione di «. Poiché f é differenziabile, si ha,

applicando la formula del gradiente
Dy f(0,—1) = D(a) = 3cosa — 4sina.

Si verifica facilmente che D(«) = 0 per

4 3
(cosa,sina) =+ =, =
25

e che D'(a) = 0 per

3 4
ina)=+(2,—-).
(cos a, sin «) (5, 5)

(55) (53)

indicano rispettivamente le direzioni di massima e minima crescita.

I versori

# Esercizio 3.8.2. Data la funzione
fla,y) = Var(y—1)+1

a) si verifichi che non ¢ differenziabile in (0,1)

b) si calcolino tutte le derivate direzionali D, f(0,1) (v versore di R?)
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a) Si ha f(0,1) = 1 e poiché f(x,1) = 1 per ogni x € R e f(0,y) = 1 per ogni y € R si
deduce che

f:(0,1) = £,(0,1) = 0.

Occorre calcolare

iy JO1ER) —JO1) — (VO (k) o Rk

m ——
(h,k)—(0,0) Vh?+ k2 (h,k)—(0,0) \/h? 4 k2

Questo limite non esiste (in particolare non & zero) basta considerare il limite lungo la curva

h = k e si ottiene
! h
im ——
h—0 \/§|h|

e quindi f non ¢ differenziabile in (0, 1).

b) Non essendo f differenziabile in (0,1) per calcolare le derivate direzionali in quel punto

non ¢ possibile sfruttare la formula del gradiente. Bisogna utilizzare la definizione. Si ha

lim f(tcosa, 1 +tsina) — f(0,1)  lim {’/t2 cos? o(t sin av) _ YeoFasma

t—0 t t—0 t

Si puo anche procedere nel seguente modo: porre g(t) := f(tcos, 1+ tsina); in questo modo
si verifica facilmente che Dy (0,1) = ¢’(0) = v/cos2 asin .

# Esercizio 3.8.3. Data la funzione

1 |y >2*vy=0
r,y) =
f(@.y) { 0 altrove

si calcoli D, f(0,0) Yv € R? versore e si verifichi che
D, f(0,0) =< Vf(0,0),v > .

La funzione ¢ differenziabile in (0,0)¢

Poiché f = 1 sull’asse z, si ha f,(0,0). Si osserva poi che, per ogni versore v = (vy,vy) diverso
da (1,0) U'intersezione tra l'insieme {(x,y) : |y| > 2} e la retta per l'origine di direzione v ¢

un segmento centrato nell’origine. Poiché su tale segmento f(x,y) ha valore 1 si ha

D, f(0,0) = lim

t—0

= 0.

f(tvl, tvg) — f(O, 0)
t
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Percio V£(0,0) = 0 e la formula del gradiente & verificata.
La funzione non ¢é differenziabile nell’origine in quanto non ¢ nemmeno continua in quel punto.

Infatti ad esempio

lim f(z,0) =1, lim f(x,2°) = 0.

z—0t z—0t

# Esercizio 3.8.4. Si scriva l'equazione del piano tangente al grafico della funzione

fz,y) =Y + /3 + 22 + 32

nel punto (1,2,5). Si calcoli poi Dyf(1,2) essendo v il versore che individua la direzione

della retta y = 3z orientata nel verso delle x decrescenti.

3.9. Derivate direzionali: esercizi proposti

# Esercizio 3.9.1. Data la funzione

fx,y) = v/y3(sinz)?.

a) Si calcoli Dy f(0,0) per qualunque direzione v = (cos «, sin «v) );

b) si stabilisca se esiste il piano tangente in (0,0).

# Esercizio 3.9.2. Data la funzione
flz,y) =¥ — 2y + 2z

si determini per quale direzione v = (cosa,sina) si ha Dyf(1,1) = 2. Qual ¢é la direzione

lungo la quale la funzione cresce di piu “vicino” a (1,1)7
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# Esercizio 3.9.3. Data la funzione

2

flay) =€ (ax—y®)  aek;
si determini o in modo che:

a) la direzione di massima crescita in (0, 1) sia lungo la tangente alla parabola y = (z + 1)?
nel verso negativo dell’asse z;

b) il piano tangente in (0, 1) sia perpendicolare alla retta g =3 = zZ.

# Esercizio 3.9.4. Calcolare la rapidita di variazione di
fla,y) =y' + 22y’ + a7y’
in (0,1) misurata in ciascuna delle sequenti direzioni:

ai+2j  bj—2i )3 d)i+]

# Esercizio 3.9.5. Calcolare V f(a,b) per la funzione differenziabile f(x,y) conoscendo le

sue derivate direzionali

Diyy/vaf(a,b) =3 V2 Dgigjsfla,b) = 5.

# Esercizio 3.9.6. La temperatura nel punto (x,y) in una regione del piano xy é T

(misurata in gradi centigradi), dove
T(x,y) =2%e?.

In quale direzione aumenta pit rapidamente la temperatura nel punto (2,1)7 Con quale

rapidita aumenta T in quella direzione?
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3.10. Teorema di Schwarz: esercizi proposti

# Esercizio 3.10.1. Si verifichi che per la funzione

fag) = g @97 00

0 (z,y) = (0,0)
si ha che f,,(0,0) =1 # f,.(0,0) =0. f ¢ di classe C??

# Esercizio 3.10.2. Si dimostri che non esiste alcuna funzione f € C*(R?) tale che

fe(2,y) = xsiny fy(x,y) =ycosw

# Esercizio 3.10.3. Sia data la funzione

©oy N
flx,y) = ey (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0).

Verificare che f € C*(R?). Calcolare le derivate seconde miste nell’origine e mostrare che

sono diverse.
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3.11.  Esercizi di ricapitolazione riguardanti relazioni tra

continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita

3.11.1. Esercizi svolti

# Esercizio 3.11.1. Data la funzione

x 2yarctan(z? +9y?) x #0
flz,y) = ( )
0 r=0

(a) si stabilisca se & continua in (0,0)

(b) si calcolino le derivate parziali in (0,0).

(a) La funzione non ¢é continua nell’origine. Per vederlo basta considerare la curva z = y%/2.
Infatti

arctan(y® +y?)  arctan(y® +vy?) y?+y?  arctan(y® + ¢?
_ yar n(;g y):r 1;1(y2y)_y Qy:r 2<y2y)_(1+y)_>1
Y Yy’ +y Y Yoty

FW*2y)

e dunque non tende a zero che é il valore della funzione nell’origine.

(b) Si ha
af BT f(h,O)—f(0,0)i
gz 00 = lim h =0
e
8f T f(O,h)—f(0,0)_
gy 00 = jim h -0

Questo esercizio mostra che una funzione puo avere derivate parziali in un punto ma non essere

continua in quel punto.
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# Esercizio 3.11.2. Data la funzione
f(@,y) = lylsin(a® + y*)

si stabilisca in quali punti di R?

a) é continua

b) ammette derivate parziali

¢) ¢é differenziabile
)

(a

f ¢ continua in ogni punto di R? in quanto composizione di funzioni continue.

(b) Se y > 0 si ha

0
(9_£ = 2y cos(x® + y?)
e anche 5
8_]; = sin(z® + y*) + 2y° cos(z” + v?).
Invece se y < 0 si ha
of _ —2x2y cos(x? + 3?)
Ox
e anche
S I S N S S
5 = sin(z® + y*) — 2y~ cos(z* + y°).
)

Infine se y = 0 abbiamo

af . f(CL’-I—h,O)—f(l‘,O)

Oz hoo h =0
mentre 2 2
of — lim f(z,h) — f(z,0) ~ lim |h| sin(x* + h*)

ay h—0 h h—0 h

e quest’ultimo limite vale sin 22 se h > 0 mentre vale —sin 2 se h < 0, pertanto se v = ++/n7

: of . : . :

si ha che 6_f esiste e fa 0, altrimenti non esiste.
Y

(c) Analizziamo le derivate parziali. Se y # 0 le derivate parziali sono chiaramente contin-

ue perché composizione di funzioni continue. Dunque f ¢ differenziabile per y # 0. Se y = 0

e x = ++/nm allora le derivate parziali esistono e sono continue, dunque f ancora una volta &

differenziabile, mentre se y = 0 ma = # ++/n7 le derivate parziali non esistono come si ¢ visto

in precedenza e dunque f non é differenziabile.
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# Esercizio 3.11.3. Per le funzioni

(z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

24(3:2 + y2>a

T,y z 0,0,0
[ ={ VEigra O 7000

0 (x,y,2) = (0,0,0)

si studi al variare del parametro reale v positivo continuita, deriwabilita (derivate direzionali),

differenziabilita nell’origine.

a) Proviamo a calcolare con le coordinate polari

. ly|* cos x
lim ————.
(z.y)—=(0,0) /22 + 12
Si ha
ly|* cos

2L " = lim p® ! sin 6]% cos(p cos 6 :
(2,y)—(0,0) 4 /12 +y2 p%Op | | (p )

dunque se a > 1 questo limite esiste e fa 0; per a« < 1 vogliamo far vedere che il limite dato
non esiste. Questo & facilmente verificabile visto che se y = 0 il limite é identicamente zero,
mentre lungo la bisettrice del primo e terzo quadrante il limite vale 1/2 per & = 1 e 400 per
a < 1. Dunque la funzione data é continua solo se o > 1.

Per la derivabilita si ottiene, ponendo v = (cos p, sin ¢)

non esiste 0 < o < 2

1 J— a—1 : fe%
lim f(tcosp, tsiny) — £(0,0)  lim |t]*~ | sin | cos(t cos )

= ¢ non esiste o =2
t—0 t t—0 t

0 o> 2

(pitt precisamente, se 0 < o < 2 il limite fa =00 a seconda che ¢ tenda a 0*, mentre se o = 2
il limite non esiste perché dipende dal versore o).

Si conclude che le derivate direzionali esistono e sono nulle per ogni o > 2. Se a < 2 nessuna
derivata direzionale esiste e pertanto, in questo caso, f non é differenziabile.

Se invece o > 2, si calcola

lim f(ha k) B f(0> O) B hfm<0? O) - k’fy((), 0)
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Si conclude che f é differenziabile per a > 2.

= lim p* 2| sin 8| cos(p cos ) = 0.
p—0
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b) Essendo
f(z,0,0) =0 VreR, f(0,4,0) =0 Vy eR, f£(0,0,2)=0 VzeR,
si conclude che
£2(0,0,0) = £,(0,0,0) = £.(0,0,0) = 0
ovvero che V £(0,0,0) = (0,0,0). Posto poi h = (1, ha, h3) si ottiene
f(h) — 7(0.0.0) ~(VF0.0.00h) B3+ b

lim = lim .
h—(0,0,0) ||h|| h—(000) \/(h? + h% + h2)3

Questo limite si calcola facilmente utilizzando le coordinate sferiche in R? : si pone
hi = psinycosl, hy=psinysing, hs=pcosy

e si ottiene

lim f(h) - f(()? 07 0) B <Vf(0, 07 0)7 h>
h—(0,0,0) |[h]]

= lim p***!(cos ) (siny))** =0  Va >0
p—0

visto che p?*™! — 0 e |(cos)*(sine)?*| < 1. In conclusione f ¢ differenziabile in (0,0,0) per
ogni a > 0; in particolare f é continua e derivabile lungo ogni direzione con tutte le derivate

direzionali nulle in (0,0, 0).

# Esercizio 3.11.4. Si verifichi che la funzione

0 (z,y) = (0,0)

¢ continua e dotata di derivate parziali V(z,y) € R* ma non ¢ differenziabile in (0,0).

Di sicuro la funzione ¢ continua per (x,y) # (0,0). Invece, per quanto riguarda la continuita

nell’origine osserviamo che

2,3 2,2 1
(@y)—=00) | +y*|  (zy—00) x*+y (2,y)—(0,0) 2
dunque
$2y3

lim ——— =
(2.9)—(0,0) T4 + y*
dal teorema dei due carabinieri e pertanto la funzione ¢ continua anche nell’origine. D’altra
parte, per (z,y) # (0,0) si ha
8f( ) 2z (2t + yt) — dadz?y® 2xy" — 2298
—\XT = =
oz Y (24 + y4)2 (2% + y4)?2
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8f( ) 3?/21,2(274 + y4) _ 4y3l.2y3 3$6y2 _ y61’2
—I\ —= =
ay Y (% 4+ y*)? (% +y*)?

mentre nell’origine si ha

of _of _
5-(0,0) = 8—y(0,0) = 0.

Allora
f(h,k) — f(0,0) . h2k3

lim = lim
(hk)=(0,0)  /h% 4 k2 (h.k)=(0,0) (h* 4+ k*)v/h? + k?

e questo limite non esiste, basta considerare il limite lungo la curva A = k : in questo caso si

ottiene
Y > P
im—=lim —— - —
h—0 2\/§h4|h‘ h—=0 24/2 | Al
1 1
e dunque se h > 0 si ottiene ——= mentre se h < 0 si ottiene ———.

2v/2 22

# Esercizio 3.11.5. Si consideri la sequente funzione f : R*> — R.:

23 + 3|z|ry + y!
se (z, 0,0

0 altrimenti.

i) f & continua in (0,0)?
ii) Esistono le derivate parziali di f in (0,0) ¢ In caso affermativo calcolarle.

iii) Esiste la derivata direzionale di f in (0,0) nella direzione della bisettrice del primo

quadrante? In caso affermativo calcolarla.

(i) Conviene passare a coordinate polari. Si ha

, 23+ 3 x| xy + v . p?cosPO+ 3 p3|cosf| cos sinf + p* sin? 6
lim = lim
(,9)—(0,0) 2 4 y? p—0 p?

= liH(l)[p cos® @ +3p|cosf| cos sind + p? sin*6].
p—
Osserviamo innanzitutto che
0 < lim|p cos®d| = limp|cos® 8] < limp =0
p—0 p—0 p—0
0 <lim|3p|cosf| cosf sinf| = lim3p|| cosf| cosf sinf| < lim3p =0
p—0 p—0 p—0
0 < lim |p? sin* A = lim p? sin* @ < lim p? = 0.
p—0 p—0 p—0
Dal teorema dei carabinieri e dal fatto che f — 0 < |f| — 0 si ottiene facilmente che

lim pcos®§ = 0 lim 3 p| cos @] cosd sinf =0 lim p? sin* 6 = 0
p—0 p—0 p—0
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da cui anche
lin%[p cos® @ +3p|cosh| cos sin@ + p? sin* 0] = 0.
p—

Quindi f ¢ continua in (0,0).

(i) Si ha
of . f(h,0) — £(0,0) . h3 1 B
g (00 = Jim N = mrsy, =
e
7R L e A VR

(iii) La direzione della bisettrice del primo quadrante coincide con la direzione individuata dal

versore
o (V2.2
V = (V1,VUq9) = 5 , 5 7
quindi
3 _1 ) 1 41
Dyf(z.y) = limZ0ntve) = /0.0 B Rl E R g
v ) t—0 t P m :

= lim

—+3
t—0 | 2/2 t 242 4

1
e questo ultimo limite non esiste in quanto vale v/2 per t — 01 mentre vale ——— per t — 0.

V2

# Esercizio 3.11.6. Data la funzione

a o1 O

st stabilisca per quali valori del parametro reale o
a) f & continua

b) f & dotata di derivate parziali

c) [ e differenziabile nell’origine

(a) Di sicuro la funzione é continua per x # 0; vediamo come si comporta nell’origine al

variare del parametro . Per @ > 0 si ha

0< lim z|% sinyl < lim |z|%y| =0
o (Ly)—>(070)’ ‘ ’ y’ - (I7y)—>(070)’ ‘ |y‘

dunque dal teorema dei carabinieri il limite esiste e fa zero; questo ci dice che f é continua

anche nell’origine.
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Sia ora a0 < 0; allora ponendo 3 := —a« si ottiene

sin y

flz,y) = PR

Dimostriamo che ]

, siny
lim —=
(@,y)—(0,0) |z|P

=

non esiste. A tale scopo prendiamo il limite lungo la curva =z =y

# Esercizio 3.11.7. Data la funzione

2

Yz x 40
— _cos— z
flr,y,2) =< 22+ 4%+ 22 z

0 z=0

st stabilisca se é continua e differenziabile nell’ origine.

La funzione data ¢ continua nell’origine, infatti

2

Z x z||lyz
0 < im | — % s®l < lim |2lly=]
(29.2)=000) [22 +y> + 22 2| T (@9.2)=(000 2% + y* + 22
1 2 4 L2
2 (2,9.2)—(0,0,0) x? 4 y2 + 22 (z,y,2)—(0,0,0)

D’altra parte

8f T f(h70>0)_f(07070)_
8f T f(0,0,h)—f(0,0,0)_
da cui
k2 h 1

lim ——— - Ccos — -
(hik.j)—(0,0,0) h? + k% + 52 J N2k 52
e questo limite non esiste, ad esempio basta prendere k = h = j che ci porta a

h3 1
lim — -cos1-

h—0 3h? A /\/W
cos 1

cos 1 . L
e questo vale 53 per k — 0% mentre vale ——— per k — 07, dunque f non ¢ differenziabile

3v/3

nell’origine.
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#) Esercizio 3.11.8. Si consideri la sequente funzione di R*

2® + 3xy? + !
se (, 0,0
) = Ny (z,y) # (0,0)

0 altrimenti.

Dire se

i) f e continua in (0,0);

ii) esistono le derivate parziali di f in (0,0) ed eventualmente calcolarle;
iii) f é differenziabile in (0,0).

(i) Conviene passare a coordinate polari. Si ha

Y 3+ 3xy? + oyt i 0% cos® 0 + 3 p3 cosf sin® 0 + p* sin? 0
im = lim
(z,y)—(0,0) x? + y? p—0 p?

=lim[p cos® @ + 3 p cosf sin® O + p* sin* 6]
p—0
Osserviamo innanzitutto che
0 < lim|p cos®d| = lim p|cos® @] < limp =0
p—0 p—0 p—0
0 < lim |3 p cosf sin? | = lim 3 p|cos @ sin® 6] < lim3p =0
p—0 p—0 p—0
0 < lim |p? sin® A = lim p? sin* @ < lim p? = 0.
p—0 p—0 p—0
Dal teorema dei carabinieri e dal fatto che f — 0 < |f| — 0 si ottiene facilmente che
lim pcos®d = 0 lim 3 p cos @ sin*f = 0 lim p? sin* 6 = 0
p—0 p—0 p—0

da cui anche
lirr(l)[p cos® 0 + 3 p cosf sin®§ + p? sin* 6] = 0.
p—

Quindi f ¢ continua in (0,0).

(i) Si ha
of L f(h,0) — £(0,0) . h3 1 B
g0 0) = Jim B = JmEn !
e
of . f(0,R)—f(0,0) . A*1
gy 00 = fim g = e g =0
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(iii) Per vedere se f ¢ differenziabile in (0,0) occorre vedere se esiste e fa zero il seguente limite

lim f(hvk)_f(oa())_hfx(ov())_kfy(()?O)
(hk)—(0,0) VhZ + k2 '

Si ha
3 2 4
o SR = F(0.0) — h£(0,0) ~k£(0,0) . R —0-h =0
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (h,k)—(0,0) /h2 ¥ k2
O L et Ut 2hR? + K

= lim =

1m .
(k=00 (h2 +k2) VA2 + k2 ()= (00) (h2 4 k2) /I + k2

Dimostriamo che questo limite non esiste. Per fare questo é sufficiente trovare due curve

passanti per 'origine lungo le quali la funzione

2hk2 + k*
(h? + k2) VI? + k2

g(hv k) =

assuma valori diversi. Prendiamo ad esempio h = k. Si ha

2h3 + h*  2h + h?
g(h,h) = = )
2h2v/2|h|  2/2]A|

Quindi se A — 07 allora g(h, h) — 1/4/2, se invece h — 0~ allora g(h,h) — —1/v/2 e questo

basta a concludere che f non ¢é differenziabile nell’origine.

3.11.2. Esercizi proposti

# Esercizio 3.11.9. Mostrare che la sequente funzione

flx,y) = x2x_|?_Jy2 se (z,y) # (0,0)

0 altrimenti.

non ¢ continua nell’origine ma ammette entrambe le derivate parziali in (0,0).
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# Esercizio 3.11.10. Data la funzione

3 —712/904
f(:r,y)z{oﬂe iig

si verifichi che in (0,0)
a) f & continua
b) f ¢é derivabile lungo ogni direzione

¢) vale la formula

D,f(0,0) =< Vf(0,0),v > Vv e R" llv|]| =1

d) f non ¢ differenziabile

# Esercizio 3.11.11. Si verifichi che la funzione

] @+ ) sin(a? + Y+ 272 (2,y,2) #(0,0,0)
f(xvyaz)_{ 0 (.Q?,y,Z):(0,0,())

¢ differenziabile pur avendo le derivate parziali discontinue in (0,0,0).

# Esercizio 3.11.12. Dire se la funzione

flz,y) =

¢ continua e/o differenziabile in (0,0,0).
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CAPITOLO 4

Esercizi riguardanti funzioni definite
implicitamente e applicazioni del

teorema del Dini

41. Esercizi svolti

# Esercizio 4.1.1. Verificare che l’equazione
208 oyt + B -z —20=0

definisce implicitamente z = g(x,y) in un intorno di (1,0,0). Scrivere poi l'equazione del
piano tangente in (1,0,0) alla superficie di equazione z — g(x,y) = 0.

L’idea € quella di applicare il teorema del Dini. Verifichiamo che questo teorema ¢é appli-
cabile nell'intorno del punto P = (1,0,0). Si ha f(x,y,2) := 22® + y* + 23 — 22 — 22. Abbiamo
f € C®(R?), f(1,0,0) = 0 e f.(r,y,2) = 32> — z da cui f,(1,0,0) = —1 # 0. Dunque dal
teorema del Dini ho che esiste un intorno I del punto (1,0) e una funzione g : I — R tale che
f(z,y,g9(x,y)) = 0 per ogni (z,y) € I. Si ha inoltre g(1,0) = 0 e che

of 9 1 0.0
99 - %(1,0,0) - dg - ay( 0, )_
—(1,0)_—8]0—_4 —(1,0)_—8]0—_0.
O ZL(1,0,0) y ZL(1,0,0)

az ) bl az ) )
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L’equazione del piano tangente ¢

2= 0(1,0)+ 22(1,0) (r — 1)+ Z—j(m) (v 0)

cioé z = 4(x —1).

# Esercizio 4.1.2. Si discuta la possibilita di definire la funzione y = h(x) implicitamente

mediante la equazione x cosy = y*. Si calcoli W' (x) (in termini di z,h(z)).

Poniamo innanzitutto f(z,y) := x cosy — y?. In quali punti tale equazione definisce implicita-
mente una funzione y = h(x) della sola variabile 27 L’idea é quella di applicare il teorema del
Dini. Occorre innanzitutto che f sia di classe C! e questo ¢ vero. Poi occorre che i punti in cui
f(z,y) = 0 non soddisfino 'equazione f,(z,y) = —x siny — 2y = 0 cioé ¢ possibile applicare il
teorema del Dini solo nell’intorno dei punti che non soddisfano il sistema

xcosy —y? =0
—z siny — 2y = 0.

La discussione richiesta dal testo dell’esercizio potrebbe fermarsi qui e a questo punto si puo
direttamente passare a ricavare h/(x) in base al teorema del Dini. Per completezza riportiamo
invece la soluzione del precedente sistema.

Se cosy = 0 allora dalla prima equazione si legge y = 0 assurdo, dunque di sicuro cosy # 0
e allora posso ricavare dalla prima equazione z in funzione di y e sostituire il risultato nella

seconda equazione. Si ha

Y
X

cosy

—yly tany — 2] = 0.
La seconda equazione ci da y = 0 oppure y tany = 2. La prima condizione fornisce il punto
(0,0); nell’intorno di questo punto dunque I'equazione f(x,y) = 0 non descrive implicitamente
alcuna funzione h(z). Studiamo ’altra condizione.
Trovare gli y che soddisfano y tany = 2 equivale a trovare gli zeri della funzione j(y) :=
y tany — 2. Studiamo brevemente tale funzione. Essa & pari, quindi posso studiarla solo per

y > 0, ammette infiniti asintoti verticali per y = w/2 + kx al variare di k € Z. Inoltre

./

J'(y) = tany +

y  sinycosy+y
cosZy cos?y '

Si nota che se x < /2 allora siny cosy > 0 mentre per y > w/2 allora j'(y) > 7/2 — 1 dunque

si ha che j'(y) > 0 per ogni y, cioé la funzione j é sempre crescente. Vediamo se ci sono flessi
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4.1 ESERCIZI SVOLTI

con lo studio della derivata seconda. Si ha

[1 4 cos?y — sin®y] cos?y + 2 cosy siny (z + siny cosy)
costy

i"(y) =

_cos?y + cos y — sin®y cos’y + 2z cosy siny + 2 cos’y sin’y

costy

2y cosy siny + cos? y sin’y + cos’ y + cos? y
N costy

2y cosy siny + cos? y [sin® y + cos® y] + cos?y

costy

_cosy (2 cosy + 2y siny]

1 =0&cosy+ysiny =0
costy

quindi ci sono infiniti flessi. 1l grafico approssimativo é dato in figura.

Figura 4.1: Grafico della funzione j.

Quindi abbiamo infiniti zeri, che corrispondono a infiniti valori di y; questi a loro volta inseriti
nella prima equazione ci danno infiniti punti che soddisfano il precedente sistema. Nell’intorno
di questi punti non si puo applicare il teorema del Dini nel senso che 'equazione f(z,y) = 0

non descrive implicitamente alcuna funzione h(z).

Adesso, in base al teorema dei Dini, per ogni punto (x,y) per cui & possibile, si ha

W (z) = ol h(2)) _ cos h(x) _ cos h(x)
fy(x, h(x)) —x sinh(z) —2h(z) xsinh(x)+2h(x)
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4 TEOREMA DEL DINI. FUNZIONE IMPLICITA

Questo conclude 'esercizio.

# Esercizio 4.1.3. Per il teorema del Dini, [’equazione
(z — 1) log(siny) + (y — 1) tan(z?) = 0

permette di rappresentare y come funzione di x, ovvero y = y(x), in un intorno del punto
(1,1). Si caleoli y'(1).

Verifico che effettivamente si possa applicare il teorema del Dini. Poniamo

f(z,y) = (x — 1) log(siny) + (y — 1) tan(z?);

si ha che f ¢ di classe C! in un intorno di (1,1). Poi si ha f(1,1) = 0 e infine

folz,y) = (@ = 1) 222 4 tan(a?)

da cui f,(1,1) =tan1 # 0.
Allora il teorema del Dini ci assicura che esiste un intorno I di x = 1 ed esiste y = y(z) definita

su I a valori reali tale che f(x,y(z)) = 0. Si ha inoltre

o =gy vee!
da cui
fe(z,y) =log(siny) + (y — 1) (1 + tan®(2?)) 2z
e quindi
o= s

# Esercizio 4.1.4. Sia F(x,y) := xe¥ —ye® per ogni (x,y) € R?, e la funzione G sia definita
implicitamente dall’equazione F(z,G(x)) = 1 per ogni x € R. Si rappresenti G'(x) mediante

d
il teorema di Dini. Posto poi H(u) := (sinu)? per ogni u € R, si calcoli d—[G(H(u))]
u

L’esercizio dato é piuttosto semplice se ci si limita a rappresentare G’'(x) mediante il teore-
ma del Dini senza preoccuparsi di verificare se effettivamente il teorema del Dini possa essere
applicato. Poiché il testo é ambiguo, 1'esercizio puo essere risolto limitandosi a questa prima
parte.
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4.1 ESERCIZI SVOLTI

Si pone innanzitutto F(z,y) = F(z,y) —1 = ze¥ —ye* —1. Allora G ¢ definita implicitamente
dall’equazione F(z,G(x)) = 0 e quindi il teorema del Dini si applica a F' e non a F. Si ha poi

E
G/(ZE) — _ ~I<x7G<$))
Fy(z,G(x))
da cui
Fo(z,y) =€’ —ye”  Fy(x,G(x)) =" - Gz) "
e
Ey(r,y) =xe¥ — ¢ Ey(z,G(x)) = xe@ — ¢,
Quindi
@) — G(x)e”
4 e
G'(x) = @)
D’altra parte, per la regola di derivazione delle funzioni composte, si ha
d
2 (G(H(w) = G'(H(u)) - H'(u)
ma H'(u) = 2 sinu cosu dunque
G(H(w)) _ H H(u) G(sin?u) _ 1.2 sin? u
4 G ) = = GUHw)) e )y — € Glsin“w) e * o).

du H(U,) eG’(H(u)) — @H(U) SiIl2 U eG(sin2 u) _ esin®u

Qui termina la prima parte dell’esercizio. La parte complicata sembra essere quella di verificare

che il teorema del Dini puo essere applicato in tutti i punti tali che F(x, y) =0.

Sia A = {(z,y) € R?: F(z,y) = 0}. Si dovrebbe dimostrare che:
F € C'(A) e questo ¢ vero perché F € CH(R?) e che F,(x,y) # 0 per ogni (z,y) € A e

quest’ultima richiesta é la piu difficile da verificare. Infatti si dovrebbe far vedere che il sistema
re! —ye® —1=0
re! —e® =0

non ha soluzioni. Proviamo a risolverlo.

Sostituendo la seconda equazione nella prima si ha
e“(1—y)—1=0. (4.1.1)

Dovremmo far vedere che non esiste nessun (z,y) € R? tale che (4.1.1) sia verificata.
Se y > 1, allora non ¢’¢ nessuna x tale che (z,y) soddisfi (4.1.1). Infatti se y > 1 allora
1 —y<O0eallorae’(l —y) <0dacuie’(l—y)—1<0.

Rimane da studiare il caso y < 1. Si puo esplicitare x in funzione di y nella (4.1.1), quindi si

ha
—
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4 TEOREMA DEL DINI. FUNZIONE IMPLICITA

da cui sostituendo nella prima equazione del nostro sistema si ottiene
log [ —— ) e 0 (4.1.2)
og| —— | e¥——=0. 1.
& 11—y 11—y

Dobbiamo mostrare che nessun y < 1 soddisfa la precedente equazione. Se y < 0 allora

1 1
log(—) ey ——<0
-y lL—y

mentre nel caso 0 < y < 1si ha e¥ < e da cui

1 1 1 1
log| — | eV ——<log| —— | e — ——
I—y 1—y I—y 1—y

quest’ultima funzione & sempre negativa e si annulla in un solo punto (per vedere cid basta
studiare la funzione g(z) := e log z — 2); siccome nella precedente disuguaglianza ¢’¢ il minore
stretto, allora questo basta a concludere che é effettivamente possibile applicare il teorema del

Dini alla nostra funzione F.

# Esercizio 4.1.5. St consideri [’equazione
72
?+xy—log(1+x2+y2) +y=0.

Provare che (0,0) soddisfa l’equazione e che esiste una funzione ¢ : I — J, con
I e J intorni di zero, tale che (0) =0 e %2 + zp(x) —log (1 + 2% + ¢*(z)) +
o(z) =0 per ogni x € 1.

Per verificare che (0,0) soddisfa I’equazione basta sostituire il punto in essa.

Posto
2

x
f(x,y):?—i-xy—log(l%—xj—l—y?)—i—y

I'equazione data ¢, ovviamente, f(z,y) = 0. Tale f & di classe C*° su R?,

Verifichiamo le ipotesi del teorema di Dini:

£(0,0)=0

af B 2x af B
ax($7y)7x+y 1+x2+y2 ) ax(()?())io
of . _ 2 9f 0.0y =
ay(:z:,y)—x 1+x2+y2+1 , 8y(0,0)—1.
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4.2 KESERCIZI PROPOSTI

Le ipotesi sono verificate, dunque posso esplicitare y in funzione di x in un intorno di zy = 0.
La funzione implicita ¢ : [ — J & quella richiesta (ovvero quella che verifica le richieste fatte).
Per quanto riguarda I’andamento di ¢, osserviamo che

0

5:(0.0) _

0 =

2(0,0)

Inoltre, dalla formula

Quindi
o) — - P .0
Essendo
o0 f _ 2(1+ 2% +9y?) — 4a? o0 f _
@(as,y) =1-= (1122 + y2)2 g2 (0,0) = —1,

abbiamo che ¢”(0) = —(—1) =1 > 0, quindi 0 ¢ un punto di minimo per ¢.

4.2 Esercizi proposti

# Esercizio 4.2.1. Utilizzando il teorema di Dini mostrare che, nei casi sotto riportati,
Uequazione f(x,y) = 0 definisce implicitamente una funzione derivabile y = p(x) in un

intorno di xqy tale che (o) = yo. Calcolare poi ¢'(xo).

y) =x+2y+xsiny, (zo,y0) = (0,0);
(z,y) =weV +y+2, (x0,%) = (0,—2);

y) = xy +log(zy) =1, (2o, 40) = (1, 1);
(z,y) = y° +log (I—er) —xy, (@o,y0) = (1,1).

#) Esercizio 4.2.2. Applicare il teorema di Dini all’equazione f(z,y) = 2?—y?>—22+2y =0
e discutere nell’intorno di quali punti essa definisce una funzione implicita rispetto all’una

o all’altra variabile.

87



4 TEOREMA DEL DINI. FUNZIONE IMPLICITA

# Esercizio 4.2.3. Data la funzione y = y(x) definita implicitamente da
Y+ +a+y=0,
calcolare

i Y@+
z—0 3;'2

# Esercizio 4.2.4. Verificare che ['equazione

ylog (£> +yP—2=0
Y

definisce implicitamente una funzione y = y(zx) in un intorno di (1,1). Calcolare

lim M
r—1 (Qj — 1)2

# Esercizio 4.2.5. Verificare che ['equazione
2+ —3r4+y=0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R. Studiarne il grafico

# Esercizio 4.2.6. Verificare che ['equazione
2ty —e" V=0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R. Determinare gli eventuali punti

stazionari e la loro natura.
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# Esercizio 4.2.7. Verificare che [’equazione
P+t +r4+y=0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R. Tracciare un grafico

approssimativo di y = y(x) nell’intervallo [—2,1]. Calcolare

i Y@ T
z—0 :(:2

# Esercizio 4.2.8. Verificare che l’equazione
¥ 2
2x—|—/ e =07 qt =0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di x = 0. Calcolare

. y(x) + o+ 2?
lim ~=~~%———.
=0 cosx — 1

# Esercizio 4.2.9. Verificare che ['equazione
xcos(zy) =0

T
definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di (1, 5) . Calcolare

lim 2y(x) —m(2 —x)
z—0 ({ﬂ — 1)2

# Esercizio 4.2.10. Si provi che ['equazione

r+y+sin(z+y) e=1

e

x+y—+cos(z+y) +e

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R e la si determini.
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4 TEOREMA DEL DINI. FUNZIONE IMPLICITA

# Esercizio 4.2.11. Verificare che l’equazione
vy + 22—y +22=0

definisce implicitamente una funzione z = g(x,y) su tutto R?. Determinare i punti singolari

e la loro natura.

# Esercizio 4.2.12. Data la funzione y = y(x) definita implicitamente da
2oy =) +y(y*+1) =0
calcolare

i @) 2z —1
r—1 (CE — 1)2

# Esercizio 4.2.13. Verificato che 'equazione
4y’ 1) +yy?+1) =0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di x = 0, calcolare

lim y(x)——x
x—0 :L’Q

# Esercizio 4.2.14. Verificato che l’equazione
Byt —ry+r+y=0
definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di x = 0, calcolare

i @)+
z—0 ;Ij‘2
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# Esercizio 4.2.15. Verificare che l’equazione
(z+y)?—2+y=0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R. Tracciarne il grafico.

# Esercizio 4.2.16. Verificare che l’equazione
2t —y— eV =0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R. Determinare gli eventuali punti

stazionari e la loro natura.

# Esercizio 4.2.17. Verificare che l’equazione
xsin(zxy) =0
definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di (1,0). Calcolare

. y(w)
chli}% (x —1)%

# Esercizio 4.2.18. Verificare che l’equazione
(z+y)?=3x—y)+2=0

definisce implicitamente una funzione y = y(z) su tutto R. Determinare gli eventuali punti

stazionari e la loro natura.

# Esercizio 4.2.19. Si discuta la possibilita’ di definire la funzione y = h(x) implicitamente

mediante la equazione xsiny = y*. Si calcoli W' (x) (in termini di x, h(z)).
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4 TEOREMA DEL DINI. FUNZIONE IMPLICITA

# Esercizio 4.2.20. Sia

f(]}7y):I—y—€m+y (l’,y)ERQ.

1) Si provi che Uequazione f(x,y) = 0 definisce implicitamente un’unica funzione y = y(z)
su tutto R.

2) Si determini l'unico punto critico della funzione y = y(x) e la sua natura.

# Esercizio 4.2.21. Dato il campo scalare
f(xay) :logxlogy—l (m,y) € (17+OO) X (17+OO)7

si provi che Uequazione f(x,y) = 0 definisce implicitamente un’unica funzione y = y(x) per
ogni x € (1,+00). Si calcoli inoltre

i @) —
T—>e 4($ — 6)2

# Esercizio 4.2.22. Verificare che ['equazione
Y 2
flz,y)=2—1 +/ e~ @ qt = 0

definisce implicitamente una funzione y = y(x) in un intorno di x = 1. Calcolare

lim y(x) —z(l—e)—e
z—1 e(x —1)2

# Esercizio 4.2.23. Si provi che ['equazione
fl@y,z)=v+y+ / e~ =" dt +/ eV At +2=0
x y

definisce implicitamente una funzione z = z(x,y) per ogni (z,y) € R?. Se ne determinino i

punti critici e si scriva lequazione del piano tangente a z = z(x,y) in tali punti.
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# Esercizio 4.2.24. Verificare che l’equazione

0 2
/ eV dt=0
242y

definisce implicitamente una funzione y = y(x) su tutto R. Calcolare

Coyle)+a®—ax+ %
lim
r—1 ({ﬂ — 1)2

# Esercizio 4.2.25. Verificare che ’equazione
242+ B —yr— 2y =0

definisce implicitamente z = g(z,y) in un intorno di (0,1,0). Serivere poi l'equazione del

piano tangente in (0,1,0) alla superficie di equazione z — g(x,y) = 0.

 R.z=4(y—1).

# Esercizio 4.2.26. Verificare che ['equazione
42—y —2y=1

definisce implicitamente z = g(x,y) in un intorno di (0,0,1). Secrivere poi l'equazione del

piano tangente in (0,0,1) alla superficie di equazione z — g(x,y) = 0.

1

# Esercizio 4.2.27. Verificare che l’equazione
202+ 2P+ —yr — 2y =1

definisce implicitamente z = g(z,y) in un intorno di (0,0,1). Serivere poi l'equazione del

piano tangente in (0,0,1) alla superficie di equazione z — g(x,y) = 0.

2
*R.z:l—kgy.
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# Esercizio 4.2.28. Per il teorema del Dini, [’equazione
(z — 1) log(cosy) + (y — 1) e =0

permette di rappresentare y come funzione di x, ovvero y = y(x), in un intorno del punto
(1,1). Si caleoli y'(1).

' log(cos 1)
og(cos
y'(1) = T

# Esercizio 4.2.29. Per il teorema del Dini, [’equazione
(z — 1) sin(siny) + (y — 1) sin (2*) = 0

permette di rappresentare y come funzione di x, ovvero y = y(x), in un intorno del punto
(1,1). Si caleoli y'(1).

. . ( . 1)
sin(sin

/ 1 = -
4 ( ) sin 1

# Esercizio 4.2.30. Sia f(u,v) := ue’ — ve" — 1 per ogni (u,v) € R? e la funzione g

sia definita implicitamente dall’equazioni f(u,g(u)) = 0 per ogni u € R. Si rappresenti g'(u)

1
mediante il teorema di Dini. Posto poi h(z) := ) per ogni z € R, si calcoli E[g(h(z))]
< R.
d ) _ () ) () (i) o 5.
() =~ S ) = - iz ¢ (i)
dz h(z)e9 —e 1 eg<m) _ o (34 1)

2341

94




CAPITOLO 5

Esercizi riguardanti ottimizzazione

libera e vincolata

5.1. Ottimizzazione libera

5.1.1. Esercizi svolti

# Esercizio 5.1.1. Studiare, al variare di k, le forme quadratiche

(@)@ (z,y) = k2" + (k + 1)y* + 12zy,
(0)q2(2,y,2) = —a® +y° + 22° + 2kxz + 2yz

¢ R. Hint: (a) Mi metto nel caso k # 0, dunque a = k* > OVk. Abbiamo det A =
(k — 3)(k? + 4k + 12). Quindi per k > 3 ho det A > 0, mentre per k < 3 ho det A < 0.
Di conseguenza:

a) k > 3: definita positiva

b) k < 3: indefinita

c) k=3: det A =0, a > 0, quindi semidefinita positiva

d) k = 0: La matrice & (per righe) (0,6), (6,1), dunque ¢ =1 > 0 e det A = —36 < 0, quindi
indefinita (vedi anche sopra).

La f.q. non é mai definita negativa.

(b) det A = —1 — k% < 0 per ogni k. quindi la forma quadratica ¢ sempre indefinita.
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5 ESERCIZI RIGUARDANTI OTTIMIZZAZIONE LIBERA E VINCOLATA

# Esercizio 5.1.2. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

flz,y) =2 +9* = 2(x —y)* + 2.

Siccome la funzione ¢ di classe C*(R?), gli eventuali punti di estremo libero di f devono

anche essere punti critici, cioé punti che annullano il gradiente di f. Si ha

%(m, y) = 42° — 2(x — y)2 = 42® — 4o + 4y g—";(x, y) = 4y + 4(x —y)
dunque per trovare i punti critici devo risolvere il sistema
43 —4(x —y) =0
43 + 4(x —y) = 0.
Sommando membro a membro le due equazioni si ottiene 2° + y*> = 0 che ¢i dd z = —y.

Sostituendo quanto trovato nella seconda equazione si ottiene facilmente
4 -8y =0 & y?—2]=0 & y=0Vy==+Vv2
Dunque i punti critici sono
0,00  (V2,-v2)  (=V2,V2).

Per determinare la natura dei punti critici proviamo a calcolare la matrice Hessiana nei punti
suddetti. Si ha

0% f O f o2 f o f

g5 =122 -4 =L =2 =4 =12y — 4.
(wy) =120 Gy ) = G (@) 5,2() =12y
Dunque
24 — 4 4 20 4
Hf(\/gv_\/i) :Hf(_ﬁa \/5) = =
4 24 — 4 4 20

quindi Det H;(v/2, —v/2) = Det Hp(—+/2,v/2) =400 — 16 > 0 e f,, > 0. Questo implica che i
punti (\/_, —\/5) e (—\/57 \/5) sono di minimo locale. D’altra parte

4 4
H(0,0) =
4 4
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5.1 OTTIMIZZAZIONE LIBERA

quindi Det H;(0,0) = 0 e il test della matrice Hessiana si rivela inefficace per il punto (0, 0). Per
determinare la natura di questo punto critico occorre cambiare metodo. Proviamo a studiare

il segno dell’incremento della funzione, cioé studiamo il segno di

Af(x,y) = f(z,y) — £(0,0) = z* + y* = 2(z — y)*.

Ora, se x = y allora
ANf=zt+21=221>0 Vr e R

mentre se consideriamo la curva y = —x si ha
Af =22 —82* <0 selz| < 2.

Questo ci dice che in ogni intorno dell’origine ci sono sia punti in cui f ha valori maggiori di

2 = f(0,0) e sia punti in cui f ha valori minori di 2 e dunque il punto (0,0) ¢ un punto di sella.

# Esercizio 5.1.3. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

f(z,y) = sinh(z* + y* — 42 — 3y?).

La funzione f(z,y) € C>*(R?) ed é composta dalle funzioni sinht e t = ¢(z,y) = z* +1y° — 42* —
3y?. Poiché la funzione sinht ¢ strettamente crescente, i punti di estremo di f(x,y) sono tutti
e soli i punti di estremo di t(x,y). (Notiamo che analoghe considerazioni possono essere fatte
per funzioni del tipo f(xz,y) = @Y f(z,y) = (t(z,y))? ecc...).

Si puod studiare pertanto la funzione

t(z,y) = 2* +9° — 42® — 3y°.

La funzione ¢ di classe C*°(R?) e dunque gli eventuali punti di estremo libero di ¢ devono anche

essere punti critici, cioé punti che annullano il gradiente di ¢. Si ha

@
Oz

ot
(z,y) = 42° — 8 a—y(x,y) = 3y” — by

dunque per trovare i punti critici devo risolvere il sistema
43 — 8x = dx[x® — 2] =0
3y? — 6y = 3yly — 2] = 0.
Dunque i punti critici sono

0,00 (0,2)  (£v2,0)  (+V2,2).
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5 ESERCIZI RIGUARDANTI OTTIMIZZAZIONE LIBERA E VINCOLATA

Per determinare la natura dei punti critici proviamo a calcolare la matrice Hessiana nei punti

suddetti. Si ha
9%t 0%t 0%t 9%t

— = 1222 — —_— = = - — 6y — 6.
52 (5 Y) - —8 axay(rfc,y) 8y8x<x’y) 0 ayg(ﬂc,y) 6y — 6
Dunque
-8 0
Ht<070>:
0 —6

quindi Det H(0,0) = 48 > 0 mentre t,, < 0. Questo implica che il punto (0,0) é di massimo
locale. D’altra parte

-8 0
Ht<07 2) —
0 6

quindi Det H;(0,2) = —48 < 0 e dunque (0,2) é un punto di sella. Inoltre

16 0
Ht(:i:ﬁv O) =
0 —6

quindi Det Hy(++/2,0) = —96 < 0 e dunque anche (4+/2,0) sono punti di sella. Infine

16 0
Ht(j:\/éa 2) =
0 6

quindi Det H,(++v/2,2) = 96 > 0 mentre t,,(£v/2,2) = 16 > 0 e dunque (++/2,2) sono punti

di minimo locale.

# Esercizio 5.1.4. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

f(x,y) =sin(x + y) — cos(z — y).

Si ha
f(z,y) =sin(x + y) — cos(x + y) = sinx cosy + cosxsiny — cos r cosy — sin x siny

=sinz[cosy — siny| — cosx[cosy — siny| = [cosy — siny] - [sinx — cos z]

2 2
=2 g(cosy —siny) - %—(sinx — cosa:)] = 2sin <:z: — %) - COS <y+ %)
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A questo punto, visto che
—lgsm<x—£>§1 —1§0%<y+%>§1

si vede subito che il massimo di f é 2 ed é assunto in corrispondenza dei punti

JIZ%?T—FQ?T]C keZ
y=—2+mm hel

oppure in corrispondenza dei punti

x:£ﬂ+27rk kel
y:§7r+27rh heZ.

Invece il minimo di f é -2 ed é assunto in corrispondenza dei punti

$=27T+27T/€ kel

y:zﬁ—i-%rh helZ

oppure in corrispondenza dei punti

JJ—E?T-FQ?T]{? kel
yz—%+mm hel.

Per vedere se f non ha altri punti di estremo, si calcolano gli ulteriori punti critici di f risolvendo

il sistema

fu(x,y) = 2cos <x - %) oS (y + %) —0

fy(z,y) = —2sin (96 - %) sin (y + %) —0.

Le soluzioni sono i punti

3
T =7 + 7k keZ
y:—%+wh heZ
precedentemente trovati e i punti
3
y=47 +7h heZ
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In tali punti f si annulla ed é facile vedere che cambia segno in ogni loro intorno. Questi punti

sono percio di sella.

# Esercizio 5.1.5. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

(22402
flz,y) = (2% +yHe @1V,

La funzione f ¢ a simmetria radiale, cioé & funzione solo della distanza dall’origine r =
\/m. Come conseguenza, le curve di livello di f sono circonferenze con centro nell’o-
rigine. In casi come questo si puo semplificare la ricerca degli estremi studiando la funzione di
una sola variabile

g(r) = r2e " r > 0.
Si ha g(0) = 0 e anche g(r) > 0 per ogni r anzi pi precisamente g(r) > 0 per ogni r # 0.
[noltre

lim ¢(r) =0

r—-+00

e dunque r = 0 é punto di minimo globale. D’altra parte

g(r)=2r(1—r?)e”

2

e dunque ¢'(r) = 0 se r = 1. Percio se r = 1 ¢ punto di massimo globale.

Per trasferire i risultati ottenuti per g a f basta osservare che r = 0 corrisponde all’origine
(0,0) mentre r = 1 corrisponde alla circonferenza unitaria centrata in (0,0). Di conseguenza
il valore minimo ¢ assunto in (0,0) mentre il valore massimo ¢ assunto in tutti i punti della

circonferenza unitaria.

# Esercizio 5.1.6. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

f(@,y) =23/ (y — )%

La funzione f ¢ definita e continua in R% Dimostriamo che in tutti i punti dell’insieme

{(x,y) € R? : y = '} tranne Porigine si ha che f non ¢ differenziabile. Si ha

h,x)— h)~/ h? .
g(x,w) = lim flwtheo) = flz,o) = lim @+ W)V = lim zh~'/3 + lim V2.
ox h—0 h h—0 h h—0 h—0
Il limite del primo addendo, per x # 0 non esiste e quindi sicuramente f non é differenziabile

nei punti (z,z) con z # 0. nell’origine invece si ha

Q%&mznmﬂhm—ﬂ&m:hmgljﬁ

ox h—0 h h—0 h =0
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mentre

a_f((],O) — lim f(ov h) B f(070)

dy h—0 h =0

dunque

f(h,k) — f(0,0) — hf,(0,0) — kf,(0,0) lim hy/(k — h)?

lim
(h,k)—(0,0) vV h? + k2 (h,k)—=(0,0)  v/h2 + k2

e questo limite esiste e fa 0, dunque in (0,0) f ¢é differenziabile. I punti di estremo andranno
cercati tra i punti critici e i punti della bisettrice del primo e terzo quadrante (origine esclusa).

Allora
3y — dx 2x

ﬁ fy(x,y) = ﬁ

e dunque il gradiente di f & diverso da zero in R? \ {(x,y) : y = x}. Pertanto possono essere

folz,y) =

punti di estremo solo i punti della retta y = x (origine esclusa). Su tale retta si ha f(z,y) = 0.
Studiando il segno di f(z,y) si ricava che i punti della bisettrice del primo quadrante sono
di minimo locale mentre i punti della bisettrice del terzo quadrante sono di massimo locale.
Infatti f(x,y) >0 perx >0e f(z,y) <0 per x < 0. Per curiosita lorigine ¢ punto di sella.
Non ci sono estremi globali perché la funzione ¢ illimitata superiormente e inferiormente. Ad
esempio:

lim x,y) = 400
(r»y)ﬁ(+0070)f< v)

lim ,Y) = —00.
(w)ﬁ(foovo)f( v)

# Esercizio 5.1.7. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

f(z,y) = 2°log(1 +y) + 2*y*

nel suo dominio.

Il dominio di f é I'insieme aperto
D={(z,y) €eR*:y > —1}.

In questo insieme f & una funzione di classe C*°(R?). Gli eventuali punti di estremo locale

devono percio essere soluzioni del sistema
fo(z,y) = 2z(log(1 +y) +y°) =0

fy(x,y) = ? (%y + 2y) = 0.
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Si ha sicuramente x = 0; inoltre deve aversi

log(1+y)+y*=0

1
— + 2y = 0.
1+y Y

La prima equazione ci da come soluzione y = 0 mentre dalla seconda equazione deriviamo
29% + 2y + 1 = 0 che non ci da soluzioni reali. Quindi il sistema ammette come soluzioni gli
infiniti punti (0, k) con £ > —1. Su tali punti si ha f(x,y) = 0. Proviamo il test della matrice

Hessiana.
fra(z,y) = 2(log(1 +9) +4%)  fyylz,y) = 2° (2 - ﬁ)
e
1
fry(xvy) = fym(xay) =2z (m + 23/) ;
dunque

log(14+k)+k* 0
He(0,k) =
0 0
e dunque il test della matrice Hessiana si rivela inefficace.

Proviamo a valutare
Af(x,y) = flz,y) = F0,k) = f(z,y) = 2°log(1 +y) + 2*y* = 2*[log(1 + y) + v°].
Studiamo il segno del termine log(1 + y) + > =: g(y). E immediato verificare che
9(y) <0& -1<y<0, gly)ey=0, gly)>0&y>0.

Da questo é possibile concludere che:

se k > 0 allora i punti (0, k) sono punti di minimo locale;

se k = 0 allora l'origine ¢ un punto di sella;

se —1 < k < 0 allora i punti (0, k) sono punti di massimo locale.

Osserviamo infine che f non ha punti di estremo globale in quanto

+00 Yo > 0

lim  f(z,y) =
(@,y)—(+o0,50) —00 —1<yo <0

e percio

sup f(z,y) = +o0 inf f(z,y) = —o0.
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# Esercizio 5.1.8. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

flay) =2y — 1)°(z + 2)%.

La funzione data ¢ di classe C>°(R?). I punti critici sono le soluzioni del sistema

fal@,y, 2) = 2u(y — 1)*(z +2)* =0
Folm,y,2) = 322 (y — 1)*(2 +2)2 =0
folw,y,2) = 222(y — 1)*(2 +2) = 0.

Le soluzioni del sistema sono i punti dei piani x =0, y = 1 e 2 = —2, cioé rispettivamente si
ottengono i punti (0, h, k), (l,1,k),(l,h, —2) con [, h, k € R. In tali punti f si annulla. Anziché
ricorrere allo studio del differenziale secondo, é conveniente esaminare il segno di f in un in-
torno dei punti indicati. T punti (I, 1, %) sono di sella in quanto attraversando il piano y = 1
f cambia segno. I punti (0,h,k) e (I, h, —2) sono di massimo locale per h < 1 in quanto f ¢é

negativa per h < 1 e di minimo locale per h > 1 in quanto f & positiva per h > 1.

# Esercizio 5.1.9. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

1 1 1
f(Z’,y,Z):—+—+—+ZL’yZ.
r Yy oz

La funzione data ¢ di classe C*(R*\ {(z,y,2) : 2 =0, y =0, 2z = 0}).

I punti critici si trovano risolvendo il sistema

f;t(xay7z) = ——2+y2 =0
1

fy(z,y, 2) = —E—l—xz—()
1

L fz(xaywz) = —?—f—l‘y: 0.

Moltiplichiamo la prima equazione per x, la seconda equazione per y e sottraiamo. Si ottiene

1 1
—-—==0 =z-y=0;
y

analogamente, se moltiplichiamo la seconda equazione per y, la terza equazione per z e sottra-

iamo, si ha
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Allora sostituendo questo risultato in una qualunque delle equazioni si ha rapidamente
1
-—— + 22 =0 ot =1.
x
Allora in definitiva i punti critici sono (1,1,1) e (=1, —1, —1). Per stabilire la natura di questi
due punti critici proviamo il test della matrice Hessiana:
2 2
fzz(xaywz): E fmy(x,y,z):fyz(x,y,z):z fyy(xayaz)zﬁ
2
fZZ(‘TuyVZ):; fx2<x7y7z):f2$<x7y7z):y fyz(x7y7z):f2y<x7yuz):l.'
Allora

2 1 1
Hi(1,L,1)=| 1 2 1
11 2

I determinanti dei minori principali di Nord-Ovest sono rispettivamente
H=2>0 Hy=3>0 Hy=4>0

quindi (1,1,1) é punto di minimo locale per f. Invece

2 1 -1
Hi(-1,-1,-1)=] -1 -2 -1
1 -1 -2

[ determinanti dei minori principali di Nord-Ovest sono rispettivamente
H =-2<0 Hy=3>0 Hy=-4<0

quindi (=1, —1,—1) é punto di massimo locale per f. Questo risultato poteva essere previsto
dato che f($,y72) = f(—l’, -y, _Z)

# Esercizio 5.1.10. S determini, al variare del parametro reale k, il segno della forma

quadratica: q(x,y,z2) = 2% + 2kzy + y? + 2kyz + 2%

Alla forma quadratica ¢ € associata la matrice

1 k£ O
A= k 1 k
0 k 1.
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(Notiamo che da 2kxy si ottiene che ’elemento della matrice a;o = k e coincide con I’elemento
della matrice ag; perché la matrice é simmetrica). I determinanti dei minori principali nord-

ovest sono:

A =1 Ay =1—k? A; = Det A =1 —2k%

A questo punto:

|k| > —= allora A3 < 0 e siccome A; > 0 si ha che la forma quadratica é indefinita;

V2

1
|k| < —= allora tutti gli A; sono positivi e dunque la forma quadratica é definita positiva;

V2

|k| = —= allora la forma quadratica ¢é

V2

1\’ 1 2
r,Y,2) = |+ —= + | —=y+z
o) = (o 730) + (Gr+)
e dunque ¢ semidefinita positiva, cioé ¢(z,y,z) > 0 per ogni (z,y,2) € R" e q(z,y,2) = 0 nei

1 1
unti (———h,h, ——h ).
P < V2 \/5)

# Esercizio 5.1.11. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

f(z,y) = 2%y* — a'y® — 2%y°.

La funzione ¢ di classe C*°(R?) e dunque gli eventuali punti di estremo libero di f devono

anche essere punti critici, cioé punti che annullano il gradiente di f. Si ha

0 ‘ 0
a—i(aﬁ, y) = 32%y® — 4a®y® — 3a%y’ a—g(x, y) = 22%y — a"2y — 23y

2

dunque per trovare i punti critici devo risolvere il sistema
2?33 — 4z — 3y] =0
w3y[2 — 2z — 3y] = 0.
Dunque tra i punti critici ci sono sicuramente
(k,0) (0, h) con k,h € R.
Inoltre bisogna vedere se si puo risolvere il sistema
3—4x -3y =0

2—-2x—3y=0.
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Questo sistema ammette come soluzione il punto (%, %) . Alla fine i punti critici sono:

11
=, = (k,0) (0, h) con k,h € R.
2°3

Per determinare la natura dei punti critici proviamo a calcolare la matrice Hessiana nei punti

suddetti. Si ha

0 f
w(x, y) = 62y — 122%y* — 61y°
0 f 0%t
9207 PV = 3,050 Y) = 62°y — 82’y — 9%y
2
g—yé(x, y) = 22° — 22" — 623y,
Dunque
0 0
0 2k —2k*

quindi Det H(k,0) = 0 e il test della matrice Hessiana si rivela inefficace per studiare la natura

di questi punti. Siccome f(k,0) = 0, possiamo provare a studiare il segno di

Af(x,y) = flz,y) — f(0,0) = f(z,y) = 2%y — 2y’ — 2y = Y[l —x — y.

In figura in azzurro é evidenziata la regione in cui f ha segno positivo, in rosa la regione in cui
f ha segno negativo. Da cio si deduce immediatamente che i punti (k,0) per kK > 1V Ek <0
sono punti di massimo locale visto che é sempre possibile trovare un intorno di questi punti in
cui f sia sempre positiva. Allo stesso modo ¢ facile vedere che se 0 < k < 11 punti (k,0) sono
di minimo locale in quanto si riesce a trovare un intorno di questi punti in cui f ¢ negativa.

Analogamente si vede che i punti (0, ) e (1,0) sono punti di sella visto che in ogni loro intorno
ci sono sia punti in cui f € positiva che punti in cui f é negativa. Infine per il punto (5, §>

si puo provare il test della matrice Hessiana. Si ha

1 7
I
2'3 7
12 72

11 11 11
e dunque essendo f,, <§, §> e Det Hy (5, 5) > 0 si ha che il punto (5, §) ¢ un punto di

massimo locale.
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Figura 5.1: Grafico che evidenza il segno di f.

# Esercizio 5.1.12. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

f(z,y) = |zyl(z +y —1).

Dimostriamo che f non ¢ differenziabile nei punti (0,h) e (k,0) con h,k € R (tranne che
nei punti (0,0), (0,1) e (1,0) in cui invece ¢é differenziabile). Infatti se ci troviamo nel primo o

nel terzo quadrante (assi esclusi) si ha

of

—(z,y) = 2zy +y* —
g DY) =2y Yt —y
of 2
——(x,y)=z"+2zy —
oy =Y y
mentre se ci troviamo nel secondo o nel quarto quadrante (assi esclusi) si ha
of

%(ﬂf,y) =2zy—y’+y
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g—‘;(x, y) = —x? — 22y + .
D’altra parte
- —1
OF (0 1) — i SR = FOB) o ehl(t+h =)
ox t—0 t t—0 t
dunque se h = 0 oppure h = 1 si ha che
of
(0. h) =
Ox (0,) =0,

negli altri casi il limite precedente non esiste e dunque la derivata parziale rispetto a x non

esiste. Analogamente

O (1, 0y = i LB = JO) WKt (k48— 1)

oy t—0 t t—0 t

dunque se k = 0 oppure k = 1 si ha che

of

—(k,0) =0,

5 (.0
negli altri casi il limite precedente non esiste e dunque la derivata parziale rispetto a y non
esiste. Quindi di sicuro i punti (0,h) e (k,0) con k, h # 0,1 sono punti di non differenziabilita’

per f. Invece in (0,0) si ha
f(h,k?)—f(0,0)—hfm(0,0)—]ny(0,0) ‘hk|<h+k_l)

lim = Iim =

(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (hk)=(0,0)  /h% 4 k2

La stessa cosa avviene nei punti (1,0) e (0,1) che dunque sono punti di differenziabilita per f.

Dopo questa analisi passiamo a considerare i punti critici per f. Supponiamo di essere nel primo
o nel terzo quadrante (compresi i punti degli assi cartesiani in cui f risulta differenziabile). I

punti critici devono risolvere il sistema
2ty +y* —y =0

22+ 22y —x =0

11
che ¢i da come soluzioni i punti (0,0),(0,1),(1,0) e il punto (— . Se invece ci troviamo

33
nel secondo o nel quarto quadrante il sistema che dobbiamo risolvere é lo stesso quindi non
riusciamo a trovare ulteriori punti critici.

Per 1'ultimo punto si puo applicare il test della matrice Hessiana e si ha

forX,y) =2y fay(zy) =20+2y—-1  fy(2,y) =22

11
s (53) -

dunque

W[ =Wl N
WIN W]
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ed essendo f,x (%, %) > 0 e Det Hy (%, %) = é > 0 si ha che il punto (%, %) ¢ un punto
di minimo locale.

Per i primi 3 punti non puo essere applicato il test della matrice Hessiana perché bisognerebbe
avere almeno f di classe C*(A) con A intorno aperto di uno dei tre punti e ¢id ovviamente non
é vero. Allora per questi 3 punti e per gli altri punti degli assi cartesiani, che sono punti di
non differenziabilita per f, occorre studiarne la natura osservando il segno dell’incremento di

f, o meglio il segno di f visto che f sugli assi cartesiani vale 0. In figura la zona arancione

o = 5§ » ® &H
.
o *" 5 - -
- . »
. " ..
. L]
¢ .
.
¢' *® » -
-
. " = »
N N -
4 2 7 1
.
.

Figura 5.2: Grafico che evidenza il segno di f.

evidenzia la regione in cui f ha segno negativo mentre la zona viola evidenzia la regione in cui
f ha segno positivo. Quindi questo implica che se A > 1 ¢’é un intorno del punto (0, k) che sta
tutto nel semipiano y > —x 4+ 1 dove f ¢é positiva. Quindi tutti i punti (0, k) sono tutti punti
di minimo locale. Ragionando in modo analogo si trova che i punti (0,h) con h < 1 sono tutti
punti di massimo locale, i punti (1,0) e (0,1) sono punti di sella, i punti (k,0) con k > 1 sono

punti di minimo locale e infine i punti (0, k) sono punti di massimo locale.
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# Esercizio 5.1.13. Si determinino gli eventuali punti di estremo locale e globale della

funzione
flz,y) = 4y* — da®y? — y.

La funzione data ¢ di classe C*°(R?). I punti critici si ottengono risolvendo il sistema
fola,y) = =8xy* =0
fyla,y) =8y — 8a%y — 4y’ =0

che ci da come soluzioni i punti (k,0) con k € R e i punti (0,++/2). Proviamo il test della

matrice Hessiana. Si ha

foa(x,y) = =8y°  foy = =162y fyy(x,y) =8 — 8z% — 12y

ma per i punti (k,0) si ha Det H¢(k,0) = 0 e quindi il test della matrice Hessiana é inefficace.

Occorre studiare il segno di

Af(z,y) = flz,y) — f(k,0) = f(z,y) = y*[4 — 42® — y?].

In figura la zona azzurra € la regione in cui f ha segno positivo mentre la zona verde é la
regione in cui f ha segno negativo. Da cio si deduce che se |k| > 1 i punti (k,0) sono di
massimo locale per f mentre se |k| < 11 punti (k,0) sono punti di minimo locale. Inoltre i
punti (£1,0) sono di sella.

Infine per i punti (0, 4+/2) si pud provare il test della matrice Hessiana e si ottiene
—-16 0
Hy(0,£V2) =
0 -—16

e quindi i punti (O,:I:\/§) sono punti di massimo locale. Vogliamo mostrare che sono anche

punti di massimo globale per f. Basta far vedere che per ogni (z,y) € R? si ha
flz,y) —4<0
ma questo é vero perché
flzy) —4 =4 — 4oy —y* — 4 = —4a”y’ — (y* — 2)* < 0.
Dunque f ¢ limitata superiormente. Invece

lim  f(z,y) = —o0

(:Evy)_)(_oovl)
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Figura 5.3: Grafico che evidenza il segno di f.

quindi
inf f(z,y) = —oo.

Quindi non ci sono punti di minimo globale ed f non ¢ limitata inferiormente.

# Esercizio 5.1.14. Si determinino gli eventuali punti di estremo locale e globale della

funzione

fla,y) = e* —4vtsy’,

La funzione f € C®(R?) ed ¢ data dalla composizione della funzione e con g(z,y) = z* —

4x%y + 3y?. Essendo la funzione esponenziale crescente, i punti stazionari di f sono tutti e soli
quelli di g. Quindi occorre risolvere il sistema
gu(z,y) = 423 — 8xy =0

gy(z,y) = —42® + 6y = 0
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che ci da come unica soluzione I'origine (0,0). Studiamo il segno di
Ag(z,y) = g(x,y) — 9(0,0) = 2" — da’y + 3y”.
Se ci muoviamo lungo la curva y = 22?2 si ha

g(r,22%) = v* — 82* + 62" = —2* <0

2
mentre se ci spostiamo lungo la curva y = 3 s1 ottiene

4 2
-ttt =224 >0

3 3

e dunque lorigine ¢ un punto di sella.
D’altra parte non ci sono estremi globali per f nel senso che ad esempio

lim x,Yy) = 400
(x,y)ﬁ(+0070)f< v)

lim f(z,22%) =0

r—r-+00

quindi f non é limitata superiormente mentre ¢ limitata inferiormente ma 0 = infg: f(x,y) e

non € un minimo.

5.1.2. Esercizi proposti

# Esercizio 5.1.15. Calcolare la matrice Hessiana della funzione

r 8

f(x,y):§+g—y

nel punto (—4,2) e studiare il segno della corrispondente forma quadratica.

# Esercizio 5.1.16. Calcolare la matrice Hessiana della funzione
fla,y) =a® + 2y — do + 4y

nel punto (2, —1) e studiare il segno della corrispondente forma quadratica.
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# Esercizio 5.1.17. Calcolare la matrice Hessiana della funzione

f(z,y) = 2° +y° — 3y

nei punti (0,0) e (1,1) e studiare il segno della corrispondente forma quadratica.

# Esercizio 5.1.18. Classificare, utilizzando il metodo dei minori principalt oppure il

metodo degli autovalori, le forme quadratiche su R3

(2, y,2) = 2% + 2% 4+ 22% + 22y + 222,
G0(,y,2) = 202 — 2zy — y* — 2y2
gs(x,y, 2,t) = =20 + ky® — 2% — t* + 22z + 4yt + 2kzt.

#1 Esercizio 5.1.19. Studiare la natura degli eventuali punti stazionari in R? delle sequenti

funzioni:

1) f(x,y) = 32" — 2y

2)f(z,y) = (y —2)e™

3I)f(@,y) =(x+1)e™

f(z,y) =’ (2> +1)—y
5)f(x,y) = 3%y — y°* + 2?
6)f(x,y) = 3y° — 2’y — 2?
f(x,y) = —dzy + 4z

8)f(x,y) =4y + 4zy

9)f(z,y) =log(l +y* — zy + 22?)
10) f(x,y) = log(1 + 4y* — 22y + 2°)
1) f(z,y) =2y" +2* -y
12)f(x,y) = arctan(3z? + y?)
13)f(z,y) = —8x* — 2y* — 2wy + 2
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= R.

1)(0,0) sella

2)(1/2,0) sella

3)(0,1) sella

4)(0,0) minimo

5)(0,0) sella, (—1/3,—1/3) sella, (1/3,—1/3) minimo
6)(0,0) sella, (3,—1) sella, (—3,—1) sella
7)(0,1) sella

8)(—1,0) sella

9)(0,0) minimo

10)(0,0) minimo

11)(0,4) minimo

12)(0,0) minimo

13)(0,0) massimo

# Esercizio 5.1.20. Si calcolino al variare di n gli eventuali estremi liberi della funzione

fulz,y) = (2% + 32y + 2y*)" n € N\ {0}.

# Esercizio 5.1.21. Si determini la natura dell’origine per la funzione

f(z,y) =log(1+ xQ) — 2+t P+ 2.

# Esercizio 5.1.22. Si verifichi che [’equazione
f(z,y,2) = xsinz +log(l +y?) — 2z — / e dt =0
0

definisce in un intorno di (0,0,0) un’unica funzione z = z(x,y) e che per tale funzione

lorigine & punto di minimo locale.
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# Esercizio 5.1.23. St verifichi che l’equazione
2+ au? oyt et — 24yt =0

determina un’unica funzione z = z(x,y,u) tale che z(0,0,0) = 1 e che per tale funzione

(0,0,0) é punto critico. Si determini la natura di tale punto.

# Esercizio 5.1.24. Si considerino le funzioni:

a) f1<l’,y,Z) = [SiIl(l’ - Z)]Q + y2 — XYz

b) folz,y,z) = [sin(z — 2)]> + y* + y?2;
si verifichi che per entrambe (0,0,0) & punto stazionario; si determinino poi il differenziale

secondo e terzo e si deduca la natura di (0,0,0).

# Esercizio 5.1.25. Si determinino gli eventuali punti di estremo locale e globale della

funzione
_ z2+y2

flxy) =@ +yhe >

# Esercizio 5.1.26. Si determinino gli estremi della funzione

%+ 2y

f(myy):m-

# Esercizio 5.1.27. Si determinino gli estremi locali e globali della sequente funzione al

variare di o € R

(2 + y*)* log(2® + y°) (z,y) # (0,0)

0 (xz,y) = (0,0).

flz,y) =

115



5 ESERCIZI RIGUARDANTI OTTIMIZZAZIONE LIBERA E VINCOLATA

# Esercizio 5.1.28. Si calcoli la distanza tra le due rette in R3 :

# Esercizio 5.1.29. Si determini al variare del parametro reale k la natura dell’origine per
la funzione
f(z,y) =2+ ka® + 4oy + (b — 3)y* + 2z + o)~

# Esercizio 5.1.30. Si determini la natura dell’origine per la funzione

f(z,y) = arctan(z® + y*) — log(1 + 2*) — log(1 + y?).

# Esercizio 5.1.31. Si verifichi che l’equazione
(y—1Dz+e*+ (2> +x)logy —1=0

determina un’unica funzione z = z(x,y) in un intorno di ogni punto della retta y = 1. Si

dica se tale funzione ammette sulla retta y = 1 punti di massimo o di minimo locale.

# Esercizio 5.1.32. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

F(a,y,2) = 2% — 20 + 4 + log(1 + 22).

# Esercizio 5.1.33. Si determinino gli eventuali punti di estremo libero della funzione

f(z,y,2) = (®+y*)? —ay + 2°.
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# Esercizio 5.1.34. S determini, al variare del parametro reale k, il segno delle sequenti

forme quadratiche:

a) q(x,y, 2) = kx? + ky? + k2* + 22y + 2yz;

b) q(z,y, z,t) = —2% + xy — y* + 2% — 222 — 2yz + kt%.

# Esercizio 5.1.35. Si determini al variare del parametro reale k la natura dell’origine per
la funzione
f(z,y) =5+ ka? 4 2xy + 4dkxz — 6y — 322

# FEsercizio 5.1.36. Sono assegnate le coppie distinte (x;,y;) per i = 1,...,n. Si
determinino a,b, c in modo che sia minima la somma

n

Z(aw? + b + ¢ — y;)*.

i=1
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# Esercizio 5.1.37. Trovare © punti stazionari delle funzioni che sequono e dire se si tratta

di punti di massimo o di minimo relativo.

2?4+ 327 + day + 3
y? — 2’y
2’y* (1 -z —y)
o+ 2 20— 32
2+ ay + v +yz + 2

2° + 9% —dy| + o

iy

vy

y T

ot + any + y2

r+y—1

% 4 y?

(20 +y)e Y

R R

vy log(xy?) + 2y

2+t + 1L
Vio/y

(x + 3y)e ™

Y

x? + y?

z® + 62y + y°

x2y€x+py

zlog(z + y)

o+ + 22° 4 wyz

sin(z + y) cos(z — y)

22 — 22 — o
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# Esercizio 5.1.38. Trovare l'insieme di definizione E della funzione

flz,y) =/2(x +2y) — 22 — 22 — 1.

Trovare inoltre, se esistono, il massimo e il minimo assoluti di f in E.

# Esercizio 5.1.39. La funzione sin®x + y? + 2axy ha un punto stazionario nell origine.

Dire se si tratta di un punto di massimo o di minimo relativo.

# Esercizio 5.1.40. Trovare, se esistono, il massimo e il minimo della funzione
3
Y
T,Y) = ———
fla.y) = oy

in £ =R\ {(0,0)}.
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# Esercizio 5.1.41. Trovare e classificare © punti critici delle funzioni indicate

f(z,y) :1:2+2y2 — 4z 4 4y
flz,y) =2y —x+y
flx,y) = 2° +y° = 3ay
fz,y) = a* +y*day
r 8
flz,y)=—+—-—y
y X
f(z,y) = cos(z +y)
f(x,y) = xsiny
f(z,y) = cosx + cosy
f(z,y) = aPye~ )
_ ry
f(x’y)_2+a?4+y4
fz,y) = ze™® Y
1
f(z,y)

T l-zty+ta2+y’

o= (1)

fle,y,z) =ayz —a* —y” — 2

x zZ)=ux —|—x2z—x2— —22
f(z,y,2) =xy Y

# Esercizio 5.1.42. Mostrare che f(x,y,z) = dryz — x* — y* — 2* ha un valore massimo

locale nel punto (1,1,1).

# Esercizio 5.1.43. Determinare il valore massimo e il valore minimo di f(x,y) =

.24
rye 7Y,
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# Esercizio 5.1.44. Determinare il valore massimo e il valore minimo di

1

M) =y

# Esercizio 5.1.45. Determinare il valore massimo e il valore minimo di f(z,y,z) =

222y

2 . . i . . .
rYyze . Come si puo essere certi che tali valori esistono?

# Esercizio 5.1.46. Determinare il valore minimo di
1
flz,y) =2 +8y+ —
zy

nel primo quadrante x > 0,y > 0. Come si puo essere certi che un minimo esiste?

# Esercizio 5.1.47. Determinare e classificare i punti critici della funzione z = g(x,y) che

SOddZ.S?CLnO l’equazione
2 2
€2Z‘r T 3622y v =2.

# Esercizio 5.1.48. Sia

fla,y) = (y — 2°)(y — 327).
Mostrare che ["origine ¢ un punto critico di f e che la restrizione di f a qualunque linea retta
passante per l'origine ha un valore minimo locale nell’origine (mostrare cioé che f(x, kx) ha

un valore minimo locale in x = 0 per ogni k e che f(0,y) ha un valore minimo locale in

y =0.) La funzione f(x,y) ha un valore minimo locale nell’origine?

# Esercizio 5.1.49. E dato il campo scalare f : R*> - R

f(z,y) = (|2 +y)e™.

Trovare t© punti stazionari e determinarne la natura.
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# Esercizio 5.1.50. Si determinino © massimi e 1 minimse relativi ed assoluti del campo

scalare

fz,y) = (" +y*) exp <—%(w2 + y2)) :

# Esercizio 5.1.51. Determinare la natura dei punti stazionari di
flz,y,2) =2° + 9> + 5ay — 2> + 22

in tutto lo spazio. Determinare gli estremi superiore ed inferiore di f.

# Esercizio 5.1.52. 5i determinino i@ massimi e ¢ minimi relativi ed assoluti dei campi
scalars
—z— 1
flr,y) =e ¥ +e" + eV

g(x,y) = f(l’Q, _y)'

5.2 Ottimizzazione vincolata

5.2.1. Test a risposta multipla

# Esercizio 5.2.1. Se D = {(x,y,2) : (z — 1) + (y —2)>+ (2 +1)* =4} e f(x,y,2) & una
funzione tale che V f(x,y,z) = (1,1,1) per ogni (x,y, z), allora:

Of ha un punto di massimo in D 0Of ha due punti di massimo in D

Of ha infiniti punti di massimo in D Of non ha punti di massimo in D

L’idea ¢é quella di utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Abbiamo il vincolo

gz, y,2)=(x -1+ @y —-2>+(z+1)*—-4=0.
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Si vede che non ci sono punti singolari per il vincolo.

La funzione Lagrangiana ¢ data da

L(z,y,z,\) = f(z,y,2) + Ag(x,y, 2).
A questo punto troviamo i punti critici per £. Si ha
(1+X2(x—1)=0
1+A2(y—2)=0

VL(z,y,z,A) =(0,0,0,0) <
1+A2(z+1)=0

(2 =124+ (y—2°+(2+1)>=0

che porta a
1
(A =5 =0
I i
VL(z,y,z,A)=(0,0,0,0) <
14 & — g
(1-=)
[ 3(zx—1)2=4

Quindi i candidati ad essere punti di estremo assoluto sono

siccome la funzione non puo essere costante (altrimenti avrebbe gradiente nullo) e non ci sono

altri punti candidati, uno sara il punto di minimo assoluto, I’altro di massimo assoluto.

# Esercizio 5.2.2. Per quali valori del parametro « il punto (0,0) é un punto di minimo

per la funzione g(x,y) = (x + 5y)(2x — ay)?

Onessuno O —10 Ob 00

E sufficiente studiare la matrice Hessiana di f in (0,0), quindi andiamo a calcolare le derivate

seconde della funzione. Si ha
fe(z,y) =4z — ay + 10y fy(z,y) = —ax + 10z — 10ay

da cui
foo(@y) =4 foy(2,9) = fre(z,y) =10—a  f(z,y) = —10a
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da cui chiaramente

fe2(0,0) =4 fu,(2,9) = f,(0,0) =10 —a  f,,(0,0) = —10cx

Siccome f,,(0,0) > 0, affinché (0,0) sia minimo per f, ¢ sufficiente che il determinante della

matrice Hessiana sia > 0. Quindi si ha che
detHf(0,0) = —40a — (10 — a)* = —a® — 20a — 100 = —(a — 10)* < 0

quindi per nessun valore di o I’origine é minimo per f.

# Esercizio 5.2.3. Per quali valori del parametro (3 il punto (0,0,0) é punto di sella per la
Junzione F(x,y,z) = 22>+ y? + (8 — 1) 2*?

o<1 Op>0 Of<2 gp>1

Bisogna calcolare la matrice Hessiana di f in (0,0,0). Si ha immediatamente che tutte le

derivate miste sono nulle mentre

fmx<x>yv Z) =4 fyy(mayaz) - 25 fzz(xaya Z) = 2(6 - 1)

cioé la matrice Hessiana corrispondente é una matrice diagonale e quelli trovati sono i 3 auto-
valori della matrice. Quindi affinché (0,0, 0) sia un punto di sella per f basta che i tre autovalori
abbiano segni diversi, quindi in particolare non si puo avere § > 0 e [ > 1. Se fosse § > 1
allora si avrebbe per forza § > 0 che abbiamo escluso, quindi deve essere 5 < 1 (pud essere
indifferentemente 5 < 00 0 < § < 1). Se f = 0 allora gli autovalori sono 4,0, —2 e quindi
(0,0,0) & una sella, quindi § = 0 va incluso; d’altra parte se § = 1 allora gli autovalori sono

4,2,0 e quindi (0,0,0) non é piu una sella.

# Esercizio 5.2.4. La funzione f(x,y) = (y — 1)(y — 2?) in R? ha:

COun minimo e due massimi Cun massimo e due selle

Oun minimo e due selle Cuna sella e due massimi

Si ha
folz,y) = =22y + 22 fy:2y—:v2—1
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da cui
fm?(xay):_2y+2 fxy(x,y):fym(x,y):—% fyy(x,y):2

a questo punto 1 punti stazionari sono:

e percio:

HI0,1/2) = ( Lo )

da cui (0,1/2) ¢ punto di minimo locale; poi

aran - (5 3)

Hf(0,1/2) = ( _02 _22 )

e quindi i punti (£1, 1) sono due selle.

# Esercizio 5.2.5. Per quali valori del parametro o il punto (0,0) é un punto di minimo

per la funzione f(x,y) = (x + 5y)(2z — ay)?

O0—10 OO0 Ob5 Onessuno

E sufficiente studiare la matrice Hessiana di f in (0,0), quindi andiamo a calcolare le derivate

seconde della funzione. Si ha
fe(z,y) =42 — ay + 10y fy(z,y) = —ax + 10z — 10ay

da cui
foo@,y) =4 fuy(,9) = fralz,y) =10—a  f,(z,y) = —10a
da cui chiaramente

for(0,0) =4 fuy(2,y) = £,2(0,0) = 10— f,,(0,0) = —10a

Siccome f,,(0,0) > 0, affinché (0,0) sia minimo per f, é sufficiente che il determinante della

matrice Hessiana sia > 0. Quindi si ha che

detHf(0,0) = —40a — (10 — a)* = —a® — 20a — 100 = —(a +10)* < 0
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quindi 1'unico valore dubbio per cui serve un ulteriore controllo ¢ & = —10. Per tale valore
di « il determinante della matrice Hessiana di f in (0,0) si annulla, quindi occorre studiare il

segno della funzione nell’intorno dell’origine.

Si ha

f(z,y) = (z + 5y) (2 + 10y) = 2(z + 5y)* > 0;

visto che f(0,0) = 0 si ha chiaramente che 1’origine é un punto di minimo; quindi la risposta

corretta ¢ o = —10.

# Esercizio 5.2.6. La funzione f(x,y) = e (22 +y?) sul dominio x >0, —1 <y <1 ha

Onessun punto critico Oun minimo locale DOun punto critico COun massimo locale

# Esercizio 5.2.7. Quanti sono i punti stazionari vincolati della funzione f(x,y) = @

con vincolo la retta di equazione y+x =17

00 Oinfiniti Ol 0O2

# Esercizio 5.2.8. Se f(z,y) = xy e g(z,y) = x + vy, quale e’ sempre vera?

Ofg ha massimo Og® — 2f ha minimo 0O2f + ¢* ha massimo 02¢ + f? ha minimo
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5.2.2. Esercizi svolti

# Esercizio 5.2.9. Sia data la funzione f(z,y) = 2% + 3y* + %x

(i) Si determinino i suoi punti stazionari in R?) e se ne studi la natura.

(i1) Si dica se essa ammette massimo assoluto e minimo assoluto nell’insieme (ellisse)
{(z,y) eR*: 2* +4y* < 4},

e in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di massimo assoluto e di minimo

assoluto.

(i) I punti stazionari per una funzione sono quelli che annullano il gradiente della funzione
stessa. Si ha

Vf(z,y)= (2$ + %,6y)

da cui

Vi) = 0.0) = () = (-3.0).

Quindi (—}l, O) ¢ 'unico punto stazionario per f.

Proviamo a studiarne la natura con il test della matrice Hessiana. Si ha

fea(X,y) =2 fay(2,y) = fra(z,y) =0 fyy(z,y) =6

(39)-(3:)

Poiché il determinante della matrice Hessiana uguale a 12 > 0 e f,, (—}l, O) = 2> 0, si puo

da cui

senz’altro dire che (—}l, 0) é un punto di minimo relativo per f.

(ii) La funzione data ¢ continua, l'insieme dato (che ¢ un’ellisse e che chiameremo d’ora in
avanti £) é chiuso e limitato, quindi il massimo e il minimo assoluto della funzione su E es-
istono per il teorema di Weierstrass.

(—i, 0) ¢ 'unico punto che annulla il gradiente di f come visto al punto (i), ed appartiene ad
E; la funzione ¢ di classe C*°(R?) e dunque non ci sono punti singolari; resta quindi da studiare

il comportamento lungo il bordo dell’ellisse, che possiamo riscrivere come % +9% < 1.

xr = 2cost
y = sind
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Possiamo percio riscrivere

f(z,y) = 4cos®d + 3sin® Y + cos
= 4cos’ ¥+ 3 —3cos® ¥ + cost!

= cos’ ¥ + cosd + 3
= J)
Allora f'(9)) = —2cos¥sind — sing = —sin® (2cos? + 1), dunque la derivata sul bordo si
annulla quando sind = 0 oppure cos¥ = —1/2, dunque per
2 4
9=0, 7, -, =m.
3 73

Resta percio da calcolare il valore della funzione nei punti corrispondenti a tali valori di ¥J:

0) =5
(m

,0)

S

AR
/()= (%)

Inoltre sappiamo che f (—3,0) = — 3.

Possiamo concludere che il massimo assoluto di f su F Vale 9 ed & assunto nei punti (—1, \/7§>

Y
||

S

)
2
3

e <—1, —%) mentre il punto di minimo assoluto, in cui f vale _E7 é (—%,O).

# Esercizio 5.2.10. Determinare ¢ punti di massimo e minimo assoluti di

f(z,y) =2’y + 2y — zy

sull’insieme T = {(z,y) €eR?: >0, y >0, z+y < 1}.

Prima di tutto osserviamo che la funzione data é continua, il vincolo proposto ¢ un insieme
chiuso e limitato quindi dal Teorema di Weierstrass esistono il massimo e il minimo assoluti di
f su T. Osserviamo inoltre che f € C*(R?) quindi non esistono punti di non differenziabilita.

Cerchiamo i punti stazionari della funzione:

Vf(z,y) = (2zy +y* —y,2° + 22y — ),
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quindi

y2r +y—1)=0

Vi@y) =0, O)@{ wr4+2y—1)=0"

[ punti che soddisfano questo sistema sono (0,0), (0,1), (1,0) e (%, %), e sono quindi i punti

critici della funzione. I primi tre sono sulla frontiera di 7', mentre il quarto € interno ad esso. In
questo punto la funzione vale f (3, 3) = —2%. Invece, essendo f(z,y) = zy(x+y—1), abbiamo

che f(z,y) é identicamente nulla sulla frontiera di 7T

11

QQuindi il punto di minimo assoluto é (5, 5), mentre il massimo assoluto della funzione é zero

e viene assunto sulla frontiera di 7.

5.2.3. Esercizi proposti

# Esercizio 5.2.11. Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se le sequen-
ti funzioni ammettono massimo assoluto e minimo assoluto negli insiemi chiusi e limitats
rispettivamente indicati e, in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di

massimo assoluto e di minimo assoluto.

D f(z,y) =22% = 3zy +y*su Q = [-1,1] x [-1,1]

2)f(x,y)—x+y+xysu5 {(x,y):2 >0, y>0, 22 +y?> <1}

3)f(r,y) =222 —z* —2y* su S = {(z,y) : 2* +y* < 1}

Nf(ry)=zy+y* —yyrsu A={(r,y) eR*:0<x <1, 0<y <z}
5)f(zy)=(z—1)y+(y—2°—-4dsu E={(z,9): 0<y<9—(z—-1)?}
6)f(z,y) =2 +y* —2x+6ysu B ={(r,y):0<2<2 2-5<y<0}

Ng(x,y) =2* —y? su Q = [-1,1] x [-1,1]

8)f(z,y) = (zr—1)e*¥ su R=10,3] x [—1,0]

Nf(r,y) =3yr—2d+y*su A={(r,y) eR?*: 0< <2, 0<y<1}

10)f(x,y) =4zxy+4dzsu BE={(r,y) e R?: ba? +5y* —6zy— 62+ 10y +4 < 0}
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¢ R.
Dming f = —5 = f(3,1), maxg f =6 = f(—1,1)
2)min f = £(0,0) =0 maxfzf(?,%)z%—kx/ﬁ.
3)max f = 1= f(£1,0) min f = —2 = f(0,+1)
Hmaxy f=1= f(1,1) ming f =—g; =/ (7, %8)
5)ming f = —4 = f(1,2), maxg f =45 = f(1,9)
6) ming f(x,y) = f(1,-3) = —10 maxg f(z,y) = f(0,0) = f(2,0) =0
T)maxgg =1=g(1,0) = g(—1,0) ming g = —1 = g(0, —1) = g(0,1)
8)maxp f =2 = f(3,0) ming f = —1 = f(0,y), y € [-1,0]
9)ming f = -8 = f(2,0) maxgp f =3 = f(1,1)

1
1 1 1 3 i 1 1 5 1 3
omps=1=1(3=3) =7 (-p-3) mpr=-3=7(3-3) =/ (-5-3)

# Esercizio 5.2.12. 57 dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se le sequen-
ti funziont ammettono massimo assoluto e minimo assoluto negli insiemi chiusi e limitats
rispettivamente indicati e, in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di

massimo assoluto e di minimo assoluto.

11) f(z,y) = log(1 + 2* — zy + 2y?) su triangolo chiuso di vertici (—1,—1),(=1,1) e (2,1)
12)f(z,y) =22+ y* + xsu A= {(z,y) e R?: z* +y* < 1}

13)f(z,y,2) ="+ su S = {(x,y,2) R : 22+ >+ 22 —x—2—-1=0}

4)f(r,y) =z —e*(y> + 1) su R=[-1,1] x [-ve—1,Ve —1]

15) f(x,y) = 82% + 2y + 2wy — 1 su quadrato chiuso di centro l'origine degli assi e lato 2
16) f(x,y) = arctan(z? 4+ 2y?) su A= {(z,y) ER?*: 2 +¢y* <4, y > 2 — 1z}

17 f(x,y) =e"Vzysu A={(x,y) eR?*: 22+ <1, y >0}

18)f(z,y) =2 +y' + 22 (y* —5) +y* (x> —5) +6su D = [—\/g\/g] X [—\/g\/g] .
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= R.
1) maxr f(r,9) = f(~1,1) = £(2,1) = log ming f(z,5) = £(0,0) =0
12) maxc f = 3 = f(1,0) mine f = —1/8 = f(—1/4,0)
13)maxs f = €8 = f(1,1,1) = f(1,~1,1) ming f = V3 = f (*73 ,1*;5)
14)ming f(x,y) =1 —e* = f(1,£e — 1) maxg f(z,y) = —1 = f(0,0)
15) ming f = —1 = f(0,0) maxg f =11 = f(—1,—-1) = f(1,1)
16) miny f(x,y) = arctan § = f (3, 2) maxy f(z,y) = arctan 8 = f(0, 2
17) maxy f = 1et/? = f(\f \f> minAf:—%e_l/zzf(—\%,%>

18) minp f = —1/4 = f(£+/5/2,0) = £(0,£+/5/2),

maxp f =6 = f(0,0)

= f(iM> j:\/%) = f(:F\/5/_27 iM)

# Esercizio 5.2.13. Trovare, se esistono, i punti dell’insieme
M = {(z,y,z) eER® 2 —ay+yt—z=1, 22 +¢y* = 1}

che hanno minima e massima distanza dall’origine (0,0,0) € R3. (Suggerimento: poiché i
punti che rendono minima/massima la distanza sono anche punti di minimo/massimo per il
quadrato della distanza, si tratta di ottimizzare la funzione f(z,y, z) = 22 +y? + 2? soggetta

ai vincoli che definiscono M...)

¢ R. I punti che hanno massima distanza dall’origine (pari a 3/2) sono (1/v/2, —1/v/2, £1/v/2)
e (—1/v2,1/v2,F1/V2).

[ punti che hanno minima distanza dall’origine sono (£1,0,0) e (0, £1,0), e la distanza vale 1.

# Esercizio 5.2.14. Dato 'insieme chiuso e limitato @ = [0,1] x [0,1] := {(z,y) : 0 <z <

1,0 <y < 1} determinare il massimo e il minimo su @ delle sequenti funzioni:
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# Esercizio 5.2.15. Dato il triangolo chiuso T di vertici P, = (1,0), P, = (0,1),P; =

(—1,0) determinare il massimo e il minimo su T delle sequenti funzioni:

a)f(z,y) =2>+3y* —x
) f () = o + day — 2
o) f(z,y) =z(z+y)e’™"

d)f(z,y) = log(1 + 2% + )

# Esercizio 5.2.16. Dato l'insieme chiuso e limitato A = {(x,y) : |z| + |y| < 2},

determinare massimo e minimo su A delle sequenti funzioni:

a)f(z,y) =z +ay’ — 2’y
b)f(z,y) = 2° + ay*(a € R fissato)
o) f(z,y) = (y +1)e™

d)f(z,y) =log(1 + 2% + 1)

# Esercizio 5.2.17. Dato linsieme chiuso e limitato A = {(x,y) : 2*+y? < 1}, determinare

massimo e minimo su A delle sequenti funzioni:

a)f(z,y) = a* +y*
b)f(x,y) = x™y"(m,n > 0 fissati)

o)f(x,y) =e™

132




5.2 OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA

# Esercizio 5.2.18. Dato gli insiemi chiusi e limitati Vi = {(z,y) : %2 + % < 1} e
Vo = {(z,y) : 2?2 — zy + y? < 1} ideterminare massimo e minimo su Vi e Vs delle sequenti
funzioni:

# Esercizio 5.2.19. Dato l'insieme chiuso e limitato A = {(x,y,z) : 2* + y*> + 2* < 1}

determinare massimo e minimo su A delle funzioni

a)f(x,y,z) = vyz
b f(x,y,2) =z +y—=z

# Esercizio 5.2.20. Trovare il massimo e minimo della funzione

flz,y, 2) = 2y

nellinsieme chiuso e limitato S = {(x,y,2) : 2* + y* + 2° = 1}.

# Esercizio 5.2.21. Trovare il massimo e minimo della funzione

a2 y—z2

flx,y,2)=e

nellinsieme chiuso e limitato S = {(x,y,2) : 22/4 + y? + 322 < 1}.
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# Esercizio 5.2.22. Trovare il massimo e minimo della funzione

1
f(z,y,2) =2 + By — 57

nell’insieme chiuso e limitato x° + 4y* — 4 < 0.

# Esercizio 5.2.23. St dimostri che la funzione

__ Yy
f<x’y)_x2+y2

¢ dotata di massimo e di minimo. Si determinino tali valors.

# Esercizio 5.2.24. Si determinino il massimo e il minimo di

fla,y,2) = (x+y+2)°

sotto la condizione x* + 2y* + 32% = 1.

# Esercizio 5.2.25. Si determinino i punti della superficie
flr,y,2)=2>—a2y—1=0

pit vicing all’origine.

# Esercizio 5.2.26. i determinino il massimo e il minimo di

flzy) = @+ 9%+ ay)?

sotto la condizione x* + y* = 1.
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# Esercizio 5.2.27. St dimostri che la funzione

f( ) x2+3xy—|—y2
x =
T oy 3xy + 2y?

e dotata di massimo e di minimo. Si determinino tali valori.

# Esercizio 5.2.28. Si determini il rettangolo con ¢ lati paralleli agli assi, iscrivibile

nell’ellisse di equazione
2

8

=1

2
Yy
+ L
9

S|

che ha area massima.

# Esercizio 5.2.29. Si determinino il massimo e il minimo di

flay) = Va2 +y2 +y* — 1

nell’insieme chiuso e limitato {(z,y) : 2% + y* < 9}.

# Esercizio 5.2.30. Si determinino il massimo e il minimo di
flay) =ly—12-y—a*

nell’insieme chiuso e limitato E = {(x,y) e R* : 0 <y < 2 — 2? — y?}.

# Esercizio 5.2.31. Siano

2% — g2 .
_roy 4
flog) = T DT
1 Pyt =4
eDy={(r,y) eR?:0< 2 <a, 0<y<+v2 ac(0,v2)}. Sicalcolino massimo e minimo

di [ in Dy e poi si determini estremo superiore e inferiore di f in D .
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# Esercizio 5.2.32. St determinino il massimo e il minimo di

flz,y) =log(l+z+y+\Vy? — )

nell’insieme chiuso e limitato D = {(z,y) € R? : —y <z < y?, y <2}

# Esercizio 5.2.33. 5S¢ determinino il massimo e il minimo di
1,

1,2 2
f(z,y)=e" 1 -3¢ —y°

nell’insieme chiuso e limitato D = {(z,y) € R? : 32> + 4y> < 4, y > 1}.

# Esercizio 5.2.34. Si determinino il massimo e il minimo di
flz,y) = y?(2® +y* — 22)

nell’insieme chiuso e limitato D = {(z,y) € R? : 2?2 +y* <4, 2*+y*—22x—-2y <0, y > 0}.

# Esercizio 5.2.35. 5% determinino il massimo e il minimo di
floy) = a?(@® +y* + 2% = 1)

nella sfera S = {(z,y,2z) € R®: 22 + y? + 22 < 1}.

# Esercizio 5.2.36. Si determinino gli estremi della funzione
fla,y) = dw(a® — y*) = 32% +

vincolati a

8
|
<
I
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# Esercizio 5.2.37. Siano f(x,y) =z e g(z,y) = y* — 2. Mostrare che (0,0) é di minimo
per [ vincolato a g(x,y) = 0, ma che non é critico per f cioé non esiste alcun X che verifichi
l'uguaglianza

V£(0,0) = AVg(0,0).

# Esercizio 5.2.38. Si determinino gli estremi della funzione

flzy) = (y—a?)°

nella regione

E={(r,y) eR*:2+2<y<Vd—a2}

# Esercizio 5.2.39. In un riferimento cartesiano ortogonale si consideri [’ellisse ~y inter-
sezione dell’iperboloide di equazione 22 + y?> — 22 = 1 col piano di equazione x + 1y + 2z = 0;

st determinino © punii di v aventi quota minima e massima.

# Esercizio 5.2.40. Siano f(z,y) = (y — 2*)(x — v?) e g(z,y) = y — . Si determinino i

punti di estremo per f vincolati a g = 0. I punti trovati sono anche di estremo libero per f?

# Esercizio 5.2.41. Applicando il metodo delle curve di livello, si determinino gli estremi

locali e globali della funzione
fla,y) = (12 — 4y°)?

nel quadrato
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# Esercizio 5.2.42. Applicando il metodo delle curve di livello, si determinino gli estremi

locali e globali della funzione
flay) ="

nel dominio

1—
D:{(J;,y)ERQ:W—lgyS 2|x|}

# Esercizio 5.2.43. Applicando il metodo delle curve di livello, si determinino gli estremi
locali e globali della funzione
fle,y) =2+ 9> + 22

nel dominio
C={(z,y) eR*: 2>+ (y —2)* < 1}.

# Esercizio 5.2.44. Si determinino, al variare di m € R, gli estremi della funzione
flz,y) =y —ma
nel dominio

D:{(x,y)€R2:x20, y>0, y<3-—ux, ygl—z}.

# Esercizio 5.2.45. Si verifichi che la funzione

22 — y?

f(%y)ZW

e dotata di estremi assoluti nella striscia

S={(r,y) eR*: -1 <y <1}
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# Esercizio 5.2.46. St verifichi che la funzione
Flary) = e e
é dotata di estremi assoluti nell’insieme
E={(z,y) €eR*:2>0, y >0}

S7 calcolino tali estremi.

# Esercizio 5.2.47. Si determinino gli estremi della funzione

fla,y) = (2% + zy)e™

nel dominio
D, ={(z,y) e R*: 0 < zy}.

# Esercizio 5.2.48. Studiare il campo scalare

f(z,y) = sin(x + y) — cos(z — y)

SU
™

T
S:{ ) ER? L xl < =, <—}.
(z, ) 2l <5, <5

# Esercizio 5.2.49. Determinare i valori di massimo e minimo della funzione

8 1
flz,y) =4a® —y* — gwg + Z?/‘

nel dominio
D = {(z,y) : 2% +y* < 4}.
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# Esercizio 5.2.50. Determinare, se esistono, i massimi e ¢ minims assoluti della funzione

f(x,y) = wye™™

sul dominio
D={(z,y) eR*:y >z, y>0}.

# Esercizio 5.2.51. Determinare il valore massimo e minimo del campo scalare

~(2~2?)

flr,y,z)=e
sull’insieme

2
E:{(x,y,z)ERS:%+y2+322§1}.

# Esercizio 5.2.52. Si studi la funzione:

flay) =1 —a*)(" +y")

nel dominio
D ={(r,y) eR*: 2* +y* <2 +2}.

# Esercizio 5.2.53. Studiare la funzione:

f(xy) = o = 1Va? +y?

nel dominio
D = {(z,y) € R?: 2* +y* — 2z < 3}.
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# Esercizio 5.2.54. Studiare la funzione:

2?2 — y?

f(l‘ay):m

sulla striscia
S={(z,y) eR*: |y| < 1}.

#y Esercizio 5.2.55. Sia G : R? — R3? il campo vettoriale:
G(z,y,2) = (Gi(x,y, 2), Go(x,y, 2), G3(x,y, 2)) = (" + arctan(y + 2) — 1,y° +y + 2°, €7)
e f:R?*x (0,400) = R il campo scalare:
Wz,y,2) = (f 0 G)(z,y,2) = [(G(2,y,2))

si provi che h ¢ definito su tutto R® e che ¢ non negativo. Si determini inoltre ['unico punto

stazionario di h e si provi che é un minimo assoluto.

# Esercizio 5.2.56. Si studi la funzione
2= f(z,y) = 227 — 4z + 3|

sul dominio
D ={(z,y) € R*: 2* +y* < 4}.

# Esercizio 5.2.57. Determinare il valore massimo e il valore minimo della funzione:

8 1
flz,y) =4a® —y* — 51’3 + Zy“

definita in
D={(z,y) eR*: -1<2<2, —-1<y<1}L
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# Esercizio 5.2.58. Determinare massimi e minimsi assoluti della funzione:
flz,y) =3 —2*—y*+ 22

definita in
D={(z,y) e R*: 2® +y* + 2y — 3 < 0}.

# Esercizio 5.2.59. Studiare la funzione:

flx,y) =y + 122 + 3>

definita in
D= {(z,y) e R* : 2® +y* + 2y < 3}.

# Esercizio 5.2.60. Studiare la funzione:
f(z,y) =32 + 3oy +9°

definita in
D={(z,y) eR*: 2] <1, Jy[ <1}
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# Esercizio 5.2.61. Sia f : R* — R la funzione

5 (z.y) €5
fxy) = 1
arctan —————— (x,y) & S

RN
dove
S ={(z,y) €eR*: 2* +y* =1}.

Provare che:

a) f ¢ differenziabile su tutto R?;

b) f ¢ non negativa e limitata e determinare f(R?);

¢) calcolare i punti stazionari di f e determinarne la natura (si lascino in funzione di
z,y, (22 + y* — 1) le derivate seconde;

d) f ha massimo assoluto e non ha minimo assoluto. Determinare infg: f.

# Esercizio 5.2.62. Dato il campo scalare f : R? — R

flx,y,2) = Vx| +y* + 22

a) determinare il dominio e il codominio di f;

b) determinare il massimo aperto A C R3 dove f & differenziabile e gli eventuali punti critici;
c¢) [ ammette massimo e minimo assoluti?

Inoltre definita

f(x,y, 2) = min{f(z,y, 2), V2}

ammette f massimo e minimo assoluti? In entrambi © casi, se la risposta é affermativa,

determinarli.

# Esercizio 5.2.63. Dato il sequente campo scalare
f(z,y,2) =logxlogy + logylog z — log zlog x

se ne determinino:

a) il dominio di definizione D;

b) i punti stazionari interni e la loro natura;

¢) i valori di supp, f e infp f.
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# Esercizio 5.2.64. Sia f il campo scalare
fla,y, 2) = 20y + 22?

e sia
D={(z,y,2) eR:2? + > + 22 <3, 2 +22 —¢y* <1}
Si provi che f non ammette massimi o minimi relativi interni a D, mentre ammette massimo

e minimo assoluti su D.

# Esercizio 5.2.65. Studiare la continuita, la derivabilita, la differenziabilta e determinare

1 punti di massimo e minimo relativi ed assoluti del campo scalare

||y?
flay) =4 2 +¢° (z,y) €D, (z,y) ¢ (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

dove
D ={(z,y) e R?: 2* +y* < 2}.

# Esercizio 5.2.66. Si determinino il massimo e il minimo del campo scalare
flx,y) = (2% +y* —4)° + 42°y* - 8
sul dominio

2 2
D= R2: L ¥ <l
{ener: T <l
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# Esercizio 5.2.67. Si studi la funzione

20 +y x>0

fla,y) = ,
2x +ye™* <0

nel dominio
D ={(r,y) e R*: 2* +y* < 1}.

# Esercizio 5.2.68. Determinare i massimi e i minimi relativi ed assoluti del campo scalare
flay) =a(y® — 1) +2° +2

sul dominio
2 2

D:{(:p,y)GRQ:%+%+z2§1}.

# Esercizio 5.2.69. Studiare il campo scalare

fz,y) = cos(z® + ¢?)

sul dominio
D = {(z,y) € R? : 162* + 32y* < 7} .

# Esercizio 5.2.70. Calcolare il valore massimo della derivata direzionale della funzione

V5o, V5
5 Y

) 4

secondo la direzione del vettore v = (1,2) al variare di (z,y) sulla circonferenza x*+1y* = 1.
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# Esercizio 5.2.71. Determinare i massimi e © minimi della funzione

per i punti (x,y, z) che appartengono alla varieta unidimensionale definita dal sistema

2y 2=1

y+z=1

# Esercizio 5.2.72. Determinare i valori massimo e minimo di

2 2
2y Y2

per i punti che appartengono alla varieta bidimensionale

22y ,
— 4+ = = 1.
9+4+z

# Esercizio 5.2.73. Determinare la minima distanza dal punto (0,0,1) dei punti

appartenenti alle superfici
2+ (y— 1)+ 2 =0, 4y +z4+1=0.

Determinare poi la massima distanza per i punti che in pit soddisfano x € [—1,1].

# Esercizio 5.2.74. Calcolare il valore massimo e minimo della funzione
flay,z)=(@+1)"+(y+1)"+2°

sulla superficie
glz,y,2) =2> =y + 22+ 20 — 2y + 2 = 0.

146



5.2 OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA

# Esercizio 5.2.75. Determinare il valore massimo e minimo della derivata direzionale
della funzione
3
Jay2)=a®+ 5 42

secondo la direzione del vettore (2,2,1) al variare di (x,vy, 2) sulla superficie v>yz = 1.

# Esercizio 5.2.76. Determinare i punti dello spazio R® che hanno massima e minima
distanza dall’asse z e che inoltre appartengono alla varieta unidimensionale definita dalle
equaziont

4y 72 =1, r+y+z=1

# Esercizio 5.2.77. Determinare massimo e minimo della funzione f(x,y) =y per punti

che soddisfano la condizione:

(2> +y* — 1) —4a® -1 =0.

# Esercizio 5.2.78. Determinare il valore massimo e minimo della funzione
f(xayvz) = x2+y—4z

nell’insieme G varieta unidimensionale definita da:

202 + 222 =y

V2 + 4z =y
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# Esercizio 5.2.79. Determinare ¢ punti e ¢ valor:t di massimo e minimo del campo scalare:

2

T+y )
flz,y) = / e dt
0

quando il punto P(x,y) appartiene alla curva

2% + 2 = 1.

# Esercizio 5.2.80. Si determinino i massimi e i minimi assoluti del campo scalare
f(z,y, z) = arctan(z%y?2)

sulla curva v determinata dall’intersezione delle superfici di equazione, rispettivamente

# Esercizio 5.2.81. Determinare massimo e minimo della funzione f(x,y) = x per punti

che soddisfano alla condizione

(> +y*— 1) —dy* —1=0.

# Esercizio 5.2.82. Determinare i punti e i valori di massimo e minimo del campo scalare
per i punti P(x,y, z) appartenenti alla varieta unidimensionale:

2+ y° =4, z=x+2.
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# Esercizio 5.2.83. Sia f: R3> — R il campo scalare

f([E,y,Z) - 2!L’y - [EZ2

a) si determinino il valore massimo e minimo che [ assume sulle curve di equazione

rispettivamente:
?+yP+22=3
M-
y=1
e
P+t =3
Y2 -

y=-1

b) si provi poi che le due curve 1, vs coincidono con l’intersezione delle due superfici
b

o1t +y? 4+ 22 =3, oyt + 22—yt =1

# Esercizio 5.2.84. Si determinino i massimi e minimi del campo scalare
f(z,y,2) = 32> + (y — 1)2° + zz[arctan y — sin y]

wincolati ad appartenere alla varieta unidimensionale v definita dall’intersezione delle due

superfici di equazione, rispettivamente
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# Esercizio 5.2.85. Determinare il valore massimo e minimo del campo scalare
f(l’,y,Z) =1 —4y—4l’2
sulla varieta unidimensionale definita dal sistema

2+ 22=2

y(1+2?) = 4.

# Esercizio 5.2.86. Determinare il valore massimo e minimo del campo scalare

flz,y,2)=2"—x

sulla varieta unidimensionale definita dal sistema

202+ 22 =1

z(1+ 2%) = 4.

# Esercizio 5.2.87. Determinare i valori massimo e minimo di

nel rettangolo

# Esercizio 5.2.88. Determinare i valori massimo e minimo di

flo.y) = vy — 22

nel rettangolo
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# Esercizio 5.2.89. Determinare i valori massimo e minimo di

flxy) =zy—y?

nel disco
2?4+ < 1.

# Esercizio 5.2.90. Determinare 1 valori massimo e minimo di

floy) =2 +2y

nel disco
2 +y* < 1.

# Esercizio 5.2.91. Determinare i valori massimo e minimo di
3 2
flz,y) =2y — 2%y

nel quadrato

# Esercizio 5.2.92. Determinare @ valori massimo e minimo di

fla,y) =vy(l —x —y)

nel triangolo con vertici (0,0), (1,0), (0,1).

# Esercizio 5.2.93. Determinare i valori massimo e minimo di

f(z,y) =sinxcosy

nella regione triangolare chiusa delimitata dagli assi coordinati e dalla retta x 4+ y = 2.
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# Esercizio 5.2.94. Determinare il valore massimo di
f(z,y) = sinxsinysin(z + y)

nel triangolo delimitato dagli assi coordinati e dalla retta x +y = .

# Esercizio 5.2.95. La temperatura in tutti i punti del disco 2® +y? <1 ¢ data da

2

T=(x+y)e ™ -y

Determinare la temperatura massima e la temperatura minima nel disco.

# Esercizio 5.2.96. Determinare i valori massimo e minimo di

__*r~y
f(x’y)_1+:v2+y2

nel semipiano superiore y > 0.

# Esercizio 5.2.97. Determinare i valori massimo e minimo di

f(z,y) = 2y® +y2°

nella palla 2 + y* + 22 < 1.

# Esercizio 5.2.98. Determinare i valori massimo e minimo di

fl,y) = vz +yz

nella palla 2 + y* + 22 < 1.

# Esercizio 5.2.99. Usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per massimizzare

f(x,y) = 239y soggetta al vincolo x +y = 8.
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# Esercizio 5.2.100. Determinare la distanza minima del punto (3,0) dalla parabola y = 2>

riducendo il problema a un problema svincolato in una variabile e usando il metodo dei

moltiplicator: di Lagrange.

# Esercizio 5.2.101. Determinare la distanza dell’origine dal piano v + 2y + 2z = 3
mediante un ragionamento puramente geometrico, riducendo il problema a un problema senza

vincoli in due variabili e usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

# Esercizio 5.2.102. Determinare il valore massimo e il valore minimo della funzione

f([E,y,Z):l’—i-y—Z

sulla superficie sferica x> + y* + 2% = 1.

# Esercizio 5.2.103. Usare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per determinare la
distanza massima e quella minima del punto (2,1, —2) dalla superficie sferica di equazione
22 +y? 422 =1,

# Esercizio 5.2.104. Determinare la distanza minima dell’origine dalla superficie xyz? =
2.

# Esercizio 5.2.105. Determinare a, b, ¢ in modo che il volume V' = 4mabe/3 di un ellissoide

1'2 yQ 22

¥+_+C_2:1

passante per il punto (1,2,1) sia il pit piccolo possibile.
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# Esercizio 5.2.106. Determinare i valori massimo e minimo della funzione

sulla sfera % + y* + 2% = 12.

# Esercizio 5.2.107. Determinare i valori massimo e minimo della funzione
f(l’,y,Z) :x+2y—3z

sull’ellissoide x* + 4y* + 92 < 108.

# Esercizio 5.2.108. Determinare i valori massimo e minimo della funzione

f(x7y7z) =7

sulla curva di intersezione del piano z = x +y con lellissoide x* + 2y + 222 = 8.

# Esercizio 5.2.109. Determinare i valori massimo e minimo della funzione

f(z,y,2) =2 +y* +2°

2

sull’ellisse che risulta dall’intersezione del cono z*> = x® + y* con il piano x — 2z = 3.

# Esercizio 5.2.110. Determinare i valori massimo e minimo della funzione

flr,y,z)=4—=z

sull’ellisse che risulta dall’intersezione del cilindro x* 4+ y? = 8 con il piano x +y + z = 1.
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# Esercizio 5.2.111. Determinare i valori massimo e minimo della funzione

flz,y,2) =2 +yz

soggetta ai vincoli y> + 22 =2 e 2z = x.

# Esercizio 5.2.112. Determinare ¢ punti critici di
flay)=(z=1)%+(y—2)°—4

per (x,y) € R? e studiarne la natura. Disegnare quindi ['insieme
E={(z,9):0<y<9—(z—1)"}

e determinare © punti di minimo e di massimo assoluto di f in E dopo averne dimostrato

[’esistenza.

# Esercizio 5.2.113. Determinare i punti critici di
fla,y) = (2= 2%+ (y —2)* — 4
per (x,y) € R? e studiarne la natura. Disegnare quindi l'insieme
E={(z,y):0<y<9—(x—2)°}

e determinare i punti di minimo e di massimo assoluto di f in E dopo averne dimostrato
l’esistenza.

# Esercizio 5.2.114. Sia f(x,y) = 2*+y? —2x+6y. Scrivere l'equazione del piano tangente
al grafico di f sopra il punto (3,—1) e determinare gli eventuali punti di massimo e minimo
assoluti di f sull’insieme E = {(z,y) :0<x <2, z—-5<y <0}
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# Esercizio 5.2.115. Sia f(z,y) = 2> +y*+2x—6y. Scrivere l’equazione del piano tangente
al grafico di f sopra il punto (—2,4) e determinare gli eventuali punti di massimo e minimo
assoluti di f sull’insieme E = {(z,y) : =2 <2 <0, 0 <y <z+5}.
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CAPITOLO 6

Esercizi riguardanti integrali doppi e

tripli

6.1. Integrali doppi

6.1.1. Esercizi svolti

# Esercizio 6.1.1. Calcolate lintegrale di 3xy* + z*y sul rettangolo [1, 3] x [0, 1].

SOLUZIONE. Il dominio é sia z—semplice che y—semplice. Si ha dunque

’ ' ° yg y2 ! 3 x?
I:/ /(3$y2+x2y)dy dx:/ 3r T + 2L d;g:/ x4+ dx
1 0 1 3 2 0 1 2

#) Esercizio 6.1.2. Si calcoli Uintegrale della funzione f(x,y) = 2%y esteso al triangolo di
vertici (0,0), (0,7), (m,0).

Sia T il triangolo dato dal problema. Il dominio 7" é sia x—semplice che y—semplice. Ad

esempio puod essere descritto nel modo seguente
T:={(x,y) eR*: 0<z <7V 0<y<m—ux}

157
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allora

T—x

s T— s 2 1 ™
/nyd:L’dy:/ d:v/ dyxzy:/ x? [y_] :—/ v (m — x)? dx
T 0 0 0 2 o 2 Jo

7].2 7r2 T 1 ™ 7_‘_2 1:3” 1’4 1 LU5

=— dx — Sdw + = Ydr = — |=| -7 |= — =
e [ o= 5 5] - 5], 4515,
5 5

™ ™ ’/T5 7T5

6 110 o0

# Esercizio 6.1.3. Calcolare

/ /E f(z, y)dady,

E={(z,y) eR*: 1<’ +¢y* <4, y>0}U{(z,y) eR*: 1 <2’ +y* <4, 2y >0}.

dove f(x,y)=xz+ye

Osserviamo che E non é semplice, pero ¢ regolare. Infatti, detti

Ey={(z,y) €R?: 1<a®+¢*> <4, 2,y >0}
By={(r,y) eR*: 1<a’+y’ <4, y>0, 2 <0}
Egz{(x,y)eRQ: 1 <a®+y? <4, x,ygo}’

allora possiamo scrivere /' = F4 U FEyU E3, e poiché questi tre insiemi sono z-semplici, abbiamo

che £ é regolare.
Inoltre, Ey, E5 e Ej si intersecano vicendevolmente solo sul bordo (quindi E; N E; ha area

nulla). Percio, grazie a una proprieta dell’integrale doppio,

//Ef(x,y)dxdy = / . f(z,y)dxdy +/ E2f(x,y)da:dy +/ ng(x’y>d$dy'

Notiamo subito che, per simmetria,

/ f(z,y)dady = — / f(x,y)dedy -
E b3

infatti, £ ed F5 sono simmetrici rispetto all’origine, mentre f ¢ dispari; ovvero:

(x,y) € By & (—x,—y) € E3
f(x,y) - _f(_J;? _y)‘
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Ne consegue che i due integrali sono opposti. Percio é sufficiente calcolare

/ /E flag)dady = [ [ ey

. . . . . . / 1
Per calcolare l'integrale su Fy scomponiamo ulteriormente questo dominio in Fy = E, U Ej,
dove

/

EF{(“”WGRQ: —2sz<-l, Oéysm}
E;:{(x’WGRQZ —1<z <0, v1—x2§y§\/m}.

A loro volta questi due insiemi sono semplici e si intersecano solo sul bordo; quindi

/ | Jwy)dady = / /E Sty + / /E o)ty

Ora,
-1 VAa—z2
[ ] famdy = [ [ @t gy
Ey -2 Jo
~1 2 4—z2
—/ (xy + y_) dx
_9 2 0
1 2
:/ (x\/4—x2+ )dx
2
1 213/2 N
- 2y —
( 3( o) 4 2z 6) .
LN
mentre

0 Vi—x2
/ / f(z,y)dedy = / / (2 + y)dyda
El i

0 2 4—z?
_ ¥
-/, (or+3)

dx
0 4_ 2_1 2
:/ (x\/4—x2—:v\/1—x2+ v +I)dw

Visa?
. 2

0

1 1 3
(g 232 T 232 2
(3( z°) +3( z°) —|—2:c 3
5
—V3- 2.
6
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Quindi

//Ef(x,y)dxdy =/ Ezf(x,y)dxdy = //Eéf(x,y)dxdy + //E;’ f(x,y)dzdy = 0.

# Esercizio 6.1.4. Si calcoli l'integrale doppio

//D(xz + 1) dx dy,

ove D ¢ la parte dell’ellisse {(z,y) € R?* : 2?2 + 4y* < 1} contenuta nel primo quadrante.

Descriviamo l'ellisse attraverso il seguente cambio di coordinate

x = pcost
1

— ~ psind
y=5psn

con le seguenti limitazioni per le variabili p e 6

0<p<1 ee[o,g]

Calcoliamo il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione. Si ha

g—z % cos) —psinf
J: =
1 1
? % Esin9 5pcos€
P
da cui
1 o, 1,1
detjzépcos 9+§psm 6:5/)
Quindi

w/2
// ? +1) da:dy—/ dp/ d9 pp cos? 0 + 1) = (/ p dp) (/ cos29d9>
0
L 1 d 7r/2d6’ 19 L 0 cos 6 ”
+§(/Op p) /0 = (5 —l—ism cos,)

+
Come appendice ricordiamo due modi di calcolare la primitiva di cos? 6.

1 7/2

Pl
2

p 1
4 2

0 0

PRIMO MODO.

/c0828d9:/0089 cos 0 df = cos sin9+/sin29d920089 sin6+/(l—c0829)d9
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da cui
2 /COS20d0 =0+ cosf sin 0.

SECONDO MODO.

1 + cos(26) 11 11 11
2 — _— = — — = — — = — —
/cos 0do —/ ) do 5 6+ 5 /008(29) do 5 0+4 sin(26) 5 6+ 5 sinf cos.

Esercizio 3

Calcolare il seguente integrale doppio

/ / (227 4 8y? + 32 + 6y) dz dy,
C

dove
C={(z,y) € R*: 227 +8y* < 1}.

SOLUZIONE. Parametrizziamo |’ellisse attraverso il seguente cambio di variabili:

x—picosﬂ
\/15 0el0,2r] 0<p<1.
= sin
Y P2\/§

Si verifica facilmente che il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione di
coordinate vale — p.
Quindi

//(2332 + 8y + 32 + 6y) dr dy
C

27 1
1 1
2 2 2 2
= p-cos 0+ p sin“0+3p—=cost +6p
/0 /0( V2 22

1 2w 1 5 1 2 1 ) 3 3
=— p d,od@—i——/ /p [— cos@+—sin6] de dp
A REEEe VA MO

(o) () 23 ([ 4) ([ )

1

sin 9) g dp df

3 3 27
— % [sin @ — cos 6]

0
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# Esercizio 6.1.5. Calcolare [[,(|x|y* — 3|x|)dzdy, ove A= {(z,y) e R* : 1 <2 +¢* <
9, ly| <z, x>0}

Parametrizziamo I'insieme A per mezzo delle coordinate polari. Si ha
A={(p,0) €[0,400) x [0,27m): 1 <p<3 A [0<O<7/4 Vv T/d7 <0 <27]|}
ma data la periodicita delle funzioni sin € e cos# possiamo senz’altro scrivere che
A={(p,0): 1<p<3 N —7/4<0<7/4}.

Il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione vale p. Dunque si ha

m/4 3 /4 3
//(|x\y2—3|x\)dxdy:/ d&/ dpp p? cosf sin? 0 — / 3p costdpddp
A /4 1 —n/4 J1
3 w/4 3 /4
= (/ p* dp) / cosf sin*0df | —3 (/ 0’ dp) / cos 0 df
1 —7/4 1 —7/4

. /4 3
5 / 243 112 (V2 17 V2 269
sin =|l——=||=| = —3l9—-Z|2X2 — _
B 5 513\ 2 31772 15

3
p

—3=
3

—7/4

1

# Esercizio 6.1.6. Calcolare il sequente integrale

// (30zy? + 3z) dz dy,
A

A={(z,y) eR*: 1 <2 +y* <4, ly| <z, z>0}.

dove

Parametrizziamo 'insieme A per mezzo delle coordinate polari.

Si ha
A={(p,0) €[0,400) x[0,2m): 1 <p<2 AN [0<O0<7/4V T/4dnw <0 <27}
ma data la periodicita delle funzioni sin 6 e cos# possiamo senz’altro scrivere che

A={(p,0): 1<p<2 N —7/4 <0 <7/4}.
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Il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione vale p. Dunque si ha

w/4 2 w/4 2
//(30xy2+3x)dxdy:/ d@/ dp p30p® cosf sin26’+/ / 3pcosbdpdlp
A —7/4 1 —m/4 J1

2 w/4 2 w/4
=30 (/ ot dp) </ cosf Sin29d9> +3 (/ 0° dp) (/ cos 9d9)
1 —7/4 1 —m/4

2 m/4 /4 3
5 103 312
p| sin70 Pl 32 17 (2 (V2 s 11 2
—5 33| sinb) =30 ==zl i3| 5 3| — <25 —24v2.
5 3 + 3lsm {5 =1 1313 + 53 > NG)
1 —m/4 —7/4
# Esercizio 6.1.7. Calcolare
w2y
—————=dxd
//13($2+y2)3 4
con
3
D:{(%?J)i$2+y222,0§x§2,Ogyg\/?_x}

Prima di tutto, integrando per parti si ha

/ AN
(12 + y2>3 2 ($2 + y2)3
2 2 2\—2 1
v % N / y_ 1L
2
Y 1
= — - C
422 +y2)? A2 +y?) "

A questo punto poniamo

A-fen P [ley< iy

B={(z,y) : \/géxﬁx/i v2—x2§y§%}

C:{(m,y):ﬂﬁxﬁl USyS\/g}

//Ljf(xvy>://4f<w,y)+//Bf(m,yﬂ//cf(x,y)

2 Ve ;
//Af(:zc,y)dxdy:/\/g;p?/\/g s
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Esercizio 3

Si calcoli I'integrale della funzione f(z,y) = 23y — e*™y esteso al triangolo di vertici (0, 0),
(0,7) (27, 0).

Il triangolo dato dal problema (che d’ora in poi chiameremo T') puo essere visto come dominio

r—semplice o y—semplice. Si ha

//(xSy—e“yy)dxdy:I—i—U.
T

Si ha

a1l

2&7

2T 7%x+7r 2T ﬂf%x 27T y2
I:/ dx/ x3ydy:/ a:de/ ydy:/ 23 dr
0 0 0 0 0 2
1 [ 1 \? 1 [ 1
25/0 23 (W—§x> dxzé/o x° |:7T2—7T£C—|—Z—1£C21 dx

27 4
1 1
== / (72x3—7r$4+zlx5)dx: Sl
0

0

2 - 11 16 4] 2
=— 167" - =327+ - —64dn® =7 |2— —+ | = = 7O
g 0T T Tyttt =T *3 T

D’altra parte

or  pr—lg 2 -1z n—ia
H:—//e”yydxdy:—/ / 2 ezeyydydm:—/ ex{[yey] Sl }
T 0 0 0 0 0
1y
27
— [ elw-ne
0

2 2m
1 1
——/ €I{|:7T——.Z'—1:| e” 2x+1}
0 2
0
27 L 1 27 1

:—/ (e”’r_ﬂ” (71'——13—1) +e$> dJZ:—(T('—l)/ e 27 dy

0 2 0

2w

T—

1 2m L 27 | 2
+—/ e”?ma:dx—/ e"der=—(mr—1)e"2e2®
0 0

1 1
5 —i—Ee” [2(z —2)e2”]

0 0

=2(m—De" ("= 1) +e"[27m—2)e" +2] —e*"+1=—e2"+ 271" + 1.
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I conti risultato piti semplici se vediamo /I come integrale su un dominio z—semplice. Si ha
infatti

T r2(m—y) T -
—//e”yydxdy:—/ / exeyydxdy:—e”/ e Vydy+[(y—1)eY]
T 0o Jo 0 0

™

=" [—(y+1)eY 0—|—(7r—1)e”+1262“[(7T+1)6_”—1]—|—(7r—1)e”+1

=— 2"+ 271" + 1.

Quindi riassumendo

2
//(x3y—ew+yy)dxdy: — S — T 2me™ + 1.
. 15

0.1.2. Esercizi proposti

# Esercizio 6.1.8. Dopo aver wverificato [’integrabilita delle funzioni sottoassegnate

sullinsieme indicato, si calcoli ['integrale ffD f

1

a)f(z,y) = t g2 D =[3,4] x[1,2]
Jr+y r+y—12>0
b)f(‘”’y)_{m:—y? r4y—1<0 D=10,1x0,1]
c)f(z,y) xzf—yQ D={(r,y) eR*:2?/2<y<2* 1<z<?2}
sin 2 2
d)f(z,y) = , D={(z,y) eR*:0< 2 <y’ 0<y<+r}

e)f(x,y) =zy T ={(x,y) eR*:0<y <2z —2°}
Nf(xy) =™ D={(z,y) e R*: [z + |y| <1}
y)=ly—z D={(z,y)eR*:-1<z<1, 2*<y<1}
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# Esercizio 6.1.9. Si calcoli l'integrale di
2
_ Yy
f(x,y) - 1’2+y2
sulla regione
D={(z,y) eR*:y >z, 1<2®+y*<4}.

#) Esercizio 6.1.10. Si calcoli integrale della funzione f(x,y) = yx? + 2e” Yz esteso al
triangolo di vertici (0,0), (0,7) (2m,0).

# Esercizio 6.1.11. Si calcoli l'integrale della funzione f(x,y) = xy? esteso al triangolo
di vertici (0,0), (0,—m), (—m,0).

# Esercizio 6.1.12. Calcolare [[,(xy® — 3|z|)dxdy, ove A ={(z,y) e R* : 1 <2 +¢* <
4, |ly| <z, x> 0}.

# Esercizio 6.1.13. Calcolare il sequente integrale

//(30:1:2y + 3y) dz dy,
A

A={(z,y) eR*: 1 <2’ +y* <4, 2| <y, y>0}.

dove

# Esercizio 6.1.14. Dati gli insiem:
A={(z,y) eR*: 2 + (y —1)* <1}

B={(z,y) eR*: 2 +¢* < 1}

determinare ['area di AN B.

166




6.1 INTEGRALI DOPPI

# Esercizio 6.1.15. Dato Uinsieme E = {(z,y) e R”?: 0 <2 < 1,0 <y < V1 —22} s
calcolino gli integrali:

a) / y arcsin zdxdy
E

b)/x\/l—yzd:cdy
E

c) / xeVdzdy
E

# Esercizio 6.1.16. Dato il triangolo T di vertici (0,0), (1,0), (1,1) si calcolino gli

integrali:

Y
———dzd
a)/T1+:c+y o

Yy
b)* —=dxd
) /T\/l—i-x2 Y

# Esercizio 6.1.17. Si calcoli Uintegrale della funzione f(x,y) = e*tYx — yaz? esteso al
triangolo di vertici (0,0), (0,7) (m, 7).

# Esercizio 6.1.18. Dati gli insiems

A:{(x,y)eR%@ﬂ;g%

B={(r,y) eR?:a®+y? < 1}

determinare 'area di AN B.
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# Esercizio 6.1.19. Sia E il settore del cerchio di centro l'origine e raggio 1 delimitato

dalle semirette di equazione: y = 4++/3z, x> 0. Calcolare gli integrali:

a) / w2 dxdy
E

b) / ve?ddy
E

# FEsercizio 6.1.20. Sia E la porzione di corona circolare di raggi 1 e 2 contenuta nel

primo quadrante. Calcolare gli integrali:

c) / xarctanfdxdy
E Y

# Esercizio 6.1.21. Si calcoli
// xy sin(zy)dxdy
T

2 3
T={(z,y) eR*:2<y<2z, “n<y<>m x>0}
x x

con

utilizzando un cambiamento di variabili che trasformi T in un rettangolo.

# Esercizio 6.1.22. Si calcoli l'area della regione di piano

2 x? 2 y? 2
T={(zy) eR: - <y<a’, T <w<y’}
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# Esercizio 6.1.23. Si calcoli, utilizzando un’opportuna trasformazione

/ / — 2%)e? ™ dady

dove

# Esercizio 6.1.24. Determinare l'area racchiusa dall’ellisse di equazione:

x? y2
_+§:1

# Esercizio 6.1.25. Dato linsieme E = {(z,y) e R? : 0 <z <y < 2z, 1 < zy < 2}

calcolare gli integrali:

a) / dxdy
B

b) /E(x + y)dzdy

# Esercizio 6.1.26. Si calcoli 'integrale doppio

//D(?f + 1) dx dy,

ove D ¢ la parte dell’ellisse {(z,y) € R? : 2?/4+y* < 1} contenuta nel secondo quadrante.
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# Esercizio 6.1.27. Dato l'insieme E delimitato dalle rette y = x,y = 22,y +x =
2,y + 2z = 2, calcolare gli integrali:

/dxdy

a) 5

E X7Y
dxdy

b g

)/E (2% + 9?)?

c) / dxdy
E

(N.B. Osservare che si ha: 1 <y/z <2, 1 < (2—y)/z<2)

# Esercizio 6.1.28. Dato linsieme E = {(z,y) € R* : 1 < ye™® < 2,2 < ye” < 3}
calcolare gli integrali:

a) / dxdy
E

b) / ydxdy
E

c) / e“ydxdy
E

6.2. Integrali tripli

6.3. Esercizi svolti

# Esercizio 6.3.1. Calcolate il volume della regione interna al cilindro di equazione x? +

y? < 4 e compresa tra i piani z =x —1 ez =1— x.
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Si ha che
min{z —1,1—z}=2-1 & z<1.

Allora si ponga
A={(z,y): 2 +y* < 4, <1}

B={(v,y): 2*+y*< 4, z>1}

Allora

v<0)=/A/xl:$dxdy+/[3[$;ldxdy:/A(z—Qx)+//Jg(2x—2)::I+n.

Prima di tutto si ha
I :://(Z—Qx) = 2area (A) —2//xda;dy
A A

Ay ={(z,y): 0<z <1, —\/§x§y§\/§x}

e Aj ;== A\ A,. Allora é chiaro che 'area di A é 'area di A; che é 2/3 74 unita all’area di A
che ¢ (essendo un triangolo) 2v/311/2 = /3.

D’altra parte
11 :—//(2$—2)dxdy—2// x — 2area (B).
B B

Ora analogamenta a prima ’area di B ¢ ’area del settore circolare sotteso a un angolo di 120

Poniamo

gradi (che chiameremo S) che ¢ 1/374 a cui si toglie I’area del triangolo A, cioé /3.

Riassumendo

V(C) = —2//Ax+2//Bx+2area (A) — 2area(B)
- —2//Alx—Q//A2:C—|—2//Sx—2//AZ:U+2(gw—i—\/g)—2<§7T—\/§)
= —2/Alx—4/l‘2x+2//gx+§ﬂ+4@.

A questo punto parametrizzo A; e S con coordinate polari; si ha

T 5
A ={(p.0):0<p<2 ¢ %,gw]}

S={(p,0):0<p<2 He |:0,§7T U |:§7T,27T:|}
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Quindi, essendo il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione uguale a p, si ha

2 5/3m P 2 5/3m 16
—2// :vdx:—Q/ / p* cosBdfdp = —2=| sin@ = — V3.
Aq 0 w/3 3 0 /3 3
Inoltre
2 pm/3 2 2
2//xdm = 2/ / p* cos@d@dp+2/ / p* cos O dpdf
S 0o Jo 0 J5/3n
2 /3 2m
3 16
= 2% sin ¢ + sin 6 =3 3.
0 0 5/3m
Infine

1

1 pV3z 1 3
—4// x:—4/ / xdxdy:—4/ 23z dr = —8V3=
Ao 0 —V/3z 0 3 0

Quindi riassumendo

16 8 16 8 8
V(C):g\/——g\/g+?\/§+§ﬂ+4\/§:12\/§+§ﬂ'.

8
— —2V3.
SV3

&0 Esercizi20 6.3.2. Calcolate il volume del solido V' limitato dal cilindro ellittico di

x
equazione T + y2 =1 e dat piani di equazione z =1 — V3z — 3yez=1.

Si ha che .
min{l —V3z -3y,1} =1 & y< ———=

V3

quindi ponendo
2

T 1
A={(z,y) eR*: — 4+ 4> <1 AN y< ———x
{(z,y) YRR Y \/3}
2
B={(r,y) eR*: 437 <1 A yz—ix}
4 V3

si ha

V() = / /A /1 I dz dx dy + / /B /;m_gy dz dx dy
= //A(—\/ga:—Sy)dxdy—l—//B(\/ga:—l—?)y)da:dy.

Ora passo in coordinate polari: si pone x =2p cosf ey =psinfcon 0 <p<1lede]|02n],
da cui

11
A={(p,0): 0<p<1, 0¢e [gﬂ,gﬂ}}
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B={(p,0): 0< pl, 0 ¢ {{O,gﬂl U {%w,zw”}

1 T
V(C) = / / 20 (—V/32p cos @ — 3p sinb) dp df
0 5

1 3
+/ /6 2p(V32p cosf + 3p sinb) dp db
o Jo

1 2m
+/ / 20 (V32p cos O+ 3p sin®) dpdf =: I + 1T+ II1.
0 L

Ora,
/ / (—v/32p cos — 3p sin6) dp db
5
6 %ﬂ-
= / —4\/§p2dp/ cosf df — / 6> dp/ sin 6 df
0
ik & 1
= —4\/5% sin 0 —(2p° ‘ (—cos @) 06
0 %71’ 67
4 1
= 3 V3(-D+2/3=5V3
Inoltre

//6 p (V32p cosd + 3p sin ) dp db

- [

1
3
= 435

@\U‘

cos@d9+/ 6p° dp/6 sin 6 df

@\c
ot

7T
sin 6

+ (2p° ‘ —cosf)|’
0
0

= gx/§+2
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Infine

1 2
111 = / / 20 (V/32p cos @ + 3p sinf) dp df
0 %7‘!‘

1 2 1 2m
= / 4\/§p2dp/ cos@d@—l—/ 6° dp/ sin 0 df
0 1 0 Lo

6 ™
5[ 2 . )
P . : "
= 4\/53 sin + (2p3’0) (—cos @) o
0 % ™ 6
5
= -V3-2
3
Quindi riassumendo
20

#) Esercizio 6.3.3. Assegnati il paraboloide di equazione z = x> +y? ed il piano di equazione

2z = 4x — 12y si calcoli il volume racchiuso dalle due superifici.

Sia S il volume racchiuso dalle due superfici considerate. Si ha

dx—12y
Vol(S)://A/2 2 dzdx dy
Te+y

A={(z,y) €R®: do — 12y > 2* + y*} = {(z,y) € R*: (v —2)* + (y + 6)* < 40}

dove

Quindi si ha
Vol(S) = //(4x — 12y — 2* — y*) dz dy.
Faccio il seguente cambio di Coordinate:A
x—2=pcost
y+6=psind

con le limitazioni 0 < p < /40 e 6 € [0,27]. Il determinante della matrice Jacobiana della

trasformazione ¢ p, dunque si ha

\/ATO 27
Vol(S) = //A(4$—12y—x2—y2)da:dy:/0 /0 (40 — p?) pdpdf
0

1\ VD
— o (20 P - %) — 27(800 — 400) = 8007

0
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# Esercizio 6.3.4. Se C' = {2? +y* —222 < 0, 0 < 2z <4} quale delle sequenti condizioni
implica che
/// f(z,y,2)dedydz =07
c

(a)f(:c, —Y, _Z) = —f(ﬁ,y,Z); (b)f@ju —y,Z) = f(xvya Z);
(c)f(—x,y,z) = _f(xvya Z); (d)f(—[ﬂ, -Y, _Z) = —f(fﬂ,y,Z)

Si ha
C' N {primo ottante} = C, = {(x,y,2) € C; x,y > 0};
C' N {secondo ottante} = Cy = {(z,y,2) € C; 2, < 0,y > 0};
C N {terzo ottante} = C5 = {(z,y,2) € C; © < 0, y < 0};
C' N {quarto ottante} = Cy = {(z,y,2) € C; x > 0,y < 0}.
Allora

///Cfdmdydz = ///ledxdydz+///02fdxdydz
+///Csfdxdydz+///C4fdxdydz.
Se f(—2,y,2) = — f(z,y, ) allora

//ledxdydz:—///@fdxdydz
// C4fdxdydz:—// Cgfd:rdydz
///Cfdxdydz:o.

Infatti, per esempio, Cy e Cy sono simmetrici rispetto all’asse y (ribaltamento da x a —z) e f

quindi

¢ dispari rispetto a = e quindi cambia di segno, ma resta uguale in valore assoluto tra (z,y, 2)
e il suo simmetrico rispetto all’asse y che é (—x,y, z). Se ne deduce che cio che integro di f su
C é l'opposto di cio che integro su Ch.

Consideriamo il cambiamento di variabili

()OZCQ_>CI (I‘,y,Z)H <—$,y,Z)
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con Cy = ¢~ 1(Cy). Allora |detJ,(x,y, z)] = 1. Quindi

// 3 f(x,y,z)dxdydz:///P1(Cl)f(go(x,y,z)) det ], (., y, 2)| da dy d

— // sz(—x,y,z)dxdydzz—// CQf(x,y,Z)dl’dde

N.B.: la terna (z,y,2) € Cy gioca il ruolo della terna (u,v,w), nuove coordinate nell’usuale
formulazione del cambiamento di variabili. Qui abbiamo mantenuto lo stesso nome (z,y, 2)

per semplicita.

# Esercizio 6.3.5. Sia

Calcolate

La condizione sulla z rimane

Inoltre

Poniamo
y?
A= {(x,y): x2+?§ 1}
1

Osserviamo che dalla condizione su z si deduce che deve essere x < 2, che va bene in A. Allora

si ha

-2 1
///zdxdydz—/// i zdzdxdy——// (§—§x2—y2> dx dy.
\% A \/(x—%)Z—f—yZ 2 A 4 4

Passiamo in coordinate polari ponendo

x = p cost

3

0<p<1, #el0,2m)
:,073 sin 6
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Tenendo conto che il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione & \/73 p, Si
deduce

1
133 Lop2m 3 0 pt 3
dedydz = = Y22 1— ) dpdf = 2 P_P)| =23
///V”‘“ 224//0/0 pL=p)dp 8ﬁ”(2 4)0 3 V3T

# Esercizio 6.3.6. Sia

A={(x,y,2) eR?: 2 +9° <1, 0< 2 <3va?+ 42

a) disegnate linsieme A,
b) determinare il volume di A;

¢) calcolate Uintegrale su A della funzione

z

(1422 +y2)y/22 + y?

Figura 6.1: Insieme A.

a) L’insieme A ¢ costituito da un cilindro (di equazione 22+y? < 1) a cui é stato tolto il dominio
di R3 occupato da un cono circolare retto di vertice nell’origine (e di equazione z = 3 /22 + y?).
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VolA:///ldxdydz.
A

Data la simmetria del problema operiamo un cambio di coordinate. Passiamo a considerare le

b) Si ha

coordinate cilindriche

x = p cost
y = p sinf
z =z

L’insieme A viene allora descritto nel seguente modo nelle nuove coordinate
A={(p,0,2) € [0,4+00) x [0,27r] x R:0<p<1, 0<2<3p}

mentre il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione ¢ p. Si ha allora

1 27 3p
VolA:///ldxdydz:/ / / pdzdfdp
A o Jo Jo

1 1
:27r/ p[z]gpdp:27r/ 3p°dp = 2.
0 0

¢) Invece (di nuovo passo a coordinate cilindriche)
/// - du dyd /1/%/3[)  pdzdid
rdydz = ————pdzdfdp
A1+ 22+ y?)/x?+y? o Jo Jo (1+p%)p
1

1 273p 1 2 1 1
:27r/ 5 {Z—] dp = 97r/ P 5 dp = 97T/ (1— 2) dp
o 1+p*12], o 1+p 0 L+p

=97 — 97 [arctan p|g = 97(1 — arctan 1).

# Esercizio 6.3.7. Sia A ={(z,y) eR?: 0< 2 <1, 0<y<e "o} esiaV il solido

generato dalla rotazione di A intorno all’asse x;

a) disegnate gli insiemi A e V;
b) determinate il volume di V;
Se poniamo f(z) = e ®y/x si ha f(0) =0, f(1)=1/e, f'(z) =€ (ﬁi — \/E> dunque

¢) calcolate Uintegrale su V' della funzione

f1(0) = +o0, fz)>0&e0<z< %
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0.4
02
o 02 04 06 08 1

Figura 6.2: Insieme A.

Volume di V :

1
Vol(V):/ldxdydz:/ (/ 1dydz) dx,
v 0o \Js,

ma S, = {(y,2) : Vy? + 22 < e *\/x} & un cerchio di raggio e *y/z quindi ha area mre 2%, da

cul

! + 1\]' 7 3«
oitV) = [ ttan = [t (547)] <715

Invece per U'integrale, usando su S, le coordinate polari (in y e z) si ha
\/y + 2 |
Y7 drdydz = — V22 +y?dydz | dx
0 .

1 1 2 e_‘”\/i
/ / ppdp | df| dx
0 0

x

1 1 e~ 1 1 37Vze
/ —27 / p*dp dx—/ ——=27 [p ] dx
0o ITVI 0 0 TV

19 2 L
/ T3 gy = {__776_31} 7T(l —e7?).
o 3 o 9

I
N
3
&
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Figura 6.3: Insieme V.

# Esercizio 6.3.8. Sia A= {(r,y,2) eR?*:0<2 <1, 0<y<z? 0<z<(z—1)};

a) disegnate A,
b) determinate il volume di A;
¢) degli “spigoli” di A, ve n’é¢ uno che non giace su alcuno dei piani coordinati; trovatene una

parametrizzazione e determinate la retta tangente a tale spigolo nel punto corrispondente a

x = 0.

L’insieme A sta “sotto” alla superficie z = (z — 1)? e “a sinistra” di y = z?.

1 pa? p(z—1)° 1 1 1
Vol(A) :// / dzdyd:z::/ $2($—1)2dx:/ 2 908 a2 dy — =
0oJo Jo 0 0

Una parametrizzazione dello spigolo richiesto dal testo & (z, 22, (z — 1)?, quindi il vettore tan-
gente ¢ (1,2z,2x — 2), che per = 0 vale (1,0, —2). Poiché il unto corrispondente a = = 0 &
(0,0,1) la retta & (0,0,1) +¢(1,0,—2).
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Figura 6.4: Insieme A.

# Esercizio 6.3.9. Sia C = {(r,y,2) eR*:0<x2 <2, 0<y<2 0<2<2 z2+y*+

22 > 1}. Disegnate C' e determinatene il volume.

Si ha il cubo [0,2] x [0,2] x [0,2] al quale ¢ stata tolta 'intersezione con la sfera unitaria di

centrata nell’origine (cioé un ottavo di sfera). Il volume si calcola con facili integrali oppure

1/4
V—23—§(§7r)—8—

semplicemente scrivendo

ol

# Esercizio 6.3.10. Dato l'insieme T = {(z,y,2) € R? : 22 +9y? <4, 0< 2z < /a? + 2},

disegnatelo e descrivetelo a parole, quindi calcolate

/ 2222 de dy dz.
T
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Figura 6.5: Lo spigolo che non appartiene ad alcun piano coordinato.

2?2 +y? < 4 ¢ il cilindro di asse 'asse 2z e R = 2. Invece z = /22 + y2 ¢ il cono circolare
di vertice Porigine. T" ¢ il cilindro (con 0 < z < 2 al quale si toglie il cono).

\/ 24y 23 \/ x24y2
/ 2222 de dy dz :/ dx dy/ 2222 dz = / z? [—} dx dy
T x2+y2<4

224y2<4 0 310

2 2 2 2 2 2 2 6 2
:/ (@7 Yy )Vt ty dxdy:/ dp/ dQ<M)
a2 +y?<4 3 0 0

3
L[] [ 128 [1 2
- |2 / cos? 0 df = 128 —(@+sinfcosl)| = —87T.
714 Jo 21 |2 . 2l

# Esercizio 6.3.11. Sia E il sottoinsieme di R? definito da
E={(z,9,2): 1<y <0, 0<2<4-— 2%}
Calcolate:

a) il volume di F;
b) l'integrale di f(z,y,2) =x(1 —y) su E.

Volume di £ = area di base - altezza / (4—a%dx-h= 3

-2
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Figura 6.6: Insieme C.

/ f(z,y,2)dxdydz = 0.
E

Infatti

//[—2,2]x[—1,o1 2(1 - y) d dy /0“2 iz — </_22x(4 — o) dx) . </_01<1 _y) dy)

I
/N
| — |
N

[\]
|
N
_
| no
[\~]
~_
-~
| —— |
N
|
OIS
—_ 1
| o
=
~
I
o
N o
Il
(@]

# Esercizio 6.3.12. Sia T il triangolo contenuto nel piano xy, con wvertici (—1,3),

(—1,-3), (2,0). Calcolare il volume del solido S interno al prisma retto di base T e compreso

2

tra le superfici di equazioni z =2 —x° e z = 1.
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Prima di tutto vediamo quando 2 — 22 > 1. Questo accade quando z? < 1 cioé —1 < z < 1.

D’altra parte, il triangolo 7' é un dominio y-semplice che puo essere descritto come
T={(ry)eR:-1<r<2r-2<y<-x+2}

Quindi si ha (integrazione per fili)

1 2—x  p2—a? 2 pr2—z pl
V(S) = ///ldxdydz:// / dzdydx—i—// /
S —1Jx—2 1 1 z—2 2—x2
1 2—x 2 2—x
_ / / (2—x2)dxdy+/ / (22 — 2)
—1Jxz—2 1 x—2

— /i%Q—ﬁX?—@dx+/aﬂﬁ—QﬂQ—@dm

1

1 2
= /(8—4x—4x2+2x3)dx+/(4x2—2x3—8+4:p)d$
_ 1

1
1
4 xt 4 xt
— _22__3 - -3 T 22
(83; T 3:c—|—2) —|—(:1: 5 8x + x)

2

3
-1 1
4 1 4 1 32 4 1
= 2 — 2 ———+=_-8-1 — = -2
8 — 3+2+8+ 3 2+3 8 —16+8 3+2+8
__6+gg+1_36+m+3_zg
N 3 2 6 6

Esercizio (domanda tipo test - 29/06/2007)
Se C = {(z,y,2) € R®: 22 +9*> —222 < 0, 0 < 2 < 4} quale delle seguenti condizioni

implica che
///fxy, Ydxdydz = 07?

(a)f(x Y, _Z (l‘ Y, < ) (b)f( —Y,c ) f(ﬁ,y,Z)
(C)f(_xaya Z) = —f(JE,y,Z) (d)f(—l’, Y, _Z) = _f(xvya Z)

Si ha che C' ¢ il cono con 0 < z < 4. Affinché l'integrale di f su C sia 0, devo avere f

dispari in = oppure in y, quindi 'unica risposta corretta é la (c¢).

184



6.3 ESERCIZI SVOLTI

0.3.1. Esercizi proposti

# Esercizio 6.3.13. Si calcoli il volume del cilindroide a generatrici parallele all’asse z
delimitata dal piano z = 0 e dalla porzione di superficie di equazione z = (x> + y*)y che si
proietta in

T={(z,y) e R*: 2* +y* > R? 2° + 4y* < 4R*}

# Esercizio 6.3.14. Dato il tetraedro T di wvertici (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),
calcolare gli integrals

// x(y + z)dxdydz
T
// xye“dxdydz

T

// dxdydz
T1+$+y+2

# Esercizio 6.3.15. Dopo aver wverificato ['integrabilita delle funzioni sottoassegnate

sull’insieme indicato, si calcoli Uintegrale [[f, f

) f(ey ) =" S=[01]x [0,1] x [1,2
b)f(:z;,y,z):sz S:{<I,y,Z>GR30§I§2,0§y§1’,0§2§$y}
1
o)f(x,y,z) = UEmE S={(z,y,2) ER*:0<aw<1,0<2<1,0<y<ax+z2}

d)
e)f(x,y.z) =ylz+e") S={(z,y,2) ER*: 2’ +y* =2 +1>0, |y| <1—2*}

~

(,y,2) =2yz S={(z,y,2)ER*:0<r<2,0<y<z,0<z<y}
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# Esercizio 6.3.16. Si calcoli il volume della regione S interna al cilindro di equazione

2% +y? =1, compresa tra il paraboloide z = x> +y* — 2 ed il piano v +y + z = 4.

# Esercizio 6.3.17. Si calcolino gli integrali:

a) /// Va2 4+ y? + 22dxdydz
S
S={(z,y,2) eR*:2? + 2 + 22 <1, 2> —2? —¢* <0, 2 > 0}

2
b)/// ﬁx—mdxdydz S={(z,y,2) ER® 2’ +3 +2° <2, 2 —y* +2° <0,y >
S

utilizzando opportuni cambiamenti di variabili, dopo aver verificato che I'integrale esiste.

# Esercizio 6.3.18. Si calcoli il volume del cilindroide a generatrici parallele all’asse z

compreso tra il dominio
T={(z,y) eR*: 2> <y <2 x>1/2}

e la parte di superficie di equazione z = log(xy) che si proietta su T.

# Esercizio 6.3.19. Dato linsieme E = {(z,y,2) e R*:0<2<1,0<y <z, 0<2<

y — x} si calcolino gli integrali:

a) / (x + sin 2z)dzdydz
E

b)/ arctan(x + y)dzxdydz
E
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# Esercizio 6.3.20. Dato linsieme B = {(z,y,2) € R® : 2® + y* + 2? < 1}, calcolare gli

integrali:

a) / v drdydz
B

b) / log(1 + 2* + y* + 2%)dxdydz
B

# Esercizio 6.3.21. Calcolare il volume racchiuso dall’ellissoide di equazione:

$2 y2 22

# Esercizio 6.3.22. Determinare il volume dei sequenti sottoinsiemi di R :

E={(r,y,2) eR*:2* +y* <4, 2> +y* + 2> < 16}
E={(z,y,2) eR¥:2? + 92 < 2% 2 + 9> + 22 < 9}
E

{(z,y,2) € R*: 2(z® + y?) < 2? < 2® + 4 + 25}

6.4. Integrali superficiali

#y Esercizio 6.4.1. Calcolare 'area della superficie sferica x* + y? + 22 = 2 situata nella

regione individuata da {z > \/75}

Dobbiamo innanzitutto determinare una parametrizzazione della superficie considerata. Poni-
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amo
x = p cost
y = psinf
z=44/2—p%

Siccome la nostra superficie sta nella regione {z > V2/ 2}, si prendera la seguente parametriz-

zazione per X

r:(p,0)— (z(p,0),y(p,0),2(p,0)) = (p cosb, psinbh, /2 — p?) peRY 0 €|0,2n].
Imponendo che z > 0, si ottiene la seguente restrizione su p

PP<2=0<p<V2

Sia allora
A= {(p,0) eR" x [0,27]: 0< p <2, 6€0,2q]}.
Si ha
r, = | cost,sind, S
2 — p?
e
rg = (—p sinf, p cos,0)
quindi
i J k
N p " —p p* cos p? sinf
r, \rg = — ) | = ’ e
p/NTo cos sin 7 \/2 e \/2 — P
—psin€ p cos6 0
Allora
p Pt + 202 — ph 1
r, \To| = V) ) —
|P 9| \/2_p2 p \/ 2_p2 p 2-[)2
Quindi
V2

/Ems = //Aﬁp\/%pzdedp:\/%(—\/rp?) = 2.

0
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# Esercizio 6.4.2. Calcolare ["integrale superficiale

/zda
x

dove X é la porzione di ellissoide di equazione
2
z
1,2 =+ y2 + 5 — 1’

racchiusa dentro al cilindro

IN
|

1
{(x,y,z)€R3::c2+y2 }

e situata nel semispazio {z > 0}.

SOLUZIONE. Dobbiamo innanzitutto determinare una parametrizzazione della superficie con-
siderata. Poniamo
x = pcost

Yy = psinf
z=1+/2(1 — p?).

Siccome la nostra superficie sta nel semispazio {z > 0} si prendera la seguente parametriz-

zazione per X

r:(p,0) = (z(p,0),y(p,8),2(p,0)) = (p cosb, psinb, \/2(1 — p?)) peRT 0el0,2n].

Imponendo che la superficie sia racchiusa dal cilindro, si ottiene la seguente restrizione su p

p2<1:>0<p<i.
Sia allora
A:={(p,0) eR* x [0,27] : 0< p<1/V2, 6 €]0,2n]}.
Si ha
: 1 . V2p
r,= | cosf,sind, v2 ———o (-2 = | cosh,sinf, ————
- A=) - 2o )
e

rg = (—p sind, p cosh,0)
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quindi
i j k
—V2p V2 p? cosf /2 p? sinb
TpANTg = cos sinf @—— |~ 5 5 P
1—p2 Vi-p? V1-p
—psinf p cosf 0
Allora
|7, /\749’2 2p4 +p2: 2p4+p2_p4: p4+p2:p p2+1
P 1—p? 1—p? 1—p? 1—p?
Quindi

p2+1 1/vV2  p2r
/zdS://\/ﬁ\/l—pzp 1—p2dpd9:/ V2p\/p? + 1dfdp
b)) A - 0

0

1/V2

# Esercizio 6.4.3. Calcolare ['integrale superficiale fz(z + 1)dS, dove ¥ ¢ la porzione di
2?2 +y? < }L}

ellissoide di equazione x* + y? + % =1 racchiusa nel cilindro {(m, y,2) € R3

e situata nel semispazio {z > 0}.

SOLUZIONE. Dobbiamo innanzitutto determinare una parametrizzazione della superficie con-
siderata. Risolveremo l'esercizio in due modi, lavorando con due diverse parametrizzazioni
della superficie.

PRIMO MODO. Poniamo
x = pcost

y = psinf
z=+.2(1=p2).

Siccome la superficie sta nel semispazio {z > 0} si prendera la seguente parametrizzazione per
)y

r:(p.0) = (2(p. 0), y(p, 0), 2(p, 0)) = (p cos O, psinf, /2(1 = p?))  p€RT, 0 € [0,27].
Imponendo che la superficie sia racchiusa dal cilindro, si ottiene la seguente restrizione su p

p* <

DO | —

=0<p<

S
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Sia allora
A:={(p,0) e R* x [0,27] : 0 < p<1/2, 0 €0,27]}.
Si ha
1 V2p
r, = | cosf,sing, v2 ———— (-2 = | cosf,sinfh, ——————
' ( i m) ( vl—p2>
e
rg = (—p sind, p cosh,0)
quindi
i j k
A —V2p V2 p? cos /2 p? sinf
r,\Nrg = ; = , ol
p/\To cos sin ¢ T VI—p2 1= 2 p
—p sin® p cosb 0
Allora
2p4 2p4+p2_p4 p4+p2 p2+1
|Tﬂ T9| \/1_p2+p \/ 1_p2 1_p2 p 1_p2
Quindi

2
/(z—i—l)dS://(\/ﬁ\M—p2+1)p,/f—+pidpd9
by A -
1/2 p27 /2 p2m 241
:/ /\/§p\/p2~|—1d9dp—l—/ /p,/f—:?czedp.
0 0 0 0 -

2
/Qp\/pz—f—ldp:g(p2+1)3/2+0;

ora troviamo la seguente primitiva
p*+1
pr|——dp.
/ | 1- 02

Prima di tutto effettuiamo il seguente cambio di variabile
p?+1 22 —1 2z [22 41
z = _— p = dp =
1—p? 1+ 22 (2241)2V 22—-1
/ p2+1d / 22 —1 22 22+1d / 222 p
——dp = z 2= | ———=d=z.
P 1—p? P 2241 (2241)2V 22 -1 (224 1)2

Osserviamo che si ha

da cui
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Adesso integrando per parti si ottiene

222 2z z
md,z: mzdz:—22+1+arctanz.

Quindi

1/2  p2« /2 p2m 02 +1
% 0 0 0 0 -

\/5/3

5 1/2
— 27T§(p2+1>3/2

+ 27 __c + arctan z
2241

0 1

2 3/2 1
=27 [\/?— ((Z) —1> —\/§g+arctan\/§+§—arctan1]

SECONDO MODO. Alternativamente possiamo porre

z=12(1 —s2—12)
e visto che la superficie Y sta nel semipiano superiore, si sceglie z > 0, da cui

r(s,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)) = (s,t,/2(1 — s2 — t2)) $24+t12< 1

4
Allora si ha
2
Trs = ]-7 07 - i
( 2(1 — 52— t2)>

e
2t
Ty = 0,1,—
2(1 —s2—1t?)
quindi
i j k
2s
1 O _ 28 2t
Ts N Ty = = , 1.
! 2(1 —2;2 — t?) <\/2(1 — 2 —12) /201 — 2 — 12)
01 —
2(1 —s2—t?)
Allora
o ATy 2+ 282 + 212
rs ATy = 4| ————
! 2(1 — 2 — 12)
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2+ 282 + 212
1 dS = 2(1 — 52 — t2 1 ——— ds dt.
[+ //( = -+ )\/2(1—32—152) .

Passando in coordinate polari si ottiene

/2 p2m /2 p2m P2+ 1
) 0 0 0 0 -

da cui si puo procedere come nel caso precedente.

da cui

# Esercizio 6.4.4. Calcolare larea della superficie S intersezione della “sella ¥ :=
{(z,y,2) € R*| 2z = 2zy} con il solido cilindrico C := {(x,y,2) € R*|z? + y* < 9}.

SOLUZIONE. Si tratta di un integrale superficiale. Prima di tutto occorre determinare una

parametrizzazione della superficie 3. Scegliamo ad esempio
r:ACR? =R r(p,0) = (x(p,0),y(p,0),2(p,0))

dove
x = p cost
y = psinf
z = 2p? sinf coso.

Il fatto che la sella ¥ si interseca con il solido cilindrico ci da la variabilita dei parametri p e
0 :sihainfatti 0 < p<3ef € [0,27].

Allora si ha
r(p,0) = (p cosB, p sinf,2 p? sinf cos0)

r,(p,0) = (cos,sinf, 4p siné cos0)

79(p,0) = (—p sinf, p cosd, 2 p? (cos? § — sin f)

e
i J k
r,ANrg = cosf sin 0 4p sin6 cosf
—psinf pcosf 2p*(cos®f —sin?0)
quindi

7, A1 =i2 p* (cos® fsinf — sin® @ — 2 sinf cos® 0) + j (=2 p?) (2 sin® @ cos f + cos® O — cos O sin” 0)

+ Xk (p cos?0 + psin®0) = (—2p® sinf) i+ (—2p* cosb)j + pk.
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Da questo si deduce che

1o Aol = /4 pt+p* = p\/4p? + 1.

Quindi

2
3 2w 4 2 13/2 21

//1dS:/ / p\/4p2+1d9dp:fw :f[(16)3/2_1]:_ﬂ_
b o Jo 4 3/2 . 6 2

# Esercizio 6.4.5. Sia C C R? la superficie cilindrica

C={(z,y,2) € R®: 2 +2*

4}.

Si calcoli Uarea della superficie S data dalla intersezione di C' con K = {(x,y,2) € R3 :

2 +y? <4, z >0}
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CAPITOLO 7

Esercizi riguardanti matrice Jacobiana,

rotore e divergenza

7.1. Matrice Jacobiana

# Esercizio 7.1.1. Siano F : R® — R?, G : R? — R? date da
F(u,v,w) = (sinu, v w) V (u,v,w) € R3,
G(z,y) = (3z,e") V(z,y) € R

St scriva esplicitamente la funzione composta G o F' e se ne calcoli la matrice Jacobiana.

La funzione composta G o F' ha senso perché il codominio di F' coincide (e quindi ha la stessa

dimensione) del dominio di G.
Siha H:=GoF :R>— R2 con H(u,v,w) — (3 sin u, e(vw) sinu).

Poniamo

La funzione H ¢ differenziabile in tutti i punti di R® perché la stessa cosa vale per tutte le sue

componenti.
Primo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Si ha
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OH, O0H, O0H,

o, v, w) = ou ov  Jw
HAS ©s 0H, OH, OH,
ou ov ow
3 cosu 0 0
e sint () cosu e Sy siny 0™ Sy giny

Secondo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Le funzioni F' e G sono differenziabili in quanto lo sono tutte le loro componenti. Quindi ha
senso calcolare le matrici Jacobiane di F' e G. Poniamo Fi(u,v,w) = sinu, Fy(u,v,w) = vw,
Gi(z,y) =3z e Ga(x,y) = Y.

Quindi si ha

oF, 0F, O0F
B B B cosu 0 O
Jr(u,v,w) = Y v Yol =
’ OF, 0F, O0F, 0w w
ou Ov Jw
0G, 090G, ; 0
B or Oy B
Jg<$,y) - an an - oy vy
72 772 ye Te
Jor Oy

A questo punto la matrice Jacobiana di G va calcolata nel punto F(u,v,w) = (sinu,vw) e si
ha dunque

3 0
Jo[F (u,v,w)] =

VW e(vw) sinu gipy ue(vw) sinu

quindi

3 0 cosu 0 O
JH(U,U,'LU) ::JG[F(U,U,’LU)] ’ ‘]F<U7U7w) =
VW e(vw) sinu iy ue(vw) sinu 0 w v
3 cosu 0 0
) SN (4 ) cosu W) sy i gy (VW) SN i gy
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# Esercizio 7.1.2. Siano
f(z,2) = sin(x 2) V(z,2) € R?, g(x) = cos(x€e®) Vz eR.

Si caleolino la matrice Jacobiana ed il determinante Jacobiano (quando ¢é possibile) delle

sequenti funzions:

F(x,z) = (sinz, f(z,2)) Y (z,z2) € R? G(z,y) = (3%, g(x)) Y (z,y) € R?

Le funzioni F' e G sono differenziabili perché le loro componenti sono funzioni differenzia-
bili. Inoltre la matrice Jacobiana in entrambi i casi € una matrice quadrata; allora ha senso

calcolare in entrambi i casi il determinante Jacobiano. Poniamo

Fi(z,z) =sinz Fy(z, z) = sin(z 2) Gi(z,y) =3€¥™" Ga(z,y) = cos(xe®)
da cui
OF, 0F
oo Al 0 CoS 2
Jr 0z
JF(x, Z) = 9 P =
9F; Ok z cos(xz) x cos(z 2)
Jr 0z
da cui
det Jp(x,z) = —z cos(x z) cos z.
D’altra parte
0G1 9Gy yoa yoa
ox ay —3e de
JG(xa y) = oG oG =
Zr2 T2 —sin(ze*)e* (z+1) 0
Jor Oy

da cui
det Jg(z,y) =3 "e" (v + 1) sin(xe”) = 3eY (x + 1) sin(ze”).

# Esercizio 7.1.3. Siano F : R? - R? ¢ G : R? — R? date da
F(u,v,w) = (u+v,e") V (u,v,w) € R3,
G(z,y) = (y — x,sinz) Y (z,y) € [0, 272,

Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Per quella (o quelle) che lo avessero, si calcoli

la matrice Jacobiana.
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La funzione composta G o F' ha senso perché il codominio di F' coincide (e quindi ha la stessa
dimensione) del dominio di G. La funzione composta F' o G non ha senso perché il codominio
di G ha dimensione 2 mentre il dominio di /' ha dimensione 3.

Siha H:=GoF:R*— R?con H(u,v,w) = (" —u —v,sin(u +v)).

Poniamo

Hy(u,v,w) =€ —u—wv Hy(u,v,w) = sin(u + v).

La funzione H ¢ differenziabile in tutti i punti di R® perché la stessa cosa vale per tutte le sue

componenti.

Primo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Si ha
OH, O0H, O0H; y
i, v, w) = ou Ov Ow _ -1 -1 ¢
OH, OH, OH, cos(u+v) cos(u+wv) 0
ou Ov Ow

Secondo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Le funzioni F' e G sono differenziabili in quanto lo sono tutte le loro componenti. Quindi ha
senso calcolare le matrici Jacobiane di F' e G. Poniamo Fi(u,v,w) = u + v, Fy(u,v,w) = e*,
Gi(z,y) =y — 2 e Gy(z,y) =sinz.

Quindi si ha

oF, 0F, OF
11 0
Ju Ov Ow
JF (u7 v, w) = =
8F2 aFQ aFQ 0 0 ev
ou Ov Ow
0G, 0G,
Jo(e.y) Or Oy -1
G\¢L, = =
% @ cosz 0
or Oy
A questo punto la matrice Jacobiana di G va calcolata nel punto F(u,v,w) = (u + v,e") e si
ha dunque
-1 1
JalF(u,v,w)] =
cos(u+wv) 0
quindi
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—1 1 1 1 0
JH<U>U7w) ::JG[F(ua U,IU)] ’ JF(ua v, U)) =
cos(u+wv) 0 0 0 ev

—1 -1 e’

cos(u+v) cos(u+v) 0

# Esercizio 7.1.4. Siano H : R3 - R? ¢ L : R? —» R* date da
H('LL,’U,U}) = (u+v>€w> V(U,'U,’LU) €R37
L(z,y) = (y — z,sinz,y,y) Y (z,y) € [0,27)2.

Le composizioni H o L, Lo H hanno senso? Per quella (o quelle) che lo avessero, si calcoli

la matrice Jacobiana.

La funzione composta L o H ha senso perché il codominio di H coincide (e quindi ha la stessa
dimensione) del dominio di L. La funzione composta H o L non ha senso perché il codominio
di L ha dimensione 4 mentre il dominio di A ha dimensione 3.

Siha F:=LoH:R®— R*con F(u,v,w) = (¥ — u—v,sin(u +v),e*, e").

Poniamo
Fi(u,v,w) =¢e"—u—v Fy(u,v,w) = sin(u + v) Fs(u,v,w) = e" Fy(u,v,w) = e".

La funzione F ¢é differenziabile in tutti i punti di R?® perché la stessa cosa vale per tutte le
sue componenti. La matrice Jacobiana di F' puo essere calcolata in due modi in analogia con
quanto visto nella versione A del tema. Qui presentiamo per brevita solo uno dei due modi.

Si ha

0Fy O0F, O0F
ou Ov Ow -1 -1 e?
0F, 0F, O0F,

Teluo, ) = ou v w | _ cos(u+v) cos(u+v) 0
0F; O0F; OF; 0 0 o
ou Ov Ow
oF, O0F, OF, 0 0 ev
ou Ov Ow
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# Esercizio 7.1.5. Siano F': R3 — R? e G : R? — R? date da
F(u,v,w) = (u(w*)™, ") V (u,v,w) € R?,
G([L’,y) = (y—ar,x) V(ZL’,y) GRZ'

Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo avessero, e

se ne caleoli la matrice Jacobiana.

La funzione composta G o F' ha senso perché il codominio di F' coincide (e quindi ha la stessa
dimensione) del dominio di G. La funzione composta F' o G non ha senso perché il codominio
di G ha dimensione 2 mentre il dominio di /' ha dimensione 3.

Siha H:=GoF :R®—R? con H(u,v,w) = (" —uw*™, uw").

Poniamo

27 27

Hi(u,v,w) =€"—uw Hy(u,v,w) =uw

La funzione H ¢ differenziabile in tutti i punti di R® perché la stessa cosa vale per tutte le sue
componenti.

Primo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Si ha
0H, 0H, OH
! ! L —w?T eV —u2mw?T !
Tut (1w, v, w) = ou ov Ow _
8H2 8H2 6H2 w27r 0 u277w2”_1

ou OJv Ow
Secondo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.
Le funzioni F' e G sono differenziabili in quanto lo sono tutte le loro componenti. Quindi ha
senso calcolare le matrici Jacobiane di F' e G. Poniamo Fy(u,v,w) = uvw?™, Fy(u,v,w) = €*,
Gi(z,y) =y —z e Ga(z,y) = .
Quindi si ha

ory o, o0F o S
; (uvw): ou 9 ow _ w 0 u2mw
ou Ov Jw
oG, 3G, .
B Jdxr 0Oy N
JG(xvy) - @ % - 1 0
or Oy
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quindi

Ju(u,v,w) :=Jg[F(u,v,w)] - Jp(u,v,w) =

27 v 1

—w eV —u2mwr

w?™ 0 u2mw?T!

# Esercizio 7.1.6. Siano f: ACR?> - R? e g: R? = R? date da
Fluvw) = (@@wyTD) W) € B,
9(z,y) = (y,2) + (z — y, 2z) V(z,y) € R%

St dica se le composiziont go f, fog hanno senso. In caso affermativo si scriva esplicita-
mente la funzione composta, se ne indichi I'insieme di definizione, se ne calcoli la matrice

Jacobiana, e si indichi Uinsieme in cui la funzione composta & differenziabile.

La funzione composta g o f ha senso perché il codominio di f ha la stessa dimensione del
dominio di ¢g. La funzione composta f o g non ha senso perché il codominio di g ha dimensione
2 mentre il dominio di f ha dimensione 3.

Sihah:=gof:ACR?— R?con h(u,v,w) = (e“w,3e*)w). L'insieme di definizione A
della funzione composta h =go f ¢

A={(u,v,w) €R*: v <0}

Poniamo
hy(u,v,w) = e“w ho(u, v, w) = 3.
St ha Ohy Ohy Oh
: : - elVetw 0 el
ou Ov OJw
Jh (U, v, ’ZU) = =
8h2 8h2 8h2 3 e(e“) ew 0 3 6(e“)
ou Ov Ow

Secondo modo per calcolare la matrice Jacobiana di k. Poniamo f; (u, v, w) = e w, fo(u, v, w) =
Vv, g1(z,y) =z e go(x,y) = 3x. Quindi si ha

ofh Of Oh el et 0 el
T, v, w) = ou v Ow | _
e Ofs 0fs 0f 0 (-1)—— o

du v dw
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991 g1 Lo
or 0Oy
Jo(x,y) = =
or 0Oy
quindi
10 ele") et 0 ele”)
Jp(u, v, w) =Jy[f(u,v,w)] - Jp(u,v,w) = 1
0 -1 0
30 ()2%3
eVetw 0 el

3eetw 0 el

L’insieme in cui h é differenziabile &

A={(u,v,w) e R®: v < 0}.

# Esercizio 7.1.7. Siano G e H le sequenti funzioni:
G(u,v,w) = (uv*w,v/—uv), H(z,y) = (y,z, z).

St dica se le composizioni Go H e Ho G hanno senso. In caso affermativo si scriva
esplicitamente la funzione composta e se ne indichi [insieme di definizione, se ne calcoli la

matrice jacobiana, e si indichi I'instieme in cui la funzione composta é differenziabile.

Entrambe le composizioni hanno senso perché il codominio della prima funzione ha la stessa
dimensione del dominio della seconda.

Prima di tutto si ha che

F=GoH:ACR*—=R* F(x,9)=r,/—yz) ¥(z,y) € A.
L’insieme di definizione ¢
A={(r,y) eR*: 2y < 0}
che é I'unione del secondo e del quarto quadrante, assi compresi. Posto
Fi(z,y) =y’z  Fyz,y) =v—yz

si ha inoltre

- =1 2
J B or 0Oy B Y v
F(ma y) - 8F2 aF2 - B Yy B x

Or 3_y 2\/—yzx 2+/—yx
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Si vede facilmente inoltre che 'insieme in cui F ¢é differenziabile é
A={(z,y) e R?: zy < 0}

che é I'unione del secondo e quarto quadrante, assi esclusi.
D’altra parte

L:=HoG:BCR*—=R? L(u,v,w) = (vV—uv, v*w, v*w) ¥ (u,v,w) € B.
L’insieme di definizione ¢
B = {(u,v,w) € R*: uv < 0}.
Posto
Li(u,v,w) = v/—uv Ly(u,v,w) = v*w Ls(u,v,w) = v*w

si ha inoltre

oL, 0L; 0L, . u
ou v Jw - - 0
2/ —uv 24/ —uv
7 B 0L, 0Ly 0L, - 9
L(u,v,w) = 5 90 aw |~ 2uw 0 u
8L3 8L3 8L3 2w 0 u?
ou Ov Jw

Si vede facilmente inoltre che 'insieme in cui L ¢é differenziabile é B.

# Esercizio 7.1.8. Siano F : R? - R? ¢ G : R? — R? date da

F(u,v,w) = (u(w?®)¢, ") V(u,v,w) € R?,
Glz,y)=(y+zy)  V(oy) € R

Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo avessero, e

se ne calcoli la matrice Jacobiana.

La funzione composta G o F' ha senso perché il codominio di F coincide (e quindi ha la stessa
dimensione) del dominio di G. La funzione composta F' o G non ha senso perché il codominio
di G’ ha dimensione 2 mentre il dominio di F' ha dimensione 3.

Siha H :=GoF :R®— R?con H(u,v,w) = (7" + uw?*, 7").

Poniamo

Hy(u,v,w) = 7° + uw?® Hy(u,v,w) = 7°.

La funzione H ¢ differenziabile in tutti i punti di R® perché la stessa cosa vale per tutte le sue
componenti.
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7 ESERCIZI RIGUARDANTI MATRICE JACOBIANA, ROTORE E DIVERGENZA

Primo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.
Si ha
0OH, O0OH, O0OH,

w* wlogm u(2e)w* !

Tt (0, w) = ou ov ow _
e OH, OH, OH, 0 nvlogm 0
ou ov ow

Secondo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Le funzioni F' e G sono differenziabili in quanto lo sono tutte le loro componenti. Quindi ha
senso calcolare le matrici Jacobiane di F' e G. Poniamo F(u,v,w) = uw?*¢, Fy(u,v,w) = 7,
Gi(z,y) =y+z e Gy(z,y) =y.

QQuindi si ha

OFy 0F, O0F

2e 2e—1
B ou oo ow B w 0 u2ew
JF(ua v, U)) - -
0F, 0 05 0 nvlogm 0
ou Ov OJw
B or Oy B
JG('Tay) — % @ - 01
or Oy
quindi
11 w?e 0 u2ew?c !
JH(“a v, U)) ::JG[F(Ua v, w)} ’ ‘]F(u7 v, U)) -
01 0 7wVlogm 0

2e 1

w?® 7w logm u2ew?®”

0 nvlogm 0

# Esercizio 7.1.9. Siano H e G date da:
H(uw,w) = (log(—u),cos(sinw)) ) G<$7y) = (y,ﬂf) + (517 -, —.flf) .

Si dica se le composizioni G o H e H o G hanno senso. In caso affermativo si scriva
esplicitamente la funzione composta, se ne indichi linsieme di definizione, se ne calcoli la

matrice jacobiana.

La funzione composta G o H ha senso perché il codominio di H ha la stessa dimensione
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del dominio di G. La funzione composta H o G non ha senso perché il codominio di G ha
dimensione 2 mentre il dominio di H ha dimensione 3.

SihaF:=GoH:AcCR — R? con F(u,v,w) = (log(—u),0). L’insieme di definizione A
della funzione composta F = GoH &

A= {(u,v,w) €R®: u < 0}.

Poniamo
Fi(u,v,w) = log(—u) Fo(u,v,w) = 0.

Si puo calcolare la matrice Jacobiana nel modo seguente

oF, OF, O0F,

1
— 0 0
ou Ov Ow
7.2. Rotore e divergenza
# Esercizio 7.2.1. Siano F :R>* - R e G : R — R? date da
F(u,v,w) =u—w V (u,v,w) € R3,

G(z) = 2z, —x,2%) Vo eR.

Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo avessero, e

se ne calcoli la divergenza (se ha senso).

Entrambe le composizioni hanno senso perché il codominio della prima funzione coincide (e
quindi in particolare ha la stessa dimensione) del dominio della seconda funzione. Esplicito
GoF e Fo(G.Siha

H:=GoF:R* =R H(u,v,w) = 2(u —w),w —u, (u—w)?) VY (u,v,w) € R?

L=FoG:R—R L(x)=2r—-2" VzeR

L’operatore divergenza si puo applicare a campi vettoriali da R? in R3. Quindi, posto

Hi(u,v,w) =2(u — w) Hy(u,v,w) =w —u Hs(u,v,w) = (u —w)?
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si ha
OH, O0H, OH.
divH ===+ 24+ -2 =24+0-3(u—w)?=2-3u®+ 6uw — 3u’.
ou ov ow

Nel caso di funzioni scalari, 'opertore divergenza si riduce alla derivata prima. Dunque si ha

L'(z) =2 - 32

# Esercizio 7.2.2. Siano F :R?> > R ¢ G : R — R? date da

F(u,v,w) =w —v Y (u,v,w) € R3,
G(z) = (x, —x,2?) Vo eR.

Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo avessero, e

se ne calcoli il rotore (se ha senso).

Entrambe le composizioni hanno senso perché il codominio della prima funzione coincide (e

quindi in particolare ha la stessa dimensione) del dominio della seconda funzione. Esplicito
GoFeFoG.Siha

H:=GoF:R*—=R? H(u,v,w) = (w —v,v —w, (w—10)? Y (u,v,w) € R

L=FoG:R—-R Lx)=2*+r VzecR

L’operatore rotore si applica a campi vettoriali da R? in R3. Quindi ha senso calcolare rot H.
Posto

Hi(u,v,w) =w—v Hy(u,v,w) =v—w Hs(u,v,w) = (w —v)?
si ha
i j k 1 J k
rooH=| 0, 0, 0, | = O, Oy Ow
H, H, Hj w—v v—w (w—2v)?
da cui

=(1-2w+2v,1,1).
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# Esercizio 7.2.3. La funzione F(x,y,z) sia definita implicitamente dall’equazione
log[F(x,y,2)%] = y+ x per ogni (z,y,z) € R?; inoltre sia G(u) = (u, —2u,1) per ogni
u € R. Le composizioni G o F, F'o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo

avessero, e se ne calcoli la divergenza (se ha senso).

Si puo facilmente esplicitare F. Si ha

ytz

F(z,y,z)=¢3 .

Inoltre F' : R® — R mentre G : R — R3 quindi entrambe le composizioni hanno senso perché
il codominio della prima funzione coincide (e quindi in particolare ha la stessa dimensione) del

dominio della seconda funzione. Esplicito Go F e F o . Si ha

y+x Ytz

H:=GoF :R>—=R? H(x,y,z)z(e:% ,—2e' 3 ,1) Y (z,y,2) € R?

L:=FoG:R—=R Lu=e"? VYuck

L’operatore divergenza si puo applicare a campi vettoriali da R? in R3. Quindi ha senso calcolare
div H. Posto

ytzx ytz

Hi(z,y,z)=e 3 Hy(z,y,2) = —2e s Hs(z,y,2) =1

si ha

. aHl 8H2 aHg ytz 1 y+z 1 1 ytzx

div H = —¢3 ——92¢3 —+(0=—-¢3

a ox + dy + 9. 3 <73 + 3¢

Nel caso di funzioni scalari, 'opertore divergenza si riduce alla derivata prima. Dunque si ha
1
L/ — _ —u/3
(w) = —5e

# Esercizio 7.2.4. Si calcolino il rotore e la divergenza del campo vettoriale

w(z,y,z) = (cos(eV™), sin(y + 2), ex2+22).

Posto
vi(z,y, z) = cos(e! ") vo(w,y, 2) = sin(y + 2) vs(z,y, 2) =+
si ha
ik i ; K
rotw=\| 0, 0, 0, | = O, Oy 0,
w; wy w3 cos(evt™) sin(y 4 z) et

207
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da cui
rotw = i (%6I2+22 — % sin(y + Z)) +J <% cos(e?t*) — %6I2+22)
+k (2 sin(y + 2) — 9 cos(ey”)) —i(0—cos(y+2))+j(0—e"+ 22)
Ox dy
+ k(04 sin(e?t) e¥*7) = (—cos(y + z), —2x " " sin(eV+?) evt?).
Inoltre

0w1 8w2 8w3

ox dy 0z

divw = = —sin(e?™) ¥t 4 cos(y + ) + €T 2 2.

# Esercizio 7.2.5. La funzione F(x,y,z) sia definita implicitamente dall’equazione
e2F@v2) = 1 4 92 + 22 per ogni (z,y,2) € R3; inoltre sia G(u) = (2u, 1,u) per ogni u € R.
Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo avessero, e

se ne calcoli la divergenza (se ha senso).

Si puo facilmente esplicitare F. Si ha
1
F(x,y,z) = B log(1 4+ y* + 27).

Inoltre F' : R® — R mentre G : R — R3 quindi entrambe le composizioni hanno senso perché
il codominio della prima funzione coincide (e quindi in particolare ha la stessa dimensione) del

dominio della seconda funzione. Esplicito Go F e F o G. Si ha
3 3 2, 2y 4 1 2 2 3
H:=GoF :R°—= R’ H(z,y,z)= (log(l—i—y +z ),1,5 log(1+y°+ = )) V(z,y,2) € R
¢ 1
L:=FoG:R—R L(u)zilog(Q—i—uQ) VueR.

L’operatore divergenza si puo applicare a campi vettoriali da R? in R3. Quindi ha senso calcolare
div H. Posto

1
Hi(z,y,2) =log(l+y* +2°)  Ha(w,y,2) =1 Hy(w,y,2) = 5 log(1 +y* +27)

si ha
. 8H1 8H2 8[—[3 1 2z z
a ox * dy + 0z * +21—|—y2+22 149?24+ 22

Nel caso di funzioni scalari, 'opertore divergenza si riduce alla derivata prima. Dunque si ha

1 2u U

99+ 24w

L' (u)
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# Esercizio 7.2.6. Si calcolino il rotore e la divergenza del campo vettoriale

v(x,y, 2) = (sin(e*®), ¥ cos(z + 2)).

Posto
vi(2,y,2) = sin(e***) vo(z,y, 2) = ¥+ v3(z,y, z) = cos(z + 2)
si ha
i j k i J k
rotv=1 0, 0, 0, | = Oy Oy 0,
v Uy U3 sin(e?t%) ¥t cos(z + 2)
da cui

0 0 2.2 0 0
= 1 — — Yy t+z M 4 ztx\
rotv = i (8y cos(z + z) 55¢ ) +J <_8z sin(e*"™) B cos(z + z))

+k (agey%rz2 — 82 sin(ezﬂ’)) =i(0—2ze") 4 j(cos(e*T™) et + sin(z + 2))
z Y

+k(0—0)= (—22¢e""" cos(e”*) € + sin(z + 2),0).

Inoltre

0 0 0
L . cos(e*t?) et 4 ¥+ 2y —sin(z + 2).

o oy | 0:

dive =

# Esercizio 7.2.7. Siano F: R? — R? ¢ G : R? — R3 le funzioni

F(z,y,2) = (e, x) V(z,y,2) € R?,
G(u,v) = (u,usinv, v) V (u,v) € R2.

Si calcoli il rotore della funzione G o F.

Si ha
H:=GoF:R* R’ H(z,y,2) = (e¥,¢¥ sinz,r) V(x,y,2) € R
Posto

Hy(z,y,z) =¢’ Hy(x,y,z) = e’ sinx Hi(x,y,2) ==
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si ha
i j k i J ok
rooH=| 0, 0, 0, =1 0, Oy 0,
H, H, Hj; ey eYsinx «x
da cui

0 0 0 0
_ (9 O . (9, O
rot H=1i (ayx 826 smx) +] <826 axx>

0 0
Y Vsing — Zev ) = (0. —1. ¥ _
+k (8x€ sin x aye ) (0,—1,¢’ (cosx — 1)).

# Esercizio 7.2.8. La funzione F(x,y,z) sia definita implicitamente dall’equazione
tan[4 F(x,y,2)] = 1+ y? + 2% per ogni (x,y,2) € R3; inoltre sia G(u) = (2, —u,u) per
ogni u € R. Le composizioni G o F', F' o G hanno senso? Si espliciti quella (o quelle) che lo

avessero, e se ne calcoli la divergenza (se ha senso).

Si puo facilmente esplicitare F. Si ha
1 2 2
F(z,y,2) = 1 arctan(1l + y~ + x°).

Inoltre F : R?> — R mentre G : R — R3 quindi entrambe le composizioni hanno senso perché
il codominio della prima funzione coincide (e quindi in particolare ha la stessa dimensione) del
dominio della seconda funzione. Esplicito G o F e F o G. Si ha, per ogni (z,y, z) € R3

‘ 1 1
H:=GoF:R*—=R? H(z,y,z2) = (2, -2 arctan(1 + y* + 2?), ) arctan(1 + > + wQ))

e
1
L:=FoG:R—=R L(u)zzlarctan(u2+5) VueR.

L’operatore divergenza si puo applicare a campi vettoriali da R? in R3. Quindi ha senso calcolare
div H. Posto

1 1
Hi(z,y,2) =2 Hy(z,y,2) = 1 arctan(1 + y* + 2*)  Hj(x,y,2) = 1 arctan(1 + y* + 2%)

si ha

OH 0H OH. 1 2 1
L 2+ 3 Y _ Y

div H = S D PO S
V= Ty T o 1T+ P+ " 21+ (27
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Nel caso di funzioni scalari, 'opertore divergenza si riduce alla derivata prima. Dunque si ha

L(u) = &

2u U

T 41+ W2+5)2 2(1+ (u2+5)?)

# Esercizio 7.2.9. Si calcolino il rotore e la divergenza del campo vettoriale

uw(x,y,z) = (emzwz, cos(y + z), sin(e?*?)).

Posto
w(w,y,z) =" up(r,y,z) =cos(y+2)  usr,y,z) = sin(e! )
si ha
i 5K i ; K
rotu= | 0, 0, 0, | = Oz d, 0,
U up ug et cos(y + 2) sin(eVt?)
da cui
0 0 0 0
rotu = i (8_y sin(e¥*%) — 5 cos(y + z)) +]j (aeﬁﬂﬂ ~ sin(ey“))
a a $2+ 2 . +2z +2z . .
+k | —cos(y+2z)— =—e" ™ ) =i(cos(e’*) e’ +sin(y+2)) +j(0—0)
ox dy
+k(0— e 2y) = (cos(e! ) ¥ 4 sin(y + 2),0, =2y e ).
Inoltre p p P
divu = 8?;:1 + au; + au:, =22¢” Y —sin(y + 2) 4 cos(e?*) ¥,

# Esercizio 7.2.10. Siano f

f(x,y,2)

g(u,v) = (v,ucosv,v)

‘R3 = R? e g:R?2 = R? le funzioni

(e"7¥,2y) V(z,y,2) € R3,

V (u,v) € R2.

St caleoli il rotore della funzione g o f.

Si ha
h:=gof:R®—=R3

Posto
hi(z,y,z) =2y

h(w,y,2) = (2y,e"" cos(2y),2y) ¥ (z,y,2) € R®.

h2<x7y7 Z) =e"Y COS(Qy) h3(33,’y, Z) = 2y
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si ha
i j k i J k
I‘Ot h — 8$ 8y 82 — az 8y aZ
hy hy hs 2y " Y cos(2y) 2y
da cui

roth = i <%(2y) - %ez_y cos(2y)> +j (%(2?;) - C%(Qy))
+k (%e” cos(2y) — a%@y)) =1(2-0)+j(0—0) + k(e cos(2y) — 2)

=(2,0,e"7Y cos(2y) — 2).

# Esercizio 7.2.11. Siano F : R® -+ R? ¢ G : R? = R? le funzioni
F(x,y,z) = (ey7$) ) G(U,'U) = (u,usinv,v).

Si calcolino rotore e divergenza della funzione G o F.

Si ha
GoF:R* -+ R? (GoF)(x,y,z) = (¢,¢” sinz, x).

Poniamo H:=GoF e H(z,y,2) = €Y, Hy(x,y, 2) = €Y sinz, Hs(z,y,2) = x. Si ha

"
rotH=| ¢ 0 0 |_ oH; OH, it OH, OHjs L OH, 0oH, K

or Oy 0z dy 0z 0z oz )7 Ox oy

H, H, Hj

=(0,—1,¢e" (cosz — 1)).

Inoltre

oH, O0H, OH
e

divH =
a ox oy 0z

=eY sinz.
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CAPITOLO 8

Esercizi riguardanti campi vettoriali

# Esercizio 8.0.12. Dato il campo vettoriale
v(z,y,2) = (z€"% 1 + 2% cosy, xe"* + 2z siny),

(1) st verifichi, sulla base di risultati teorici, che esso ammette un potenziale scalare;

(i) si determini un potenziale scalare di v.

(i) Condizione necessaria e sufficiente affinché un campo vettoriale ammetta potenziale scalare
é che valga la condizione delle derivate in croce (in questo caso, cid € equivalente a chiedere che
v : R? — R3 sia irrotazionale) e che il dominio di v sia semplicemente connesso. E facile vedere
che il dominio di v ¢ R? che ¢ semplicemente connesso. Vediamo se vale anche la condizione
delle derivate in croce.

Poniamo
vi(z,y,2) = ze"? va(z,y,2) = 1+ 2% cosy vg(z,y,2) = e 4+ 22 siny.
Si ha
Oyvs = 22 cosy = 0,09 0,01 =e"* +xze"? = 0,v3 O0xv9 = 0 = Oyv1.

Quindi il campo considerato é conservativo.

(ii) Per determinare un potenziale scalare U di v ¢ sufficiente osservare che si deve avere
Up(x,y,2) = z€e"?
Uy(z,y,2) =1+ 22 cosy
U.(z,y,z) =x e +22zsiny
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da cui

Ulx,y,z) = /ze“dm =e"" 4+ iy, 2)

Ulz,y,z) = /(1 + 22 cosy)dy =y + 2 siny + ca(z, 2)

Ulx,y,z) = /(me‘“ + 2z siny)dz = €"* + 2* siny + c3(z, 7).
Possiamo scegliere ¢;(y, z) = y + 2% siny, co(x,2) = €*% e c3(x,y) = ¥.

uindi un potenziale scalare per v ¢ U(z,y, z) = €** +y + 22 siny e tutti gli altri potenziali
Y Y ) g

per v differiscono da U per una costante arbitraria.

# Esercizio 8.0.13. Dato il campo vettoriale

Pyp— x 2 —y
F(z,y) = (—\/m + 5y°, NEESE + 10xy> ,

i) dire se ammette un potenziale in tutto il dominio di definizione ed eventualmente

calcolarlo;

ii) calcolare Uintegrale curvilineo /F ~dry, dove v :[0,1] = R? ¢ — (cos(tm) + t*,1 + t2).
ol

(i) Condizione necessaria e sufficiente affinché un campo vettoriale ammetta potenziale scalare
é che valga la condizione delle derivate in croce e che il dominio di F' sia semplicemente connes-
so. E facile vedere che il dominio di F' ¢ R?\ {0} che non ¢ semplicemente connesso. Vediamo

se vale la condizione delle derivate in croce.

Poniamo
Fl(x>yaz):L+5y2 Fz(f,y,Z):L—l—lOl’y
Vi + 2 Vit +y?
Si ha
1 2
OpFy = —= 4%V + 10y = 8yF1.

2 (22 + y2)3/2

Quindi il campo considerato potrebbe essere conservativo ma per stabilirlo devo provare a
calcolare un potenziale con la definizione.

Per determinare un potenziale scalare U di F' ¢ sufficiente osservare che si dovrebbe avere

_ z 2
Uy(z,y) = J + 102y
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da cui

T
U(%?J)Z/ ﬁ*‘&f) de = /2> + 2 +52y° + 1 (y)

Yy
U(xay):/ W%—ley) dyzvx2+y2+5xy2+02(a:)

Possiamo scegliere ¢1(y) = ca(x) = 0.
Quindi il campo dato ¢ conservativo e un potenziale scalare per F ¢ U(z,y) = /22 + y2+5 x 9>

e tutti gli altri potenziali per F' differiscono da U per una costante arbitraria.

(ii) Visto che il campo F ¢ conservativo, si ha

/Fd7=W%m—UW@)

Allora
(1) =(0,2)  ~(0)=(1,1)

[ Fdy=U60) - Ua0) = -3 V2

Y

# Esercizio 8.0.14. Si calcoli Uintegrale curvilineo (il lavoro) del campo vettoriale

v(r,y) = (sin(y + x),cos(z —y))

lungo la curva data dai lati del triangolo di vertici (0,0),(1,0) e (0,1), percorsi in senso

antiorario.

Questo esercizio puo essere risolto in due modi.
PRIMO MODO. Siano

n={(@y eR?:y=1-x A 0<z<1}
T={(z,y) ER?:y=0 A 0<z <1}
v ={(z,y) eER?:z=0 A 0<y<1}

Troviamo una parametrizzazione di questi tre segmenti. Si ha

Ti(t) = 0<t<1 %) =(-11).
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Y3(t) = 2<t<3 () =(1,0).

A questo punto

L:/U(a:,y)~d52/ u+/ U+/,v:/0{sin[(l—t)—i—t](—l)—l—cos[(l—t)—t]l}dt
+/2{sin[(2—t) +0]0+cos(t —2+0) (1)} dt
+/3{Sin[t—2—|—0]1—|—cos(t—2—0)0}dt:/1[—sin1+cos(1—2t)]dt

2 3
+ / —cos(t —2)dt + / sin(t — 2) dt
1 2

2 3

— cos(t — 2)
1

1
— sin(t — 2)
0

— sinl— Ssin(—1) + Lsin1
= S1n 2Sln 2Sll’l

: .
:—Sln1—§ sin(1 — 2t)

2

+sin(—1) —cos14+1=1—-sinl —cos 1.

SECONDO MODO. Utilizzo la formula di Gauss-Green nel piano: sia D un dominio limitato
in R? che sia semplice rispetto ad entrambi gli assi. Se v = Pi+ Qj € C(D), allora vale la

formula

//D(Qx—Py)da:dy:/(%Dde—l—Qdy,

dove 97D & il bordo di D orientato in senso antiorario. Nel nostro caso P = sin(y + ),
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Q) = cos(x —y), D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0,1). Allora

/v ds = // —sin(z —y) — cos(y + z)] da:dy—// —sin(z — y) dx dy
// —cosy+x)dydx—/[ cos(ac—y)]

1
:/ (—cos(:zc—l—i—:r)—I—cosx)da:—l—/ (—sinl+sinz) dx
0 0

1—x

—z 1
dx + / [—sin(y +2)]| dx
0 0

0

1
1 1 1
= [—— sin(2x — 1)] +sinz| —sinl+ (—cosx)
2 0 0
0
1 . 1 . . : .
=-3 s1111+§ sin(—1) +sinl —sinl —cosl4+1=1—cosl —sinl.

#y Esercizio 8.0.15. Sia v la curva chiusa in R® formata dai tre segmenti che uniscono,

nell’ordine, i punti

P = (1,0,0), P, =(0,3,0), P; =(0,0,4).

/22 ds.
.

11) S1a V' il campo vettoriale definitto da V(x,y,2) = x“1+y 3+ z k. Calcolare
3) Sia Vil ale d ito da 'V 24 ) k. Calcol

]{V-d”y
Y

(i) Calcolare

e commentare il risultato.

(i) Sia v = 91 U 79 U 73, dove 71 @ il segmento che unisce nell’ordine Py e Py, 7, € il seg-
mento che unisce nell’ordine P, e P5 e 73 ¢ il segmento che unisce nell’ordine P3 e P;. Bisogna

trovare una parametrizzazione di . Dopo di che si avra

/zzds:/ 22d3+/ zzds+/ 22 ds
il Y1 Y2 Y3

ma y; € tale che z = 0 quindi
/ 22ds = 0.
71
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D’altra parte, troviamo ora una parmetrizzazione di 5. Si ha

x=0
12 — 3t 3 5
)= - 0<t<1 v;<t>=(o,——,1) a(t)] = 2
4 4 4
z=1
quindi
4
4 3
5 5t 80
/Zst:/tZ—dt:—— = —
" o 4 43| 3
Infine
x=1
BE) =4 y=0 0<t<1  %(t)=(1,0,—4) |0 =17
2= -4t +4
quindi
1
! ! {3 16
/z2ds:/(4—4t)2¢ﬁdt=/ V1716 (1 —t)%dt = V1716 [t—t2+§} :gﬁ.
Y3 0 0 0

Quindi riassumendo

16
/Z2dS = 3[54‘ \% 17]
Y

(ii) Si vede immediatamente che il campo vettoriale V' ¢ conservativo perché irrotazionale su

R3 e il suo dominio (che ¢ R?) & semlicemente connesso. Allora

]{V-dvzo.
v

Verifichiamo questo risultato utilizzando la definizione. Utilizziamo la seguente parametriz-

zazione per 7

r=1-1/3
1
nmt)=q y=t 0<t<3 () = (—5,170)
z=0
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Si ha

3 t 2 1 3
]{V~d7:/V~d7+/V-d7+/V~d7:/ <1——) (——) dt+/ tdt
v " 72 73 0 3 3 0
4 12 — 3¢t 4 1 1
+/ 5 —§) dt+/ tdt+/ tht+/ (—4) (—4t +4) dt
0 4 4 0 0 0

3

4 1 1

1 /3 2 2 12 3 [ 3 12 13 12
= 1—t+—|dt+—| == 3—Zt) dt+— — 16— —16=—1
3/0{ 3+9} *3 4/0( 4) Tl Ty T3
0 0 0 0
2212 1 3P 9 9 2|* 1 1 9 9 1
i 94+ — —| +84+4-4+8—16=—-14+1—=+-—-9+-+-=0
+920 2730+2 T 20+ T3t + 373 tot3

# Esercizio 8.0.16. Sia vy la curva piana definita da v(t) = (t sint,2t) e sia W(z,y) =

(—y,x) un campo vettoriale piano.

e Calcolate il lavoro L := W-d~ del campo W lungo il tratto della curva v congiungente
Py Py

Py =(0,0) e P, =(0,27).

e Clalcolate il lavoro di W lungo il segmento congiungente Py e Py.

Ci chiediamo innanzitutto se il campo W é conservativo. Posto
Wl(‘may) =Yy W2<x7y) =7,

si ha che
oWy =—-1#1=09,Wa.

Il campo W non soddisfa la condizione delle derivate in croce dunque non € conservativo. Allora
il lavoro [ deve essere calcolato con la definizione.

e Nel caso della curva congiungente Py e Py, si ha che Py = (0,0) & raggiunto per ¢ = 0 mentre
P, = (0,27) & raggiunto per ¢ = 7. Dunque il tratto di curva 7 considerata é quella per cui
0 <t <. Siha inoltre

7 (t) = (sint + t cost,2).
Allora (integrando due volte per parti)

™

l:/ ([-21] [sint—i—tcost]—l—Qtsint)dt:/ —2t* cost dt = [~2t* sint]
0 0

+/ 4t sintdt
0 0

™

=4
0

:4/ t sintdt = 4[—t cost]
0 0

—I—4/ costdt =4 (—m cosm) + 4 sint
0
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e Parametrizziamo il segmento. Si ha

Si ha 4/(t) = (0,27) da cui

- /1(—27rt)0+0(27r)dt: 0.

# Esercizio 8.0.17. (i) Sia dato il campo vettoriale

2
F(z,y) = (@ + 5y%, —ycosx + 101:3/) ,

si stabilisca se f € C(R) puo essere scelta in modo tale che F' ammetta un potenziale in

tutto il suo dominio di definizione, e nel caso calcolarlo.
(i1) Si calcoli Uintegrale curvilineo f7 G - dry, dove

G(z,y) = (ysinz, — cos :E)ey(m”), v:[0,1] = R?, ¢+ (cos(tm) + 13,1+ t4).

(i) E chiaro che l'insieme di definizione del campo vettoriale F dipende dalla scelta della
funzione f. Una condizione necessaria affinché il campo F' ammetta potenziale é che valga la
condizione delle derivate in croce. Imponiamo questa condizione e vediamo cosa implica su f.

Si dovrebbe avere ,
D,(—ycosz + 10zy) = D, (M + 5y2)
T

da cui
ysinz + 10y = M2y+ 10y
x
N L.
e questo implica allora che f(z) = =z sinz.

Con questa scelta di f vale la condizione delle derivate in croce e si ha
L 2 2
F(z,y) = 5 sinzy +5y“,—ycosx+10zy

da cui si vede immediatamente che F' ¢ definito su tutto R? che ¢ un dominio semplicemente
connesso. Quindi la teoria ci assicura che il campo dato é conservativo. Calcolo un potenziale
U. Si deve avere

1
Ux:§Sinxy2+5y2 U,=-ycosz+10xy
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da cui . .
UZ/(Q sinxy2+5y2> dr = §y2(—cosx)+5xy2+01(y)

ma anche )

U= /(—y cosx + 10xy)dy = —% cosz + 5xy* 4+ Cy(z).

A questo punto posso senz’altro scegliere Cy(y) = Ca(x) =0 e
1
Ulz,y) = —§y2 cosx + Hxy’

(ii) Si tratta di calcolare un integrale curvilineo di seconda specie, cioé¢ un integrale di un
campo vettoriale. Vediamo se il campo G ¢é conservativo. Il suo dominio di definizione ¢ R?
che ¢ semplicemente connesso; vediamo se vale la condizione delle derivate in croce. Dovrebbe

essere

D, (— cosx ¥ ®)) = D, (e¥%) ¢ sin )

da cui

cos ) cosx) cosx)

sinz e¥(°) 4 cos z ¥ sinzy = ¥ coszy sinz + eV sin .

Quindi la teoria ci assicura che il campo G é conservativo. Troviamo un potenziale U. Deve

essere
Ux =y sin x ey(cosx) Uy = — COST ey(cos x)

da cui

e anche

U= /(— cos x eV 5?)) dy = —e¥ (5T 1 Oy ()

quindi posso senz’altro scegliere C;(y) = Cy(x) = 0 e U(z,y) = —e¥(©57),
A questo punto

/G ~dy = U(y(1)) = U(7(0))

.
da cui

(1) =1(0,2)  ~(0)=(1,1)

/G'd’}/:—€2+66081.

~

# Esercizio 8.0.18. Calcolare il lavoro del campo F(z,y) = (3y,1 + z) sulla curva
parametrizzata da ®(t) = (t%,t + arctant) con 0 <t < 2.
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Si tratta di un integrale curvilineo di seconda specie. Sia Fi(z,y) = 3y e Fa(z,y) = 1 + x.
Allora

/ P / Fi(1(8) -4 (0) + Fa(y(1)) - 74 (¢) dt

dove

76 = O40.50) = (214 15 )
Allora

2 2
6t 1 2t 8t 1
/V /0 ( ettt +1+t2+1+t2) /0 ( * +1+t2+1+t2)

da cui

/F = [t +4t* + 4log(1 + t*) + arctan t}i = 18 + 4log 5 + arctan 2.
.

# Esercizio 8.0.19. Considerate il campo vettoriale

21> 222y
2
P = (34 ) (0 o

a) dite se vale la condizione delle derivate in croce;
b) dite se F' & conservativo, e in caso affermativo calcolate un potenziale;
c) calcolate 'integrale di F sulla meta superiore dell’ellisse di equazione x*+4y? = 4 percorsa

m verso antiorario.

(a) Verifichiamo che vale la condizione delle derivate in croce. Si deve avere

0 222 0 2112

D (g 2% N _ 0 (s 20\

ox 1+ 22y? oy 1 4 x2y?
D’altra parte si ha

0 222 4 0 2xy?
Oy, 2y N _ w0, 2y
ox 1+ x2y? (1+22y?)2 0y 1+ 2242

e quindi vale la condizione delle derivate in croce.
(b) Si ha che F' ¢é conservativo perché vale la condizione delle derivate in croce e perché il suo
dominio di definizione (che ¢ R?) ¢ semplicemente connesso. Troviamo un potenziale di F. Se

U é un potenziale, deve senz’altro essere

21>

U, =322+ —2
14 x2y?
da cui

Uz,y) = 2° +log(1 + 2%y%) + c1(y).
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D’altra parte deve anche essere
Uy=3+—7=
da cui
U(z,y) = 3y +log(1 + 2%y?) + co(x).
Allora un potenziale si ottiene scegliendo ¢ (y) = 3y e cz(z) = 2.

(c) Parametrizziamo la parte superiore dell’ellisse. Si ha

x(f) = 2 cosf
v(0) = . 6 € [0,m].
y(0) = sind

Da cui
7'(0) = (—2sin ), cosb).

Quindi, dette rispettivamente Fi(z,y) e Fy(x,y) le due componenti del campo, si ottiene

/ Fds = / C[Fu(@(8), 5(6)) - 74 (0) + Fa((0), y(8)) - 14(0))] b

8 cosfsin® 6 8 cos® fsin
= —24 cos®fsinf — 3cosf db
/0 [ cos s 1+ 4cos2fsin®6 Hocost 1+ 4cos?6sin? 6

=8[cos” 0]f + 3 [sin 0]] + /W4Sin(29) COS(QG)d@ = —16 + [log(1 + [sin(20)]*)]7 = —16

o 1+ [sin(20)]?

# Esercizio 8.0.20. Considerate i campi Fy(x,y) = (2zy,2?) e Fy(z,y) = (—y, x);

a) dite per quali campi vale la condizione delle derivate in croce;
b) dite se i campi sono conservativi (o se almeno uno lo &) e in caso affermativo calcolate
un potenziale;

¢) calcolate Uintegrale di Fy + Fy sul bordo del rettangolo [0,3] x [0,1] percorso in verso

antiorario.

Per F} si ha

0 0
— (2 — 9 = — o2
5y (27y) =20 = 5.0

quindi per F; vale la condizione delle derivate in croce su tutto R2, pertanto ¢ conservativo.
Un potenziale si trova subito ed & z%y.

Invece per F5 si ha
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quindi per F, non vale la condizione delle derivate in croce quindi non ¢ conservativo.
Dato che il bordo del rettangolo € una curva chiusa, l'integrale di Fj e nullo. Resta solo da

calcolare quello di F,. Parametrizziamo i quattro lati:

3
Lmo =0, 0<i<s [ = [od-o
I 0
1
Lo =G0, 0sist [ R-[sa-s
lo 0
3
I3 0

1
L= gu(t) = (0,1—1), 0<t<1 /ng/odtzo-
lg 0

[FR=s.

# Esercizio 8.0.21. Considerate il campo vettoriale F(z,y) = (—y, 37)

da cui

a) dite se per F wale la condizione delle derivate in croce;

b) dite se esiste un numero c tale che F(z,y) — c(x, —y) sia conservativo;

¢) caleolate Uintegrale di F' sulla curva che si ottiene percorrendo nell’ordine il segmento
verticale da (4,0) a (4,2), poi tre quarti della circonferenza centrata in (2,2) fino a (2,0),

infine la meta superiore della circonferenza centrata in (3,0) fino a tornare al punto di

partenza.

Siha F'= —ydr+3xdy e
9(-y) 0(3z)
dy or

quindi F non ¢ conservativo. Dato che il dominio di F — c¢(zdy — ydx) & R?, per dire che ¢

= 143=

conservativo basta vedere se vale la condizione delle derivate in croce, ma
F—c(zdy —ydr) = (c—1)yde+ (3 —c)zdy

0
=Dyl =c—1 o [B-ca]=3-c

quindi vale

Scec—1=3—-c&2c=4c=2.

Chiamiamo ora 71, Y2, 73 rispettivamente il segmento, i 3/4 di circonferenza e la semicircon-
ferenza orientati come prescritto e parametrizzati in questo modo:
7 (4,1) 0<t<2;
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Y2 : (24 2cost, 2+ 2sint), 0<t<
v3 1 (3 — cost,sint) 0<t<m.

TN

2
/F:/ 12dt = 24
7 0

3r/2 3
/ F :/ 12 cost+12 cos® t+4sint+4sin®t dt = [12sint—4 cost+8t+4sintcost] = 1278
Y2 0

/:/ —9cost — 3cos’t —sin’tdt = [~9sint — 2 —sint cost]] = —27
73 0

e la somma vale 107 + 16.

# Esercizio 8.0.22. Considerate il campo vettoriale F(x,y,z) = (2,2,y);

a) dite se per il campo F vale la condizione delle derivate in croce;
b) calcolate Uintegrale di F' sulla curva che si ottiene percorrendo (nell’ordine) prima la

curva vy parametrizzata da (cost,sint,t) con 0 < t < 27 e poi il segmento che parte dal

secondo estremo di v e arriva al primo estremo di 7.

Per F' non vale la condizione delle derivate in croce; infatti la derivata in x del coefficiente

di dy é 1, quella in y del coefficiente di dz é 0. Calcoliamo l'integrale sull’elica:

2w 2m
/ (zd:c—l—xdy—l—ydz)dt:/ (t (—sint) 4 cost (cost) +sint 1) dt
0 0

2 . 2w
. . , t+sint + cost
:/ (—tsint 4 cos®t +sint) dt = [(t cost —sint) + 5 —cost| = 3m.
0 0

Invece sul segmento che parte da (1,0,27) e arriva a (1,0,0) ed é quindi parametrizzato da
(1,0,2m —t) con 0 <t < 27 si ha

27 2
/ (zd:v+xdy+ydz)dt:/ (104+0(—1)+ (2r —¢)0)dt =0,
0 0

quindi il valore finale & 3.
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# Esercizio 8.0.23. Sia F il campo vettoriale F(z,y) = (2zsiny — 3y, x> cosy) e sia 7 la
curva costituita dalla meta inferiore della circonferenza di centro (w,0) e raggio w, percorsa
da (0,0) a (27,0), sequita dalla parte del grafico della funzione sinx con x € [0, 27|, percorsa
da (27,0) a (0,0);

a) dite se per il campo F valgono le condizioni delle derivate in croce;
b) dite se F' ¢ conservativo;

¢) scrivete F' come somma Fy + Fy di due campi vettoriali con Fy conservativo;

d) Calcolate va - d.

0A 0B
a) e = 2rcosy — 3 # e = 2xcosy quindi per F' non vale la condizione delle derivate
Yy T
in croce.

b) F non é conservativo perché non vale la condizione delle derivate in croce (che é condizione
necessaria).

¢) F = 2xsinydz + 2 cosydy — 3y dx dove Fy := 2xsinydz + x?cosydy e Iy := —3ydz. Si
ha che Fj é conservativo perché vale la condizione delle derivate in croce su R? semplicemente
CONNesso.

d) fv F = fv F, perché F, ¢ conservativo e v chiusa.

x =m(1+ cost)

g
Yy = msint -1 <t<0,

Dunque si ha

0 27
3 3
/F:/ F—/ F:3772/ sztdt—l—/ 3sintdt = =>4+ 0 = =7°.
v 7 72 -7 0 2 2

# Esercizio 8.0.24. Calcolare

2
/yez dr + (em + —log y) dy
y y

ove 7y € la curva piana di equazione cartesiana y = (1 — e)x2 +e per 0 <z <1 percorsa nel

verso delle x crescenti.
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Il campo
2
F =ye*dx + (ex + —logy> dy
Y
¢ tale che vale la condizione delle derivate in croce:

oM, _on
oy —°¢ T e

T

Inoltre é definito sull’insieme {(x,y) : y > 0} che & un semipiano aperto e quindi semplicemente
connesso. Allora F' é conservativo nel suo dominio.

Potenziale:
f(@.y) =ye” + (logy)* + c.
La curva ¢ una parabola di vertice (0, e).

/w:f(1,1)—f<o,e):e—[e+1}:—1.

Y
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CAPITOLO 9

Esercizi riguardanti serie di potenze e

serie di Fourier

9.1. Serie di potenze

# Esercizio 9.1.1. Trovare l'insieme di convergenza delle sequenti serie di potenze (quando
possibile, discuterne il comportamento agli estremi):

o oo xn
)y a" 2)
2 2 fae iy
" >
3 4 2'I'L 3'I'L n
);”“ );( +3")x
Z(z—1)" = "
5 6
)nZ:% 2"+ 3 )n=1 log(1 +n)
o0 _ o0 I‘n
n=1 n=1
= n+/n /1 (=1
9 ™10 — "
35 03 ()
> = /3n—2\"
11)Zn3x2n+1 12)2 ( ) x?n
n=1 n=1 n+1
= n nT - $n+1
192 573 Wi
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9.2. Serie di Fourier

# Esercizio 9.2.1. (VARIAZIONI DELL'ONDA QUADRA) Determinare i coefficienti di Fourier
della funzione, per A > 0

prolungata a una funzione 2w —periodica su R

¢ R. Ragionando per linearita rispetto all’onda quadra si ottiene

A 2

2 1 o+l

sin((2n + 1)z)

# Esercizio 9.2.2. (VARIAZIONI DELL'ONDA QUADRA) Determinare i coefficienti di Fourier
della funzione, per A > 0

—A x € [m,2m)

{0 z €[0,7)

prolungata a una funzione 27 —periodica su R

- R.
_A L2

2 T n:02n+1

sin((2n + 1)z)

# Esercizio 9.2.3. (VARIAZIONI DELL'ONDA QUADRA) Determinare i coefficienti di Fourier
della funzione, per A > 0

] A z € [0,m)
fl) = { —A x € [m,2m)

prolungata a una funzione 2w —periodica su R. Discutere la convergenza della serie di Fourier.

- R.
A SN 1
™= 2n +

. sin((2n + 1)z)
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Essa converge a f(z) per x € (—m,0) U (0, 7) mentre converge a 0 per x = —m,0, 7.

# Esercizio 9.2.4. Sviluppare in serie di Fourier

f(z) =4 —2sinz + 3 cos(3x)

¢ R. Si nota che f é un polinomio trigonometrico, quindi confrontando

4 —2sinx + 3cos(3z) = % + Z a, cos(nx) + by, sin(nx)

n=0
si ottiene
8 n=20
a, =< 3 n=3
0 altrimenti
e
-2 n=1
bn = . .
0 altrimenti

Ovviamente in questo caso non si pongono problemi di convergenza della serie di Fourier.

# Esercizio 9.2.5. Sviluppare in serie di Fourier

f(z) = sin® z +sin’z

¢ R. Usando le formule di duplicazione si ottiene

3 1
f(z) =sin® r +sin*z = sinx sin® x + sin 2 = 5 + Zsinx 3 cos 2z — 1 sin 3w
quindi f si riduce a un polinomio trigonometrico, quindi confrontando
1 3 1 1 G
5 + 2 sinx — 5 cos 20 — 2 sin3x = 50 + 2 a, cos(nx) + b, sin(nz)
si ottiene )
1 n=>0
a, = —1/2 n=2
L 0 altrimenti
€ (
3/4 n=1
0 altrimenti
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Ovviamente anche in questo caso non si pongono problemi di convergenza della serie di Fourier.

# Esercizio 9.2.6. Sviluppare in serie di Fourier
f(z) = 2? re[-1,1)

prolungata a una funzione 2-periodica su R

*¢ R. Le uniche osservazioni da fare sono che f é pari, dunque b, = 0 e che il periodo non é

2m ma T = 2. Quindi usando le formule

2/T 21n by
= — f(x) cos (—x) dx:/ x” cos(mnx) dx
7| @ s (T | cos(mna)

si ottiene

mentre integrando due volte per parti

4 cos(mn) 4

ay = = —_
m2n2 m2n2

Dunque la serie di Fourier associata alla funzione é

oo
cos .
Z - n2 (mnx)

OOIH

# Esercizio 9.2.7. Sviluppare in serie di Fourier la funzione f(z) = |z| definita su [—7, 7] e
prolungata a una funzione 2m-periodica su R. Discutere la convergenza della serie di Fourier
e utilizzare © risultati ottenuti per verificare che

o0 2

:0 2n+1 8

n

¢ R. La funzione é pari per cui b, = 0 mentre ag = 7/2 e

0 n pari

ay = 4
" - n dispari

per cui la serie di Fourier é

e}

4
———Z cos(2n+1)
= 0 2n+
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C’é convergenza totale - teorema del confronto con la serie
> o
—~ (2n+1)?

c’é convergenza puntuale in ogni punto e ¢’¢ anche convergenza in norma quadratica. Per il

calcolo della somma richiesta, é sufficiente calcolare lo sviluppo di Fourier in x = 0.

# Esercizio 9.2.8. Sviluppare in serie di Fourier la funzione f(x) = |sinz| definita su

[0, 7] e prolungata a una funzione 2m-periodica su R. Discuterne la convergenza.

¢ R. Si ha

2« 4
f(x) = - + % (= 0% cos(2nz)

C’¢é convergenza totale su R e quindi anche convergenza puntuale e in norma quadratica.

# Esercizio 9.2.9. Sviluppare in serie di Fourier la funzione

(z) 0 —nr<z<0
xTr) =
g sinr 0<zx<m

definita su [—m, ] e prolungata a una funzione 2w-periodica su R. Discuterne la convergenza.

= R. Si ha (ricavandola dall’esercizio precedente)

. 00
ST

1 2
S T cos(2
g(x) 7r+ 5 +;W(1_4n2)cos( nx)

Anche in questo caso ¢’é convergenza totale su R e quindi anche convergenza puntuale e in

norma quadratica.

# Esercizio 9.2.10. Sviluppare in serie di Fourier la funzione f(x) = x definita su [0, 27)

e prolungata a una funzione 2m-periodica su R. Discuterne la convergenza.

¢ R.
sin(kx)

E )

00
DY
k=1

Converge a f(xz) = x per x € (0,27) mentre converge a 7 per x = 0, x = 2.
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# Esercizio 9.2.11. Sviluppare in serie di Fourier delle funzioni f(z) = 2% e g(z) = x*

definite su [—m, 7| e prolungate a funzioni 2m-periodiche su R. Discuterne la convergenza.

Quanto valgono le somme

= R. -
fl@) = % + (=) cos(ka)
g(z) = % +) (1) (% - g) cos(kz)

234




