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1 PRIME DEFINIZIONI 2

1 Prime definizioni

Sia U C R? un sottoinsieme aperto e connesso del piano euclideo. (L’aperto U & I’analogo dell’intervallo I per le
curve.) Coordinate (u,v).

e Un’applicazione ¢ : U — R3 di classe C* significa una terna (¢1, ¢2, ¢3) dove ogni ¢; : U — R & di classe
C*.

e Il differenziale d¢,,,) significa la matrice jacobiana
&b, (f‘m ) el
Ou

3‘%}’3 ov
v

e Ad ogni punto (u,v) € U, la matrice jacobiana rappresenta I’applicazione lineare che manda un vettore
w € R? basato al punto (u,v), al vettore Ao (W € R3 basato al punto ¢(u,v).

e Se il rango di dg(, ) ¢ 2, ci sono due direzioni indipendenti di rette tangenti alla superficie passanti per
o(u,v), ossia ¢’¢ un piano tangente passante per ¢(u,v).

Definizione. Una superficie immersa (o parametrizzata) é un’applicazione ¢ : U — R3 di classe C* tale che il
differenziale d ., ) : R? — R3 abbia rango 2 in ogni punto (u,v) € U.

e L’immagine ¢(U) & detta il sostegno di ¢.

e Caveat: Il sostegno ¢(U) di una superficie parametrizzata non & necessariamente omeomorfo a U (ad
esempio se la superficie si interseca).

A noi interessano le superfici regolari (c.f. curve regolari):

Definizione. Una superficie regolare e un sottoinsieme S C R3 tale che, per ogni p € S, esistono un intorno
W di p in R3, un sottoinsieme connesso U C R?, e un’applicazione (di classe C*) ¢ : U — R? tale che

1. o(U)=WnSep:U—WnNS éun omeomorfismo,
2. doy,p € iniettivo (ha rango 2) V(u,v) € U.
e La prima condizione garantisce che ogni punto p di S ha un intorno in S diffeomorfo ad un aperto in R?.

e Per la seconda condizione, ad ogni punto p di S ¢’¢ un piano tangente passante per p, generato dai vettori
¢ . ¢

indipendenti 5= e 5.
e La coppia (U, ¢) & detta una carta locale in p.
e L’applicazione ¢ e detta parametrizzazione locale in p

e le coordinate (u,v) dell’aperto U sono dette coordinate locali in p.

Definizione. Una collezione {(We, Uy, o )|ov € A} di carte locali che ricoprono S ¢é detta un’atlante per S.

2 Esempi di superfici regolari

Esempio. La superficie parametrizzata ¢(u,v) = (u®,v3,uv) non & una superficie regolare. Perche d¢ =
3u? 0
0  3v? | non ha rango 2 per (u,v) = (0,0).
v u

Esempio. La superficie parametrizzata ¢(u,v) = (sinwu,sin 2u, v) non ¢ una superficie regolare.
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2.1 Grafici

Sia f : U — R una funzione liscia (cioe di classe C*°). Il grafico di f & 'insieme
Gr(f) = {(u, v, f(u,v)) € R®|(u,v) € U}

ed ¢ una superficie regolare:

1. L’applicazione ¢ : U — Gr(f) data da ¢(u,v) = (u, v, f(u,v)) & una carta locale che ricopre Gr(f). Si vede
che ¢ ¢ un diffeomorfismo perche la proiezione 7 : Gr(f) — U data da (z,y,2) — (z,y) € 'inversa.

1 0

2. La matrice jacobiana & d¢ = 0 1 ha rango due ad ogni punto (u,v) perche le prime due righe
of of
ou ov

sono linearmente indipendenti.

Lemma 2.1.1. Se S C R? ¢ una superficie regolare, allora ogni punto p € S ha un intorno omeomorfo ad un
grafico (u,v) — (u,v, f(u,v)) o (u, f(u,v),v) o (f(u,v),u,v).

2.2 Insiemi di livello.

Definizione. Sia f: R?® — R una funzione di classe C*°.

e Un punto (z,y,z) € R® si dice un punto critico di f se la matrice jacobiana df = (%, %a %) non ha

rango massimo. (Quindi, dato che il rango massimo di df sarebbe 1, per non avere rango 1 dev’essere
uguale a (0,0,0) ad un punto critico). Le immagini dei punti critici tramite f (che sono quindi punti di R
nell’immagine di f) sono dette valori critici di f.

e Un punto a € R si dice un valore regolare se, per ogniz € f~1(a), si hadf(z) # (0,0,0). Cioé¢ a € RNf(R?)
¢ un valore regolare se e solo se la controimmagine f~1(a) non contiene nessun punto critico di f.

Esempio. Sia f:R? — R la funzione data da f(x,y,2) = 22 + 4% + 22. Quindi df = 2(x, vy, 2). Allora
1. P'unico punto critico di f ¢ (z,y,2) = (0,0,0);
2. qualsiasi a < 0 & automaticamente regolare, perche f~!(a) & vuoto (quindi non contiene un punto critico);

3. qualsiasi a > 0 & regolare, perche 22 +y% + 22 = a = (z,y,2) # (0,0,0) quindi f~*(a) non contiene un
punto critico.

Esempio. Sia f:R3 — R la funzione data da f(x,y,2) = zyz. Quindi df = (yz, vz, 2y).

Proposizione 2.2.1. Sia V C R? un sottoinsieme aperto e f : V — R una funzione di classe C*. Sea € R ¢
un valore regolare di f, allora ogni componente connessa dell’insieme di livello f~*(a) & una superficie regolare.

Dimostrazione. Per ogni (x9,%0,20) € f~*(a) sappiamo che df (xo, %0, 20) # (0,0,0). Supponiamo, senza perdita
1 0 0
di generalita, che 0f/0z # 0. In questo caso costruiamo la matrice 0 1 0 che ha
of/0x Of/0y Of/0z
determinante 0f/0z # 0.

Questa matrice & la matrice jacobiana dF(x,y,z) dell’applicazione F : R® — R?® data da F(z,y,2) =
(x,y, f(z,y,2)). Per il teorema della funzione inversa, se dF(zg,yo,20) € invertibile, allora F & un dif-
feomorfismo locale, ossia F' ¢ un diffeomorfismo tra un intorno V' di (xo,y0,20) ed un intorno W di
(20, Y0, f(x0,90)) = (0,90, a). Inoltre possiamo supporre, senza perdita di generalitd, che W = U x U dove
U C R? & un intorno di (xg,yo) e U C R & un intorno di a (perche gli intorni che sono prodotti di aperti in R? e
R sono un sistema fondamentale di intorni — ogni intorno contiene un intorno del genere).

Quindi, F: V = W = U x U ¢ un diffeomorfismo, indichiamo la sua inversa con G : W — V.

Sia ¢ : U — f~!(a) la funzione data da ¢(z,y) = G(x,y,a). Verifichiamo che (U,¢) & una carta locale
in (20, Yo, 20):
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1. L’applicazione ¢ : U — ¢(U) & un’omeomorfismo perche & la composizione di due omeomorfismi,

I:U — Ux{a}

(z,y) = (2,9,2)
G:Ux{a} — GU x{a})
(:I;, y7 a) = G($7y’ a)

e d(U) = G(U x {a}) = f L (a) N V.

1
2. dp=dGdl =dG | O = la matrice 3x2 avente le prime due colonne di dG. Poiche dG ¢ invertible, le

sue colonne sono linearmente indipendenti, quindi d¢ € una matrice con due colonne indipendenti, percio
il rango di d¢ ¢ 2.

O

2.3 Superfici di rotazione

Definizione. Sia o : I — R3 un’arco (o curva) di Jordan, la cui traccia o(I) & contenuta in un piano H C R3,
e sia L una retta in H disgiunta da o(I). La superficie di rotazione generata dalla curva o e la retta L ¢ la
superficie ottenuta ruotando o intorno a L.

Proposizione 2.3.1. Una superficie di rotazione € una superficie regolare.

Proof. Senza perdita di generalitd possiamo supporre (tramite un movimento rigido di R?) che H sia il piano xz
e L sia l’asse z. Abbiamo una curva parametrizzata o : I — R? data da o(s) = (01(s),0,02(s)), e una matrice
di rotazione Ry data da

cosf) —sinf 0
Ry = sinf@ cosf O
0 0 1

La superficie di rotazione ¢ l'insieme S = {Rgo(s)|s € I,0 € [0, 2x]}.
Una carta locale ¢ la coppia (U, ¢) dove U = I x (0,27) e ¢ ¢ la funzione
&(s,0) = Roo(s).

Essere un’arco di Jordan significa che o : I — o(I) ¢ un diffeomeomorfismo, O

3 Vettori tangenti e il piano tangente

d)l ('LL, U)
¢ : U — R3 una carta locale per S, ¢(u,v) = | ¢a(u,v) | € R3.

¢3(u,v)

La matrice jacobiana/il differenziale di ¢ ¢ la matrice D¢ = (g—fj %).

Le colonne di D¢ generano uno spazio vettoriale di dimensione 2, ossia un piano, indicato con 7,S. Cioe
T,5S & lo sottospazio vettoriale di R?® generato da %, %}. 11 piano tangente in p ¢ il piano parallelo a 1,5

passante per p, ciot il sottoinsieme {p + v|v € T,,5} di R3.

Il prodotto vettoriale %Z X % € quindi ortogonale al piano tangente.

e L’equazione del piano in R® passante per p avente normale n & (x — p,n) = 0. Il piano tangente in
p = ¢(u,v) & quindi dato dalla formula (x — p, % X %> =0.
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Esempio. Sia f : R3 — R una funzione di classe C*°. Sia a € R & un valore regolare, percui 'insieme di livello

Q
g

S = f~1(a) & una superficie regolare. Allora Vf(p) = ¢ normale a 1S, e quindi I'equazione del piano

SSI1SE

— Q|

X

tangente ad S passante per p € S ¢ data da (x — p, Vf(p

Sia ¢ : U — S qualsiasi carta locale in p. Poiché¢ I'immagine di ¢ & contenuta nell’insieme di livello
f~(a), vediamo che la composizione fo ¢ : U — R & costante (f o ¢(u,v) = a). Quindi, la matrice jacobiana di
fod¢ezero: d(fo¢)=(00). Dato che d(f o ¢) = dfdp = (Vf)Td¢ significa che

wi (5 5) =00

ossia Vf L g—i) eVf L %. Poiche %7 g—f} e una base di 7,5, concludiamo che Vf & ortogonale al piano

tangente, ossia V f € normale al piano tangente.

4 Smoothness and local smoothness

Proposizione 4.0.2. Sia S una superficie regolare. Per ogni p € S, esiste un’intorno W di p in R? tale che
W NS éun grafico (cioée W NS ha una delle sequenti parametrizzazioni: (x,y, f(x,y)), (x, f(x,2),z), oppure

(f(y,2),y,2)).

Dimostrazione. Fissiamo un punto p = (2o, %0,20) € S e sia (U, ¢) una carta locale in p con parametri lo-
cali (u,v) e p = &(ug,v9). Poiche ¢, (up,v0) € ¢y(ug,vg) sono linearmente indipendenti, il loro prodotto
vettoriale ¢, (uo,vp) X &, (up,vp) non & nulla, percio al meno una delle sue tre entrate non ¢ nulla. Sup-
poniamo, senza perdita di generalitd, che la terza entrata di ¢, (ug,v9) X ¢y (ug,vo) non sia nulla, percio
%(uo,vo)%(uo,vo) - %ﬁl (uo,vo)ij;2 (ug,vo) # 0. Ma questa quantitd & il determinante della matrice ja-
cobiana DF(ug,vo) di un’applicazione F : U — R? data da F(u,v) = (¢1(u,v),p2(u,v)). Per il teorema
dell’esistenza dell’inversa locale, il fatto che 0 # det D F'(ug,vy) implica che esistono un’intorno W di (zo, yo) in
R? ed un’intorno U’ di (ug,vg) in R? tale che F : U’ — W & un diffeomorfismo. Quindi, abbiamo una nuova

carta locale in p = (z0, Yo, 20), data dalla coppia (W, ¢ o F~1). T parametri locali di W sono (z,y), e abbiamo
¢O F_l(x07y0) = (3507?%072'0)7 € ¢ © F_1($7y) = (xay7¢3(F_1($7y))'

O

Lemma 4.0.3. Sia S C R3 una superficie regolare. Per ogni p € S, esistono un intorno W di p in R3, una
carta locale (U, @) in p e una funzione differenziabile G : W — U tale che Glwns= ¢~ e quindi Go¢: U — U
¢ Uidentita G o ¢(u,v) = (u,v).

Proof. Sia (U, ¢) una carta locale in (2o, yo,20) = ¢(uo,vo0). Prendendo U sufficientemente piccolo, possiamo
inoltre supporre che I'aperto di S sia un grafico, e senza perdita di generalita supponiamo che sia un grafico del
tipo (x,v, f(z,y). In un’intorno W di (o, ¥0, 20) 'applicazione G : W — U data da (z,y,2) — F~*(z,y) = (u,v)
¢ differenziabile, essendo la composizione della proiezione (z,y, z) + (z,y) e il diffeomorfismo F~!(z,y) = (u,v).
Percid Glwns= ¢~ . O

Corollario 4.0.4. Siano (U, ¢) e (W,v) due carte locali in p € S. Allora Uapplicazione
6o 6T UNW) - (U NW)
e un diffeomorfismo.

Dimostrazione. Siccome 1 e ¢ sono omemorfismi, la composizione 1! o ¢ & un’omeomorfismo. E un diffeo-
morfismo se e solo se ¥~ ! o ¢ e I'inversa ¢! o 1) sono anche applicazioni differenziabili. Differenziabilita & una
proprieta locale — puo essere verificata in una carta locale qualsiasi. Per Lemma 4.0.3, per ogni punto p € S
possiamo trovare una palla aperta B di p (aperta in R?) e una funzione differenziabile G : B — ~*(B N S) tale
che G|pns= ¥ Bns. Quindi la composizione

v rog: o HUNWNB) = {(UNWNB)

soddisfa ¢! o ¢ = G o ¢. La funzione G o ¢ & la composizione di due funzioni differenziabili, quindi &
differenziabile; concludiamo quindi che 1y~ o ¢ & differenziabile.



5 FUNZIONI DIFFERENZIABILI 6

Analogamente si trova che ¢! o & differenziabile.

5 Funzioni differenziabili

Siano S una superficie regolare e f : S — R una funzione continua.

Siccome S non contiene un aperto di R? (ossia S ¢ mai denso in R?), non ha senso parlare di derivate rispetto
ai variabili z,y, z di R3.

Comunque, localmente ci sono le carte locali. Data una carta locale (U,¢) di S, la funzione f : § — R
determina una funzione fo¢: U — R.

Definizione. Una funzione f : S — R si dice differenziabile (di classe C™) se per ogni carta locale (U, ) di S
la funzione composta fo¢: U — R ¢ differenziable (di classe C>).

Analogamente, se abbiamo una funzione continua F' : S; — Sy tra due superfici regolari, differenziabilita
significa differenziabilita rispetto alle carte locali.

Definizione. Una funzione continua F : S1 — So si dice differenziabile se, per ogni p € Sy, esistono una carta
locale (U, ¢1) in p € S1, e una carta locale (U, ¢2) in F(p) € Sz, con F(Uy) C Us, tale che la composizione
¢pa—1o Fog¢y: U — Uy € una funzione differenziabile.

Lemma 5.0.5. F : S, — Sy ¢ differenziabile <= F o ¢, : Uy — R3 ¢ differenziabile per ogni carta locale
(Ur,¢1) di Sy.

Dimostrazione. <= ¢ ovvio.

= : Supponiamo che F sia differenziabile rispetto ad una carta locale (Uy, ¢1) in p (ossia F o ¢1 : Uy — R3 sia
differenziabile). Sia (W7,11) un’altra carta locale in p. Per il Corollario 4.0.4 la composizione qﬁfl o1y € un
diffeomorfismo. Allora F o) = (F o ¢) o ((bfl o 11) & la composizione di un diffeomorfismo con una funzione
differenziabile, quindi & differenziabile. O

6 La prima forma fondamentale

Definizione. La prima forma fondamentale di S ¢é lapplicazione I, : TpS — R data da I,(v) = (v,v) Vp € S.

Sia (U, ¢) una carta locale di S, con coordinate locali (u, v).

w1

L’applicazione Dy p) - RZ — Tg(u,v)S © biunivoca, e identifica il vettore w = {w
2

] € R? con il
vettore Doy, ,\W = wlg—fj(m v) 4+ wgg—f(u, v) di Ty(y,m)S.

Lemma 6.0.6. La matrice DqS(Tu v)Dq/)(u,U) e simmetrica e definita positiva. Indicando le entrate con < g g )

dove E, F,G sono funzioni dei variabili u e v, abbiamo per ogni n,& € R? che
E F
T

dove {,) significa il prodotto scalare in R3. Quindi, la prima forma fondamentale rispetto alla carta locale ¢

E F
Ty (W) = wl ( F oG > w = w%E(u,v) + 2wy we F(u,v) + w%G(u, v).

Dimostrazione. Dato che Doy )& € Dy )1 sono due vettori in R3, abbiamo

<D¢(u,v)§a d¢(u,11)77> = (D(vb(u,v)f)TD(b(u,v)n
STDd),(];,U)DQﬁ(u,v)n-
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_ [ Gue)” _( (0u0,0ug)  (Oud,0u) :
Dato che quav)dgb(uﬂ,) = { (0y6)7 ] (Oud 0p@) = ( (006, 0u0) (Do, D)) > vediamo che

¢ Do
9’ 9!
o Ao
74’ o’
96 06
50" B0’

E(u,v) = (
F(u,v) =
G(u,v) =

6.1 Lunghezza d’arco

Sia o : [a,b] — U una curva in U. Allora ¢ o0 : [a,b] — S & una curva in S C R3. La lunghezza di ¢ o o &

b
Lwoo) = [ l@ooyld

- / ViGoo) (D). ooy (D)dt

b
- / V(@000 (1), dé 0y (1))t

= [ Voo

Esempio. Sia S il grafico di una funzione f : U — R. Sia 0 : [a,b] — U una curva o(t) = (01(¢), 02(t)).

1 0
Quindi ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)), Oudp = [ 0 ] ,Opp = [ 1 ] (0u,0u0) = 1+ (Ouf)? (0ud, Do) =
8uf 8Uf

8ufavfa <av¢a av¢> =1+ (avf)z

Prima forma fondamentale:

; B (14 (0uf)?  Oufoof
@)W = W OufOuf 14 (0uf)?

T
= (14 (0uf)H)w? 4 20, fO, fwrws + (14 (8uf)*)w3.

Lunghezza dell’immagine di ¢ tramite ¢:

b
L(¢oo) = / \/(1+(auf)z)(a’l(t))z+23uf8vf01(t)0é(t)+(1+(3vf)2)(0é(f))2dt

6.2 Area

e Sia ¢ : U — S una carta locale, coordinate locali u = (u,v).

e Sia R un piccolo rettangolo in U avente lati di lunghezza Au e Awv, e quindi un’area di AuAwv.

e Sia ug = (ug,vp) € U. In un intorno molto piccolo di ¢(up), la superficie S pud essere approssimata dal
piano tangente passante per ¢(ugp), e la funzione ¢(u) puo essere approssimata dalla funzione dgy,(u —

ug). Sia R un piccolo rettangolo in U basato a ug avente lati Aue; e Avey. L’area di ¢p(R) puo essere
approssimata dall’area del parallelogramma generato dai due vettori

by (D)) = Db (1) = Do (ug, )

dbun(Bves) = D (e2) = &0 02 (g, vo)
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Quindi area(¢p(R)) = area(dd ) (R)) = ||Au% X AU%H = AUA’U”% X g—f” = area(R)H% X %H.

Quindi, se U & una regione in R? contenuta in una carta locale, I'area di ¢(U) ¢ il limite

Area(¢p(U)) = lim area(do(R; ;) = lim Z [|0ud X Opp|| Dulsv
2%

51,52—}0 — A’U.,A’L)—)O
1,

J //U 180t % Bylldu dv.

dove |J R; ; ¢ una sottodivisione di U in piccoli rettangoli aventi lati di lunghezze Au, Awv.
.9

Per la formula [|a x b||> + |a - b|? = ||a]|?||b]|> abbiamo [ja x b|| = \/[[a|[2]|b]|2 — |a - b]?> percui

Area(o(U))

/ /U VI0ubTEI0u0IP — [0uf - BudPdu duv
// V EG — F2du dv.
U

7 Isometrie locali, isometrie

Siano S7 e So superfici regolari, e F' : S; — Sy una funzione differenziabile tra loro. Data una carta locale in
S1, e una carta locale (U, ¢2) in Sy tale che F~1(Uy) D Uj, abbiamo la funzione ¢ : U; — S e la funzione
Fo (]5 : U1 — 52.

Definizione. La funzione F si dice una isometria locale se la prima forma fondamentale I, .\ (W) definita
rispetto a ¢ : Uy — S1 ¢ uguale alla prima forma fondamentale I, ,y(W) definita rispetto a F o ¢ : Uy — S.

Quindi, F & una isometria locale se e solo se d¢? dp = d(F o ¢)Td(F o ¢).
Definizione. La funzione F' si dice una isometria se F' é un’omeomorfismo e anche una isometria locale.

Esempio. La mappa F : (z,0,2) — (cosx,sinz, z) & un’applicazione dal piano zz al cilindro di raggio unitario
centrato all’asse z. Non & un’omeomorfismo (perché non ¢ biunivoca) ma & una isometria locale:

1
wra= (500 (00) (5 0)
0

—sinxz cosxz O Teme (10
S\ 0 1

d(Fop)Td(Fo¢)= < 0 0 1 cos T
0

—_—o o 9O

8 Superfici orientate

Definizione. La superficie S si dice orientabile se esiste un’applicazione differenziabile n : S — R? tale che
n(p) L T,5 ad ogni p € S, e ||n(p)|| =1 per ognip € S.

Poiche ||n(p)|| = 1 per ogni p, n & una mappa da S a S? (la sfera S? ¢ I'insieme dei vettori unitari in R3.)

Definizione. Un’applicazione differenziabile n: S — S? tale che n(p) L T,S per ogni p € s ¢ detta una mappa
di Gauss per S.

Poiche ad ogni punto p € S esistono esattamente due versori normali al piano 7,5, se S ¢ orientabile esistono
esattamente 2 possibili mappe di Gauss.
Esempio. 1l nastro di Mobius non ¢ orientabile.

Esempio. Mappa di Gauss per un’insieme di livello. Siano f : R®> — R un’applicazione di classe C*°, e a € R
un valore regolare. Allora le componenti connesse dell’insieme di livello f~!(a) sono superfici regolari. Il vettore

fa
Vf = | fy | € normale alla superficie quindi n = Hgﬁl\ ¢ una mappa di Gauss. L’altra mappa di Gauss e
e
—Vf

D=1
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Esempio. La sfera di raggio unitario & I'insieme di livello f~!(1) per la funzione f(x,y, z) = 2 +3%+22. Abbiamo
Vf = (2z,2y,2z2) e quindi una mappa di Gauss ¢

o (2,2y,22)
n(x,y,z) - ||(2x,2y,22)|| - (m,y,z)

perche sulla sfera 22 4+ y? + 22 = 1.

Esempio. Mappa di Gauss rispetto ad una carta locale. Sia (U, ¢) una carta locale in p € S. Il prodotto vettoriale

¢y X ¢, ¢ normale al piano tangente T,,S. Una mappa di Gauss ¢ quindi n(u,v) = Hizii:”. L’altra mappa di
> — _ _PuXdy
Gauss & n(u,v) = 556

Esempio. Mappa di Gauss per un grafico. Siano U C R%? e f : U — R una funzione differenziabile. Consideriamo
il grafico Gr(f) = {(z,y,2) = (u,v, f(u,v))|(u,v) € U}. Allora una carta locale & (U,¢) dove ¢(u,v) =
(u, v, f(u,v)). Abbiamo ¢, = (1,0, f), ¢y = (0,1, f) € o X ¢y = (—fu, — fu, 1), quindi una mappa di Gauss &

— (_fua _.fva 1)
VEF+T

g1 (t)
Esempio. Mappa di Gauss per una superficie di rotazione. Siano o(t) = 0 I’arco di Jordan nel piano
oa(t)
rz, e R() la matrice di rotazione per angolo f attorno all’asse z in R3. Una parametrizzazione locale della
superficie di rotazione & ¢(t,0) = R(0)o(t). Siano T(t) il versore tangente e N (t) il versore normale di o (sempre
nel piano zz). Allora n(t,0) = R(0)N(¢) ¢ una mappa di Gauss per la superficie di rotazione, perche ¢ ortogonale
a ¢ = R(0)o’'(t) e pg = R'(0)c(t) che formano una base per il piano tangente:

(¢, R(OIN (1)) = (R(0)o"(t), R(O)N (1)) = (o' (t), N(t)) =0
(60, RIOIN (1)) = (R (0)a(t), R(O)N(t)) = o(t)" R'(0)" R(O)N(t) = 0
0 00
perche R'()TR@O)=| 0 0 0
0 0 O
A+ acost
Esempio. Mappa di Gauss per il toro parametrizzato da ¢(6,t) = R(6) 0
sint
cost
n(0,t) = R(0) 0
sint

9 Curvatura

Sia S C R? una superficie regolare e orientata con la mappa di Gauss n: S — S2.

Consideriamo il differenziale dny, : TS — Ty ;) S?.

Lemma 9.0.1. T},5 = Ty, S? (ugualianza di sottospazi vettoriali di R®). Quindi, dn, : T,S — T,S, ossia dn,,
¢ un’ endomorfismo di T,S.

Dimostrazione. Poiche T},S e Typ) S? sono piani passante per l'origine in R? (NB passano per l'origine perche
sono sottospazi vettoriali), ¢ sufficiente verificare che hanno la stessa direzione normale. Per definizione il vettore
n(p) & normale al piano T,,S. Ma n(p) ¢ anche normale al piano Tn(p)SQ, perche per qualsiasi punto (z,y, z) € S2,
il vettore (z,y, z) & normale al piano tangente T(x,yyz)SQ. O

Lemma 9.0.2. dn, : T,,S — T},,S ¢ simmetrico rispetto al prodotto scalare in R3, cioé

(dnpv,w) = (v,dn,w) Vv, w e T,S.
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Dimostrazione. Per linearita ¢ sufficiente verificare 1'uguaglianza per i vettori di una base di 7,,S. Cio¢ data una
base {v1, va} di T},5, basta verificare le quattro uguaglianze

(vi,dn,vy) = (dn,vy, vi)

[\

(vi,dn,va) = (dn, vy, va)

<V27 dan1> = <dan2, V1>

e~
D O —

~ o~~~

(va,dnyva) = (dn, vy, va).

(1) e (4) seguono per la simmetria del prodotto (,). E (2) e (3) sono la stessa uguaglianza (sempre per
simmetria). Quindi 'unica uguaglianza da verificare & (2).

Fissata una carta locale (U, ¢) in p, abbiamo la base {%, %} di 7, 5.

Allora,

0 2 02 0 0
(2 notw ) =0 L (L2 a0 + (22 an, 2% — 0

P PR P P
(2 now oy =0 L (22 o0 dn, o

n(¢(u,v))) + ( )=0

Dato che ¢ : U — R3 & di classe C°° abbiamo % = B(fg)w percio <%,dnpg—f> = (g—i,dnp%>. O

9.1 La seconda forma fondamentale

Definizione. La seconda forma fondamentale e l’applicazione
II,v={(v,—dn,v) VveT,S.

Sia (U, ¢) una carta locale di .S, coordinate locali (u,v).

La seconda forma fondamentale rispetto ad una carta locale (U, ¢) &

II(u,v) (W) = <d¢(u,v)wa _dn¢(u,v)d¢w>
= —wdg{, Ao P)(y W

La matrice _d¢€t7v)d(n 0 @) (u,v) © simmetrica, indichiamo le sue entrate con ( J\I/:[ ]\]\/‘; )

w1

Ponendo w = [ w ] , possiamo anche esprimere la seconda forma fondamentale come una forma quadratica,
2

My (w1, we) = Lw? 4+ 2Mwywy + Nw3.

Per definizione, quindi,

L =—{(0y¢,0yn)
M = 7<au¢),avn>
N = —(0y0, Opn).

9.2 La curvatura normale

Sia o(s) una curva parametrizzata risp. alla lunghezza d’arco, e sian : S — S? una mappa di Gauss. Ricordiamo
che 6(s) = k(s)N(s) dove k(s) & la curvatura e N(s) il versore normale alla curva o. Il versore normale N (s)
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alla curva & ortogonale al versore tangente ¢(s) = T'(s), ossia 5(s) ¢ contenuto nel piano ortogonale a ¢(s). Una
base ortonormale di questo piano ¢ n(o(s)) e n(o(s)) x T'(s). Poniamo ng(s) := n(o(s)) x T'(s). Quindi &(s)
una combinazione lineare di n(o(s)) e ngy(s), ossia

K(8)N(s) = G(s) = rg(s)ny(s) + kn(s)n(a(s))

con 5(s) = /=g BT T Fn(oT%.
Definizione. La curvatura normale di o in p = o(s) é la quantitd
rin(s) = (3(s),n(0(s)))-
Lemma 9.2.1. La curvatura normale di S inp € S, nella direzione v € T),S, per un vettore unitario ||v] =1 é
kn (V) =1L, (v)

Pit in generale, se v non e unitario,

’{n(L) = HP(V)'
Ivl™ Ip(v)
Una conseguenza ¢ :

Teorema 9.2.2 (Teorema di Meusnier). La curvatura normale in p é uguale per tutte le curve passanti per p
aventi lo stesso versore tangente in p.

Esempio. Cilindro di raggio r, carta locale ¢(0, z) = (r cos 6, rsiné, z), normale uscente n(6, z) = (cos 4,sin 6, 0).

—rsinfd 0 —sinf 0
do o,z = rcosf 0 dnoo)e,. = cosf 0
0 1 0 0

2

r* 0 r 0
A9 (g, db(o.z) = ( 0 1 ) dd (g, d(n © $)(0,2) = ( 0 0 )
Prima e seconda forme fondamentali:

Lig,y(wi,w2) = r?wi + w3

II(gﬂz)(’wl,’wg) = —rw%.

9.3 Altre formule per L, M, N

Dato che (n(¢(u,v)),0,¢) =0 = (n(¢p(u,v)),d,¢), se prendiamo le derivate risp. a u e v otteniamo

(dndy P, Oy ) + (n(P(u,v)), Oyud) =0
(dndyd, 0, 0) + ((d(u,v)), Opud) =0
(dndyd, 0y ¢) + (n(¢(u,v)), dppg) =0

Dato che 0,¢ = dgpeq, O,¢ = dpes, abbiamo

—(dndger, dper) = (n(d(u,v)), Ouud)
—(dndpes, dper) = (n(d(u,v)), Opud)

—(dndgpes, ddes) = (n(p(u,v)), OpyP).

n

Quindi

= (n(o(w,)), Ouud),
(n(¢(u,v)), Ouud),
= (n((b(u, U))7 8vv¢>

=3

L
M
N
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Esempio. Graph of a function: f : U — R, and ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)). For the Gauss map we can use

n(u,v) = %. Given that d,¢ = (1,0, f,), 0v¢ = (0,1, f,), we have 0,¢ X Oy = (— fu, —f»,1), we see that
_fu
_ 1 _ ) .
n(u,v) = T 1fv . Let’s compute the second fundamental form:
L(U,’U) = <n(u,v),6uu(b) = <;(_fua _f’U7 1)7 (0707fuu(u7v))> = %
Vie+fi+1 Vie+fi+1
1 fuw
M U7U = nu?” 78uv¢ =7 7f’u.77f’07]~3 O;O7f’LL’U U7U = T
(u,v) = (n(u,v) ) <f3+3+1( ) ( (u,v))) FESEES]
1 fov

N(u,v) = (n(u,v), Oy@) = (

W(_.fua _fw 1)’ (0’ 0, fvv(uvv>)> = \/W

Esempio. The graph of a paraboloid, f(x,y) = 224+y%. Let the Gauss map be n(z,y) = \/ﬁ(fo, —2y,1).
a2 +4y

The second fundamental form is

L M
(g (W) = w' < M N ) w
with
2 2

l/:—7 J\4:07 N = .
VAaz? +4y? + 1 VAar? + 4y + 1

Esempio. The graph of a hyperboloid, f(z,y) = 22 —%2. Let the Gauss map be n(z,y) = \/ﬁ(—%, 2y, 1).
@244y

The second fundamental form is

L M
Iz, (W) ZWT< M N )W

with
2 -2

L=—uoo-—— - M=0, N=——u— .
VAz? + 4y + 1 VAr? + 4y + 1

9.4 Curvatura principale

Siano (U, ¢) una carta locale di S, (u,v) € U, p = ¢(u,v) € S.

e Una base per 7},5 & {%7 %}'

Il differenziale d¢,,,) ¢ I'isomorfismo lineare tra R? e T,S che manda la base standard { [ (1) ] , { ? } } di

R? alla base {%, g—f} di T,S.

L’applicazione lineare —dn,, : T,,S — T},S corrisponde ad una applicazione lineare (=matrice) 4 : R? — R2.

—dn,,
7,8 —T1,5

%Td(b gT(w

R2 4 . R2

L’applicazione A deve soddisfare d¢ o A = —dn,, o d¢.

dpA = dndo
= dopTdpA = d¢Tdndy moltiplicando per dp”

= (k)= (0 ¥)
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Poiche la matrice (

> ¢ invertibile, vediamo che

A

F
G
( r ) ( ) ossia, per la formula dell’inversa di una matrice 2x2,

- EG—F?(—F _EF><J\L/[ %)

e Abbiamo mostrato che —dn,, : T, — 1,5 ¢ simmetrica rispetto al prodotto scalare. Le mappe lineari
simmetriche sono speciali: il teorema spettrale di algebra lineare dice che se V' & uno spazio vettoriale
di dimensione k£ munito di un prodotto interno (,), e M : V. — V & un’applicazione lineare che & anche
simmetrica rispetto al prodotto interno (cioe (v, Mw) = (Mv,w)), allora esiste una base ortornormale di
V' consistente di autovettori di M.

¢ Quindi, esiste una base ortonormale di 7,5 consistente di autovettori di —dn,,. Indichiamo gli autovettori
di —dn,, con vi,va. Indichiamo gli autovalori con Aq, As.

e Siano wq, wo € R? i vettori determinati da AP(u,pyW1 = V1, dP(y ) W2 = Va. Allora w1, wy sono autovettori
di A, aventi gli stessi autovalori A1, As.

Quindi,
e gli autovalori di —dn,, sono esattamente gli autovalori di A
e si calcolano gli autovettori vi, vy di —dn,, calcolando gli autovettori wy, ws di A e ponendo v; = dopw;

Definizione. Gli autovalori A1(p), A2(p) sono detti le curvature principali di S in p. Gli autovettori vi,va sono
detti le direzioni principali di S in p.

Gli autovalori sono detti le curvature principali per via della seguente interpretazione degli autovalori. Per il

teorema spettrale esiste una base ortonormale {v1, v} di T,,S dove vy e vo sono autovettori di —dn,,. Qualsiasi
vettore unitario v € T},5, ||v|| = 1 puo essere espresso come

vV =a1V] + asgva, a% +a% =1
con aq,az € R. Abbiamo gia visto che la seconda forma fondamentale II,(v) = (v, —dn,v) per un vettore
unitario v & uguale alla curvatura della sezione normale di S in p nella direzione v. Dato che v; e vy sono

autovettori di —dn,,, abbiamo

(v,—dnyv) = (a1v1+ agve, (—dny)(a1vi + azve))

(a1v1 4+ asva, a1 A1 vy + asAava))
= )\1@% + )\gag

Senza perdita di generalita supponiamo che A\; < Ao, percui

A1
= (v1,—dn,vy)

A1a? + Xoad < g

<
< (v,—=dn,v) < (ve,—dnpvy)

per ogni v € T,,S, ||v| = 1, ossia

A1 = min (v, —dn,v) = minima curvatura normale in p
flvll=1

A2 = min (v, —dn,v) = massima curvatura normale in p
llvl=1

NOTA BENE: La matrice A che abbiamo definita sopra rappresenta I’applicazione lineare —dn,, rispetto alla
base {¢y, ¢} di T,,S. Nel libro di testo la matrice A rappresenta I’applicazione dn,. Quindi la nostra matrice A
corrisponde a —A nel libro di testo.
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9.5 Curvatura Gaussiana e curvatura media
Definizione. S C R? superficie orientata, N : S — S? mappa di Gauss.

1. La curvatura Gaussiana di S ¢é la funzione K : S — R data da

K(p) == M(p)A2(p) =detA VpeS.

2. La curvatura media é la funzione H : S — R data da

_ M)+ hp)  trd

H VpeSs.
(p) 5 5 VP

NOTA BENE: Nel libro di testo la curvatura gaussiana ¢ definita come det A e la curvatura media come
H = _thA. Si ricorda che la A del libro di testo corrisponde a —A nella nostra convenzione. Dato che
det A = det(—A) per una matrice 2 x 2, e tr(—A) = —tr A, le nostre definizioni di curvatura gaussiana e

curvatura media sono infatti uguali a quelle del libro.

9.6 Rapporto tra aree infinitesimali

Sia R C S una piccola regione rettangolare in S contenente il punto p. Il valore assoluto della curvatura gaussiana
di S in p puo essere interpretata come un rapporto tra aree infinitesimali:

) Area(n(R))
Kp)|= lm ———*
K@) Area(r)—0 Area(R)

Questo & perche nel limite infinitesimale tutto si approssima linearmente, quindi il limite del rapporto & uguale
al rapporto tra l’area di un rettangolo nel piano tangente 7,5, e I’area dell'immagine del rettangolo tramite
l'applicazione lineare dny, : T),S — Ty () S 2. Se consideriamo un piccolo rettangolo in 7},S i cui lati sono paralleli
agli autovettori di dn, (ricordiamoci che gli autovettori sono ortogonali), I’area del rettangolo ¢ il prodotto
delle lunghezze dei lati. Indichiamo le due lunghezze dei lati con §; e Jo, percui I'area € §162. L’immagine di
questo rettangolo tramite dn, rimarra un rettangolo avente lati paralleli agli autovettori, ma le lunghezze dei
lati saranno d1|A1| e d2|A2| dove A; sono gli autovalori. Quindi 'area dell’immagine del rettangolo tramite dn,, &

[A1]|A2|0102 = | K|d162. Il rapporto tra le due aree & quindi |K|0102/012 = | K]|.

10 Teorema Egregium di Gauss

La curvatura gaussiana K e stata definita come il prodotto delle curvature principali. Le curvature principali
dipendono dalla seconda forma fondamentale e dalla prima forma fondamentale. Un teorema sorprendente
¢ il Teorema Egregium di Gauss che dimostra che la curvatura gaussiana non dipende dalla seconda forma
fondamentale — dipende solo dalla prima forma fondamentale.

Teorema 10.0.1 (Theorema Egregium di Gauss). La curvatura gaussiana di una superficie regolare dipende
soltanto dalla prima forma fondamentale. In particolare,

e se F: S — Sy & una isometria locale, allora la curvatura gaussiana in p € S1 € uguale alla curvatura
gaussiana in F(p) € Sa;

e se due superfici hanno diverse curvature gaussiane, non possono essere localmente isometriche.

Esempio. Una fetta di pizza e piana, e il piano ha curvatura gaussiana 0. Quando pieghiamo una fetta di pizza,
diventa rigida nella direzione ortogonale alla piegatura (quindi piu facile da mangiare). Quando pieghiamo una
fetta di pizza stiamo applicando un’isometria. che cambia la curvatura in una direzione ( da zero), percig la
direzione ortogonale alla piegatura e l’altra direzione principale ed & costretta ad avere curvatura zero per non
cambiare la curvatura gaussiana 0. Quindi la sezione normale ortogonale alla direzione della piegatura deve
essere una retta (l'unica curva avente curvatura 0 ¢ una retta).

Esempio. Una mappa del mondo & una proiezione della superficie della Terra nel piano. La curvatura Gaussiana
di una sfera e strettamente positiva, mentre la curvatura gaussiana del piano e 0. Per il teorema egregium nessuna
applicazione dalla sfera al piano o vice-versa puo essere un’isometria locale. Quindi ogni mappa piana del mondo
distorce lunghezze ed aree. Ad esempio la proiezione di Mercator distorce le aree lontane dall’equatore, e fa
sembrare che l'isola di Greenland sia piu grande del continente di Australia.
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Dimostrazione. Sia ¢ : U — S una carta locale di S, e sia n : § — S? una mappa di Gauss. Allora, ad ogni
p = @(u,v) € S, si ha che ¢, ¢y, n, sono tre vettori linearmente indipendenti, quindi formano una base dello
spazio vettoriale R3.

Consideriamo i vettori Quu, Puv, o € R>3. Possiamo esprimerli come combinazioni lineari dei vettori

della base:

Puu = F%l‘Pu + F%lﬂ% +an
Puv = FiQ‘ﬂu + F%Q@v + ﬁn
Pov = F%z@u + F§250v + yn.

I coefficienti Ffj sono detti i simboli di Christoffel della parametrizzazione (U, ¢).
Adesso cerchiamo espressioni per tutti i coefficienti, in termini delle funzioni E, F, G della prima forma fonda-
mentale e L, M, N della seconda forma fondamentale. Poiche n L TS, vediamo che
(Puu,m) = <F%190u + F%lﬁav +Lin,n) =1L = L=«
——
=L
(Puv,m) = <1—%1@u + F%l‘z"v +Lonn) =Ly = M=
——
=M
<30vv7n> = <F%2@u + F§2§0U + L3n, n> =L — N=v
——
=N
Per trovare espressioni per i simboli di Christoffel, consideriamo il prodotto scalare delle stesse equazioni con ,,
e y,. Vediamo cosa succede per 'equazione di p,,:
(Puus Pu) = <F%1<Pu + F%lﬂ% + Lin) = F%1<<Pu7 Pu) + F%1<‘va Pu) = FhE + F%lF
(Puus Pv) = <F%1‘Pu + F%l‘:ov + Lin) = Fh@u’ Pu) + F%l(‘:ovv Pu) = F%lF + F%lG

Analogamente, per ,, abbiamo

<§0uva ‘Pu> = F%QE + F%ZF
<80uv7 301)> = F%2F + F%2G

€ PEer Y, risulta che

<§0vv7 (Pu> = F%QE + F%QF
<30vva 801)> = F%QF + FggG

I prodotti {(Vuu, Pu)s (Puus Pv) ecc. si esprimono in termini delle derivate di E, F, G:

By = %(wu,cﬁu) = 2w pu) = (Puns ) = %Eu
E, = %<@ua@u> = 2w pu) = {Puvs Pu) = %Ev,
Gu= 2 lpup) =2puep) = (o) = S
Go= L oo = 2pue) = (pwnps) = 2Cs
Fum g @) = (un#) + (Purbu) = (punt) = Fu— 2B
F, = a%@%%) = (Pouw P0) + (Pusov) = (Pus Puo) = Fy — %Gu.

Quindi le 6 equazioni che coinvolgono i simboli di Christoffel sono

1

3B = rLE+T3F
1

Fy— 5B, = r'LF+12G6
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1
55 I,E+T3,F
-G, = TLF+T%,G
1 1 2
F,=5Gy = TypE+T5F
1
§GU = TLF+T5,G.

Lon = (5 o) [ 1]
2| 2F,-E, | \ F G 2
e |- (F &) n]
2| Gy F G rs,
1| 2F, -G, | _( E F ri,
| =05 &) [
E 7!
Poiche la matrice F G e positiva definita, & invertibile, quindi moltiplicando le equazioni per rF G

troviamo che i simboli di Christoffel sono funzioni di E,F,G e le loro derivate. Cioe dato che l'inversa di

E F . . G -F .
(F G)elamatrlceEGl_W(_F e ),abblamo

L1 1 G -F\1[ E,
AT EG—F2<—F E >2_2Fu—EU
T, ] 1 <G —F>1_Ev]
T |  EG-F:!\ -F E )2| G,
[T, 1 1 G —-F\1[2F -G,
| T3, | EG—F2<—F E >2_ Gy

Adesso, consideriamo 'identitd @y, = @uvu (che segue dall’'uguaglianza delle derivate parziali miste). Tor-
nando alle equazioni iniziali, vediamo che

Puuv = (F%l)iﬂpu + F%l‘Puv + (Ffl)v%} + F%l‘»pvv + Lyn+ Ln,
@uvu = (F%2)u§0u + F%Q‘puu + (Ffz)uwv + F%Q‘pvu + Mun + Mnu

E F\'(L M
Ricordiamo che la matrice A = ( F G ) ( M ON ) rappresenta la mappa lineare —dn,, : 1,5 — 1,5

ail a2

a21 Q22
—N,, = a11Py + A219y, € la seconda colonna —n, = a129, + A22¢,.

rispetto alla base {yy,p,}. Cio¢ se poniamo A = , la prima colonna rappresenta l’'identita

Poiche i coefficienti di ¢, devono essere pari, si ha:

LT3 + (T3 + THT3) — Lagy = T3, T3, + (T3))u + 5,15, — Mas,.

Quindi,
Magy — Lagss = (funzione dei simboli di Christoffel e le loro derivate)
= (funzione di E, F, G e le loro prime e seconde derivate)
Ora sostituendo ag; = _E%# € a9y = _g’g[%FEzN (dalla formula per A), abbiamo
—FL+FEM —~FM +EN EM?—ELN LN — M?

Magl—LagzzM EF— =—-FK

EG-F2 ~ EG-F?2 =~ EG-F* T EG-F? ’
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percio
—FEK = (funzione di E, F, G e le loro derivate e seconde derivate),

e siccome E = (@, ) # 0, possiamo dividere per —F percui
K = (funzione di E, F,G e le loro derivate e seconde derivate)/F

= (funzione di E, F,G e le loro derivate e seconde derivate).

11 Geodetiche

In uno spazio euclideo, dati due punti P e @ nello spazio, la retta collegando P e @ ¢ la curva che ha la
lunghezza minima di tutte le curve che collegano P e Q).

In una superficie, invece, le curve che minimizzano distanza si chiamano geodetiche della superficie.
Definizione. Una geodetica di S é una curva o : I — S parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco tale che
a(s) 1 Ta(S)S Vs e 1.

Condizioni equivalenti: Una curva « parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco ¢ una geodetica <=
il versore normale N (s) alla curva « in s ¢ un multiplo del normale n(a(s)) al piano tangente in a(s) <=
n(6())] = K(s) <= riy(s) =0 .

Abbiamo solo citato (non mostrato!) il fatto che una curva geodetica (definita come nella definizione data
sopra) minimizza localmente la distanza tra due punti, giustificando la definizione.

Proposizione 11.0.2. Rispetto ad una carta locale (U, ¢) di S, una curva a(s) = ¢(u(s),v(s)) parametrizzata
rispetto alla lunghezza d’arco é una geodetica se e solo se u(s) e v(s) soddisfano il sisterma di equazioni differenziali

w4 (W)? T1y 4+ 2u'v' Ty + (') Tyy = 0 (5)
o+ (W) T2 420 T2, + (V)2 T2, = 0
ove le funzioni Pfj sono i simboli di Christoffel (funzioni dei parametri u e v).

Dimostrazione. Ponendo «(s) = ¢(u(s),v(s)) abbiamo

/

i) = Do | 1 | =o',
Quindi facendo la derivata ancora si ha

a(s) = Uy +u (Puutt + Gupt’) + 0"y + 0" (Puutt + duut’)
Per definizione i simboli di Christoffel vengono dalle seconde derivate di ¢ espresse come combinazioni lineari di
{Pu; ¢, n(d(u,v))},
Puu = F%lgﬁu + F?l(ﬁv + Ln(¢(u,v))
Gou = buw = Tiadu+ a0 + Mn(é(u,v))
b = Tip¢u + T30, + Nn(d(u,v))
Quindi rispetto alla base {¢u, v, n(¢(u,v)} di Ty(y,w)S, abbiamo

G(s) = [u" + (u')* Ty 4 200" Ty + (V)% Thy] ot [v” + (') T3, + 2u'v' T, + (V') T'35] du-+[qualcosa] n(¢(u,v))

La curva a & una geodetica <= d(s) ¢ ortogonale al piano tangente Tj(, 1S <= i coefficienti di ¢, e ¢,
sono nulli <= le due equazioni differenziali (5) sono soddisfatte. O

Conseguenze della Proposizione 11.0.2:

1. La teoria delle equazioni differenziali ordinarie = : dati un punto p € S e un vettore v € T,,5, esiste, ed
¢ unica, una geodetica «(s) passante per p avente versore tangente v.

2. L’immagine di una geodetica tramite un’isometria locale & una geodetica. Questo perche le isometrie locali
non cambiano la prima forma fondamentale, e le equazioni differenziali (5) dipendono solo dai simboli di
Christoffel, che dipendono solo dalla prima forma fondamentale, quindi non cambiano con le isometrie
locali.
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12 Teorema di Gauss-Bonnet

Sia S una superficie regolare.

Definizione. Una parametrizzazione locale (U, ¢) di S si dice una parametrizzazione ortogonale se V(u,v) € U,
80 ha ¢y L ¢y in Tyy,0)S.

Teorema 12.0.3 (Gauss-Bonnet, versione locale). Sia R C S una regione triangolare con bordo fatto di tre
geodetiche

oy [s1,82] — S,
a9 @ [82,83] — S,
ag:[s3, 84 — S

Siano 61,05, 05 gli angoli esterni del triangolo. Allora

// K dA =21 — (01 + 02 + 65).
R
Se 6; e l’angolo esterno del triangolo ad un vertice, allora l’angolo interno a quel vertice é ¢p; = w — 0;, percui si
ha [[ K dA =21 — ((r — ¢1) + (7 — ¢2) + (7 — $3)) = ¢1 + 2 + 3 — 7.
Sia S una superficie orientata e compatta.

Definizione. Una triangolazione di S é una suddivisione di S in regioni triangolari (il bordo di ogni regione
triangolare comprende 3 archi che si intersecano in tre vertici).

Associati ad una triangolazione di S sono i tre interi ng = numero di vertici della triangolazione, n; = numero
di archi della triangolazione, e no= numero di triangoli della triangolazione.

Definizione. x(S5) :=ng —ny + ng si chiama la caratteristica di euler di S.

Il numero x(S) non dipende dalla triangolazione (una superficie pud avere un numero infinito di possibili
triangolazioni!). Cioé la quantitd ng — ny + ny & uguale per tutte le triangolazione di S.

Teorema 12.0.4 (Gauss-Bonnet, versione globale). Sia S una superficie regolare, compatta e orientata. Allora

[ waa=2mxs)

Dimostrazione. L’idea ¢ di scegliere una triangolazione di S tale che ogni regione triangolare soddisfi le condizioni
del Teorema di Gauss-Bonnet — versione locale. Allora per ogni triangolo si ha 'uguaglianza

//RKdA=(¢1+¢2+¢3>—w,

e i triangoli ricoprono S, percio otteniamo
// K dA = la somma di tutti gli angoli interni di tutti i triangoli — naw.
s

Poiche la somma degli angoli ad ogni vertice € 2, si ha quindi che

la somma di tutti gli angoli interni di tutti i triangoli = la somma degli angoli ad ogni vertice

= ngy2m,

e quindi [/, g K dA = no2m —nam. Dato che ogni arco della triangolazione appartiene ad esattamente due triangoli
della triangolazione, si ha 3ny = 2ny percio

// K dA = ng2m — nom = n2n(—3nam + 3nam) — nom = no2m — 2017 + 2nem = 27x(S).
s
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13 Esercizi

Esercizio 1. Sia v : [0,7] — R3 una curva biregolare piana semplice e chiusa con velocitd unitaria. Siano
T,N,B,x i dati di Frenet di y. Sia R > 0 un numero reale fissato tale che R < == per ogni s € [0,T]. Sia

K(s)
f£:00,7) x [0,27] — R? Uapplicazione definita da

f(s,0) = ~v(s) + R(cos ON(s) + sin §B(s))
e sia S la superficie parametrizzata da f.
1. Calcolare la prima forma fondamentale di S.
2. Trovare una mappa di Gauss n per S.
3. Calcolare la seconda forma fondamentale di S.
4. Calcolare la curvatura gaussiana K di S.
5. Calcolare le curvature principali di S.
6. Sia Sy C S il sottoinsieme di S dove la curvatura gaussiana K > 0. Calcolare ffs+ KdS.
Esercizio 2. Poniamo
S={(z,y,2) eR}2*> + >+ 2 =1,0< 2z < 1},
C = {(z,y,2) € R®z?+9? = 22,2 > 0},
e h:(0,1) = Ry un’applicazione differenziabile strettamente crescente. Sia ® : S — C Uapplicazione definita

da
T

Yy
b 71
V1—22" V1 - 22 )

1. Far vedere che ® ¢ un’applicazione differenziabile.

Bo.2) = h(:)

2. E possibile determinare la funzione h in modo che lapplicazione ® trasformi i meridiani di S in curve di
lunghezza finita su C'?

3. F possibile determinare la funzione h in modo che ® sia una isometria locale?

Esercizio 3. Sia g : R?> — R una funzione di classe C*. Sia R C R? una regione compatta. Dimostrare che
larea del grafico di g sopra la regione R é data da

// 1+ g2 + g2dxdy
R

Esercizio 4. Sia S = {(z,y, zy)|z,y € R}.

1. Dimostrare che S € una superficie regolare.
Calcolare la prima forma fondamentale di S.
Calcolare la seconda forma fondamentale di S.

Calcolare la curvatura gaussiana di S.

Suo e e

Trovare le curve su S che hanno la curvatura normale nulla in ciascun punto.

Esercizio 5. Sia a una curva regolare mel piano xz. Sia S la superficie di revoluzione generata ruotando
a intorno all’asse z. Supponiamo che a(s) = (x(s),0,2(s)) sia una parametrizzazione rispetto alla lunghezza
d’arco. (Quindi i(s)? + 2(s)?> = 1). La matrice che rappresenta rotazione attorno all’asse z per ’angolo 0 ¢

cosf) —sinf 0
Ry=| sinf cosf O
0 0 1

)
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percui S ha una parametrizzazione

cosf —sinf 0 x(s) cos(f)x(s)
©(s,0) = Rga(s) = | sinf cosf® O 0 = | sin(8)z(s)
0 0 1 z(s) z(s)

Fissato 0, la curva {Rga(s)|s € [a,b]} che & 'immagine di « tramite la rotazione Ry si dice un meridiano di S.
Fissato s € [a,b], la circonferenza {Roa(s)|6 € [0,27]} si dice un parallelo di S.

1. Trovare la prima forma fondamentale di S.
Trovare una mappa di Gauss n: S — S2.

Trovare la seconda forma fondamentale di S.

e e

Mostrare che una direzione principale € tangente al parallelo passante per p, e laltra direzione principale
in p e tangente al meridiano passante per p.

Z(s)
z(s) "

5. Mostrare che la curvatura Gaussiana di S in p = ¢(s,0) é K =

Esercizio 6. Sia S il grafico di una funzione f : U — R, z = f(x,y). Mostrare che la curvatura Gaussiana di
Sinp=(z,y, flz,y)) ¢

K=rmr e

2
dove fro = %, fo= % ecc.
1l numeratore ¢ il determinante della matrice hessiana di f, che ¢ la matrice ( ;m ;xy )
vz Jyy

Esercizio 7. Siano S; = {(ucosv,usinv,lnu)|lu > 0,v € R} e Sz = {(ucosv,usinv,v)lu > 0,v € R} due
superfici parametrizzate.

1. Mostrare che la mappa ® : S; — Sy data da P(ucosv,usinv,Inu) = (ucosv,usinv,v) & localmente un
diffeomorfismo.

Mostrare che la curvatura Gaussiana di Sz in p2(u,v) € uguale alla curvatura Gaussiana di Sy in 1 (u,v).
Caleolare la lunghezza della curva 7y : [0,27] — S1 data da y(t) = (cost,sint, 0).

Calcolare la lunghezza della curva ® o+ : 0,27 — Sy data da ® o y(t) = (cost,sint,t).

Sro o e

Dimostrare che ® non é un’isometria. (Suggerimento: Calcolare la lunghezza della curva v : [0,27] — Sy
data da ~(t) = (cost,sint,0), poi calcolare la lunghezza della curva ® o~ : [0,27] — Sy data da ® o y(t) =
(cost,sint,t). Se non sono pari, ® non puo essere un’isometrial) Quindi, la conversa del teorema egregium
non vale.

Esercizio 8. Si consideri la curva v : R — R3 definita da
v(t) = (t,t2,t%).

Pert € R, sia C il cerchio di centro y(u) e raggio 1 sul piano per y(u) parallelo al piano (y,z). Poniamo

s=Ja

teR
1. Trovare una parametrizzazione di S e discuterne la regolarita.
2. Trovare un polinomio F : R® — R tale che S = F~1(0).
3. E vero o falso che S & una superficie liscia?

4. Calcolare la curvatura normale di Cqy considerata come curva su S.
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Esercizio 9. Sia U = (0,00) x (0,27) C R2. Si consideri la parametrizzazione f : U — R3 definita da
flu,v) = (ucosv,usinv, u).
1. Trovare una isometria di S con una regione del piano euclideo.
2. Calcolare curvature e direzioni principali di f.

Esercizio 10. Sia S una superficie regolare, e p(u,v) una parametrizzazione locale. Si supponga che F = 0. Si
trovino le formule per i simboli di Christoffel (come funzioni di E,G e le loro derivate), e si dimostri che

- 57w 1 (778) 2 (7))
A Derivate, differenziali

e Sia F: R* — R! una funzione di classe C>°. Tale funzione significa una collezione F1, ..., F; di funzioni di
classe C® F;: RF — R. Cioe F(z1,...,2x) = (Fi(z1,...,2%),..., F(z1,...,21)).

e Il differenziale (o matrice jacobiana) di F al punto x = (z1,...,2x) & la matrice
OF,  OF, OF
o oz e T
oF, 0P ok
dFy = dxy  dxz T day
OF,  OF OF),
8z1 8I2 e 8Ik
Cioe le colonne di dFy sono le derivate parziali 2F SF
x P L TRRRRER T

e Date funzioni F': R¥ = R! e G : R! — R™, la loro composizione & G o F': R¥ — R™. Segue per la regola
di catena che d(G o F)(y,,) = dGp(z,y) dF (4.

Esempio. F : R? — R? data da F(z,y) = (zy,2%,9%), e G : R® — R data da G(z,y,2) = (2% + y* — z,2y2),
allora G o F(x,y) = ((xy)? + (2%)% — y2,22%?) = (229 + 2* — 2, 22%9?)

Yy
dF(mﬂy) = 2z 0
0 2y
. 2¢ 2y -1
AGays) = ( 0 2z 2y >
2xy? + 423 222y — 2y
d(GO F)(x,y) = 4my2 4$2y
iC IF ( 2cy 222 —1 > 2yx g ( 2zy? + 4x®  22%y — 2y >
F(zy)4F (zy) = 2 2 = 2 2
0 2y 2z 0 2y dzxy dx°y

B Autovalori, determinante, traccia

e Sia ( ¢ d ) una matrice. Gli autovalori della matrice sono gli zeri del polinomio caratteristico, cioe le

a— A b
det( c d—A)ZO'
- A b

e Dato che det < “ c d— > = A2 — (a+ d)X + (ad — be), per la formula per le radici di un’equazione

quadratica, abbiamo

soluzioni di

(a+d) £ +/(a+d)? - 4(ad — bc)

Atr = 5
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e Ponendo tr A = a + d, det A = ad — be, possiamo anche scrivere

trA+ /(tr A)2 —4det A
A = .

e Quindi, la somma degli autovalori e

trA+4/(trA)2 —4detA trA— /(trA)2—4detA
5 + 5 =trd

)\++)\7:

e il prodotto degli autovalori e

A - (trA+ «/(tr124)2 4detA> (trA «/(tr;l)Q 4detA> _(wA)? — ((trA)? —ddetd)

4



