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Capitolo 1

Interpolazione polinomiale a
tratti

Data una funzione f: [a,b] — R e un’insieme {x;}", C [a, b] di nodi ordinati
(xi—1 < x;), consideriamo l'interpolante polinomiale a tratti L§_, f di grado
k — 1. Su ogni intervallo [z;, z;41] di lunghezza h; = x;,1 — x; essa & il
polinomio di grado k — 1

a;1(x — x4 a;2(r — ) L S aij—1(x — ;) + aiy - (1.1)

Dunque, l'interpolante polinomiale a tratti ¢ completamente nota una volta
noti i nodi e i coefficienti di ogni polinomio.

In GNU Octave, I'interpolante polinomiale a tratti ¢ definita mediante
una struttura solitamente chiamata pp (piecewise polynomial) che si costrui-
sce con il comando mkpp (x,P), ove x ¢ il vettore di nodi e P ¢ la matrice, con
riferimento a (1.1),

Pj=a;.
Nota una struttura pp, e possibile valutare il valore dell’interpolante in un
generico target & con il comando ppval (pp,xbar).

1.1 Interpolazione lineare a tratti

Dati i vettori [z1,...,2n|T e [fi,..., fm]T, nell'intervallo [x;, z;, 1] I'interpo-
lante lineare a tratti coincide con il polinomio di grado uno
i

Pertanto, si costruisce la corrispondente struttura pp con il comando

> pp = mkpp(x, [(f(2:m)-f(1:m-1))./h,f(1:m-1)])



Capitolo 2

Formule di quadratura
gaussiana

Dato un intervallo (a,b) (eventualmente anche non limitato) e una funzione
peso w(x) non negativa su (a, b), si considera il prodotto scalare

b
(19) = [ f@gloyul)ds
con l'ipotesi
b
/ |z[Fw(x)dr < 0o, k>0

Allora, esiste un’unica famiglia {p;(x)};, p;(z) polinomio di grado j, orto-
normale rispetto al prodotto scalare

/ pj(x)pi(x)w(x)dx = 0jj

Gli zeri {x,, }7, del polinomio p,,(z) sono interni all’intervallo (a, b) e assieme
al pesi

ove L,(x) ¢ il polinomio di Lagrange che vale 1 in x,, e zero in tutti gli altri
nodi, costituiscono una formula di quadratura gaussiana esatta fino al grado
polinomiale 2m — 1, cioe

b m
[ niaru@as =Y pleawn, 0<j<om -1

n=1

8



2.1. QUADRATURA GAUSSIANA DI CHEBYSHEV(-LOBATTO) 9

In particolare

b m
b5 = [ m@n@u@de =Y plepe, 0<ij<mn-1

n=1

Nel caso in cui (a, b) sia limitato, esiste un’unica formula di quadratura esatta
fino al grado polinomiale 2m — 3 che usa come nodi z; = a, &, = b e gli zeri
{z,}"=} del polinomio di grado m — 2 della famiglia di polinomi ortogonali
rispetto alla funzione peso w(x)(z — a)(b — x). In questo caso si ha, in
particolare,

’ mo o 0<i<m-3
5ij=/a pj('r)pi(x)w(x)dx:;pj<xn)pi($n>wm 0<j<m_1

La famiglia {¢;(x)}72,, ove ¢;(z) = pj_1(v)y/w(x) & ovviamente ortonormale
rispetto al prodotto scalare

mm:/f@mww

e per essa valgono le osservazioni fatte sopra riguardo al calcolo degli integrali.

2.1 Quadratura gaussiana di Chebyshev e di
Chebyshev—-Lobatto

Per integrali del tipo
1
[ Lo
1V 1-— ZEQ
i polinomi ortogonali da considerare sono quelli di Chebyshev
py(x) = T () = cos(j arccos(x))
che soddisfano la relazione di ricorrenza

T()(.Z') = 1, Tl(l’)
Tji(2) = 22Ty(x) — Tya(@), j>1

|
—_

Gli zeri del polinomio di grado m soddisfano

m
m arccos(z) = 5 +nm



10 CAPITOLO 2. FORMULE DI QUADRATURA GAUSSIANA

da cui

s+n—1 2n — 1
xn:COS(M>:COS<M), 1<n<m

m 2m - =

e i corrispondenti pesi di quadratura sono costanti e valgono

w,=—, 1<n<m
m

I nodi di Gauss—Chebyshev-Lobatto sono invece

—1
Enzcos(u), 1<n<m
m—1

e i corrispondenti pesi

™

2(m —1)

pern=1on=m

Wy =

per2<n<m-—1
m—1



Capitolo 3

Metodi iterativi per sistemi di
equazioni lineari

I metodi iterativi per la soluzione del sistema lineare
Ar =10 (3.1)

si basano sull’idea di calcolare la soluzione come limite di una successione di
vettori
= lim 2® .

l—o0

Una strategia generale per costruire la successione {2}, & basata sullo split-
ting A = P — M, ove P ¢ non singolare. Assegnato zV| il termine (1) &
calcolato ricorsivamente come

Pz = Ma® b 1>1 (3.2)
Posto e =z — 2| si ha
e =Be™', B=P'M=1-P'A,
ove B ¢ chiamata matrice di iterazione.

Lemma 1. Si ha lim; .. e® =0 per ogni e se e solo se limy_o, B = 0,
cioe se e solo se p(B) < 1.

3.1 Metodi di Richardson

Indicato con r® il residuo

) =b— Az = Az — Az = A(z — 2V) = AeV |

11



12 CAPITOLO 3. METODI ITERATIVI PER SISTEMI LINEARI

il metodo (3.2) puo essere riscritto come
Pz — g0y = O (3.3)

In questo contesto, P viene chiamata matrice di precondizionamento o pre-
condizionatore di A e viene scelta in modo che la matrice di iterazione
B = I — P~'A abbia un raggio spettrale minore di 1 e la risoluzione di
(3.3) sia “facile”.

Una generalizzazione dello schema (3.3) ¢ il metodo di Richardson: dato
W 2D & caleolato ricorsivamente come

P — 2®) — ap®

ove a & un opportuno parametro di accelerazione. Dati () e r(V) = p— Az
l'algoritmo per calcolare z(*1) ¢

P20 — 40
gD = g0 4 o0 (3.4)

P — 0 40

Il costo di un’iterazione e dato essenzialmente dalla risoluzione di un sistema
lineare Pz = r( facile e dal prodotto matrice-vettore Az(). Tali metodi
risulteranno particolarmente vantaggiosi per matrici sparse, in cui il numero
di elementi diversi da zero ¢ O(N) piuttosto che O(N?) (e dunque il costo
di un prodotto matrice-vettore ¢ O(N)), se l'ordine della matrice ¢ N.

11 calcolo del residuo 79 = r® — Az (invece di 7+ = b — Ag(+D)
permette di ridurre la propagazione, attraverso il prodotto matrice-vettore,
degli errori, in quanto il vettore z¥), contrariamente a z(+1), diminuisce in
modulo al crescere di [.

3.1.1 Metodo del gradiente precondizionato

Siano A e P simmetriche e definite positive. Il metodo di Richardson puo
essere generalizzato con una scelta dinamica del parametro di accelerazione,
prendendo o = «; in modo tale che

— 24, lylla = VYT Ay

Iz

sia minima. Si ha
|z — V)2 = (2 — 2V — 20)T Az — 20 — oy2¥) =

= oz?z(l)TAz(l) — 2ozlz(l)TA(x —2O) 4+ (z — 2T A(z — 2©)
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e dunque il minimo ¢ dato dalla scelta

FORM0!

= —".
0T A0

Il metodo ottenuto si chiama metodo del gradiente precondizionato. Dati (!
e r(, lalgoritmo per calcolare z(*1) ¢

PO — 0
FOEN0

o = —F———
FAORYZPAU) (3.5)

PO — O g 4,0

Nel caso si scelga P = I, si ottiene il metodo del gradiente (noto anche come
steepest descent).

3.1.2 Metodo del gradiente coniugato precondizionato

Siano A e P simmetriche e definite positive. Il metodo del gradiente coniugato
precondizionato € una generalizzazione del metodo di Richardson in cui

ove i {p¥}; sono coniugati, cioe soddisfano
PO A =0, i

Per soddisfare questa proprieta e necessaria l'introduzione di un ulteriore
parametro ;. Dati (), r(V Pz = ¢+ ¢ pM) = (U Talgoritmo per

calcolare z(t1) ¢ .
LT,

~ 0T Ap0
pHD = O — o, ApD
P+l — D)

Qg

(3.6)

L))

PO
p(l+1) e @Hp(l)

B4 =
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Teorema 1. [l metodo del gradiente coniugato applicato ad una matrice di
ordine N converge in al pit N iterazioni (in aritmetica esatta).

Dimostrazione. La dimostrazione (omessa) si basa essenzialmente sul fatto
che p, ... p™) sono vettori linearmente indipendenti e non ce ne possono
essere piu di N. O

Per questo motivo, tale metodo e detto semiiterativo.

Stima dell’errore

Vale la seguente stima dell’errore:

-1
cond,(P~1A) — 1
||€(l)||A <2 ( 2( ) > ||6(1)||A

Veonda(P~1A) + 1

dalle quale si osserva che

e la stima d’errore decresce in ogni caso, poiché il numeratore ¢ piu
piccolo del denominatore;

e in particolare, nel caso P = I;

e tanto pill e piccolo il numero di condizionamento di P~ A, tanto pit il
metodo ha convergenza veloce;

e nel caso limite di P = A, si ha [[e?||4 < 0.

3.1.3 Test d’arresto

Un primo stimatore ¢ costituito dal residuo: si arresta cioe il metodo iterativo

quando
IO < tol - [|o]

Infatti, dalla precedente si ricava

e
]

< tol - cond(A)
Una modifica consiste in
7@ < tol - |7 (3.7)

che coincide con il precedente nel caso in cui come 2" venga scelto il vettore
di zeri.



Capitolo 4

Memorizzazione di matrici
sparse

Sia A una matrice sparsa di ordine N con m elementi diversi da zero. Esistono
molti formati di memorizzazione di matrici sparse. Quello usato da GNU
Octave e il Compressed Column Storage (CCS). Consiste di tre array: un
primo, data, di lunghezza m contenente gli elementi diversi da zero della
matrice, ordinati prima per colonna e poi per riga; un secondo, ridx, di
lunghezza m contenente gli indici di riga degli elementi di data; ed un terzo,
cidx, di lunghezza N +1, il cui primo elemento ¢ 0 e I’elemento 7+ 1-esimo ¢ il
numero totale di elementi diversi da zero nelle prime 7 colonne della matrice.
Per esempio, alla matrice

O = O
S o N O
S ot w O
N O O O

corrispondono i vettori
data = [1,4,2,3,5,6,7]
ridx = [1,3,2,2,3,3,4]
cidx =[0,2,3,5,7]

In GNU Octave, il formato CCS e I'implementazione del prodotto matri-
ce-vettore sono automaticamente usati dalla function sparse e dall’'operato-
re *, rispettivamente.

4.1 Alcuni comandi per matrici sparse

e [l comando speye(N) genera la matrice identita di ordine .

15



16 CAPITOLO 4. MEMORIZZAZIONE DI MATRICI SPARSE

e [l comando spdiags(v,0,N,N), ove v & un vettore colonna, genera la
matrice diagonale di ordine n avente v in diagonale. Se la dimensione
di v ¢ minore di n, la diagonale viene riempita con zeri posti dopo il
vettore v. Se invece la dimensione di v ¢ maggiore di N, vengono usate
solo le prime N componenti di v.

Sia V' la matrice
V11 V12 U13

V21 V22 V23

V =
UN1 UN2 UN3

Il comando spdiags(V,-1:1,N,N) genera la matrice

V12 V23 0 0 e 0
V11 U2y Uss 0 e 0

0 v 32

0 ... 0 wvy_—21 Un—12 Un3
0 0 UN—-11 TUN2




Capitolo 5

Sistemi tridiagonali

La risoluzione di sistemi tridiagonali

Ax =10

con i _

ay C 0 . c. 0

b1 a9 Co 0 Ce 0

0 ' :

A= |

0o - . bn—2 Ap—1 Cp—1
L 0 ... ... 0 bn—l Q|

risulta particolarmente economica. Infatti, nel caso non sia necessario il

pivoting, si ha A = LU, ove

[ 1 0 0] -Oél C1 0 0
61 1 0 0 0 Qg Co 0
L=10 |, U= :
E .. ". ... : O .- ‘. O{nil Cnil
0 ... 0 B 1] L0 ... . 0 Q|
con
a1 = ap
Br—1 = bp—1/o—1, o =ap — Pr_1ck—1, k=2,3,...,n

e dunque la fattorizzazione LU costa O(2n) flops. A questo punto si risolvono
i due sistemi Ly = b e Ux = y, mediante

y1="by
Y = b — Be—1yp—1, k=2,3,...n

17



18 CAPITOLO 5. SISTEMI TRIDIAGONALI

{xn — yn/an

Ty = (Z/k—Ckﬂ?kH)/Ozk, k=n—1,n—-2,...1

con un ulteriore costo O(2n) flops. GNU Octave usa automaticamente questo
algoritmo per le matrici tridiagonali.



Capitolo 6

Metodo di Newton per sistemi
di equazioni non lineari

Consideriamo il sistema di equazioni non lineari

f1<l’1,l’2, . ,ZL’N) =0
fg(l'l,xz, Ce ,Z'N) =0
In(z, 2, .. xy) =0

che puo essere riscritto, in forma compatta,

f(z)=0.

Dato z(), il metodo di Newton per calcolare z(*1) ¢

TO520 = — f(z0)

ove J® & la matrice Jacobiana, definita da
O fi(z®
o 2 @) (6.2)

A 0)
ox ;
Il criterio d’arresto solitamente usato ¢

1629 < tol

19



20 CAPITOLO 6. METODO DI NEWTON

6.1 Metodo di Newton modificato

Il metodo di Newton (6.1) richiede il calcolo della matrice Jacobiana e la sua
“inversione” ad ogni passo k. Questo potrebbe essere troppo oneroso. Una
strategia per ridurre il costo computazionale e usare sempre la stessa matrice
Jacobiana J, oppure aggiornarla solo dopo un certo numero di iterazioni.
In tal modo, per esempio, ¢ possibile usare la stessa fattorizzazione LU ®
per piu iterazioni successive.



Capitolo 7

Esponenziale di matrice

Data una matrice quadrata A € R¥*N si definisce
exp(A) =Y T
5=0

Tale serie converge per qualunque matrice A, essendo A un operatore lineare
tra spazi di Banach e avendo la serie esponenziale raggio di convergenza oo.
Se A e B sono permutabili (cioe AB = BA), allora

exp(A + B) = exp(A) exp(B)

7.1 Formula delle vartaziont delle costantz

Data '’equazione differenziale

{ y'(t) = ay(t) +b(y(t), t>0 (7.1)

y(to) = Yo

y(t) € R, la soluzione puo essere scritta analiticamente mediante la formula
delle variazioni delle costanti

t
ylt) = oy + [Ty (r))ar (72)
to

Infatti, si ha
t

y'(t) = ae"%q +a / " D(y(7))d7 + e %(y(t)) = ay(t) + b(y(t))

to

21



22 CAPITOLO 7. ESPONENZIALE DI MATRICE

Si osservi che

ove

e, analogamente,

/ e —to)dr = (t — to)?pa((t — to)a)

to

ove
F—1—2 2
#2(2) 2 Zjo (G +2)! (7:4)

Consideriamo ora un sistema differenziale

y'(t) = Ay(t) + b(y(t)), t>0
y(to) =Yy

Ancora, la soluzione esplicita puo essere scritta come

y(t) = exp((t — to) A)go + / exp((t — ) A)b(y(r))dr

to

7.2 Calcolo di exp(A)

Come per la risoluzione di sistemi lineari, non esiste il modo per calcolare
exp(A), ma diversi modi, ognuno adatto a particolari situazioni.

7.2.1 Matrici piene, di modeste dimensioni

Questi metodi si applicano, in pratica, a quelle matrici per le quali si usano
i metodi diretti per la risoluzione di sistemi lineari.
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Decomposizione spettrale Se la matrice ¢ diagonalizzabile, cioe A =
VDV~ allora exp(A4) = Vexp(D)V ™! ove exp(D) ¢ la matrice diagonale

con elementi e®,e® ... e Basta infatti osservare che

A2 = (VDV Y =(VDV Y (VDV Y =VvD* V!

e scrivere exp(A) come serie di Taylor. La decomposizione spettrale di una
matrice costa, in generale, O(N3). Si ottiene in GNU Octave con il comando
eig.

Approssimazione razionale di Padé Si considera un’approssimazione
razionale della funzione esponenziale

. a 2PV ag P2 4+ ap
B e

(7.5)

ove b, = 1 per convenzione. Essa ¢ chiamata diagonale quando p = ¢q. Si
puo dimostrare che le approssimazioni diagonali sono le piu efficienti. Fissato
il grado di approssimazione, si sviluppa in serie di Taylor la funzione espo-
nenziale e si fanno coincidere quanti piu coefficienti possibile. Per esempio,
fissiamo p = ¢ = 2. Si ha allora

3

22z
1+Z+§+E+'” (biz+1) =a1z+ as

2
z
biz+1+b2° + 24+ = +0(2°) = a1z + a»

2
da cui
1:CL2
b1—|—1:(11
1
bt 5 =0

L’approssimazione di Padé si estende banalmente al caso matriciale. Consi-
derando sempre il caso p = g = 2, si ha

exp(A) =~ B = (WA + 1) a1 A + axl) ,

cioe B ¢ soluzione del sistema lineare (A + I)B = a1 A + asl.
L’approssimazione di Padé ¢ accurata solo quando |z| < 1/2 (o, nel caso

matriciale, ||A|l2 < 1/2). Per la funzione esponenziale esiste una tecnica,

chiamata scaling and squaring che permette di aggirare il problema. Si usa

infatti la proprieta _
z z/2 2 ( z/2j> 2
e = (e ) = (e
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Se |z| > 1/2, allora |z]/27 < 1/2 per j > log,(|z|) + 1. Si calcola dunque
I'approssimazione di Padé di e*/? e poi si eleva al quadrato j volte. Per la
funzione ¢ vale

o1(z) = (e + 1)r (2)

Anche I'approssimazione di Padé matriciale ha costo O(N?). In GNU Octave
si usa una variante di questa tecnica nel comando expm.

7.2.2 Matrici sparse, di grandi dimensioni

I metodi visti nel paragrafo precedente ignorano 'eventuale sparsita delle
matrici. Inoltre, negli integratori esponenziali, non ¢ mai richiesto di calcolare
esplicitamente funzioni di matrice, ma solo funzioni di matrice applicate a
vettori, ciot exp(A)v (& 'analoga differenza tra calcolare A~' e A71v). Si
possono allora usare dei metodi iterativi.

Metodo di Krylov Mediante la tecnica di Arnoldi € possibile, tramite
prodotti matrice-vettore, decomporre A in A ~ V,,H,,V,F' ove V,, € R™™,
VTE Vin =1, Viner = v e H,, & matrice di Hessenberg di ordine m (con m <
N). Allora AV,,, = V,,H,, e

exp(A)v = V,, exp(H,,)ey .

Il calcolo di exp(H,,) ¢ fatto mediante l'approssimazione di Padé. Il costo
della tecnica di Arnoldi ¢ O(Nm?) se A & matrice sparsa. E necessario inoltre
memorizzare la matrice V,,.

Interpolazione su nodi di Leja Se il polinomio p,,(z) interpola e* nei
nodi &, &1, ..., &n, allora p,(A)v € una approssimazione di exp(A)v. E una
buona approssimazione se i nodi sono buoni (non equispaziati, per esempio)
e se sono contenuti nell’involucro convesso dello spettro di A. E difficile
stimare a priori il grado di interpolazione m necessario. E conveniente usare
la formula di interpolazione di Newton

Pm-1(2) = di+da(2 = &1) +ds(2=61) (2= &)+ Hdm(2 = &) -+ (2= 1)

ove {d;}; sono le differenze divise. Tale formula si puo scrivere, nel caso
matriciale,

m—1

pm—l(A)U = Pm—20U + dmwma Wy = <H (A - €ZI)> U= (A - gm—l)wm—l

i=1
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Dunque, la complessita € O(Nm) e richiesta la memorizzazione di un solo
vettore w.

Quali nodi usare? I nodi di Chebyshev, molto buoni per I'interpolazione,
non possono essere usati, in quanto non permettono un uso efficiente della
formula di interpolazione di Newton (cambiano tutti al cambiare del grado).
I nodi di Leja sono distribuiti asintoticamente come i nodi di Chebyshev e,
dati i primi m — 1, &, ¢ il nodo per cui

m—1 m—1
m — G| — Max — Qi
gwg & ge[a,blgrﬁ &il

ove l'intervallo [a,b] & in relazione con lo spettro di A, per esempio [a,b] =
o(A) N {y = 0}. Il primo nodo coincide, solitamente, con I'estremo dell’in-
tervallo [a,b] di modulo massimo. E chiaro che linsieme dei primi m nodi
di Leja coincide con I'unione di {&,,} con 'insieme dei primi m — 1 nodi di
Leja.



Capitolo 8

Esercizi

1. Implemetare le functions [data,ridx,cidx] = full2ccs(A) e [A] =
ccs2full(data,ridx,cidx) e le functions che, dati data, ridx e cidx,
implementano i prodotti matrice vettore Az e A'x.

2. Si risolvano 6 sistemi lineari con le matrici di Hilbert di ordine N =
4,6,8,10,12,14 (hilb(N)) e termine noto scelto in modo che la solu-
zione esatta sia il vettore [1,1,...,1]" usando il comando \ di GNU
Octave, il metodo del gradiente precondizionato e il metodo del gra-
diente coniugato precondizionato. Per questi ultimi due, si usi una
tolleranza pari a 107%, un numero massimo di iterazioni pari a 2000,
il precondizionatore diagonale e un vettore iniziale ") di zeri. Si ri-
porti, per ogni NV, il numero di condizionamento della matrice, ’errore
in norma infinito rispetto alla soluzione esatta e il numero di iterazioni
dei metodi iterativi.

3. Risolvere il sistema non lineare

f1<1'1,ZL‘2) = ZL‘% ‘I‘flf% —1=0
fo(z1, 29) = sin(mzy/2) + 23 =0

con il metodo di Newton (6.1). Si usi una tolleranza pari a 107%, un
numero massimo di iterazioni pari a 150 e un vettore iniziale 2" =
[1,1]T. Si risolva lo stesso sistema non lineare usando sempre la matrice
Jacobiana relativa al primo passo e aggiornando la matrice Jacobiana
ogni r iterazioni, ove r ¢ il pitl piccolo numero di iterazioni che permette
di ottenere la stessa soluzione con la tolleranza richiesta calcolando solo
due volte la matrice Jacobiana.

4. Siimplementi una function [a,b] = padeexp(p) che restituisce i coef-

26
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ficienti dell’approssimazione razionale di Padé (7.5) (con p = q) per la
funzione esponenziale.



Parte 1

BVPs
(Problemi ai limiti)

28



Capitolo 9

Introduzione

Consideriamo il seguente problema ai limiti (boundary value problem)

u'(x) = f(w,u(z), W' (z), € (a,b)
u(a) = u, (9.1)

ove u(x) € R. Le condizioni ai bordi sono di Dirichlet quando viene prescritto
il valore della soluzione u(z) e di Neumann quando viene prescritto il valore
della derivata della soluzione u/(x). Si possono avere anche condizioni miste,
ad esempio

u”(x) = f(l', u(x),u/(:v)), T € ((L, b)

u(a) = u,

u'(b) = w,

Quando i valori prescritti sono nulli, si parla di condizioni omogenee.

29



Capitolo 10

Differenze finite

10.1 Differenze finite centrate del secondo or-
dine

Siau € C¥([a,b]) ex; =a+ (i —1)h, 1 <i < m, h = (b—a)/(m—1).
Sviluppando in serie, si ha

h? h3
w(zip1) = u(x;) + hu'(x;) + ?u"(xi) - EU(?’) (%)
h? h3
w(zi_1) = u(x;) — hu'(x;) + ?u”(a:i) - Eu(g)(fi)
da cui
(@) = Ay — 70 = W) —wl@Te) o
’ Lo 2h !
ove Ti(l) = %u@ (z;) & Verrore locale (u® (%) + u®(%;) = 2u®(,), per

un opportuno &;, per il teorema dei valori intermedi). Analogamente, sia
u € C*([a,b]). Si ha

/ h? " h? (3) ht (4) (4
u(@i) = u(®i) + hu'(zi) + Su(@i) + u (@) + 5 pu ()
h? h3 h*
w(wiot) = u(x;) — ha'(z;) + —u"(z;) — —u® (2;) + —u@ (&)
2 6 24
da cui
V) — Aty @ _ M) =20 Fulr) o
7 h2 7
ove TZ»(2) = }f—;u(‘g (Z;). Queste approssimazioni della derivata prima e seconda

di chiamano differenze finite centrate del secondo ordine. 1l termine “cen-
trate” si riferisce al fatto che i punti x; sono equispaziati e si usano i valori

30
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della funzione u(x) in uno stesso numero di punti a sinistra e a destra di z;
per ricavare un’approssimazione delle derivate. Il termine “secondo ordine”
si riferisce al fatto che l'errore locale € proporzionale alla seconda poten-
za del passo di discretizzazione h. Ovviamente sono possibili altri tipi di
approssimazione, basati su nodi non equispaziati, non centrate e di ordine
diverso.

Una volta scelto il tipo di discretizzazione, invece del problema originale
(9.1) si risolve il problema discretizzato

Au; = f(zg,us, Aug), 2<i<m-—1

U1 = Ugq
Uy, = UWp
nell'incognita uy, = [uy, g, - - ., U1, U T -

10.2 Convergenza per un problema modello
Consideriamo il seguente problema modello (elasticita della trave)

—u"(x z € (a,b)
u(a) = u, (10.1)

~—
+
2
8
~—
=
¥
I
2
8
~

con ¢, f € C%[a,b]), ¢(x) > 0 per x € [a,b]. La funzione ¢(z) dipende dal
materiale di cui e fatta la trave e f(x) ¢ la densita di carico trasversale. La so-
luzione u(x) rappresenta il momento flettente. Vogliamo studiare 1’esistenza,
I'unicita e la regolarita della soluzione analitica.

10.2.1 Unicita

Se uy(z) e uz(x) sono due soluzioni di (10.1), allora z(x) = uy(x) — us(x)
soddisfa il problema omogeneo

—2"(x) + q(x)z(x) =0, =z € (a,b)

(

2(a) =0 (10.2)
z(b) =0

Proposizione 1. Se z(x) ¢é soluzione di (10.2), allora z(x) = 0.
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Dimostrazione (metodo dell’energia). Moltiplicando 'equazione per z(z) ed
integrando si ha

0— /ab ()2 (x)de + /abq(x)z(x)ng; —
= [ (2)2(2)]% + /ab 2 (x)*dx + /ab q(z)z(z)*dr =
= /ab 2 (z)*dx + /abq(x)z(:c)zdx

Poiché le funzioni integrande sono non negative, si ha che deve essere neces-
sariamente z(z) = 0. O

Dunque, u(x) = ug(x).

10.2.2 Esistenza

Sia z(x) = ¢121(x) + c229(2) la soluzione generale di —z"(x) + ¢(z)z(x) = 0.
La soluzione di (10.2) si ottiene imponendo

c1z1(a) + cpze(a) =0
C121 (b) + CQZQ(b) =0

Poiché sappiamo che z(z) = 0 ¢ 'unica soluzione, si ha che la matrice

[l )

€ non singolare.

La soluzione generale di —u"(z) + q(z)u(z) = f(z) € u(r) = c121(x) +
caz2(x) + s(x) (s(x) soluzione particolare). La soluzione di (10.1) si ottiene
imponendo

c1z1(a) + cozo(a) = u, — s(a)
c121(b) + c222(b) = up — s(b)

cioe risolvendo un sistema lineare non singolare che ammette dunque (unica)
soluzione.

Si ¢ costretti a ridursi ad un problema modello perché problemi ai limiti
anche molto semplici possono non avere soluzione: si consideri, per esempio,
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La soluzione generale ¢ ¢; cos(x) + ¢ sin(z), ma non ¢ possibile imporre le
condizioni al bordo.

10.2.3 Regolarita
Proposizione 2. Se ¢, f € C*([a,b]), allora u € C**2([a, b]).

Dimostrazione. Se q, f € C°([a,b]), poiché la soluzione u esiste, u” ¢ definita
in ogni punto = € [a,b], e dunque v’ esiste (ed ¢ derivabile). Quindi u €
C%([a,b]) e quindi " € C°[a,b]). Dunque u € C*([a,b]). Sia vero adesso
'enunciato per k e siano ¢,g € C*™([a, b]): poiché anche u € C**1([a,b]), si
ha u” € Ck*1([a,b]) da cui u € C*3([a, b)). O

Ci occupiamo adesso di analizzare la convergenza del problema discretiz-
zato mediante differenze finite centrate del secondo ordine, che si scrive

Uip1 — 2U; + Uiy
12

U = Uq

+aqu,=fi, 2<i1<m-—1

Uy, = Up

ove ¢; = q(z;) e fi = f(z;).

10.2.4 Consistenza

Se si sostituisce u; con la soluzione analitica u(z;), si ottiene

Cu(@in) — 2u(y) + u(wiog)
12
u(zy) = ug

u(Tm) = up

+ q(z)u(z;) — f(z;) = —Ti(2), 2<i<m-—1

da cui si deduce che il metodo numerico € consistente di ordine 2. Il sistema

lineare da risolvere per trovare uj, = [t1, Us, .. ., Up—1, Up|® &
! 0 01 [ w ] [ua/h?]
1 24 gh? -1 0 0| | w, f,
100 -1 2+¢h -1 0 Hluw | | B
W2 . ol | | |
0 . 0 —1 24 qnh® —1| [Um— Jm-1
0 0 0 1 | um | [w/h?]
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e puo essere semplificato in

M2+ goh? -1 0 0
. u2 f2 +Ua/h2
—1 2+Q3h2 —1 0 : us3 I3
L 0 0 . ) )
h2 . ) ) . -
0 . c. t. c. 0 X .
5 Um—2 fmf2
0 -1 2+ gm-2h -1 Um —1 Gm—1 + up/h?
L 0 0 -1 2 + gm_1h?]
cioe
Ahuh = fh (103)

10.2.5 Esistenza ed unicita

Proposizione 3. [l sistema lineare (10.3) é non singolare e dunque ammette
un’unica soluzione.

Dimostrazione (metodo dell’energia discreto). Dato z = [29,23,..., 2m_1]",
consideriamo il prodotto zT A, z. Si ha

1
2T Az = ﬁ[(Z + oh?) 25 — 2923 — 2320 + (2 4+ qsh?) 25 — 232y + ..+
o= Zme1Zme2 + (2 @ h?) 22 ] =
1
= ﬁ[zg + (22— 28)" + (23— 20)" + .o+ (2m-2 — 2m-1)” + 2]+
m—1
+ > 4zl >0

Il
)

i

Poiché si ha una somma di elementi non negativi, I'uguaglianza a 0 si puo
avere solo quando tutti gli elementi sono nulli e quindi per solo per z nullo.
Dunque la matrice A;, e definita positiva e quindi non singolare. O

10.2.6 Proprieta di A4,

Ay, € una matrice simmetrica e diagonalmente dominante. E possibile usare
i metodi iterativi, semi-iterativi e diretti senza pivoting per la soluzione del
sistema lineare. Inoltre, ¢ una M-matrice, cioe i suoi elementi extra-diagonali
sono non positivi e la sua inversa ha elementi non negativi.



10.2. CONVERGENZA PER UN PROBLEMA MODELLO 35

10.2.7 Stabilita

Consideriamo due soluzioni relative a dati perturbati f, e f4. Si ha

Apty, = fh
Aptiy, = fn
da cui
(an — n) = Ay (fo — fn)

Se si vuole che le perturbazioni sui dati non si ripercuotano in maniera di-
struttiva sulle soluzioni, occorre che la matrice A;l sia limitata in norma
indipendentemente da h, in particolare per h — 0. Consideriamo la matrice
Ap 4—o corrispondente alla stessa discretizzazione nel caso ¢(x) = 0. Si ha
A — Ap gm0 = diag(qa, - - -, gm-1) > 0. Allora

Af_z,}lzo - Afjl = A;,;:O(Ah - Ah,q:O)Aﬁl >0

perché Ay, ,—o e Aj sono M-matrici. Allora A,;l < A,;}FO. Osserviamo poi
che Ay'[1,...,1]" & la soluzione discreta (approssimata) di

~
I
—_

—’U”(]J

la cui soluzione analitica ¢ v(z) = (z — a)(b — x)/2. Poiché v®(x) = 0, cosi
& per v® e dunque lerrore locale, per questo problema, ¢ 0. Dunque

4R g=olloe = 1R g0l 1] oo = _max v =
(b—a)?
Z.:gfl'f‘fgn{lv(iﬂz) - fel[%,)g]v(x) - 8

e poiché || A, o < ||A,;;:0||OO, si ha la maggiorazione richiesta.

10.2.8 Convergenza

Definiamo e, = [eapn, .-\ em_14]" = [uan — w(@2),. . Um—1h — w(@m_1)]" .
Poiché
Ah[uz,h, . ;umfl,h]T = fh

Aplu(zs), ... ,u(xmfl)]T = - 7_}52)
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ove 7',52) = [7'2(2,3, e ,rf,fll,h]T, si deduce e;, = A,;lTh. Combinando i risulta-

ti di consistenza e stabilita, si ottiene, per il problema (10.1) discretizzato
mediante differenze finite centrate del secondo ordine,

(b—a)*h?
Gl e,

fenlle <

e dunque l'errore ¢ proporzionale a h?, posto che u € C*([a, b]).

10.3 Differenze finite non equispaziate

Dati tre nodi x; 1, z;, x;11, con h; 1 =x; —x;_1 ¢ hy = x;4.1 — x;, si ha

h? h3
w(wis) = u(z;) + hiu'(x;) + ?Zu”(a:i) + E’u(?’) (z;) + O(h})
h? h3
w(zi 1) = u(x;) — hi_qu'(z;) + %u”(m‘i) — %u(?’) (z;) + O(hi )
da cui
oy ulin) —u(wion) B —RE o B R g
wle) = == — LA GO e L DR

+ O(max{h;_y, hi})

Se h;_1 e h; non differiscono troppo (precisamente, se la loro differenza
¢ O(max{h? ,,h?})), allora I'approssimazione con il rapporto incrementa-

le centrato ¢ di ordine O(max{h? ;,h?}). Analogamente, si pud costruire

un’approssimazione della derivata seconda

w(wip)—u(x:)  u(@i)—u(zi—1)
hi hi—1
hi—1+h;
2

ul/(ng) ~

La matrice corrispondente all’approssimazione mediante differenze finite di
ordine due della derivata prima con griglia non equispaziata ¢ (senza tener
condo delle condizioni ai bordi)

- 1 * * * * * * - q
u'(x1) - 0 1 0 0 u(y)
u'(z2) hi+ha hi+hs u(xs)
' (3) 0 = 0 L u(z3)

ha+hs

hm—2+hm—1 0 hom—2+hm—1
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Dati i nodi x (vettore colonna di lunghezza m), & possibile costruire il vettore
(1, b, ... hymoq]t con il comando h=diff(x). Allora la matrice, a meno
della prima e dell’ultima riga, puo essere costruita, direttamente in formato
sparso, con i comandi

>d=1./(h(1:m-2)+h(2:m-1));
> spdlags([['d,O;O],[O§O,d]],['1,1] ’m,m)

La costruzione della matrice relativa alla derivata seconda ¢ analoga. Nel caso
di griglia equispaziata, di passo h, le matrici relative alle approssimazione
della derivata prima e seconda possono essere costruite con i comandi

> toeplitz(sparse(1,2,-1/(2%h),1,m),sparse(1,2,1/(2xh),1,m));
e
> toeplitz(sparse([1,1],[1,2],[-2/h"2,1/h"2],1,m));

rispettivamente.

10.4 Condizioni di Dirichlet

Se vengono prescritti i valori u(a) = u, o u(b) = uy, conviene discretizzare,
in un primo momento, il problema ai limiti senza tener conto delle condizioni
al bordo. Per esempio, la discretizzazione del problema ai limiti

u'(z)=1, xz€ (a,b)

u(a) = uq
u(b) = uy
diventa
-2 1 0 0 -+ 07 [ w 7 17
-2 1 0 - 0 Ug 1
Lo o . |
e P : :
o -~ 0 1 -2 1 Upp—1 1
Lo -~ 0 0 1 =21 [ up | | 1]
Poi, si correggono le equazioni relative ai nodi al bordo
1T 0 0 0 --- O] [ u T [, |
1 -2 1 0 --- 0 Us 1
1o - . . . : . e
2 - =
0 -+ 0 1 =2 1| [Upn_ 1
0 -~ 0 0 0 1] [ upm | uy, |
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In questo modo, pero, la simmetria della matrice viene persa. Pertanto, non e
piu possibile applicare gli appositi metodi per la risoluzione di sistemi lineari
simmetrici. Un metodo numericamente equivalente ¢ quello di modificare i
soli elementi diagonali della prima e dell’'ultima riga inserendo un numero
molto grande

(M 1 0 0 -+ 07T w T "Mu,
1 -2 1 0 - 0 Us 1
1o - . : : - )
o -~ 0 1 =2 1 Uppp—1 1

1o -~ 0 0 1 M] [ up | | My,

10.5 Condizioni di Neumann

Se vengono prescritti i valori della derivata prima u'(a) = u), o v/(b) = uj,
e necessario approssimare la derivata prima con uno stencil non simmetri-
co, eventualmente con ordine di approssimazione minore. Per esempio, la
discretizzazione del problema ai limiti

u'(x) =1, xz€ (a,b)

u'(a) = u
u(b) = uy
potrebbe essere
-1 1 0 0 - O] [ o ] ! /h7]
1 -2 1 0 --- 0 Us 10
110 : us |
L ol
o -~ 0 1 =2 1| [Un 1
| 0 0 0 0 1_ | U, | _ub/hQ_
Volendo miglior accuratezza, si puo usare
39 L0 . 0 [ 1 [/
1 -2 1 0 - 0 Us 0
110 . -0 a0 el uz | :
h2 0 : B
0O -~ 0 1 =2 1| |Um- 0
0o -~ 0 0 0 1 | Um | | uy/ ]
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Infatti lo stencil in avanti [—3,4, —1]/(2h) produce una approssimazione del
secondo ordine in h della derivata prima.

Un altro modo per avere ordine di accuratezza due (e che si puo usare
anche con i problemi parabolici, vedi paragrado 22.2.1) ¢ quella di introdurre
una variabile fittizia ug &~ u(a—h) da porre uguale a us —2hu!, ~ u(xs)—2hu,
(in modo che (ug — ug)/(2h) = wu)). In tal modo, la discretizzazione della

derivata seconda nel primo nodo diventa
wo o Uo—2up +up uy — 2huy, — 2uy +uy  2up — 2uy — 2hu,
W)~ = = E - E

e la prima riga del sistema u”(a) = 1 viene discretizzata da

2’LL2 — 2U1 2u!
i e | a
2 L

10.6 Un esempio: ’equazione della catenaria

Consideriamo 'equazione della catenaria

u(x) =a\/1+u(x)?, xe(—1,1)

u(—1) =1
u(l) =1
La discretizzazione mediante differenze finite centrate del secondo ordine e
T _ . -
" L ()
A ' —a : =b
P R

1



40 CAPITOLO 10. DIFFERENZE FINITE

Si tratta dunque di risolvere il sistema non lineare

Flu)=Au—ay/1+ (Bu)2—-b=0

ove
1 0 0 0 07 0 0 0 0 0]
1 -2 1 0 0 -1 0 1 0 0
1 |o 110
A= — B=—
N T 2h | g
0 - 0 1 -2 1 0 -~ 0 -1 0 1
0o -~ 0 0 0 1] (0 - 0 0 0 0

eb=[1/h?—a,0,...,0,1/h* —a]". Lo jacobiano di F'(u) ¢

J(uw) = A—aD(w)B, D= (dy(u), dy(u)=1 /1t (Bup = °
0, 1 #£ ]

In generale,

JF(u, Bu) = Au — f(u, Bu) = A —diag{ fu(u, Bu)} — diag{ fu(u, Bu)} B

10.7 Norme

Data una funzione u(x) e due diverse discretizzazioni su nodi equispaziati
(1 ey U] &~ [w(T1), o w(Tn)] € [, . W] & [u(y), .. u(@)], {24 C
la,b], {Z;}; C [a,b], non ha molto senso confrontare gli errori ||[u(z;) —
U, u(Za) — o, u(@n) — |2 € [[[u(@1) — @1, y(22) — da, . .., w(dy) — w]||2-
Si preferisce usare la norma infinito, oppure la norma ||v||2\/% , che risulta
essere una approssimazione mediante quadratura con formula dei rettangoli
della norma in L? di u(z).

Se si devono invece confrontare tra loro le due discretizzazioni, occorre
che i nodi siano “intercalati”.
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Metodo di shooting

E possibile trasformare il problema (9.1) in un sistema differenziale del primo
ordine
y'(t)=F(ty(t), te (]

tramite il cambiamento di variabili t = =z, yi1(t) = wu(x), y(t) = (),
Flt,y@) = [y2(t), fF(t,yi(t), y2(t)]*. Per quanto riguarda le condizioni ini-
ziali, mentre quella per y;(t) ¢ yi(a) = u,, quella per yo(¢) non ¢ definita. Si
puo allora introdurre un parametro s € R e considerare la seguente famiglia
di problemi ai valori iniziali

y'(t) = f(tyt), te(ab]
y1(a) = u, (11.1)
ys(a) = s

Dato s, il sistema sopra puo essere risolto con un opportuno metodo per
problemi ai valori iniziali. Poiché s ¢ il valore della derivata prima di u(x), tale
metodo di risoluzione prende il nome di shooting. Chiamiamo y;(t | y2(a) = s)
la prima componente della soluzione. Si dovra ovviamente trovare § tale
che y1(t | y2(a) = §) = u(x), t = x € [a,b]. In particolare, dovra essere
y1(b | y2(a) = §) = up. Introduciamo allora la funzione

F(s) =y(b | y2(a) = s) —up

Si tratta di risolvere l'equazione (in genere non lineare) F(s) = 0.

11.1 Metodo di bisezione

Dati due valori s1 e so per cui F'(s1)F(sy) < 0, € possibile applicare il metodo
di bisezione per trovare lo zero di F(s). Poiché la soluzione di (11.1) &

41
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approssimata a meno di un errore dipendente dal passo di discretizzazione
temporale, la tolleranza richiesta per il metodo di bisezione dovra essere
(leggermente) inferiore a tale errore.

11.2 Metodo di Newton

Per applicare il metodo di Newton, & necessario calcolare F’(s). Definiamo
a tal scopo

o(e) = Sule | (@) = 5) = Snlt | () =)

Derivando rispetto a s nel problema ai limiti

u'(z) = f(z,u(x),u'(x)), z € (a,b)

u(a) = u,
u'(a) =s
si ha 0 )
oot (@) = o f(a,u(), ' (z))

da cui, scambiando 'ordine di derivazione

V() = fulz,u(x), o' (z))v(x) + fu(z, u(z), v () (z), =€ (a,b)

Per quanto riguarda le condizioni iniziali per v(x), si ha

v(a) = %u(a | w/(a) = ) = lim u(a | w'(a) :S+h;z_U(a | w'(a)=s) _
:;lliﬂ%uahuazo | | | |
v’(a):%u’(cwu’(a)zs):}lg%u(a‘u(a)—s+h})L—u(a|u(a)—5) ~

Dunque, per calcolare F'(s) = v(b) occorre risolvere il sistema variazionale
(lineare in v(z))

V(@) = fulw,u(z), o' (z)v(z) + fulz,ulz),v'(z))v'(z), = € (a,b)

v(a) =0
Vv'(a) =1
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In conclusione, per calcolare la coppia F'(s) e F’(s) in un generico punto s,
occorre risolvere il sistema differenziale del primo ordine ai dati iniziali

;

i (1) = y2(t)
Yo(t) = f(t, p1(t), 9(2))
y3(t) = yu(t)
Yu(t) = fou (6 90(t), y2(8)ys(t) + fyo (t, y1(t), ya(t))ya(t)
yi(a) = u,
ya(a) = s
ys(a) =0
[ ya(a) =1

fino al tempo ¢t = b. Quindi F(s) = y1(b) e F'(s) = y3(b). Poiché le equazioni
per yi(t) e y5(t) non dipendono da ys3(t) e y4(t), ¢ possibile disaccoppiare le
prime due componenti dalle seconde due.

Una semplificazione del metodo di Newton che non richiede il calcolo di
F'(s) e il metodo delle secanti.

11.3 Problema ai limiti con frontiera libera

Un caso particolarmente interessante per I'applicazione del metodo di shoo-
ting & quello a frontiera libera (free boundary)

u'(z) = f(z,u(z), W' (x)), =€ (sb)

Z,((S;;aﬁ (11.2)
u(b) = up

ove i valori di u e di u' sono assegnati in un punto incognito s, s < b. La
funzione di cui si deve trovare lo zero e, in questo caso,

F(s)=ub | u(s) =a,u'(s) =) —u

(scriveremo F'(s) = wu(b | s) — up per brevita). Dati due punti s; e s, tali
che F(s1)F(s2) < 0, l'applicazione del metodo di bisezione non presenta
difficolta. Per quanto riguarda il metodo di Newton, il sistema variazionale
per

v(x)=£u(x\S)Z}lliir(l)u(x‘erh})L_“(ﬂS)



44 CAPITOLO 11. METODO DI SHOOTING

e analogo al caso precedente. L’unica diversita e data dalle condizioni iniziali
(in s). Si ha
. u(s|s+h)—u(s|s)
=1
vls) = Jim h

Ora, u(s | s) = a. Poi

u(s | s+h)=u(s+h|s+h)—hu(s+h|s+h)+0O(h?) =a—h3+O(h?)

Dunque, v(s) = —f. In maniera analoga
. u(s]s+h)—u(s]|s)
/ o o
(s) = lim / — '(s)

ove il valore u”(s) si ricava dal problema (11.2).



Capitolo 12

Equazione di Poisson

Di particolare interesse e I'equazione di Poisson
—Vu(z) = f(z), x€QCR?

ove V2 ¢ l'operatore laplaciano definito da

vQ—i 82

2
x
k:18 :

L’equazione ¢ solitamente accompagnata da condizioni al bordo di Dirichlet
o di Neumann.

12.1 Equazione di Poisson bidimensionale

Analizziamo numericamente in dettaglio il caso d = 2 (x = (x,y)) e Q =
[a,b] x [c,d].

12.1.1 Condizioni al bordo di Dirichlet

Consideriamo dapprima il caso con condizioni al bordo di Dirichlet. Dunque

(—Vu(z,y) = fz,y), (2,9) € [a,b] x [¢,d] C R?
u(a,y) - Da(y)

\

con le necessarie condizioni di compatibilita ai vertici. Introduciamo una
discretizzazione x; = a + (i — 1)hy, i = 1,2,...,my, hy = (b—a)/(m, — 1)
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eyj=c+ (G —Dhy,, j=1,2,....my, h, =
infine la discretizzazione di u(x,y) definita da

CAPITOLO 12. EQUAZIONE DI POISSON

U, ~ U(l‘z‘,yj);

di cui si vede un esempio in Figura 12.1.

(d —¢)/(my — 1). Introduciamo

k=(j— )mg +i

La matrice di discretizzazio-

Uu13 U4 U1s
Ug U1o U1
Us Ug (V24
U1 U9 us

U16

U2

usg

Uy

Figura 12.1: Numerazione di una griglia bidimensionale

ne alle differenze finite centrate del secondo ordine, senza tener conto delle
condizioni al bordo, e data da

A=Ty @A+ Ay & L,

ove ® indica il prodotto di Kronecker e

2 —1 0 07 2 —1 0 0
—1 2 —1 0 —1 2 —1 0
1 0 ' 0 1 0 0
Ae =15 Ay =15
0 0 0 0
0 —1 —1 X 0 —1 2 —1
0 0 -1 2 0 0 —1 2

ove A, € Rm=>™s ¢ A, € R™*™v . Poi, le righe di indice, diciamo k, cor-
rispondente ad un nodo al bordo vanno sostituite con il vettore della base
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canonica ey, diviso per k2 + h2. Il termine noto & [by, by, ..., bym,] ", ove
(f(xi,y;) se (x;,y;) ¢ un nodo interno, k = (j — 1)my + i
%‘J(ryffz) sex;i=a, k= —1)m,+1
by, = %bfrygi sex; =0b, k= (]—1)mm+z
%ﬁlg sey;=c, k= (—1)m,
\%‘i&g sey; =d, k= (j—1)m,

Alternativamente, si puo sostituire il solo termine diagonale delle righe cor-
rispondenti ad un nodo al bordo con un coefficiente M/(h2 + h2), M > 1
e moltiplicare per M il corrispondente elemento nel termine noto. Questa
procedura permette di assegnare, di fatto, le condizioni al bordo di Dirichlet,
mantenendo la matrice A simmetrica.

In GNU Octave, la corretta numerazione dei nodi avviene con i comandi

> x = linspace(a,b,mx);
> y = linspace(c,d,my);
> [X,Y] = ndgrid(x,y);

e la costruzione della matrice A tramite il comando kron.

12.1.2 Condizioni al bordo miste

L’equazione di Poisson non puo essere accompagnata solo da condizioni al
bordo di Neumann, altrimenti la soluzione ¢ indeterminata. Consideriamo
allora il seguente problema con condizioni al bordo miste

(—Viu(z,y) = f(z,y), (2,9) € [a,0] x [c,d] CR?
u(b,y) = Dy(y)
u(z,c) = D.(x), D.(b) = Dy(c)
_gu< ) Na(y) T =a, C<y<d
\ g—Z(x,y) = Ny(z), y=d, z<b

La matrice di discretizzazione alle differenze finite centrate del secondo ordine
¢ data da

A=TIn @A+ Ay @ I,
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ove
2 -2 0 07 2 -1 0 0
-1 2 —1 0 -1 2 —1 0

1 0 ' 0 1 0 0

Ay = — Ay = —

h2 h2
0 0 0 0
0 —1 2 —1 : 0 -1 2 -1
0 0 -1 2] 0 0 —2 2

Poi, le righe di indice, diciamo k, corrispondente ad un nodo al bordo su cui
sono prescritte condizioni di Dirichlet vanno sostituite con il vettore della
base canonica ey, diviso per h? + h;. La riga di indice m,, corrispondente al
nodo di bordo (a, ¢), va sostituita con

1 1
[0,...,0,1]®ﬁ[—2,5,—4,1,0,...,0]+ﬁ[0,...,0,—2,2]®[1,0,...,0]
x Yy

(si puo verificare che lo stencil [2, —5,4, —1]/h? & un’approssimazione al se-

condo ordine della derivata seconda). Il termine noto ¢ [by,bs, ..., bym,]",
ove
(f(xi, Yj) se (z;,y;) € un nodo interno, k = (j — 1)my, + ¢
fé’féé sex; =b, k=(j—1)m,
b = %cf,;g) sey;=c k=(j— l)m
i y) + 25 sew = a, k= (j - Dm, +1, j#l j#my
\f(xi,yj)—l—%f’) sey;=d, k= (j—1)my+1,1#m,



Capitolo 13

Metod1 variazionali

13.1 Formulazione variazionale di un proble-
ma modello

Consideriamo il seguente problema ai limiti (equazione di Poisson)

{—u”(x) = f(z), x€(0,1)

u(0) =u(l)=0 (13.1)

con f € C°([0,1]). Introduciamo il seguente spazio lineare:
V = {v: v € C%[0,1]), v’ continua a tratti e limitata, v(0) = v(1) = 0}

e il funzionale lineare J: V — R dato da
1
‘](U) = §(U,7U/) - (fv U)

ove

(v, w) = /01 v(x)w(x)dx

Teorema 2 (Formulazione variazionale). Se u ¢ la soluzione del proble-
ma (13.1), allora
(W', v") = (f,v), YveV (13.2)

e, equivalentemente,
Ju) < Jw), YwveV (13.3)

Dimostrazione. Sia u soluzione di (13.1). Allora, per ogni v € V,

[ =@t = [ s = o
49
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Integrando per parti,

poiché v(0) = v(1) = 0.
Sia adesso u € V soluzione di (13.2) e w = v — u, per v € V. Allora
weVe

J() = J(u+w) = %(u’+w’,u’+w’)—(f,u+w) =

1 o oo 1 oo
:5(U,U)+(U,w)+§(waw)_(f7u)_(f7w)ZJ(U)

perché (v, w') — (f,w) =0e (w',w") > 0. Dunque J(u) < J(v).
Sia infine u € V soluzione di (13.3). Allora

J(u) < J(u+ev), Ve, YoeV

Allora ¢(e) = J(u + ev) ha un minimo in € = 0 e dunque ¢’(0) = 0. Poiché

2

U(E) = )+ o)+ S0) = (o) = 2(f,0)

si ha
0 :w/<o> _ ll_{% (5) ;2/}(0) _ ll_{% (UI,UI) + %(,017@/) B (f, ’U)] _
= (u',0") = (f,v)

Abbiamo dunque dimostrato le seguenti implicazioni
(13.1) = (13.2) & (13.3)

Per quanto visto per il problema modello (10.1), la soluzione di (13.1) esiste
ed ¢ unica. Dunque, essa ¢ soluzione anche di (13.2) e (13.3). Ci sono per
caso altre soluzioni di (13.2)7 No: se uj e uy sono due soluzioni, allora

(U] —ug,v) =0, YveV

e in particolare per v = u; — us. Dunque

[ ) - s =o
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e quindi u}(z) — ub(z) = (u1(x) — us(z))’ = 0. Pertanto u; — us & costante e
siccome w3 (0) — uz(0) = 0, allora uy (z) — ug(z) = 0.

La soluzione di (13.1) si chiama soluzione forte del problema (13.1), men-
tre la soluzione di (13.2) (o, equivalentemente, di (13.3)) si chiama soluzione
debole del problema (13.1). Perché soluzione debole? Se u e soluzione di
(13.2) e u € C?*([0,1]), allora 0 = (v — f,v) = (—u” — f,v) per ogni v € V.
Poiché u” 4 f & continua, si deduce —u"(z) = f(z) per 0 < x < 1.

Le formulazioni variazionali (13.2) e (13.3) del problema (13.1) sono in
realta le piu “fisiche”: pensando al problema della trave, esse permettono di
descrivere anche il caso in cui il carico f(z) non sia continuo (ma, per esempio,
applicato in un solo punto). Basta infatti che sia possibile calcolare (f,v),
v € V e dunque basta, per esempio, che f sia continua a tratti. Quindi, in
generale, ¢ possibile come modello per un fenomeno fisico la sola formulazione

debole.

13.1.1 Metodo di approssimazione variazionale

Prendiamo un sottospazio V}, di V' di dimensione finita. Si cerca allora u, €
V), tale che
(un,vn) = (f,on), Von €V (13.4)
(metodo di Galerkin) ove, per brevita, (up,vy) = (u},v}), 0, equivalente-
mente
J(up) = v;illelth J(vp)
(metodo di Ritz).

Teorema 3. [l problema (13.4) ha un’unica soluzione.

Dimostrazione. Sia {¢;}72, una base di V},. Allora

up(z) = Zuﬂba‘(w)

e il problema (13.4) si riscrive, per i = 1,2,...,m,
1 m / m
/ up, ()¢ (x)de = (Z u;;, asi) =¥ (95, 0)'w; = Auy, = (f, )
0 j=1 j=1

ove A = (a;;) = (¢, ¢;). Calcoliamo ora uj Auy. Si ha

UEAU}L = Z U; <Z<¢Z’ (bj)/uj)
=1

j=1
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da cui, per la linearita del prodotto scalare,

up, Aup, = (Zui@(a:),zujcﬁj(a:)) :/0 (ZUW;(Q?)) dz >0

e I'unica possibilita per avere 0 & che u,(z) sia nullo. Dunque, A & definita
positiva. O

La matrice A, che risulta essere simmetrica e definita positiva, si chiama
matrice di rigidezza (stiffness matriz) e il vettore (f,¢;) vettore di carico
(load vector). Vale poi il seguente risultato:

Teorema 4. Se u ¢ soluzione di (13.2) e up, di (13.4), allora

_ < o /
Ju = unll < inf flu =]

ove [|" = /(:,-)".
Dimostrazione. Dalle uguaglianze

(u,v) = (f,v) Vv eV e, dunque, Yv €V},
(un,vn) = (fyvn) Yon, € Vi

si ricava ((u — up), wy)" = 0 per ogni wy, € Vj. Dunque

(u—up,u—up) = (u—up,u—v, +v, —up) = (u—up,u—uvy) <

< [lu = unl|'lJw — vall’
(per la disuguaglianza di Cauchy—Schwartz) da cui
lu—upl < Ju—wl', Yo, €Vy
e quindi la tesi. O

Per definizione, uy, ¢ allora la proiezione ortogonale della soluzione esatta
u sul sottospazio V}, tramite il prodotto scalare (-,-)".

La scelta di V}, caratterizza il metodo. Da un lato bisogna considerare
la regolarita della soluzione richiesta. Dall’altro la difficolta di assemblare la
matrice di rigidezza e di risolvere il sistema lineare.
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Stabilita e consistenza
La consistenza del metodo di Galerkin discende da
(U’a Uh)/ = (f7 Uh)a \V/Uh S Vh

(il metodo si dice fortemente consistente).

Per quanto riguarda la stabilita, cominciamo ad osservare che se wuy
soddisfa (13.4), allora

<2

/01 2zup (z)u), (x)dx /01 up (x)uy (x)dz| < 2/ (up, up)r/ (), u})

per la monotonia degli integrali (x < 1 in [0,1]) e la disuguaglianza di
Cauchy—Schwartz e

/01 2zup(v)uy(z)dr = /01 zu}(z)dr = ui(m)x‘; — /01 W2 (z)dx

da cui

(wn, un) < 20/ (un, un)y/ (uhy, ) = 28/ (uny un) v/ (un, up)’
V (uny un) < 2|upll’

Poiché u;, soddisfa, in particolare,

(up, Uh)/ = (f,un)

si ricava, suppondendo f a quadrato sommabile,

lunll® < V/(F, £V (s un) < 28/(f, F)llunll
Junl" < 2+/(f. f)

Si conclude osservando che w;, — 1, soddisfa

(i, — Gn,vn) = (f — foon), Vo, €V,

cioe

da cui

ove

(
(

), \V/Uh eV
), V"Uh c Vh

(ﬂh)vh), - .f) Up
= f?vh

('lALh, Uh)/

e pertanto

i — il <20/ (F = f, 7= )
e cioe che piccole variazioni sui dati producono piccole variazioni sulle solu-
zioni.
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Metodo degli elementi finiti (FEM)

Introduciamo una discretizzazione dell’intervallo [0, 1] a passo variabile, come

in Figura 13.1 Lo spazio V}, ¢ generato dalle funzioni di base {¢; };":—21, le quali
¢ -1 9; Gjn
iy oy Rty et
T T Tj—2 Tj-1 Ty Tjt1 Tm

Figura 13.1: Hat functions

sono definite da

r— T
Ty <a <
hj_1
() = Tjy1 — T
¢;() U r; <x < Tjin
J
0, altrimenti
e
(1
y Ti1 < T < Ty
hj—l
! — 1
J
L 0, altrimenti

Tuttavia, per permettere la trattazione di problemi con differenti condizioni
al bordo, consideriamo anche

To — X
, 11 S < g
¢1 (1') = h]
0, altrimenti
e
L <z <
-7, I X T
@) ={
0, altrimenti
e
T — Tm—1

y Tme1 ST <
Om () = Pom—1 " "
0, altrimenti
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Toe1 < T < Ty,

0, altrimenti

Dunque, nell’approssimazione
m
un(z) =Y u;;(x)
j=1
i coeflicienti u; sono i valori di uy, nei nodi x;. Il problema (13.4) si riscrive

1 m 1 m xi+h;
[ sioons =3 [ =3 [ oo -

j=1
m zi+h;

= Zujaij = / f(x)gi(x)dx
=1 @i—hi—1

Siccome il supporto di ¢;(x) € [z;_1,2;11], gli unici elementi non nulli a;;
SONO Ay, Aji—1 € Qi1 = Q1. Per 1 <1 < m,

i 1 \? xith; 1\2 1 1
i = (i, i) = d —— | de= .
% = ($94) /:vi—hi_l (h“) v /r ( h,-) T - h;

i 1 1 1
QAji—1 = ¢i—7¢i,:/ - ) dr = — = Qi1
=) = T R hit !

Per ¢ =1 e i = m, si ha invece

x1+hy 1 2 1
— _ d —_
o /xl ( hl) v hy

2 1 1 1
azlz/ —— - —dr = —— =ap

o I
wm 1 1 1
Amm—1 = - : dr = — = Om—1m
! \/g;m—hml hmfl hmfl hmfl !

m 1 \? 1
Aoy, = — dox =
/zm—hml ( hml) hm—1

Per quanto riguarda il calcolo di (f, ¢;) si puo ricorrere alla formula di quadra-
tura del trapezio che risulta essere sufficientemente accurata. Si ha dunque,
per 1 <i<m,

T . zith; o
fi= (. 1) = / PR / QBRI

hi,1 hz
hi—y hi hi—1 + h;

~ f(x)
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Per i =1 e i = m si ha invece

Ty — X h
th dr ~ f(%);l

fi=(ro = [ " )

x1

o - dm— hm_

m*hm—l

Piu precisa (anche se dello stesso costo) risulta essere la formula del punto
medio: per 1 <7< m e

f= o= [ 0 e [ 0 e

hi
N Tio1+x;\ hicy i+ Tig1 ) B
() e ()

Per ¢ =1 e i = m si ha invece

B [ Ty —T 1+ 2o ﬁ
h=tro) = [t~ (M)
wm T — Tm—1 - Tm—1+ Tm hmfl
fm:(fvgbm):/xmlf(x)ﬁdx’vf( 9 ) 2
Siccome
f (1'1'1 + ili'z) _ f(@ia) + f(x) i O(hf_l)
2 2
e
o Ti—1 + hi—y
/M1 ¢i(x)dz = ¢ (T) hi-1 = 2

la formula del punto medio viene di solito sostituita da

éi(z)dz+ f(z:) +2f($i+1) x#};i(m)dx

Ti—hi—1 T

fi=(f. i) = f(xil);' f(z:) /I

per 1 <i<meda

fi=(fd1) = w/“ 1 o1 (z)dx

f@m) + f(@m) /"”’”

Om(z)de

m_hm—l
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La riga i-esima del sistema lineare risulta dunque essere (nel caso di quadra-
tura trapezoidale)

Uj—1 .
0 ... 0 — (hf_ﬁ%) ~Loo .. 0] u; | = | flay)hmath

Uj+1

e dunque uguale (per questo semplice problema modello) a quella della di-
scretizzazione con differenze finite del secondo ordine. Pertanto, € naturale
aspettarsi, sotto opportune ipotesi di regolarita, che l'errore rispetto alla
soluzione analitica tenda a zero come h*, h = max; h;.

A questo punto si risolve il sistema lineare, dopo aver opportunamente
modificato la matrice e il termine noto per imporre le condizioni al bordo
di Dirichlet. Nel caso di condizioni di Neumann omogenee, non ¢ necessaria
alcuna modifica. Infatti, la forma debole del problema e

_u’(x)gbi(x)‘;+/ol u’(x)gbg(x)dx:/Olf(x)gbi(x)dx, i=1,....m

Il primo termine ¢ naturalmente zero per 1 < ¢ < m. Non considerarlo,
cioe porlo a zero, neanche per i = 1 (i = m) significa richiedere u'(z1) = 0
(u'(x,,) = 0) visto che ¢1(z1) = 1 (¢m(xm) = 1). Nel caso di condizioni di
Neumann non omogenee (per esempio in 0), basta modificare la prima riga
del sistema secondo 'equazione

13.1.2 Estensione al caso bidimensionale

Tutto quanto detto si estende, in particolare, al caso bidimensionale. Si deve
usare la formula di Green

/ Vu(z)v(x)de = / Vu(x) - Vo(x)de + /aQ v(s)Vu(s) - v(s)ds

ove v(s) ¢ il versore esterno normale a 0f).

13.2 Metodi spettrali

Sia

T) = Z%’%’(w)
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L’indice algebrico di convergenza ¢ il piu grande k tale che
lim |u;]j* < +o0
j—00

Se tale limite e finito per ogni k, allora la serie si dice convergere esponen-
zialmente oppure spettralmente. Significa che |u;| decade pilt velocemente di
ogni potenza negativa di j. Parleremo di metodi spettrali quando useremo
un’approssimazione di una serie convergente spettralmente

me

per u(x).
Consideriamo un sistema {¢,}; ortonormale rispetto al prodotto scalare

b
/ oj(x)pi(r)w(x)dr = dj

La formulazione di Galerkin di un problema ai limiti Lu = f, L operatore
differenziale lineare, diventa

Soi [ Lo@o@ule)ds = [ f@o@e@is, 1<i<m

Nel caso non si possano calcolare analiticamente o con formule di quadratura
esatte gli integrali, si ricorre alle formule di quadratura gaussiana a m punti,
dando origine al sistema lineare

m

> i (Z Lapj(n)¢i(zn) n) Zf (20)@i(Tn)wn, 1<i<m (13.5)

j=1

In tal caso si parla di metodi pseudospettrali. 1 coefficienti u; che si trovano
risolvendo il sistema lineare si chiamano solitamente soluzione nello spazio
spettrale. Dati i coefficienti, si ricostruisce la soluzione nello spazio fisico
> Uo;(x).

Solitamente le funzioni {¢;(x)}; sono polinomi ortonormali rispetto alla
funzione peso w(z). La soluzione u(zx), perd, potrebbe non essere efficace-
mente approssimata da polinomi, per esempio se deve soddisfare particola-
ri condizioni al contorno (tipo vanishing boundary conditions, condizioni al
bordo periodiche o altro). Puo essere utile allora la decomposizione

OEDIIHCNTE
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La formulazione di Galerkin di Lu = f diventa allora

ZUJ L(¢;(x ¢z x)y/w(r)dr /f Voi(x)Vw(z)de, 1 <i<m

Consideriamo ora un caso particolare di fondamentale importanza. Molte
proprieta risultato comuni anche agli altri metodi presudospettrali.

13.2.1 Trasformata di Fourier

Sia [a,b] un intervallo di R, m > 0 pari e fissato. Consideriamo, per ogni

Jj€Z,
ei(j—l—m/2)27r(:v—a)/(b—a)

b—a

¢;(x) =
Allora, ,
/ 6;(2)Be(@)dz = 5y (13.6)

Infatti, se j = k allora ¢;(x)¢x(x) = 1/(b — a), altrimenti
27— k)(2—a)/(b—a)

b—a

1 127r k)y
/gbj Yo (x dx—/—b (b—a)dy =0,
0 _

poiché I'integrale delle funzioni sin e cos in un intervallo multiplo del loro pe-
riodo ¢ nullo. La famiglia di funzioni {¢,}; si dice ortonormale nellintervallo
[a, b] rispetto al prodotto scalare

(&5, Dw) I/ ¢;(x) () dz

Un risultato utile ¢ il seguente

i (2)or(x) =

~—

e quindi

Zei(nfl)%r(jfk)/m =méy, 1<jk<m (13.7)

E ovvio per j = k; altrimenti

m m—1
Zei(n—l)Qﬂ(j—k)/m _ Z (eiQﬂ'(j—k)/m)" _
n=1 n=0
1 — ei27(=k) 1 —cos(2n(j — k))
T 1 _eznG-R/m | _ e2n—R)/m 0

poiché —m+1<j—-—k<m-—1.
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13.2.2 Trasformata di Fourier discreta

Sia u una funzione da [a,b] a C periodica (u(a) = u(b)). Supponiamo che u
si possa scrivere (cio ¢ vero, per esempio, per funzioni di classe C'') come

—+00

u(z) = Y ugi(x), w;€C (13.8)

j=—0c0

Fissato k € Z, moltiplicando entrambi i membri per ¢ (z) e integrando
nell'intervallo [a, b], usando (13.6) si ottiene

b b [ +oo o
/ u(z)pr(z)de :/ <Z ujaﬁj(:v)qbk(x)) dz =

j=—o00

- i U; /ab¢j($)¢k—(96)dx = uy,

j=—o00

(13.9)

Dunque, abbiamo un’espressione esplicita per u;. Analogamente si vede che

b +oo
/ lu(z)[Pdr = Z luj|> (identita di Parseval)

j=—o0

La prima approssimazione da fare consiste nel troncare la serie infinita.
Osserviamo che, definito J =Z\ {1,2,...,m},

ﬁb 2@=[§}wm>

jeJ

= /ab (Z uj(bj(:c)) (Zu—mk—(os)) do =

jeJ keJ

=D _Jul’

keJ

2
dox =

u(z) — Z w;pi(x)

Stimiamo adesso uy: si ha, per funzioni di classe C!, integrando per parti

z%—lZmﬁEﬁm——i b—a (wm u@>)+

k—1-m/227 \Vb—a Vb_a
—a b
" i(k — 1b— m/2)2n /a W' () gr(z)d =
=0 ((/{; — 1= m/2)*1)
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Se anche u/(a) = u/(b) e v’ € C!, allora, integrando ancora per parti, si
ottiene uy = O ((k —1—m/2)7%) e cosi via. Se dunque u ¢ infinitamente
derivabile e periodica (cioe tutte le derivate sono periodiche), allora u;, decade
piu velocemente di ogni potenza negativa di k.

La seconda approssimazione da fare e utilizzare una formula di quadratura
per il calcolo di wg. Riportiamo per comodita la formula di quadratura
trapezoidale a m+ 1 nodi equispaziati x,, = (b—a)y,+a, ove y, = (n—1)/m,
n=1,...,m+ 1 per funzioni periodiche f(a) = f(b):

/ab f(z)dx

Usando la (13.7), abbiamo

- (f(:m) +23 fla) + f<xm+1>> =0 )

n=2

méjk _ Z ei(n—1)27r(j—k)/m _ Z ei(j—k)27ryn _ Z ei(j—k)ZW(mn—a)/(b—a) _
n=1 n=1 n=1

moi(j—1-m/2)2n(zn—a)/(b—a) e—i(k—1—m/2)27r(xn—a)/(b—a)

(b-a) ; Vb —a b—a -
:m/ ¢;(z)pp(x)dz

= (b—a) ) &;(a)dx(zn)
n=1

cioé la famiglia {¢;};, 1 < j < m, ¢ ortonormale anche rispetto al prodotto

scalare discreto

3

(¢j7 ¢k

xn ¢k xn

Questo significa che la formula di quadratura trapezoidale a m punti e esat-
ta per le funzioni {¢;}" j,_m +1- Applicando la formula di quadratura ai
coefficienti (13.9) si ottiene

b e—i(k—1—m/2)27r(1‘—a)/(b—a)
u(z) de =

Vb—a
—\/b—a/ ((b— a)y + a)e {k-L2mygimmyqy,

b—a

m

U =

T~

T

Q

Z(u(xn)emwryn) —i(k—1)27yn :ak

n=1

ove z = (b—a)y + a.
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La funzione (serie troncata di Fourier)

m/2—1

i(x) = Z@j%’(x) = Z Uk 14m/2Pk+1+my2(T) =
Jj=1 k=—m/2
m/2-1 eik?ﬂ'(m—a)/(b—a)
= Z '&k+1+m/2ﬁ

k=—m/2

¢ un polinomio trigonometrico che approssima u(z) ed & interpolante nei nodi
x,,. Infatti, usando (13.7),

U(ry) = Z’[L]¢j(xn) =

=1

b—a & ) .
1 ( —~ Z (u(xk)elmﬂyk) e iG—1)2myx

k=1

Q

NE

ei(j—1—m/2)27r(acn—a)/(b—a)
vb—a

1 — . . o o
_ imm(k—1)/m _ —imm(n—1)/m —i(j—1)27m(k—=1)/m,i(j—1)27(n—1)/m _
- ];_1 u(zy)e e E e e

j=1

<.
Il

m

1 m ‘ o 1
_ = Zu(l‘k)el(k_n)ﬂ 261(3—1)27r(n—k')/m _ —u(wn)m _ u(xn) )
m 1 m

Jj=1

Si puo far vedere poi che

/

2
dz < 22:|uk|2

w(x) = ) i;¢;(x)

J keJ
La trasformazione
[w(zy), w(xa), ..., u(zm)]t — [G1,dg, ..., U] "
si chiama trasformata di Fourier discreta di w e wq,..., U, coefficienti di
Fourier di u. 1l vettore m - [diy, U, . . ., Gy,] T /+/b — a puo essere scritto come
prodotto matrice-vettore Flu(xy)e™™ u(zy)e™ ™2 ... u(x,,)e™ ] ove

F=(fir), f[ix= e U D2my

Alternativamente, si puo usare la Fast Fourier Transform (FFT). Il comando
fft applicato al vettore [u(xy)e™™ u(xy)e™™2, ... u(x,,)e™™]T produ-
ce il vettore m - [dy, o, . .., Um]T /v/b— a, cosi come il comando fftshift
applicato al risultato del comando f£ft applicato a [u(xy), u(xs), ..., u(zy,)].

Dati dei coefficienti 9;, 7 = 1,...,m, si puo considerare la funzione

(periodica)
> 0i05()
j=1
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La valutazione nei nodi z,,, 1 < n < m, porge

ei(j—1—m/2)27r(:cn—a)/(b—a)

ﬁn:Zﬁj@(xn):Zﬁj — =

La trasformazione

PN . 1T 22 2T
[01, 02, .., O] — [01,02, ..., Uy
si chiama anti-trasformata di Fourier discreta. Se i ©; sono i coefficienti di

Fourier di una funzione v(z), la proprieta di interpolazione comporta o, =
v(x,). Ma, in generale, non & vero che

m
() = 0;0,(x)
Jj=1
Il vettore vb — a - [01€™™1 0ye™™2 . 0,,e™™m]T /m pud essere scrit-
to come prodotto matrice-vettore F'[0y, o, ..., 0T /m, ove F' denota, co-

me in GNU Octave, la trasposta coniugata di F. Alternativamente, il co-
mando ifft applicato al vettore [0, 0s, ..., 0,] produce il vettore vb — a -
[éleim”yl,égeim”y% o ,12)meim”y’“] /m, mentre, se applicato al risultato del co-
mando ifftshift applicato al vettore [01,0y,...,0,]), produce il vettore

\/b—a~ [151,752,...,6m]/m.

Applicazione ad un problema modello

Consideriamo la soluzione del problema

1
"
—_ = — e (—
wi(z) + u(x) sinz+2 (=)
u(—m) = u(m)
mediante decomposizione in funzioni di Fourier. Posto a = —7, b = 7,

f(z) =1/(sinx + 2), si ha

ei(j—l—m/2)27r(x—a)/(b—a)

b—a

¢j(z) =
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ove m e pari e fissato e, per 1 < k < m,

/_7; (‘ éuﬂj(ﬂ?))/,%—(ﬂ?)dﬂ? + /_7; ( : Uj¢j(37)> dp(r)de =
_ /: F(@) (@) de

da cui

- ZZ? uj /_ : @ () pr () dx + zj; u; /_ : ¢;(x)op(x)dz = /_ 1 F@)op(x)da

Poiché

b—a

usando 'ortonormalita delle funzioni di Fourier e calcolando i coefficienti di
Fourier di f(z), si ha

#(z) = (i(j —lom/ 2>2”)2¢j<x> — \2,(a)

—)\iﬁk—f-@k:fk, 1§k:§m

da cui

e quindi
ur) =Y ie5()
j=1

Da notare che le condizioni al bordo devono essere di tipo periodico: condi-

71011 come u”(x) _ f(x,u(x),ul(z))z = (a,b)
u(a) =0
u(b) =0

sono invece di Dirichlet omogenee. Inoltre, la soluzione del problema deve po-
ter essere periodica: per esempio, non possono esserci termini non omogenei
non periodici.

Costi computazionali e stabilita

La Fast Fourier Transform di un vettore di lunghezza m ha costo O(mlogm),
mentre il prodotto matrice-vettore O(m?). Tali costi sono pero asintotici e
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nascondono i fattori costanti. Inoltre, GNU Octave puo far uso di implemen-
tazioni ottimizzate di algebra lineare (come, ad esempio, le librerie ATLAS).
In pratica, dunque, esiste un mg sotto il quale conviene, dal punto di vista
del costo computazionale, usare il prodotto matrice-vettore e sopra il quale
la FFT.

Per quanto riguarda 'accuratezza, in generale la FFT e piu precisa del
prodotto matrice vettore. Poiché la trasformata di Fourier discreta comporta
I'uso di aritmetica complessa (anche se la funzione da trasformare ¢ reale),
la sequenza trasformata/anti-trasformata potrebbe introdurre una quantita
immaginaria spuria che puo essere eliminata con il comando real.

Anche per la trasformata di Fourier vi possono essere problemi di stabilita
simili al fenomeno di Runge (qui chiamato fenomeno di Gibbs). Una tecnica
per “smussare” (in inglese “to smooth”) eventuali oscillazioni, consiste nel
moltiplicare opportunamente i coefficienti di Fourier 4; per opportuni termini
oj che decadono in j, per esempio

o Btl-lplj
J %+1

1<j<m

) — —

Il risultato e che il coefficiente 4, 2,1 € pesato da o,,/211 = 1, i coefficienti
Uy /2 € Upja42 sONO pesati da m/(m + 2) e cosl via fino al coefficiente
pesato da 2/(m+2). Questa scelta corrisponde alle medie di Cesdro. Infatti,
si sostituisce la serie troncata di Fourier

:E:ih¢y(w)

con la media delle troncate
2 max{Z+14k,m}
. o)
0 =241k
5+1

k

Si ricorda che se una serie e convergente, allora il limite delle medie delle sue
troncate e la somma della serie.
Valutazione di un polinomio trigonometrico

Supponiamo di conoscere i coefficienti 4, j = 1,...,m e di voler valutare la
funzione

u(e) = 3 65 (a)
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su un insieme di nodi target ;. equispaziati, vy = (k —1)/n, 1 < k < n,

A

n > m, n pari. Si possono introdurre dei coefficienti fittizi Uy

U, =0 1<k<™™
U, =0 m—¥+1§kgn

Si avra
noo ei(j—l—n/2)27r(:pk—a)/(b—(z)

=D s = 0 =
U ;u]jxk Z j \/m

j=1
— n l i U.ei(j—l)QWyk
b—aln o !

Oppure si puo costruire la matrice F' relativa ai nodi (cio funziona anche per
nodi non equispaziati). Infine, si puo usare le NFFT.

—inmyg

@

13.3 Metodi di collocazione
Si assume comunque
u(z) =Y uig;(w)
j=1
ove {¢;} € un sistema ortonormale rispetto ad un prodotto scalare, ma si

impone poi che I'’equazione differenziale Lu = f sia soddisfatta in certi nodi
xn. Si ha il seguente risultato interessante:

Teorema 5. La soluzione del sistema lineare
> uiLei(wn) = f(zn), n=12....m (13.10)
j=1

ove gli {z,} sono i nodi della quadratura gaussiana relativa alla famiglia {¢;}
e la stessa del problema di Galerkin

m b b
Sou [ Lo = [ @)

quando si approssimino gli integrali con le formule gaussiane.
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Dimostrazione. Per ogni i, 1 <1i < m, da (13.10), si ha
> i Lo () di(wn)wn = f(an)di(wn)wn, 1 <n<m
j=1

ove i {wy, }, sono i pesi di quadratura gaussiana, da cui, sommando su n,

£ (Evsminn) S ()

n=1 J 1
=S fa)blew,, 1<i<m
=1

che ¢ precisamente la formulazione di Galerkin pseudospettrale (13.5). [

13.3.1 Condizioni al bordo

Consideriamo il problema

Con il metodo di collocazione, si ha

(

Xm:uqubj(xn) =flz,), 1<n<m-—2
> us65(a)
Zujgb;(b) =

\ J=1

Anche in questo caso il metodo di collocazione puo essere visto come un me-
todo di Galerkin pseudospettrale: basta prendere come nodi di collocazione
gli m — 2 nodi di quadratura gaussiana. Si ha poi

Zuj (Z L¢J($n)¢z(wn)wn> = i f(xn)di(zn)w,, 1<i<m—2
Z%’@'(@

> uidh(b) =

\ j=1
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Alternativamente, si possono usare, come nodi di collocazione, quelli delle
formule di quadratura di Gauss—Lobatto (che contengono i nodi al bordo).

Collocazione Gauss—Lobatto—Chebyshev

I polinomi di Chebyshev sono definiti da
T;(x) = cos(j arccos(x)), —-1<z<1

e soddisfano

‘L, )T 0,

G\T) LT ™ . .

————dr=¢ = 1= 0

—1 \/1—372 ’ 2 ]?é
0 i#]

(lo si vede con il cambio di variabile x = cosf e applicando le formule di
Werner). I nodi di Gauss—Chebyshev-Lobatto sono x, = cos((n —1)7/(m —
1)), n=1,2,...,m. Possiamo allora definire la seguente famiglia di funzioni
ortonormali

o =T, o =T m, 2<izn

Ricordando la formula di ricorrenza tra polinomi di Chebyshev, possiamo
scrivere

1 P2z \/g% ¢3(x) = 2x¢2(x) — V261 (),

Gjr1(z —Q:ng)j z) = ¢j-1(z), 3<j<m-—1
Da qui, possiamo calcolare anche la derivata prima e seconda delle funzioni:

Sh(z) = 0, \F () = 20a(a) + 200} z),
¢;’+1( >_2¢J( )+2$¢ (%5] (z), 3<ji<m-—1

’1’(1’)207 $3(x) =0,  5(x) =4y (z),
Oj1a(x) = 495(7) + 224(z) — ¢ 4(x), 3<j<m—1
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Conviene calcolare le matrici

[G1(z1)  d1(z2) ... di(zm) ]
T Ga(w1)  da(w2) ... Pa(Tm)
-¢i1(9€1) :1($2) ¢:1(90m)_
T ¢2(.351) 2(.952) Cbz(ifm)
| Om(1) Orl2) - @ (@)
[ of(x1)  ¢f(z2) .. (wm)]
— Po(r1)  d5(x2) ... Ph(Tm)
o (0) @) ... O(am)]

Consideriamo, a titolo di esempio, il seguente problema modello
—u(@) + g(e)ulz) = ()
u(—1) =«
u'(1) =5
Il sistema lineare risultante da risolvere per il metodo di collocazione Gauss—

Chebyshev—Lobatto (per il momento senza tener conto delle condizioni al
bordo) &

q(z1) Uy f(z1)
_T n q(z2) TT U:Q _ f(ﬂfz)

Per imporre le condizioni al bordo, si sostituisce la prima riga della matrice
con la prima riga di TT e il primo elemento del termine noto con a. Poi,
l'ultima riga della matrice con l'ultima riga di T'" e l'ultimo elemento del
termine noto con 3. Una volta noti i coefficienti u;, si ricostruisce la soluzione
nello spazio fisico tramite



Capitolo 14

Esercizi

1. Si risolva il problema ai limiti

u(x) =u(z)+z, x€(0,1)
u(0) =0 (14.1)
u(l) =0
usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine. Sapendo
che la soluzione esatta ¢ u(z) = (e* — e ®)/(e — e ') — x, si mostri

inoltre I'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito.

2. Si risolva il problema ai limiti
u'(z) + ' (z) + u(z) — cos(z) =0, z € (0,7/2)
u(0) =0
u(m/2) =1
usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine. Si mostri

inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito rispetto ad una soluzione di riferimento.

3. Si risolva il problema ai limiti

v’ (z) + ' (z) +u(x) —cos(z) =0, xe€(0,7/2)
u'(0) =1
u(m/2) =1
usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine. Si mostri

inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito rispetto ad una soluzione di riferimento.
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. Si risolva il problema ai limiti

u'(z) = cos(u(x)), =€ (0,1)

usando il metodo delle differenze finite del secondo ordine.

. Si risolva il problema ai limiti

- % ((1 +x)%u(:v)> =1, z€(0,1)
u(0) =0
u(l) =0

Si mostri inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-
logaritmico dell’errore in norma infinito rispetto alla soluzione esatta.

. Si risolva il problema ai limiti

Visto I'andamento della soluzione, si implementi uno schema di diffe-
renze finite su nodi non equispaziati secondo una distribuzione di tipo
coseno. Si confrontino gli errori rispetto alla soluzione analitica.

. Si ricavi la relazione di ricorrenza dei polinomi ortonormali nell’inter-
. . 2,2
vallo [—o0, o0] rispetto alla funzione peso w(z) = e

—Q T

. Noti gli zeri dei polinomi di Legendre e i pesi di quadratura della ri-
spettiva formula gaussiana, si ricavino i nodi e i pesi di una formula
gaussiana nell’intervallo [a, b] rispetto al peso w(x) = 1.

. Si risolva il problema ai limiti (14.1) usando il metodo di collocazio-
ne con polinomi di Legendre. Gli N nodi di collocazione in [a,b] e la
valutazione dei polinomi di Legendre e delle loro derivate sono dati dal-
la function [L,x,L1,L2] = legendrepolynomials(N,a,b). Si mostri
inoltre 'ordine del metodo mediante un grafico logaritmico-logaritmico
dell’errore in norma infinito.



Parte 2

ODEs
(Equazioni differenziali
ordinarie)
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Introduzione

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie (ODEs) ai valori
iniziali (initial value problem)

yi(t) = filt, ya(t), va(t), . ya(t))
yé(t) - f2(t7 yl(t)v yQ(t)7 s 7yd(t))

Ya(t) = falt,yi(t), ya(t), ..., ya(t))

con dato iniziale

y1(to) = Y1
Ya(to) = yag
va(to) = Yao

che puo essere riscritto, in forma compatta,

{ y'(t)=fty@), t>t (15.1)

y(to) = Yo

Assumiamo y, € R? e f: [ty, +00) x R? — R? globalmente lipschitziana nel
secondo argomento

Allora il sistema (15.1) ha un’unica soluzione.
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15.1 Riduzione in forma autonoma

Un sistema in forma non autonoma
y'(t) = F(t,y(t), t>tg
y(to) =Y

puo essere ricondotto in forma autonoma mediante l'introduzione della va-
riabile

Yay1(t) =t
Si giunge a
Y'(t) = flyari(t),y(t), t>tg
Yar1(t) = 1, >t
y(to) = Yo

15.2 Equazioni di ordine superiore al primo

Le equazioni differenziali di ordine d del tipo

(Y D(t) = F(ty(), 5/ (1), ...y D), >t
y(to) = Yo,

Y (to) = voa

L Y (to) = yoa-1

(cioe in cui vengono prescritti i valori iniziali della funzione e delle derivate)
si possono ricondurre ad un sistema di ODEs di ordine uno, mediante la
sostituzione

yi(t) = y(t)
ya(t) = 9/ (t)
ya(t) =y (¢)

dando cosi luogo a

{ y'(t) = f(t,y(@))
?J(to) = [yo,O, Yo,15 - -+ 7y0,d71]T

f(t7 y(t)) = [y2<t>’ y3(t)7 s 7yd(t)7 f(ta y1<t)7 yQ(t)7 s 7yd—1(t))]T
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Metodi ad un passo

16.1 Metodo di Eulero
11 metodo di Eulero (o Eulero esplicito, o forward Euler) si basa sull’appros-

simazione . y(t) — y(to)
y(t) ~ EErr—
Ft,yt) = f(to, y(t))

per cui y(t) ~ y(to) + (t —to) f(to, y(to)). Pertanto Papprossimazione di y(t)
¢ ottenuta per interpolazione lineare a partire da (to, f(to, y(to))), con pen-
denza f(tg,y(tp)). Puo essere visto anche come applicazione della formula
di quadratura del rettangolo (estremo sinistro) alla soluzione analitica

y(t) = y(to) + / Flry(r)dr

Data la sequenza tg,t; = tg+ k,to =tg+2k,... , t, =tg+nk,...,ove k ¢l
passo temporale (o time step), lo schema numerico che ne risulta &
yn+1 = yn + k.f(tn7yn)a n 2 07
Yo = Y(to)

ove y,, =~ y(t,). In pratica, y, ., € la soluzione approssimata al tempo t,, +k,
mediante un passo del metodo di Eulero, del sistema

{y*'(t) = Ft,y"(1))

(16.1)

Se consideriamo l'intervallo temporale [to, to + ¢*], indichiamo con y,, ,,, (op-
pure y,, ), n < m, la soluzione approssimata al tempo ¢, mediante un gene-
rico metodo Y, 11 = Yu(f, K, Yo, Y1, - - - Yn i) Per la soluzione del sistema
differenziale (15.1), ove il passo temporale ¢ k = t*/m.

5
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Definizione 1. La quantita y(t,o1)—Yu(f. k, Yo, y(t1), ..., y(t,)) si chiama
errore locale del metodo.

Se consideriamo il problema differenziale

y*'(t) = f(t,y°(1))
Y (tn) = y(tn)

si vede che I'errore locale coincide con y(t,41) — Y., cioe con la differenza
tra la soluzione esatta al tempo t,,; e la soluzione approssimata al tempo
11 che si otterrebbe applicando il metodo numerico al problema differenziale
e supponendo esatta la soluzione al tempo t,. E chiaro allora che ad ogni
passo si commette un nuovo errore che si accumula con 'errore prodotto ai
passi precedenti. Per il metodo di Eulero, si ha

Y(tnr1) —y(tn) — kf(tn, y(tn)) =
= y(ta) + ky'(t,) + O(F*) —y(t.) — ky'(t,) = O(K*) (16.2)

Poiché ad ogni passo si commette un errore di ordine O(k?) e i passi sono
m = t*/k, se tutto va bene alla fine si commette un errore di ordine O(k). E
giustificata allora la seguente

Definizione 2. Un metodo y, ., = Y.(f. k. yo,-.-,¥y,) € di ordine p se

Y(tusr) = ValF b,y (to). ... y(ta)) = OR™), per k — 0, per qualunque f
analitica e 0 <n <m — 1.

La definizione sopra dice in verita che il metodo ¢ almeno di ordine p.
Un metodo di ordine p > 1 si dice consistente di ordine p, o semplicemente
consistente. Se Y(tn11) — YVu(f k,y(to),...,y(t,)) = 0 il metodo si dice
fortemente consistente. Dunque il metodo di Eulero ¢ consistente di ordine
p. Si tratta ora di dimostrare che tutto va bene.

Definizione 3. Il metodo y,, 1), = Yu(f, kYo, Y14+ Ynx) € convergente
se
lim max |le,| =0

k—0+ 0<n<m
ove e, =Y, — Y(t,). La quantita max,| e, x| si chiama errore globale.
Teorema 6. Il metodo di Fulero e convergente.

Dimostrazione. Assumiamo f (e dunque y) analitica. Dalle uguaglianze

Ynirk = Yng T KF(tns Yni) (definizione del metodo)
Y(tns1) = y(t,) + kFf(tn, y(t,)) + O(k?) (errore locale (16.2))
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si ricava

€1k = €nk+ kLS (tn, €nk + Y(tn)) — Ftn, y(tn))] + O(k2>
da cui

lensrell < lenill + lLF(tus ens +y(ta)) — Fltn y(t)l| +ck? <
< (1 kN [lensll + ek, e>0

Allora .
Jewl < SHO4 R 1], 0<n<m

(si dimostra per induzione). Poiché 1+ kX < e, (14 kN < et < ™A =
e!". Dunque
lewill < ShE™ =1). 0<n<m
da cui
li =
Jim max |len || =0

]

In particolare, I’errore globale tende a 0 come k, come ci si aspettava.

16.2 Metodo dei trapezi

1 metodo dei trapezi (o metodo di Crank—Nicolson) si basa sull’approssima-
zione

1y~ YO —y(to)
y'(t) = B
£ y(0) = 5(F 1o 9(10) + £ (1)

Puo essere visto anche come applicazione della formula di quadratura del
trapezio alla soluzione analitica

ymzymﬁ+[fvwvmh

Data la sequenza tg,t; = tg+ k,to =g+ 2k,..., 1, =ty +nk,..., lo schema
numerico che ne risulta e

k
Yor1 = Yn + §<f(t'ﬂ7yn) + f(tn-i-la yn+1))7 n > 07

Yo = y(to)

(16.3)
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ove y,, ~ y(t,). Dato lo schema

K Pl ) + £t ynss)) = 0

Yor1 =Yy — 92

sostituendo y,, con y(t,) e Y, con y(t,41) si ottiene

k

y(tn+1> - y(tn> - i(f(tmy( )) + .f( n+17y( n+1)))
= (b)) + kY (1) + Sy (1) + O — yt) — S 1) + ¥/ (1) =
Ky (0) & oy (1) — B (0) + /(1) + k(1) + O() = O(k?)

2 2

Dunque il metodo dei trapezi e di ordine 2.
Teorema 7. Il metodo dei trapezi e convergente.

Dimostrazione. Si ha

k
€n+l1k = Enk + §(f<tn7 yn) - f(tm y(tn)))+

B P i) — Pl y(taen) + OGY)

2
da cui
kA 3
lentikll < llensll + < (lensll + llenrinll) + k% c>0
Se k <2/,
1+ kA c
n%%mz(1_§>MMW+Q_@)H
2 2
Allora n
21+ 5
llen x| SCT ( 2] —1], 0<n<m
1=73

(si dimostra per induzione). Si conclude osservando che

LN R\ (R Y (A
) T -2 ) =P \10m2) =P T =2
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Entrambi i metodi descritti sono ad un passo (cioe la soluzione y,, .,
dipende esplicitamente solo da y,,). Il metodo dei trapezi e pero implicito,
cioe la soluzione y,,,; ¢ implicitamente definita dall’equazione (in generale
non lineare)

k k
Fn(yn—i-l) = yn+1 - §f(tn+1a yn—‘,—l) - Y, — §f(tn’ yn) =0

16.3 6#-metodo

Il #-metodo & una generalizzazione dei metodi precedenti e si scrive

yn+1 =Y, + k[g.f(tn7yn) + (1 - 9)f(tn+1a yn—i—l)]) n Z 0

Yo = y(to) o)

E facile verificare che

Y1) —y(tn) = K[Of(tn, y(tn)) + (1= 0) F(tnr1, y(tnyr)] =

- (9 - %) Ky (t,) + (g — %) Ky () + O (k)

1 ¢ ordine uno altrimenti. In

e dunque il metodo ha ordine due se ¢ = 3,

particolare, se y”(t) € nulla, tale ¢ 'errore locale per il f-metodo. E se 6 = %
e y”(t) e nulla, tale e 'errore locale. Poiché pero ad ogni passo si commettono
errori di troncamento (nel caso esplicito) o di troncamento e approssimazione
(nel caso implicito, in cui ¢’ da risolvere un sistema non lineare), per avere la
convergenza ¢ comunque necessario che questi non si accumulino in maniera

distruttiva.
Teorema 8. Il §-metodo, per 6 € [0,1], e convergente.
Osserviamo che:

e il metodo & esplicito per # = 1 (e in tal caso si riduce al metodo di

Eulero esplicito);
e il metodo ¢ di ordine due per # = % (e in tal caso si riduce al metodo

2
dei trapezi);
e il metodo per € = 0 si chiama Eulero implicito (backward Euler);

e perf = % il metodo e di ordine uno, ma il termine contenente la derivata
terza della soluzione ¢ annullato.
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Nel caso implicito (# # 1), ad ogni passo n si deve risolvere un sistema di
equazioni non lineari F,,(x) =0, x = y,, ., ove

Fo(®) =@ — k(1= 0)f(tar1, ®) — Y, — kOf (L, yn)-

La matrice Jacobiana associata (utile per I'applicazione del metodo di New-

ton) ¢
Jo(x) = (1 — k(1 — 9)%) )

Ovviamente, si puo scegliere un metodo di Newton modificato. Il vettore
iniziale per il calcolo di y,,,; ¢ di solito la soluzione al passo precedente y,,.
Il calcolo di y,,,; a partire da y,, con il metodo di Newton avviene dunque
secondo il seguente algoritmo:

e r=10

i yq(mr—l)-l - yn
° Jn(f’!fﬁl)ém = _Fn(ygzc)rl)

e wHILE |6 > Newt_tol

r—+1 r r
o0 = i+
r=r+1

Ty 6" = —F,(y!))
END

® Ypt1 = ygll

La tolleranza Newt_tol va presa tenendo conto che si sta comunque commet-
tendo un errore proporzionale a k? (trapezi) o addirittura k.

16.3.1 Caso lineare

Un caso molto frequente ¢ quello lineare autonomo a coefficienti costanti

y'(t) = Ay(t) + b
Y(to) = Yo

con passo di integrazione k costante. In tal caso, il metodo si scrive

(I —k(1=0)A)y,1 =y, + kOAyY, + kb
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Nel caso implicito, si tratta dunque di risolvere un sistema lineare di matrice
I — k(1 —0)A ad ogni passo. Pertanto, per problemi di piccola dimensione,
e conveniente precalcolare la fattorizzazione LU della matrice. Altrimenti, si
puo considerare un metodo iterativo, ove si scelga come vettore iniziale per
il calcolo di y,,,, la soluzione al passo precedente y,,.

16.4 Verifica della correttezza dell’implemen-
tazione

Supponiamo di aver implementato un metodo di ordine p per la soluzione del

sistema differenziale
y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo

e di volerne testare la corretta implementazione. L’idea e quella di creare
una soluzione artificiale (t), inserirla nell’equazione e calcolarne il residuo

z'(t) — f(t.z(t) = g(t)
A questo punto, si risolve il sistema differenziale
y'(t) = f(t,y(1) +g(t) = F(t,y(t)
y(to) = =(to)

fino ad un tempo ty + t* fissato, con due discretizzazioni di passo costante
ki = t*/my e ko = t*/my, rispettivamente. Si avranno errori finali e,,, x, =
1Y = ®(to + )| = CKY € €my k= 1Yy, — @(to + )| = Cks. Siha

dunque
P
emz,k‘g o < k? )
- 7 )
eml,kl kl

log €y 4y — l0g €1y 1, = p(log ko —log k1) = —p(logmg — logmy).

da cui

Dunque, rappresentando in un grafico logaritmico-logaritmico I’errore in di-
pendenza dal numero di passi, la pendenza della retta corrisponde all’ordine
del metodo, cambiato di segno. Tale verifica e valida anche nel caso di passi
non costanti.

Nel caso f(t,y(t)) sia particolarmente complicato, invece di calcolare il
residuo, si puo calcolare una soluzione di riferimento y, . e poi confrontare
con essa le soluzioni y,,, 1, € Y,,, 1., ove my, my < m. In questo caso, pero, si
puo mostrare solo che il metodo converge con I'ordine giusto ad una soluzione,
non necessariamente quella giusta.
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Falsa superconvergenza

Supponiamo che la soluzione esatta di un problema differenziale sia y =1 e
che, discretizzandolo con m = 1,2, 4, 8 passi si ottengano le soluzioni y; = 17,
Yo =9, y4 = 5 e yg = 3. Supponiamo poi di averne calcolato una soluzione
di riferimento con m = 16 passi ¥ = y16 = 2. In Figura 16.1 il grafico degli
errori che si ottiene.

100

T . - T
rispetto alla soluzione esatta —&—
rispetto alla soluzione di riferimento —%—

0 \

0.1

m

Figura 16.1: Ordine dei metodi



Capitolo 17

Metodi multistep

17.1 Metodi di Adams—Bashforth

Invece di costruire la soluzione y, ,, a partire dalla sola soluzione al passo
precedente y,,, si puo pensare di usare le soluzioni di piu passi precedenti.
Fissato s numero naturale maggiore di 0 e una discretizzazione dell’intervallo
[to, to + t*] in m passi di ampiezza costante k, data la formula di risoluzione

tn+s
y(thrs) = y(thrsfl) + / .f<7_7 y<7_))d7_ (171)
tn+571
I'idea ¢ quella di sostituire la funzione integranda in (17.1) con il “suo” po-
linomio interpolatore sui nodi equispaziati t,, %11, .., this_1 (tn+j = t, +
Jk)
s—1
p<7—) = LJ<T)f(tn+]7yn+])
j=0

ove L;(t) ¢ il polinomio elementare di Lagrange di grado s — 1 definito da
Lj(tn—i-i) = (5” Poiché p(tn+J) = f(tn—i-j?yn—i-j)? j = 0, 1, ey S — 1 (e non,
ovviamente, p(t,+;) = f(tn+j, Y(tnt;))), dobbiamo supporre di avere gia a
disposizione i valori y,,,; = y(t,1;), 7 =0,1,...,s — 1. Si ha dunque

s—1

tn+g s—1 tn+e
tn+s 1 j tn+s 1 j:0
da cui il metodo esplicito multistep Adams—Bashforth
s—1
Ynt+s = Ynts—1 +k Z bjf(tn+j7 yn-‘rj) (172)
j=0

83
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I coefficienti b; non dipendono da n e neanche da k: infatti

t s—1 1 s 1
1 nts T — n—i—z n—l—s—l +rk — tn—i—i
b = 7 H dr =
k tnts—1 j—¢ tn+] n—i—z tn—‘rj — Cpti
7] 1#]

181 (s —1—=10)k+rk) 181 (s—=1—1)+r)
d = — dr
(J — i)k (=)
iZm i

Dunque possono essere calcolati una volta per tutte. Calcoliamo 'ordine di
tale metodo: come al solito, dobbiamo valutare ’espressione

Y(tnts) — Y(tnis—1) /CZb I( n+]ay( n+]))

L’ultimo termine ¢ I'integrale del polinomio g(7) di grado s — 1 che interpola
f(tns, y(tnss)), 5 =0,1,...,s — 1. Dunque, per t 4,1 < 7 < t4s,

Hy“+1 @l |

lg() = F(ry() < (T —=tn) - (T = lags)| <

>
vV
s termini

(s+1) (=
< ws!ks = Ok*), oyt < T < tnrs

e quindi

s—1

y(tn+s) - y( n+s— 1 kzbjf n-‘r]ay( n-‘r])) -

- kzbj.f(tn-l-jay(tn-i-j)) + / h f(T7y<T))dT -

tn+sf 1

[ e [T s = ot

tn+571 tn+571

perché un ulteriore fattore k deriva dal fatto che si integra in un intervallo
di ampiezza k. Quindi, se anche y,, = y(t,) + O(k*™), n =1,2,...,s -1
(queste approssimazioni non possono essere ottenute con il metodo stesso), il
metodo e di ordine p. Calcoliamo esplicitamente i metodi che corrispondono
as=1es =2 Ses =1, dobbiamo cercare il polinomio di grado 0 che
interpola f(t,,y,). E ovviamente p(7) = f(tn,y,) ¢ by = 1, quindi

Yni1 = Y +EF(tn,y,)
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e si ritrova il metodo di Eulero. Nel caso s = 2, il polinomio interpolatore e

toe1 — T T—1,
p(T> = %f(t7hyn) + Tf(tn-f—lv yn+1)

e dunque

R 1 1 [t —t, 3
by = — Il T = 2 == ar = 2
0 k:/tnﬂ T k;/tm ko2

da cui L 3k
yn+2 = yn—l—l - §f(tn7 yn) + 7f(tn4r17 yn+1>

11 valore y, puo essere ricavato, per esempio, con il metodo dei trapezi, poiché
si ha, in tal caso, y, = y(t1) + O(K?).

17.2 Metodi lineari multistep

Una semplice generalizzazione del metodo di Adams—Bashforth ¢ permettere
la possibilita che il metodo sia implicito:

Yut+s = Ynts—1 +k Z bjf(tn+j7 yn+j) (173)
j=0

(questa famiglia di metodi prende il nome di Adams—Moulton) e, ancora piu
in generale,

Z Yy =k Z bif (tutjs Ynsj) (17.4)
j=0 J=0

con la normalizzazione as = 1. Rientra allora in questa famiglia anche il
f-metodo (ag = —1, by = 6, by = (1 — €)). 1l metodo & di ordine p se, come
al solito,

D ay(tusg) =k Y bif (tss Y (tasy)) = O(K*H)
j=0 J=0

per ogni funzione f analitica e 0 < n < m — s. Siccome la verifica puo
risultare molto tediosa, risulta utile il seguente

Teorema 9. Dato un metodo multistep (17.4), definiamo i due polinoms

pw) = awd, o(w) =3 bt
§=0 §=0



86 CAPITOLO 17. METODI MULTISTEP

Allora il metodo e di ordine p se e solo se esiste ¢ # 0 tale che
p(w) —o(w) - Inw = c(w— 1"+ O ((w—1)"*?) perw — 1

Prima di vedere la traccia della dimostrazione, proviamo ad applicare il
teorema a qualche caso noto. Per il metodo di Eulero si ha p(w) =w —1 e
o(w) =1. Posto £ =w — 1, si ha

e-1-(e-5ro@) - S +oe)

e dunque il metodo ¢ di ordine 1, come noto. Per il metodo dei trapezi si ha
p(w)=w—1eo(w)=(w+1)/2. Posto { =w — 1, si ha

e- (5+1) (-5 +5-0@) -5+ o

e dunque il metodo e di ordine 2, come noto.

Traccia della dimostrazione del Teorema 9. Si ha

Z a;Y(tnsj) — k Z bif (tntjs y(tny)) =
j=0 §=0

D ay(tn + k) — kY by (ta + jk) =

j=0 Jj=0
i . 0 ]zk,z S 0 (i+1) jzk,z
a; >y ()= = kY b >y () =
j=0 =0 ’ j=0 =0 :
> 1 (& = G
- (Zaj> y(t,) + Z i (Z] aj; — ZZ] lbj> Ky (t,)
3=0 i=1 " \j=0 =0

Dunque l'ordine € p se e solo se i coefficienti delle potenze fino a p di k sono
nulli, e cioe:

s
E aj =0
Jj=0
s

Zjiaj—iiji—lbjzo, i=1,2,....p

j=0 j=0

(17.5)

Per finire la dimostrazione, si calcola lo sviluppo in serie di Taylor di p(e*) —
o(e®)z per z — 0 e si osserva che esso & O(zF11) se e solo se vale (17.5). Posto



17.2. METODI LINEARI MULTISTEP 87

w = e*, I'ordine € p se e solo se lo sviluppo di p(w) — o(w) - Inw per w — 1
vale
—c(lnw)"™ + O (Inw)"*?) = c(w — )P + O ((w — 1)"*?)
]

In realta, anche le condizioni (17.5) sono molto utili per determinare
I’ordine di un metodo multistep: per esempio, per il metodo Adams—Moulton
a due passi

yn+2 - 3yn+1 + 2yn -

k
- E [_5«f(t'n7 yn) - 20f<tn+17 yn+1) + 13f(tn+2,yn+2)] (176)

si ha
a0+a1—|—a2:0

aj + 2as = bg + by + by = ordine (almeno) 1
aj + 4ay = 2(by + 2by) = ordine (almeno) 2
a1 + 8as 7é 3(b1 + 4b2) = ordine 2

17.2.1 Metodi BDF

I metodi BDF (Backward differentiation formulas) sono metodi multistep
impliciti a s passi, di ordine s e con o(w) = fw®. Dato o(w) e le condizioni
d’ordine, si puo costruire p(w). Poiché pero tali metodi sono della forma

Z @Y ptj = kbsf(tn+57 yn+s)
j=0

e kbs f (tnts: Ynys) = kbsy'(t,+ sk), conviene cercare una combinazione linea-
rediy,,;, j=0,1,...,s che approssimi kbsy'(t,s). Si procede dunque con
lo sviluppo in serie di Taylor di y(¢,,+;), 7 = 0,1,..., s, centrato in y (¢, +sk).
Per esempio, per s = 1,

y(ta) = y(t + k) — ky'(t, + k) + O(K)
Yo + k) =y(tn +F)
da cui a; = 1 e ag = —1. Dunque, il metodo BDF di ordine 1 ¢ il metodo di

Eulero implicito (backward Euler) ed ¢ di ordine 1, come noto. Per s = 2
4k*
Y(tn) = y(tn +2k) = 2k (b + 2k) + —-y" (b + 2k) + O(k?)
k32
y(t, + k) = y(t, + 2k) — ky'(t, + 2k) + ?y”(tn + 2k) + O(K?)

y(t, + 2k) = y(t, + 2k)
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da cui
( 1
CL2:1 Cbg—g
ag+a1+a2:O CLl:_%
—2a0—a1:b2:> 3
aq CL2:1
2a0+—=O 2
2 by = =
\ 3

e il metodo e di ordine 2.

[ metodi BDF sono gli unici metodi multistep in cui non e difficile calcolare
i coefficienti anche nel caso di passi temporali variabili. Sempre per s = 2,
se tpi1 =ty + kpi1 € thyo = thy1 + knao, allora

( y(tn) = y(tn + kpg1 + kn+2) - (knJrl + kn+2)y/(tn + kny1 + kn+2)+

kpi1 + kpio)?
_|_( +1 2 +2) y//(tn+kn+1+kn+2)+---

y(tn + kn—&-l) = y(tn + k/'n—&-l + kn+2) - kn+2y/(tn + kn—H + kn+2)+

k2
* nTHy”@n + kn+1 + kn+2) T

\ y(tn + kn+1 + kn+2) = y(tn + kn+1 + kn+2)

da cui i coefficienti per calcolare y,, .,

¢ 2 — k2+2
as =1 (knt1 + 2knio) kot
ap+a; +ay =0 a; = — (kn'i‘l + kn+2)2
— ag(kny1 + kng2) — a1knyo = baknyo (Fn1 4 2kni2)Fn
Qg 2 [ a9 = 1
2 (k1 +2) 9 nt2 (knt1 + kni2)

b p—
[ (knt1 + 2kny0)

Va notato pero che il metodo che ne risulta in generale non converge se
knio/knyn > 1+ V2. E rimane aperto poi il problema di scegliere come
cambiare il passo (vedi paragrafo 18.1). Questi metodi risultano particolar-
mente vantaggiosi quando la valutazione della funzione f ¢ particolarmente
onerosa, poiché permettono di raggiungere un ordine elevato con una sola
valutazione (nel caso lineare, altrimenti e necessario valutare f in un ciclo di

Newton ad ogni passo temporale).
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17.3 Consistenza e stabilita

Dalle condizioni d’ordine (17.5), si vede che un metodo lineare multistep ¢
consistente se

p(1) =1, p(1)=0a(1)
La consistenza, pero, non e sufficiente ad assicurare la convergenza di un me-

todo. Consideriamo il metodo Adams—Moulton a due passi (17.6) applicato
al semplice problema differenziale

{y'(t):O, t>0
1

la cui soluzione ¢ evidentemente y(t) = 1. L’applicazione del metodo porge

Yn+2 — 3yn+1 + 2yn =0

Se Y,+1 = Y, per ogni n, allora y,,o = 1 per ogni n. A causa degli errori
di troncamento numerico, pero, potra succedere che per un certo n si ha
Ynr1 = Yn + €. Allora

Ynt2 = 3WYny1 — 2Yn = Yn + 3¢
Y3 = 3Yat2 — 2Yat1 = Yn + 7€
Yn+da = 3Yn+3 — 2Ynt2 = Yn + 15¢

Ynj = Ya + (20 — 1)e
Dunque, se il numero di passi & m = t*/k, si ha
iy = i g = o

Abbiamo quindi un metodo la cui soluzione numerica diverge facendo tendere
il passo temporale a 0 (cioeé proprio 'opposto di quanto dovrebbe succedere).
E proprio un piccolo errore commesso ad un passo che si accumula in maniera
distruttiva. Infatti, posto, come al solito,

s—1 s—1
y;—i-s + Z ajy<tn+j) =k Z bj.f(tn-i-j) y<tn+j)) + kbsf(tn-i-w y;kz-i-s)
7=0 7=0

I’errore al passo n + s puo essere espresso come

€n+s = Ynys — y(tn+s) = (yn+s - ya*m-s-s) + (y2+s - y<tn+5)) (17'7)
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ove il secondo termine e 'errore locale e il primo termine tiene conto del-
I’accumulazione degli errori ai passi precedenti, cioe delle perturbazioni tra
la soluzione esatta e la soluzione numerica ai passi precedenti. E giustificata
allora (in analogia con quanto visto al paragrafo 10.2.7) la seguente

Definizione 4. Dato un metodo lineare multistep (17.4), siano 2, i = 1,2,
due perturbazioni della soluzione definite da

2 =y, +4j, j=0,1,...,s—1
Zajzib-i-j = kzbjf(tnﬂ'a zfm-&-j) +0, 0<n<m—s
=0 =0

Se da max, 8. — 82| < e seque max, ||z} —22|| < Ce, allora il metodo (17.4)
si dice (zero-)stabile.

Guardando la rappresentazione dell’errore (17.7), si vede che il primo
termine (y,,,, — ¥5,,) ¢ la differenza tra due particolari soluzioni perturbate
z! e 22 corrispondenti a

6;=0, 0<j<m

67 =yl(t;) -y, 0<j<s—1

82ie=—k> bif(tusj z0y,)+
j=0

s—1

13 by F(tass Y (b)) + kb F (fars Y+
7=0
s s—1
+Zajzi+j_y;+s_zajy(tn+j)v O0<n<m-—s
§=0 j=0

Dunque, un metodo e stabile se piccole perturbazioni della soluzione ad un
certo passo rimangono limitate nella soluzione ad ogni passo. Cerchiamo
un criterio semplice per determinare se un metodo ¢ stabile. Consideriamo
ancora il problema visto all’inizio di questo paragrafo. Supponiamo che 6 sia
una radice del polinomio p(w) (che d’ora in poi chiameremo caratteristico) di
un metodo multistep almeno consistente. Allora z,, = k0™ +1 € una soluzione
numerica (in un metodo multistep a s stadi vi & una certa liberta di costruire
iprimi z,, n=0,...,s— 1, da cui la non unicita di soluzione). Infatti

D iz = k") 0t/ +Y a; =k6"p(6) + 0 =0
j=0 j=0 j=0
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Essa e generata dai valori iniziali y; =1, 7 = 0,1,...,s — 1, perturbati dalla
quantita §; = 6k, perfettamente lecita dal punto di vista della consistenza,
e supponendo che non intervengano ulteriori perturbazioni. Se vogliamo che
zm converga alla soluzione analitica y(t) = 1 per k — 0 (o, equivalentemente,
per m — o0), deve essere |#] < 1. Se 6 & radice doppia di p(w), allora ¢ radice
anche di p'(w) e pertanto soddisfa

S

PO)=> ajj’ " =0

=0

Allora anche z, = knf™ + 1 ¢ una soluzione numerica. Infatti

Z AjZpys = k? (9” Z ajnej + 9n+l Z a]-j@j_1> + Z a; =
j=0 j=0 7=0 7=0
= kPO"np(0) + kPO p'(0) + 0 =0

ed ¢ generata dai valori iniziali y; = 1 perturbati da §; = kj6#7, 0 < j < s—1.
Se vogliamo che z,, converga alla soluzione analitica, deve essere |§| < 1. Se
il polinomio caratteristico ha radici semplici # tali che || < 1 e radici doppie
0 tali che |0| < 1, diremo che il polinomio soddisfa la condizione delle radici.
La condizione delle radici risulta anche sufficiente, assieme alla consistenza,
per la convergenza del metodo lineare multistep. Si ha infatti il seguente
teorema fondamentale:

Teorema 10. Un metodo lineare multistep € convergente se e solo se e
consistente e il suo polinomio caratteristico soddisfa la condizione delle radici.

Ritornando al metodo (17.6), si ha che § = 2 ¢ radice del polinomio
caratteristico e infatti y, = k2" 41 ¢ una soluzione del problema differenziale
che abbiamo usato come modello. Pertanto, il metodo non e stabile.

Come corollario al teorema precedente, abbiamo che ogni metodo ad un
passo e stabile (perché p(w) = w — 1) e che i metodi di Adams—Bashforth
sono stabili (perché p(w) = w*—w*~1). Esiste un limite superiore per I'ordine
di un metodo a s passi, dato dal seguente

Teorema 11 (Prima barriera di Dahlquist). Il massimo ordine per un me-
todo a s passi convergente € 2| (s + 2)/2]| se implicito e s se esplicito.

Per quanto riguarda i metodi BDF (speciali metodi impliciti) si ha che
sono convergenti (cioe sono stabili) solo per 1 < s < 6.
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Metodi di Runge—Kutta

I metodi lineari multistep lasciano aperti alcuni problemi. Come calcolare i
valori iniziai per i metodi di ordine elevato? Abbiamo visto che il massimo
ordine per un metodo ad un passo convergente ¢ 2 se implicito (lo raggiunge
il solo metodo dei trapezi). E possibile modificarlo e renderlo esplicito (e
dunque di piu facile applicazione)? Si possono costruire metodi di ordine ele-
vato e che permettano un passo temporale “adattabile” all’andamento della
soluzione? Cominciamo a rispondere alla seconda domanda: una modifica
abbastanza ovvia al metodo dei trapezi

k
Y1 = Yn + §(f<tn7 yn) + -f(tn+17 ynJrl))

per renderlo esplicito ¢ sostituire y,,,, con y, + kf(t,,y,) cosi da avere

k
Yoi1r = Yo+ 5 (Flnsyn) + Flnir, Yo + K F (b y,) (18.1)

Da un punto di vista “logico”, esso puo essere definito come

&=y, ~y(tn)
&=y, + k’f@mﬁl) ~ y(thrl)

k
Y1 = Yn + §(f<tn7€1) + f(thrla 52)) ~ y(tn+1>

Un altro modo di rendere esplicito il metodo dei trapezi e sostituire la media
delle funzioni f con la funzione f valutata nel “punto medio”

b+ 570w (182)

Yui1 =Y, T kf (tn+ 5

92
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cioe
& =y,~y(tn)

k k
52 =Y, + Ef(tmgl) ~Y (tn+ 5)

k
yn+1 =Y, + kf (tn + 57 52) ~ y(tn-i-l)

L’idea generale dei metodi espliciti di Runge—Kutta € quella, come al solito,
di sostituire 'integrale nella formula risolutiva

lnt1

Y(tni1) = y(tn) + F(ry(r))dr

tn

con una formula di quadratura su nodi ¢, + ¢;jk, 1 < j < v nellintervallo
[tn, tni1]. Sigiunge quindi a

Y(tnr1) ~ y(ta) + kY bif(t + ek, y(tn + k)

j=1

Si tratta ora di trovare delle approssimazioni §; di y(t, + ¢;k). Si procede
ricorsivamente in questo modo

( yt) =y, =& (= a=0)
y(tn + CQk) ~Y, =+ CQk.f(tn7 yn) =Y, + a271kf(tn7 €1> = 52
y(tn + C3k) ~Y, + a3,1k.f(tn7 51) + Cl,g,gkf(tn + 62k7 52) = 53

v—1
y(tn + CV/{?) ~Y,t+ kz au,j.f(tn + Cjkagj) = €1/
j=1
Y1 = Yy + kzbjf(tn + Cjkaéj)
\ J=1

ove i parametri ¢;, b; e a; j sono da determinare in modo da ottenere ’ordine
desiderato. Il numero v indica il numero di stadi. I parametri c;, b; e a;;
si racchiudono di solito nel tableau di Butcher. Se v = 1, ci si riconduce al
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0
C2 as 1
C3 as,1 as,2
Cy—1 | Qp—11 QAp—12 .. Ap_1p-2
Cy Ay Qy2 cee Ay y—2 Ay p—1
b1 b . b,_o b,_1 b,

Tabella 18.1: Tableau di Butcher.

metodo di Eulero. Per v = 2, I'ordine si ricava al solito modo

Y(tnr1) =y (tn) —kbi f(tn, Y (tn) —kba f (tnt+cok, y(tn) +az ik f(tn, y(tn))) =

2

= y(tn) + ky,(tn) + %y1/<tn) + O(kg) - y(tn) - kbly/(tn)+

by | £ty () + 2L

T (tn, y(tn))cok +

L y(tassky (1) + 06| -
— ky/(t) + k;y”(tn) + O — kb (t,) — Kby (b)+
~ Ky b yt))esk = Kby (1 (t) s aby () =
= g (1) + S 0) + O) — kg (1) — Koy (1) +
=102 gtk + (a5 0 (1) — 0] =

1
= ]{,‘(1 — bl — bg)’yl(tn) + k2 (5 — a271b2) y//(tn)+

R2(bscs — asabe) 2L (1 (1)) + OG)

ot
Dunque l'ordine e due se
0 0 0
11 2 | 2
111 3|2 503
11 13
3 2 [0 1 |13

Tabella 18.2: Metodi Runge-Kutta espliciti di ordine 2.
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bl -+ b2 - 1
1
a2’1b2 = 5 (183)

baco = b2a2,1

da cui, per esempio, i metodi di ordine 2 riportati in Tabella 18.2. T primi
due corrispondono ai due metodi visti all’inizio del capitolo e si chiamano,
rispettivamente, metodo di Fulero modificato e metodo di Heun. 11 punto
cruciale di questo sviluppo in serie di Taylor ¢ I'uguaglianza tra

y(00) + k(1) =/ (02) + 3ty (1)) =

= 4/ (1) + K (t)) 4 5 ()0 (1)

Fltn + kg (t) + kF(ty(t))) = Fltms y(t)+
08yt + L gtk F g (1) + O) =

ot oy
of of

=y (ta) + kg (Y () + Fay y(ta))y' (t) + O(k?)

(a meno di O(k?)) in cui le derivate di ordine superiore di y (e quindi di f)
sono sostituite da funzioni di funzioni f.

Per ogni v > 1, il corrispondente sistema non lineare che si ottiene per la
determinazione dell’ordine puo avere infinite soluzioni. Solitamente si impone

l'ulteriore vincolo
i1

Zam:ci, QSZSI/

j=1

Da notare che la condizione

e necessaria per avere almeno ordine 1 (cioe la consistenza). Per quanto
riguarda la stabilita, si puo ripetere tutto il ragionamento fatto per il caso
dei metodi multistep: si arriva ad osservare che il polinomio caratteristico e
p(w) = w—1 e pertanto tutti i metodi Runge-Kutta espliciti sono stabili. Ne
discende la convergenza. Per quanto riguarda il massimo ordine che si puo
raggiungere dato il numero di stadi v, si ha quanto riportato in Tabella 18.3.
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numero stadi v 1 2 3 4 5 6 7 8
massimo ordinep |1 2 3 4 4 5 6 6

Tabella 18.3: Massimo ordine per i metodi Runge-Kutta espliciti dato il
numero di stadi.

Il numero di stadi equivale al numero di valutazioni della funzione f (e
dunque al costo del metodo). Ai fini dell'implementazione, per evitare di
calcolare piu volte la funzione f negli stessi punti, si usa lo schema

( i—1

fi=Ffltn+ciky, +k> aiif;), i=1,...v

Jj=1

yn+1 :yn+kzbjfj
j=1

\

(&1 a11
(&) a2 1 a2 9
C3 31 as 2 as s
Cy—1 | AQp—-11 Qp—12 .- QAp_1p-2 Ap_1p-1
Cy Ay ay 2 o Ay py—2 Ay py—1 Ay y
by b . b,_o b, b,
C1 Q1,1 1.2 e e a1,p-1 a1y
Cy a2 1 a2 9 Ce Ce a2p—1 a2,
o . . .
Cy—1 | Qp—11 Qp-12 -+ .. GQp_1p-1 Au_1yp
Cy Ay 1 Ay 2 e Ce Ay p—1 Ay,
by b cee b, b,

Tabella 18.4: Tableaux di Butcher per i metodi Runge-Kutta semiimpliciti
(sopra) e impliciti (sotto).

E possibile generalizzare i metodi espliciti di Runge-Kutta per ottenere
metodi semuimpliciti e impliciti, i cui tableaux sono riportati in Tabella 18.4.
Anche il #-metodo puo essere fatto rientrare nella classe dei metodi Runge—



18.1. METODI DI RUNGE-KUTTA EMBEDDED 97
Kutta semiimpliciti:

El = yn
§r =y, tkOF (1, &) + k(1 —0)f(t, + k&)
Ypi1 = Yp T ROf (80, &) + k(1 —0)F(tn +K,&,)

o, in forma implementativa,

fl :f(tn7yn)
fo=Fn+k oy, +kOf +k(1—-0)f,)
Ynt1 =y, +kO0f +k(1—-0)f,

Dunque, abbiamo risposto anche alla prima domanda all’inizio di questo
capitolo. Vediamo ora come rispondere alla terza domanda.

18.1 Metodi di Runge—Kutta embedded

Per i metodi ad un passo risulta alquanto facile adottare un passo temporale
k,, variabile nel tempo (non cosi con i multistep, in cui i parametri dipendo-
no dall’avere assunto i passi temporali costanti). In generale, piu I'equazione
ha un comportamento “lineare”, pitt i passi possono essere presi grandi. Ma
come adattare automaticamente il passo all’andamento della soluzione? Sup-
poniamo di avere due metodi di Runge-Kutta espliciti di ordine p — 1 e p
rispettivamente, i cui tableaux sono riportati in Tabella 18.5. E chiaro che,
dopo aver costruito il primo metodo, con una sola nuova valutazione della
funzione f si puo costruire il secondo metodo. Una tale coppia di metodi si
dice embedded e si scrive di solito un unico tableau, come nella Tabella 18.6.
Il fatto che per trovare metodi di Runge-Kutta sia necessario risolvere si-
stemi non lineari per i coefficienti, rende difficile ma non impossibile trovare
coppie di metodi con tali caratteristiche.

Consideriamo il sistema differenziale

{i/(t) = f(t,9y(t))
Y(t,) = y%p)

ove yﬁlp )& I’approssimazione di y(t,,) ottenuta con il metodo Runge-Kutta di
ordine p. Si ha allora

—1 ~ ~ —1
ly® —yP 0 = 192 = Gtnn) + G(tar) — y700 | = CRE,,, (18.4)
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0

C2 az 1

C3 asa as,2

Co—1 | Ap—-11 QAp—-12 ... Qu—1p-2
b1 by e b,_s b,_1
0
Co az
C3 as; as,2
Cy—1 | Qp—11 QAp—12 -+ Ay_1p-2
Cy Ay Qy2 cee Ay py—2 Ay p—1
by by . b,_o b,_1 b,

Tabella 18.5: Metodi di Runge-Kutta di ordine p — 1 e p.

0
Co | Q21
C3 | 3,1 as2

Cy al/,l au,2 o a‘l/,l/fl
bi by by—1
bl b? bu—l by

Tabella 18.6: Metodi di Runge-Kutta embedded di ordine p — 1 e p.

per un opportuno C' > 0, ove k,+1 = t,11 — t, ¢ il passo di integrazione e
Ck! ., e l'errore locale del metodo di ordine p — 1. Se si vuole controllare
tale errore si puo allora imporre, ad ogni passo, che

-1
lyiZhs =yl < tola + g2l - ol (18.5)
rifiutando yfﬁl (e y,(lp 4:11)) nel caso la disuguaglianza non sia soddisfatta e cal-

colando un nuovo passo di integrazione minore del precedente. Per calcolare
il successivo passo di integrazione k, sia nel caso che la disuguaglianza sia
stata soddisfatta o meno, imponiamo che valga

CkP = tol, + ||y£LpJ)r1|| - tol,
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e, ricavando 1/C da (18.4), si ha

(tol + |\yn+1utol )
: kn+1

Hyn—i-l yn+1 H

Tale espressione indica il nuovo passo temporale k, .o = k nel caso la disu-
guaglianza (18.5) sia stata soddisfatta oppure la nuova misura del vecchio
kn+1 = k nel caso contrario. Per evitare che il passo di integrazione cambi
troppo bruscamente, si puo adottare una correzione del tipo

1/
tol, + ||yn+1|rtol ) '
' kn—l—l

k =min | 2,max | 0.6,0.9 - (
Hyn—H yn+1 ||

0
1 1
1 1
3 3 9
8 32 32
12 1932 _ 7200 7296
13 2197 2197 2197
1 439 _g 3680 845
216 513 4104
1] 8 9 _ 3544 1859 11
2 27 2565 4104 10
25 0 1408 2197 1
216 2565 4104 5
16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

Tabella 18.7: Metodo di Runge-Kutta—Fehlberg.

Forse il pit importante metodo di Runge-Kutta embedded ¢ il Runge-
Kutta—Fehlberg, di ordine (4)5, il cui tableau ¢ riportato in Tabella 18.7.
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A-stabilita

Purtroppo la consistenza e la stabilita di un metodo non sono sufficienti
per avere un buon solutore di qualunque equazione differenziale ordinaria.
Consideriamo infatti il seguente problema lineare

{ y(t) =Xy(t) t>t (19.1)

y(to) = yo

la cui soluzione esatta y(t) = eMyy tende a zero, per t — +o00, se R(\) < 0.
Analizziamo il comportamento del metodo di Eulero per questo problema,
supponendo di avere fissato il passo temporale k: si ha

Yni1 = Yn + kXY = (L + EN)y,

da cui
Ynt1 = (L4 kX)"yo

Si ha
lim y, =0 < [1+ kX < 1& 1+ RN +2ERN) + SN2 < 1

da cui

2
limy, =0k < RO

o0 E

Dunque, la soluzione numerica ottenuta con il metodo di Eulero ha lo stesso
comportamento della soluzione analitica solo se il passo temporale e sufficien-
temente piccolo. Altrimenti, la soluzione puo essere completamente diversa
(imy, oo |Yn| = |yo| 0 lim,, o y, = 00). Nel caso di Eulero implicito, invece,

si ha .
B 1
Yn = 1—/{7)\ Yo

100
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da cui
lim y, =0 |1 — kA > 1< |1 —kR(\) — EiS(N)] > 1

disuguaglianza sempre soddisfatta, poiché ®(A) < 0. Anche per il metodo dei
trapezi la soluzione numerica tende a 0 per n — co. Ma non ¢ vero, in gene-
rale, per qualunque metodo implicito. Analizziamo infatti il comportamento
generale del -metodo per questo problema: si ha

Yn+1 = Yn + Qk)‘yn + (1 - g)k/\yn-i-l

da cui
2NN
Tl —0kr]
Si ha
1+ 0kA
li = — < 1a]l 1—(1—
lim g, 0 < == o) <le[1+0kN <|1—-(1—-0)k\ <
0 < K2R(N)? — 2kR(\) — 2K%0R(N)? + E2S(\)? — 20K°F(N)?

da cui

lim g, =0« 0 < (1—20)k%|A]> — 2kR(\)

n—o0

Se 1 — 26 > 0, certamente la disequazione ¢ soddisfatta. Altrimenti,

: 2R(N)
Hm oy =0 k< ——2 (1 -920 <0 19.2
oo 7 (1= 20)]\2 ( ) (19.2)
Definizione 5. Dato un metodo numerico y, .1 = Yo .k, Yg:---,Y,), la

regione di assoluta stabilita (o linear stability domain) ¢ l"insieme dei numeri
z = kA per cui la soluzione di (19.1) soddisfa lim,_..y,, = 0.

Con riferimento al #-metodo, la regione di assoluta stabilita del metodo
di Eulero ¢ {z € C: |1 + 2| < 1}, per Eulero implicito ¢ {z € C: |1 —
z| > 1} e per il metodo dei trapezi ¢ {z € C: R(z) < 0}. Diremo che un
metodo & assolutamente stabile (o A-stabile) se la sua regione di assoluta
stabilita contiene C~ = {z € C: R(z) < 0}, cioe se riproduce correttamente
il comportamento della soluzione analitica di (19.1) quando R(A) < 0. Per
inciso, se A & puramente immaginario A = di, |y,| — +oo per Eulero, |y,| — 0
per Eulero implicito e |y,| = 1 = |y(t,)| per il metodo dei trapezi.
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Figura 19.1: Regioni di assoluta stabilita (bianche) per i metodi di Eulero,
Eulero implicito e dei trapezi.

19.1 A-stabilita dei metodi di Runge—Kutta
espliciti

Per analizzare I’A-stabilita dei metodi Runge-Kutta espliciti, bisogna espri-
mere la soluzione al problema (19.1) come

= r(kX)"yo

e studiare la funzione r(k\).

Figura 19.2: Regioni di assoluta stabilita (bianche) per i metodi di Runge—
Kutta di ordine 2, 3 e 4.

Teorema 12. Per un metodo Runge-Kutta esplicito di ordine p uguale al
numero di stadi v, si ha

2 oV

()—1+Z+§+ +E
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Dimostrazione. Iniziamo col dimostrare che r(z) ¢ un polinomio di grado v.
Si ha & polinomio di grado 0. Supponiamo che §; sia un polinomio di grado
j—1inz=FkAperj=23,...,v—1: allora

v—1 v—1
& =Un+t kY NG =y +END a8
j=1 i=1

¢ un polinomio di grado v in z. Quindi y,,1 = r(k)\)y, con 7(z) polinomio
di grado v in z. Poi, se 'ordine del metodo e p, significa che

y —y(k) = r(kN)yo — y(k) = O(k"*)
Ma y(k) = e"yy. Quindi
2 Gl p+1
r(z) = 1+z+§+...+ﬁ + O(kP™)

da cui la tesi. []

In ogni caso, la dimostrazione qui sopra mostra che per un metodo Runge—
Kutta esplicito 7(z) € un polinomio e r(0) = 1. Dunque, i metodi di Runge-
Kutta di ordine p uguale al numero di stadi v hanno tutti la stessa regione
di stabilita. Si puo allora facilmente dimostrare il seguente

Teorema 13. Nessun metodo Runge—Kutta esplicito ¢ A-stabile.

Dimostrazione. Si ha
lim y, =0 < |r(k))] <1

ma 7(0) = 1 e dunque r(z) non ¢ un polinomio costante r(z) = ¢ € (—1,1).
Se non ¢ cosi, certamente esiste k tale che |r(kX)| > 1 e dunque la regione di
assoluta stabilita non contiene C~. ]

19.2 A-stabilita dei metodi lineari multistep

Ci limitiamo a riportare alcuni risultati.
Teorema 14. Nessun metodo esplicito multistep & A-stabile.

Teorema 15. [ metodi BDF ad un passo (Eulero implicito) e a due passi
sono A-stabili.

Teorema 16 (Seconda barriera di Dahlquist). L’ordine pit alto che un
metodo multistep A-stabile puo raggiungere e due.
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19.3 Equazioni stiff

Se consideriamo il problema

y'(t) = —100y(t), t>0
y(0) =1

la condizione (19.2) per il metodo di Eulero impone k& < 1/50 = 0.02. D’altra
parte, la soluzione analitica del problema per t* = 0.4 ¢ minore di 1077 (e
dunque, trascurabile). Dunque, con poco piu di 20 passi il metodo di Eulero
arriva a calcolare la soluzione sino a t*. Qual & dunque il problema? Eccolo:

O A PO

e la sua norma infinito & minore di 107'7 per t* = 40. Poiché perd per
poter calcolare la prima componente serve un passo temporale k£ < 0.02, sono
necessari piu di 2000 passi, anche se la prima componente diventa trascurabile
dopo pochi passi e la seconda non richiederebbe un cosi elevato numero di
passi. Dunque, anche se il metodo € convergente e il passo, per esempio, k =
0.1 garantisce un errore locale proporzionale a k? = 0.01, il metodo di Eulero
non puo essere usato con tale passo. Usando il metodo di Eulero implicito
sarebbe possibile invece usare un passo piccolo all’inizio e poi, quando ormai
la prima componente e trascurabile, si potrebbe incrementare il passo, senza
pericolo di esplosione della soluzione. Per questo semplice problema, sarebbe
possibile calcolare le due componenti separatamente. Nel caso generale, pero,
il sistema non ¢ disaccoppiato, ma ci si puo sempre ridurre, eventualmente
in maniera approssimata, ad uno disaccoppiato e ragionare per componenti.
Infatti, se A e una matrice diagonalizzabile,

y'(t) = Ay(t) & 2'(t) = Dz(t) & z(t) = exp(tD)z,
ove AV = VD, D =diag{\1, A, ..., A}, e y(t) = Vz(t). Poi

y(t)=Ay(t) +bs 2 (1) =Dz(t)+ V 'b &
= Z(t) = 2zg+ tpy (t.D)(DZ(] + V_lb)
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ove

se A\ #0
1 seA=0

Infine
y'(t)=ft,y(t) &Y' {t) = ftn,y,) + Ju(y(t) —y,)

ove J, e la matrice jacobiana

df;
— tnu n
ayj( Yn)

In

e, se J, e diagonalizzabile, ci si riconduce al caso precedente. Dunque, si ha
sempre a che fare con gli autovalori di .J,, (nel caso .J,, non sia diagonalizzabile,
si ragiona in maniera equivalente con blocchi di Jordan).

Definizione 6. Un sistema di ODEs (15.1) si dice stiff in un intorno di t,
se esiste almeno una coppia di autovalori Ay, Ao della matrice jacobiana J,
tali che

° %()\1) < O, 8%()\2) <0
° %()\1) < %(/\2)

In pratica, puo essere molto difficile capire se un sistema non lineare
presenta regioni di stiffness o meno. Altrettanto difficile € rispondere alla
domanda: per un problema stiff, conviene usare un metodo esplicito con
passo piccolo o un metodo implicito? E chiaro che il metodo esplicito e di
facile implementazione e applicazione, ma richiede molti passi temporali. Il
metodo implicito richiede la soluzione ad ognuno dei “pochi” passi di un
sistema, in generale, non lineare.



Capitolo 20

Integratori esponenziali

I problemi di assoluta stabilita per semplici problemi lineari visti nel capitolo
precedente, portano alla ricerca di nuovi metodi. Consideriamo il sistema

differenziale
y'(t) = Ay(t) +b, t>0
y(to) = Yo

La soluzione analitica ¢

y(t) = exp((t—to) A)yo+(t—to)p1((t—1t0) A)b = Yo +to1((t—10) A) (Ay,+b)

Infatti y(ty) = y, e

/(1) = Acxp((t — to) A)yy + exp((t — to) A)b =
= A(exp((t — to) A)yo + (t — to)((t — to) A) " exp((t — to) A)b+
—(t—to)((t —t)A) b+ A7'b) =
= A(expl(t — to) )y + (£ — to)pn((t — o) A)b) + b = Ay(t) + b

Le funzioni exp e ¢; di matrice possono essere approssimate come visto al
paragrafo 7. Da questa osservazione, per un problema

y'(t) = Ay(t) + b(t,y(t)), t>0
Y(to) = Yo

il metodo Fulero esponenziale &

yn+1 = eXp<kA>yn + kQOl(kA)b(tn? yn)

Proposizione 4. Il metodo di Eulero esponenziale é esatto se b(y(t)) =
b(y,) = b e di ordine uno altrimenti.
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Dimostrazione. Si ha

tnt1
Yoo = oxp(kA)y, + / exp((tus1 — 7)A)g(ta)dr
tn

ove si e posto g(t) = b(t,y(t)). Per la formula di variazioni delle costanti (7.2)

ltn) = exp(kA)p(ta) = [ expl(tr = D) A)g(t)d -
— exp(kA)y(t,) + / " exp((tusr — T)A)g(r)dr+
— exp(kA)y(t,) — / " exp((tagr — ) A)g(t)dr =

- /t - exp((tn1 — 7)A)(G(tn) + g'(70) (T — tn) — g(tn))d7 =
= k*ps(kA)g'(1.) = O(k?)
[

Si puo inoltre dimostrare che il metodo converge (cioe € stabile). Poiché
risolve esattamente i problemi lineari, il metodo e A-stabile.

Proposizione 5. Per un problema lineare, non autonomo

y'(t)=Ay(t) +b(t), t>0
{ y(to) = Yo
il metodo esponenziale—punto medio
Y1 = exp(kA)y,, + kp1(KA)b(t, + k/2)

¢ esatto se b(t) = b e di ordine 2 altriments.

Dimostrazione. Procedendo come sopra, si arriva a

Y(tni1) —exp(kA)y(t,) — /t o exp((tns1 — 7)A)b(t, + k/2)dT =
_ /t " exp (b — T)AW (7 + B/2) (7 — (b + k/2))dr —

— /ttwrl exp((tnir — T)AW (1, + k/2) (1 — t, — k/2)dT =

= (K*py(kA) — E* /201 (kA (1, + k/2) =

- <% T2 o BT KA O(k4)> b (4 k/2) =
= O(k?)
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[]

Anche in questo caso si puo dimostrare che il metodo converge e che &
A-stabile. Dato un problema differenziale in forma autonoma

y'(t)=Ffy®), t>t
y(to) = Yo

si puo pensare di linearizzarlo ad ogni passo
Y'(t) = Juy(t) + ba(y(t))

ove

=~
|
—~
S
~—
=
3
—~
<
—~
~
~—
~—
I

Fyt) — Juy(t)

e applicarvi il metodo di Eulero esponenziale. Si arriva cosi al metodo di
Eulero—Rosenbrock esponenziale

Yp1 = eXp(kJn)yn + kgol(kjn)bn(yn) =Y, + ]ﬂpl(kjn)f(yn)

Il metodo ¢ di ordine 2 e convergente.



Capitolo 21

Esercizi

1. Si consideri il seguente problema differenziale del secondo ordine a:
limats
u"(x) — 3cos(u(z)) =0, xe€(0,1)

(0) =0
(1) =1
Lo si trasformi in un sistema del primo ordine (t = z, y1(t) = u(x),
y2(t) = u/(z)) da risolvere con il metodo di Eulero esplicito e si de-
termini, con una opportuna strategia, quale dovrebbe essere il valore
iniziale y(0) affinché y;(t) = u(z) sia soluzione del problema originale.

u
u

2. Con riferimento alla Figura 21.1, ’equazione del pendolo ¢

W'(t) = —gsind(t)
9(0) = 9
?'(0) =0

La si risolva con il metodo dei trapezi fino al tempo t* = W\/l/_g (as-
sumendo [ = 1, Jy = 7/4). Si confronti la traiettoria con quella del
pendolo linearizzato (sind(t) ~ 9(t)). Di quest’ultimo, si trovi il nu-
mero minimo di passi temporali affinché il metodo di Eulero esplicito
produca una soluzione al tempo t* che dista da ¥(¢*) meno di 1072,

3. Si calcoli y(1), ove y/(t) = Ay(t), y(0) = [1,...,1]T, con A data da A
= 100*toeplitz(sparse([1,1],[1,2],[-2,1],1,10)), usando il 6-
metodo con 0§ = 0,1/2, 1 e diversi passi temporali k = 273,274 ... 278
Si confrontino i risultati con la soluzione di riferimento ottenuta usando
0 =1/2 ek =271 mettendo in evidenza l'ordine del metodo usato.
Si provi anche il valore 6§ = 2/3, discutendo i risultati ottenuti.
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Figura 21.1: Pendolo

4. Si risolva il sistema di ODEs

A'(t) = —2a(t) A(t)
d(t)= Al + Q) —a(t)* -1
(t) = =2(a(t) + A(1))Q(2)

con dato iniziale

A(0) = 0.5
a(0) =2
Q(0) = 10

ESERCIZI

(21.1)

con il metodo di Eulero implicito fino ad un tempo finale t* = 15, pro-
ducendo un grafico della quantitd E(t) = (A(t)? + a(t)? + Q(t)* +
1)/(2A(t)). Si confrontino le soluzioni ottenute usando 300 o 900

timesteps.

5. Si implementi il metodo di Eulero modificato (secondo tableau in Ta-
bella 18.2) e lo si testi per il sistema differenziale (21.1), producendo il

grafico della quantita E(t).

6. Si implementino gli altri due metodi di ordine 2 in Tabella 18.2; li si
testi per il sistema differenziale (21.1), mettendone in evidenza l’ordine.
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0

1 1

112

3|0 2

110 0 1
1 1 1 1
6 3 3 &

Tabella 21.1: Metodo di Runge-Kutta a 3 stadi.

7. Si implementi il metodo Runge-Kutta di tableau in Tabella 21.1, de-

10.

terminandone numericamente 1’'ordine.

Si implementi la function relativa ad un generico metodo di Runge—
Kutta con tableaux dato da

c| A
bT
ove ¢, A e b sono dati.

Si implementi il metodo Runge-Kutta (embedded) di tableau

0

1] 1

2| 2

1]1-1 2
0 1
L2 1
6 3 6

e lo si applichi al problema differenziale 21.1.

Si implementi il metodo Runge-Kutta—Fehlberg il cui tableau e ripor-
tato nella Tabella 18.7, e se ne individui numericamente 'ordine. Lo si
testi sul sistema differenziale (21.1).



Parte 3

PDEs
(Equazioni alle derivate
parziali)
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Capitolo 22

Equazione del calore

22.1 Equazione del calore con dati iniziali e
condizioni ai limiti
Consideriamo la seguente equazione alle derivate parziali

ou 0%*u
a(t,x) = @(
u(0,t) = u(L,t)

u(0,z) = up(x), xz € (0,L) (condizioni iniziali)

t,x), t>0, z€(0,L)
=0,

t >0 (condizioni ai bordi) (22.1)

Supponiamo che ug(z) verifichi le condizioni di compatibilita uy(a) = ug(b) =
0. Tale equazione rappresenta, per esempio, I’andamento della temperatura
u su una barra di lunghezza L, i cui estremi sono tenuti a temperatura zero,
e con una distribuzione iniziale di temperatura ug(z).

22.1.1 Esistenza di una soluzione

Cerchiamo una soluzione a variabili separabili
u(t,z) = P(t)o(x)
Inserendo tale rappresentazione in (22.1), si deduce
V' ()(x) = p(t)¢"(x), t>0, z€(0,L)

da cui
= — K (costante) = 9(t) = Ae
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Per quanto riguarda ¢(z), la soluzione generale e

P(x) = creV T 4 e VT
Imponendo le condizioni al bordo

0:¢(O) =1+ 6
0= (L) = creV KL 4 epe VR = <e‘/jL - e_mL>

Se K <0, allora eV"KL 4 e V=KL 5 (¢ dunque ¢; = 0 (e anche ¢y). Quindi
é(x) = 0, ma in tal caso ¥(0)¢(x) # ug(x). Se invece K = A\? > 0, A > 0,
allora

P(z) = c1 (™ — ™) = 2¢yisin(Az) = Bsin(\z)
e poiché ¢(L) = 0, 'unica possibilita non banale & A = jm/L, j numero
naturale non nullo. Pertanto, la funzione

.2 2 .
u;(t,z) = exp (—]L: t) sin (%x)

¢ soluzione dell’equazione del calore (e soddisfa le condizioni ai bordi) per
ogni j. Quindi, la seguente combinazione lineare infinita

x) = Z cju;(t, )

¢ soluzione formale dell’equazione del calore. Per quanto riguarda la condi-
zione iniziale, si deve imporre

ug(x) = u(0, ) Zc] sin (—x) (22.2)

Poiché wuy(z) & nulla agli estremi, la possiamo prolungare per antisimmetria
all'intervallo [—L, L] e poi per periodicita a R. Sotto opportune ipotesi, la

sua serie di Fourier
—+o0
= ) uo(@)

j=—o0

converge. Poiché @y(z) & dispari, con riferimento al paragrafo 13.2.1,

L _— —i L . 2mj(x + L
Ui /24145 = /_Lao(:c)(bm/2+1+j(x)dx = N _Lﬂo(ac) sin (%) dr =
—iv/o L .
= 1\/_/ () sin <J% —i—j7r> dr =
— —1\/_/ up(z) sin (‘% +]7r> dx
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e

L —i [E . [ 2mj(z+ L
UOm,/2+1—j :/_Luo(x)ﬁém/zﬂj(x)dx: \/ﬁ/_LUo(ZU) Sin (%) dr =

w2 ot .
ﬁ/o to(z) sin(jra/L + jm)dr = —Uop 24145

+oo
ﬂo(x) = Z Uom/2+1+j¢m/2+1+j($) =

j==oc

<= cos(jrx/L + jm) + isin(jma/L + jr)
= Z UOm /24145 =
Jj=—00

V2L
-1

cos(jrx/L + jm) +isin(jrx/L + jr)
= Z UOm 241+ +

V2L

+oo . . .. . .
cos(ymx/L + jm) +isin(ywx /L + jm
3 o, (me/ ) e/ ) _

V2L

- cos(jrx/L + jmw) —isin(jrx/L + jm)
= Z —UOm /2+1+) +
j=1

V2L

j=—00

J=1

cos(jrx/L + jm) +isin(jra/L + jr)

-+ ZUOm/2+1+j \/ﬁ =

j=1
- V2, .

= Z Uopm /24145 —~=1sin(jra/L + jm) =
i=1 Vi

_ i E /0 " o) sim (%H;) dx] ‘i (‘%x)

Confrontanto quest’ultima espressione con (22.2), si deduce

¢ = [% /0 () sin (%x) dx}

Si potrebbe mostrare adesso che

(e 9] 2 92 .
Jm . (T
ta)=Y ¢ Iy T
u(t, x) 2. cj exp < 72 > sin ( T x)
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¢ soluzione di (22.1) (bisogna derivare sotto il segno di serie). Dalla presenza
del termine esponenziale negativo nel tempo per ogni componente u;(t, z),
si deduce ogni componente tende a zero per t — 400 (e dunque anche la
soluzione), ma con diverse velocita dipendenti da un fattore proporzionale
a j2. L’equazione del calore rappresenta il modello dei fenomeni di diffusio-
ne. La diffusione ¢ il processo mediante il quale la materia (o 'energia) &
trasportata da una parte di un sistema ad un’altra come risultato di moti
molecolari random.

22.1.2 Unicita della soluzione

Introduciamo la seguente quantita (energia)

B(t) = /0 %uQ(t, 2)da

dE Lo
E_/0 Ot{ tm}dx—/ u—dm /u@dx

Integrando per parti e tenendo conto delle condizioni ai bordi, si ha

dE L rou\?

i /0 (%) dez <0
Per dimostrare 'unicita, consideriamo come al solito il problema omogeneo
(corrispondente a (22.1) con ug = 0. Per tale problema Ey(0) = 0 e quindi
0 < Ey(t) < Ep(0) da cui Ey(t) = 0 per ogni t. Quindi u(t,z) = 0 ¢ I'unica
soluzione del problema omogeneo. Dunque, se u;(t,x) e us(t, x) fossero due
soluzioni del problema (22.1), allora u;(t,z) — us(t, ) sarebbe soluzione del
problema omogeneo e quindi u; (¢, z) = us(t, ).

Se up(z) > 0, si puo dimostrare (principio del massimo debole) che la
soluzione rimane non negativa per ogni ¢ (dall'interpretazione fisica, & ovvio).
Infatti, dato e > 0, si ponga v(t, ) = u(t,x)—ex?. Allora Ov—0,,v = 2¢ > 0.
Se il minimo di v(t, z) stesse in (£,z), 0 < ¢, 0 < Z < L, allora dv(t,z) =0
(punto critico) e Ov(t, ) > 0 (punto di minimo). Dunque

Si ha

O(t, @) — Oppv(t,T) <0

assurdo. Quindi, il punto di minimo per v(¢,x) sta in I' = {0} x [0, L] U
[0,400) x {0, L}. Dunque

minu —eL? < minv = minv < minu
r r
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e facendo tendere ¢ — 0, si ottiene
minu < minu
r
Poiche ovviamente vale anche la disuguaglianza opposta,

min v = min v = min{min uy, 0} =0
r

22.2 Metodo delle linee

Il metodo delle linee per la risoluzione di problemi del tipo

%(’* 7) = 222@ ) + f(u(t, ) +g(t,x), t>0, x € (a,b)

+ condizioni ai bord: (22.3)

+ condizioni iniziali

ove il termine f(u(t,z)) si chiama reazione e il termine g(t,x) sorgente, pre-
vede di discretizzare gli operatori differenziali spaziali con uno dei metodi
visti per i problemi con valori ai bordi e poi risolvere il sistema di ODEs
che ne risulta con un metodo per problemi ai valori iniziali visti. Vediamo
qualche esempio.

22.2.1 Differenze finite

Trascurando per il momento le condizioni ai bordi e usando differenze finite
centrate del secondo ordine a passo costante h

yi(0) I [ P Fi (1) g1(t)
s (t) . -2 1 e ya(t) f(ya(t)) 92(t)

: =l 0 .. o0 S : Rl
7/71 1( ) . 1 _9 1 ymfl(ﬂ f(ymfl(t)) gmfl(t>
Y () 0 0 L ol Lum(® f(ym (1)) gm (1)

ove y;(t) = y(t,z;) o, in maniera compatta,

Y'(t) = Ay(t) + fy() +g(t) (22.4)

(con l'ovvia definizione dei simboli). A questo punto, si sceglie il metodo
di integrazione temporale (f-metodo, Runge-Kutta, multistep, esponenzia-
le). Si tenga presente che il problema (22.4), che si dice semidiscretizzato, &
solitamente un problema stiff. Infine, si sistemano le condizioni ai bordi.
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Condizioni al bordo di Dirichlet

Vediamo come imporre una condizione di Dirichlet costante in x; = a. La
prima equazione del sistema di ODEs riguarda y(t) ~ y(t,z1) e sara della
forma vy} (t) = ... Se si vuole imporre una condizione di Dirichlet costante,
e sufficiente modifcare opportunamente la prima del termine di destra del
sistema di ODEs in modo da ottenere I'equazione v} (t) = 0.

Nel caso si volesse imporre una condizione di Dirichlet dipendente dal
tempo, per esempio y(t,a) = «(t), si deve ancora modificare la prima riga
del sistema differenziale, ma tale modifica dipende dal metodo scelto per
I'integrazione temporale. Per esempio, avendo scelto il metodo di Eulero
implicito, si ha

(I = kA)y, 1 —kf(Yni1) =Y, + Eg(tni1)

ove k e il passo di integrazione temporale, cioe si deve risolvere il sistema
non lineare in € =y, .,
F.(x)=0

A questo punto, si puo modificare la prima riga di F),(y,,, 1) con z1 —a(t,41).
Per il metodo di Eulero esponenziale, invece, si ha

Yni1 = xp(kA)y, + ko1(kA)(f(y,) +g(t,)) = exp(kA)y,, + ko1 (kA)b

Se la prima riga di A viene messa a zero, la prima riga di exp(kA) e ¢1(kA) ¢
il primo vettore della base canonica e dunque basta porre il primo elemento
di b uguale a (a(t,11) — a(t,))/k.

Condizioni al bordo di Neumann

Per quanto riguarda una condizione di Neumann omogenea, per esempio in
x = b, si puo pensare di introdurre la variabile fittizia y,,.1(t) ~ u(t, zpmi1),
ZTms1 = b+ h e imporre che y,41(t) = Ym—1(t). L'approssimazione da usare
per %(t, b) diventa dunque

@(t b) —~ u<t7$m+1) — zu(ta xm) + U(t, xm—l) i

ox2 T h? N
_ Y1 () = 2ym(t) + ym—1(t) _ 2ym—1(t) — 2ym(t)
- h2 - h2

In maniera analoga si possono trattare condizioni di Neumann non omogenee
(vedi paragrafo 10.5).
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Equazione di trasporto-diffusione

Consideriamo ’equazione del trasporto

ou ou
Gt( )+68x( r)=0, t>0,z€R (22.5)
(va) - u0($>

E facile verificare che la soluzione analitica ¢ u(t,z) = wuo(z — ct), da cui
il nome dell’equazione. Se consideriamo, piu in generale, '’equazione di
trasporto-diffusione

ou ou 0%u

E(t;p)ju o —(t,x )_dﬁ t>0, x€(0,L)
u(0,2) = ug(x)

u(0,0) = u(0,L) =

ove d > 0, ¢ lecito aspettarsi che entrambi i fenomeni di diffusione e trasporto
si manifestino. Ancora, se ug(z) > 0, tale rimane la soluzione per ogni t. Ma
cio e vero dopo aver discretizzato con il metodo delle linee? Abbiamo i due
risultati seguenti.

Teorema 17. Dato

{ y'(t) = f(t,y(t), t>0

y(to) =y
sono equivalenti le sequenti proprieta:
o sey, >0, allora y(t) > 0 per ogni t (il sistema si dice positivo)
e dato x, conx; =0, x; >0, j #1i, allora fi(t,x) >0

Da questo teorema segue, come corollario, il seguente, che puo pero essere
dimostrato in maniera diretta.

Teorema 18. Un sistema lineare y'(t) = Ay(t) é positivo se e solo se
a;; > 0 per ogni j # 1

ove A = (a;;).
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Dimostrazione. Supponiamo che il sistema sia positivo. Allora, se y, > 0, si
ha y(7) > 0. Ma

y(7) = exp(tA)y, = (I + 1Ay, + O(7?)

se 7 ¢ sufficientemente piccolo. Se aj; < 0, j # i, allora

(I +T1A)e; = |Taz;

e dunque la componente j-esima di y(7) sarebbe negativa, assurdo.
Se invece a;; > 0, j # 4, allora

t, "
exp(t,A) = lim ([ + —A) >0

n—oo n
da cui la positivita. O

Tornando all’equazione (22.5), la discretizzazione mediante differenze fi-
nite centrate del secondo ordine porge, nei nodi interni,

Cyi+1(t) —yi-1(t) _ dy¢+1(t) — 2y;(t) + yia (1)
2h h?

I termini extradiagonali della matrice che ne deriva sono

yi(t) +

c dec d
2h  h?2  2h  h?

Le condizioni per la positivita sono

c d

- — >
c>0 = 2h+h2_0

c d

J— — >
c<0 :>2h+h2_0

da cui el
c
— <1
2d —

La quantita |c|h/(2d) si chiama numero di Péclet di grilia.
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22.2.2 Elementi finiti

Nel caso di discretizzazione spaziale con elementi finiti lineari, la discretizza-
zione del problema (22.3) porta al sistema di ODEs

Py'(t) = Ay(t) + f(y(t) + g(t) (22.6)

ove A & (Popposta de) la stiffness matriz e P la mass matriz, definita da,

s hj_1+ h;
Pij :/ ¢j(x)¢;(x)dr = =—— 13 ’
Tji1 h]‘ (2273)
Pjj+1 = Dj+1j = ¢;(@)jn(r)de = =
mentre, per j =1e j=m,
T2
pu = ¢1(z) g1 (z)dr = gl
To hl
P12 = ¢1(2)p2(z)dr = 5
" - (22.7b)
—1
Pm—1m = Pmm— 1—/ Qbm ¢m 1( )dl’— 6

/¢m ()6 (x)der = 2

Poi, per 1 <1 < m,

o [ (S i
/ (Zum ) )dx+/ml+l (Zuﬂﬁ] ) e ~

hi_1 h; hi—1 + h;

Tkt hi—1+h;
i =/ g(t, z)pi(x)dx %g(t,xi)lT

mentre pert=1ei=m

hy

fi :f(ul)?a fm:f<um)m—_1

>

Sl N

gm = g(ta xm)m_—l

h
g1 :g<t7x1>_17 2

2
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Le condizioni di Dirichlet omogenee per un nodo x; si impongono sostituendo
la riga corrispondente di P con zeri e 1 in diagonale e la riga corrispondente
del termine di destra del sistema di ODEs con zeri.

Usando un metodo esplicito per la risoluzione del sistema differenzia-
le (22.6), ¢ necessaria 'inversione della matrice di massa. Per tale motivo, si
puo ricorrere alla tecnica del mass lumping che consiste nel rendere diagonale
la matrice P sostituendo ogni sua riga con una riga di zeri e la somma degli
elementi originali in diagonale. Tale modifica ¢ equivalente all’approssima-
zione degli integrali in (22.7) mediante la formula dei trapezi e dunque non
riduce l'accuratezza del metodo. Infatti, la matrice PIE_l)A (P, la matrice di
massa con lumping) risulta uguale alla matrice che si ottiene discretizzando
con differenze finite centrate del secondo ordine.

Usando invece un metodo implicito per la risoluzione del sistema diffe-
renziale (22.6), non ¢ necessaria la tecnica del mass lumping: semplicemente,
si devono risolvere sistemi lineari in cui la matrice identita ¢ sostituita dalla
matrice di massa.

22.3 Esercizi

1. Si calcoli la soluzione analitica dell’equazione del calore con sorgente

( Ou 0%u

a(t,x) = @(t,x) + 2¢'sin(z), t>0, z € (0,7/2)
< u(t,0) =0, t>0
%(t,ﬂ'/2)=0, t>0
| u(0,2) = sin(z), x € (0,7/2)

usando differenze finite del secondo ordine nello spazio e Eulero im-
plicito nel tempo. Si mostrino gli ordini spaziali e temporali della
convergenza alla soluzione analitica al tempo t* = 1.

2. Per l'esercizio sopra, discretizzato nello spazio tramite differenze finite
centrate del secondo ordine con m = 100 nodi, si determini il numero
minimo di passi temporali per avere un errore al tempo t* = 1 rispetto
alla soluzione analitica inferiore a 1073, avendo usato nel tempo

e il metodo di Eulero

e il metodo di Eulero implicito

e il metodo dei trapezi



22.3. ESERCIZI 123
e il metodo di Heun
e il metodo Runge-Kutta di tableau in Tabella 21.1

3. Si ripeta l'esercizio 1. usando Eulero esponenziale e esponenziale—
punto medio nel tempo.
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