Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 3 settembre 2002

matricola ........ ... ... ... NOME .\ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Si consideri il sottoinsieme del gruppo Q \ {0} dei numeri razionali non nulli rispetto alla

moltiplicazione:
m
X = { m # 0, 3)[71}
n

Si dimostri che X & un sottosemigruppo; € un sottogruppo?. In ogni caso si determini l’insieme
U(X) degli elementi invertibili di X.

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z x Z:
(a,b) p (c,d) seesolose a—b>c—doppurea—b=c—dea>c.

Si dimostri che p & una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 45 6 7 89 (1 2 3 45 6 7 89
"3 41672859) TT\632841975)

Si scrivano ¢ e T come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e si calcoli (o o 7)~49.

4) Sifissino h,k € R esu X = C\ {0} si definisca la seguente relazione:
a+bi~c+di se e solo se2ad — kbc = h.

Si determinino h e k in modo che la relazione sia riflessiva e si dimostri che, in tal caso, & una
relazione di equivalenza.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando la risposta:
(1) Ogni elemento diverso da 1 del gruppo dei reali non nulli rispetto alla moltiplicazione ha
ordine infinito.
(2) Se f: G — G’ & un omomorfismo di gruppi e ogni elemento di G ha ordine finito, allora ogni
elemento di G’ ha ordine finito.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 11 dicembre 2003

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo. Si definisca
a~b sta per esistono z,y € H tali che ax = yb.

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza su G. Si determini la classe di equivalenza di 1.
Nel caso di G = S5 e di H = {id, (12)}, si determinino tutte le classi di equivalenza.

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z x Z (dove Z denota l'insieme dei numeri
interi):

apb se e solo se alb e a<b.
Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali
del sottoinsieme A = {x € Z | |x| > 1}. Si dica inoltre se p & un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 23 45 6 7 89 (1 2 3 45 6789
“\3 86245 719) TT\845237196)

Si scrivano ¢ e T come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino ¢ o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (¢ o 7) 7199 ha ordine 10.

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza in un insieme con 6 elementi per le quali ogni
classe di equivalenza ha meno di 4 elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.
(a) Se G & un gruppo con |G| < 6, allora G & abeliano.
(b) Esiste un gruppo di ordine 7 non abeliano.



Universita degli studi di Verona — 11 settembre 2006
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... ... ... ... NOME ittt et COgNOME ... .'veeeiiee e,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia U l'insieme dei numeri complessi di modulo 1:
U={ze€C:|z|=1}.

Si dimostri che U & un sottogruppo di C\ {0}, -. Si consideri poi I’applicazione f: R — U definita
da

f(z) = cosmx + isinmx
e si dica se ¢ un omomorfismo di R, + in U. Nel caso lo sia si determinino immagine e nucleo di R.

2) Sia X = N\ {3} e si definisca la seguente relazione su X:

a=20
apb staper oppure
albeb#0

Si dica se p € una relazione d’ordine su X, se X, p € un reticolo e si determinino eventuali elementi
massimali e minimali del sottoinsieme A = X \ {0,1}.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1234567809 (12345673809
T \3 9476 1285) "TT\7391582¢6 4)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino ¢ o 7, gli ordini di o, 7, o o T e si dica se (o o 7) 717389 ha ordine 12.

4)  Calcolare il numero di relazioni di equivalenza ~ nell’insieme {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} soddisfacenti
a tutte le condizioni seguenti:

(a) 1 ~2,2~4,3~T;

(b) tutte le classi di equivalenza hanno al massimo quattro elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se G & un gruppo e g un fissato elemento di G, allora Papplicazione f: G — G definita da
f(z) = gzg~ 'z~ & un omomorfismo.

(b) Esiste un elemento di S13 di ordine 60.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 9 settembre 2003

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sian > 2 e si consideri I'insieme
H={oceS,|o(l)=1,0(2)=2}.

Si dimostri che H ¢ un sottogruppo di S, se ne calcoli I'indice [S,, : H] e si dica per quali valori di
n il sottogruppo H ¢ normale in S,,.

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z x Z (dove Z denota l'insieme dei numeri
interi):
apb se e solo se a* > b oppure at=btea<b.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1234567809 (12 45 6 7 8 9
7\7 423915 8%6) TT\42 56 19 8 3)°

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e senza eseguire calcoli si dica se (o o 7)7123% ha ordine 15.

3
7

4)  Quante sono le relazioni di equivalenza in un insieme con cinque elementi, nelle quali esattamente
una classe di equivalenza ha due elementi?

5) Si dica, fornendo un’adeguata giustificazione, se le seguenti asserzioni sono vere o false.

(a) 11 gruppo Sg ha elementi di ordine 18.
(b) Il gruppo S5 ha un sottogruppo di ordine 60.



Universita degli studi di Verona — 12 settembre 2007
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... .. ... . ... NOME ottt COZNOME ...,
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Si consideri 'insieme
G={(a,b)|a,beC,a#0}.
Si definisca in G la seguente operazione:

(a,b)(c,d) = (ad + b, ac).
Si dimostri che, in tal modo, G diventa un gruppo. Si dimostri che
H={(1)|beC}

¢ un sottogruppo normale di G. Si determinino poi gli elementi di G di ordine 2.

2)  Ogni numero naturale n > 0 ammette un’unica scrittura come
n = 2%, con a € N e h € N dispari.
Si definisca una relazione p in X = N \ {0} nel modo seguente:
2ahp2bk: se a>beh<k

(dove si usa la scrittura unica di cui sopra). Si dimostri che p € una relazione d’ordine su X; & un
ordine totale? Esistono il minimo o il massimo in X, p?

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 23 45 6 7 89 (1 2 3 45 6789
83247659 1) TT\6723154098)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e (oo 7)713.

4)  Si determini il numero delle relazioni di equivalenza ~ sull’insieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9} soddi-
sfacenti a tutte le seguenti condizioni: (a) Ogni classe di equivalenza contiene almeno tre elementi;
(b) 1 ~2; (c) 3~4.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, dando adeguata motivazione.
(a) Se G' ¢ un gruppo infinito, allora G contiene un sottogruppo H tale che H # {1} e H # G.
(b) Se p € una relazione d’ordine sull’insieme infinito X, allora esiste in X almeno un elemento
massimale oppure un elemento minimale.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 14 dicembre 2005

matricola ........ ... ... NOME ..ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G l'insieme delle matrici 2 x 2 unitarie a coefficienti complessi:
G={AcGL(2C)| A=A}

Si dimostri che G & un sottogruppo di GL(2,C) (gruppo delle matrici invertibili 2 x 2).
Si consideri I’applicazione f: Z — G definita da

| cos(nt/3) sen(mt/3)
ft) = —sen(nt/3) cos(nt/3)

e si dimostri che f € un omomorfismo del gruppo degli interi in G. Qual ¢ il nucleo di f? Quanti
elementi ha 'immagine di f7

2) Sia X l'insieme degli interi non nulli e si definisca la seguente relazione su X:

a<b<0
oppure

apb seesolose ca<0,b>0
oppure
a>0,b>0,b|a

Si dica se p & una relazione d’ordine su X e si trovino eventuali elementi massimali e minimali.
Questo insieme ordinato ¢ un reticolo?

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 456 789 (1 2 3 45 6 789
“\2 893561 74) TT\812936%547)
Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e (o o 7)793%.

4) Si dica se esistono relazioni di equivalenza su N con la seguente proprieta: ci sono almeno otto
classi di equivalenza e ciascuna di esse ¢ infinita.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando la risposta:

(1) Su ogni insieme non vuoto esistono relazioni di equivalenza diverse dall’identita.
(2) Dato un insieme non vuoto X, esiste un’operazione su X che rende X un gruppo.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 16 settembre 2004

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4
Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo di G. Si definisca
a~b sta per esistono hy € H, ho € H tali che ah; = hob.

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza su G. Si determini la classe di equivalenza di 1.
Dare una condizione necessaria e sufficiente su H affinché ~ sia una congruenza.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z dei numeri interi:

a? = b?
apb sta per e

b<a.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale o un reticolo.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(123456789 (123 45 8 9
T \315427869) ""\65 371 2 8)"

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7) 73?9 ha ordine 8.

6 7
9 4

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza ~ sull’insieme {1,2,3,4,5,6, 7} per le quali esiste
una classe di equivalenza con 4 elementie 1 ~ 3, 6 ~ 4, 4 ~ 2.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se f: G — G’ & un omomorfismo di gruppi e, per ogni a,b € G, f(ab) = f(b)f(a), allora G &
abeliano.

(b) Ogni gruppo G di ordine 6 ha un sottogruppo normale H tale che 1 < |H| < 12.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 18 settembre 2002

matricola ........ ... ... ... NOME .\ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Vecchio ordinamento

1) Sia GL(2;C) il gruppo delle matrici non singolari 2 x 2 a coefficienti complessi. Si consideri la
matrice

J:O 1 e GL(2;C).
g cor@o

Si dimostri che
G={Ae€GL(2;,C) | AJ = JA}
¢ un sottogruppo di GL(2;C). E abeliano?

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme N x N:
(a,b) p(c,d) seesolose a+d>b+coppurea+d=b+cea<c

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 456 789 (1 2 3 45 6 789
“\431672859) " 623841975/

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e si calcoli (o o 7)™ 772,

4) Quante sono le relazioni di equivalenza in un insieme con tre elementi? (Suggerimento: basta
contare le partizioni?)

5) Si dica, fornendo un’adeguata giustificazione, se le seguenti asserzioni sono vere o false.

(a) Se X e Y sono insiemi finiti, allora ogni applicazione suriettiva f: X — Y & iniettiva.
(b) Se X ¢ infinito, esiste un’applicazione f: X — X iniettiva ma non suriettiva.



Universita degli studi di Verona — 21 giugno 2006
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... ... ... .. ... NOME ittt et COgNOME ... .'veeeiiee e,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e siano H e K suoi sottogruppi. Si definisca
a~b sta per esistono x € H e y € K tali che b = xay.

Si dimostri che ~ € una relazione di equivalenza su G. Si determini la classe di equivalenza di 1, nel
caso in cui H C K.

Si dimostri che la classe di equivalenza di 1 € un sottogruppo quando K €& un sottogruppo
normale di G.

Nel caso di G = S,,, H = {id,(12)} e K = A,, si calcoli la classe di equivalenza di id.

2) Dato x € Z si indichi con r(zx) il resto della divisione di x per 5.
Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z dei numeri interi:

apb sta per r(a) <r(b) oppure r(a)=r(b)ea<b.

Si dimostri che p & una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali
del sottoinsieme A = {x € Z | |z| > 1}. Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 23 45 6 7 89 (1 2 3 45 8 9
T3 456 78921) TT\82734 6 1)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino ¢ o 7, gli ordini di o, 7, 0 o 7 e si dica se (o o 7) 79 ha ordine 8.

6 7
9 5

4)  Calcolare il numero di relazioni di equivalenza ~ nell’insieme {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} soddisfacenti
a tutte le condizioni seguenti:

(a) 1 ~2,2~4,3~5;

(b) tutte le classi di equivalenza hanno tre elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se X & un semigruppo con 1, G ¢ un gruppo e f: X — G ha la proprieta che f(xy) = f(x)f(y),
per ogni z,y € X, allora f(1) = 1.

(b) L’applicazione f: G — G definita da f(x) = ™!, dove G & un gruppo, & un omomorfismo.



Universita degli studi di Verona — 19 giugno 2007
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... .. ... . ... NOME ottt COZNOME ...,
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Si dimostri che I'insieme
H= {—a :a € Z,med(a,5) =1,n € N}
n

¢ un sottogruppo del gruppo Q dei razionali rispetto all’addizione. Si dimostri che ogni elemento
di Q/H ha ordine finito. Indicando con [z] la classe di equivalenza di z € Q nell’insieme quoziente
Q/H, si calcoli l'ordine di [a/5"].

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z dei numeri interi:

fa<0,b<0ea>b,
oppure

a pb  se e solo se a<0eb>0,
oppure
\aZO,bZOebla.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Ss si considerino le permutazioni
(1 2 3 45 6 7 8 (1 2 3 45 6 7 8
“\86 174 235) ""\132605487)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, T e (0 o 7) 7134555,

4) Si dica quante solo le relazioni di equivalenza sull’insieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9} in cui le classi
di equivalenza hanno tutte un numero dispari di elementi.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando le risposte.

(a) Se G & un gruppo finito con |G| = p", dove p & un numero primo e n > 0, allora esiste un
elemento g € G tale che il suo ordine & uguale a p.

(b) Se f: G — G’ & un omomorfismo di gruppi finiti e med(|G|, |G’|) = 1, allora f(z) = 1, per
ogni xz € G.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 22 giugno 2005

matricola .......... ... ... .. ... NOME oottt COGNOME ..o
1 4
Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un suo sottogruppo. Si consideri la relazione su G cosi definita:
a~b sta per esistono hi,hy € H tali che ahy = bho.

Si dimostri che ~ ¢ una relazione di equivalenza e si calcoli la classe di equivalenza di 1.
Nel caso particolare di G = Sg e H = {id, (12345), (13524), (14253), (15432)} si calcoli il numero delle
classi di equivalenza.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z dei numeri interi:

a>0eb<0
oppure

apb sta per b>0ea>b
oppure
a<0,b<0ealb

Si dimostri che p ¢ una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali. Si dica
inoltre se p € un ordine totale e se X, p € un reticolo.

3) Nel gruppo Si2 si considerino le permutazioni

/1 2 3 456 7 8 9 10 11 12
7= 2 4 1 9 ’

12 11 10 5 6 7 3 8
/12345 6 7 89 10 11 12
™\1 96 24 11 1075 3 8 12)°

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, 0 o 7 e si dica se (o o 7) 7876 ha ordine 18.

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza ~ sull’insieme X = {1,2,3,4,5,6,7,8} tali che
(1) 1 ~2,3~2e4d~5; (2) esiste una classe di equivalenza con esattamente 4 elementi.

5)  Si dica, giustificando la risposta, se le affermazioni seguenti sono vere o false.
(a) Ogni sottoinsieme di un reticolo ha estremo superiore e estremo inferiore.
(b) 11 gruppo (infinito) G delle applicazioni biiettive di N in N non & abeliano.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 22 settembre 2003

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sian > 0 e si consideri la seguente relazione su Sy,:
o~T se e solo seo(n) = 7(n).

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza e si calcoli il numero di classi di equivalenza. Si
determinino inoltre i valori di n per i quali ~ & una congruenza.

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z x Z (dove Z denota l'insieme dei numeri
interi):
apb se e solo se alb e b<a.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali
del sottoinsieme A = {z € Z | |x| > 1}. Si dica inoltre se p & un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 23 45 6 7 89 (1 2 3 45 6789
“\3 86145729 TT\8451372096)

Si scrivano ¢ e T come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino ¢ o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (¢ o 7) 7199 ha ordine 10.

4) Quante sono le relazioni di equivalenza in un insieme con sei elementi, nelle quali esattamente
una classe di equivalenza ha tre elementi?

5) Si dica, fornendo un’adeguata giustificazione, se le seguenti asserzioni sono vere o false.

(a) Il gruppo Si12 ha elementi di ordine 18.
(b) 1l gruppo Z/120Z ha un sottogruppo di ordine 60.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 23 marzo 2004

matricola ........... ... ... ..., NOME ..ot COGNOME ...t
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un suo sottogruppo. Si definisca, per a,b € G,
a pb se e solo se esiste h € H tale che h™'a = bh™'.

Si dimostri che p e una relazione di equivalenza su G. Nel caso particolare di G = S4 e
H = {id, (123), (132)}, si determini la classe di equivalenza di (12).

2) Sia < una relazione d’ordine sullinsieme X. Definiamo su Y = X x X la relazione p
ponendo
(a,b) p (c,d) se e solo se c<aeb=d.

Si verifichi che p € una relazione d’ordine su Y e si dica quando tale relazione € un reticolo o,
in particolare, un ordine totale.

3) Si considerino le permutazioni in Sy:
(1 23 456789 (1 2 3 56 789
32475689 1) "TT\185293¢674)
Si calcolino gli ordini di o, 7 e 0 o 7 e si dica se sono pari o dispari. Quanti elementi ha il
sottogruppo di Sy generato da o o 77

DO~

4) Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza in un insieme con sette elementi con la
proprieta che una classe di equivalenza ha quattro elementi.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando le risposte:
(a) ogni gruppo il cui ordine sia un numero primo & abeliano;
(b) per ogni intero positivo n esiste un gruppo abeliano di ordine n.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 24 giugno 2004

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo abeliano. Si definisca
a~b sta per esiste g € G tale che a = ¢3b.

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza su G. Si determini la classe di equivalenza di 1.

E possibile affermare che ~ & una congruenza su G? Se si, calcolare i possibili ordini degli
elementi del gruppo quoziente G/ ~.

Dare un esempio di un gruppo non abeliano nel quale la relazione definita sopra non & una
relazione di equivalenza.

2) Si consideri la seguente relazione p sull'insieme X = (N \ {0}) x (N '\ {0}) (cioe delle coppie
ordinate di numeri naturali non nulli):

ad < be
apb sta per oppure
ad=bcea<ec.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1234567809 (12345673809
= \5 6 371942%8) "TT\3s51427869)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino ¢ o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7) 7199 ha ordine 12.

4) Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza in un insieme con 6 elementi per le quali esiste
una classe di equivalenza con 3 elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.
(a) Se f: X — Y & un omomorfismo di semigruppi e x € X ¢ invertibile, allora f(z) & invertibile in
Y.

(b) Esiste un gruppo di ordine 11 non abeliano.



Universita degli studi di Verona — 12 dicembre 2006
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... .. ... .. ... NOME ittt et COgNOME ... .\vveeiiieeeens.
1 4
Votazione: 2 5
3

1)  Si consideri il sottoinsieme del gruppo Q dei numeri razionali rispetto all’addizione:

a
o |z

Si dimostri che G € un sottogruppo di Q che contiene Z. Si dimostri che G non ¢ un gruppo ciclico
e che, per ogni m € N,

aEZ,nEN}.

Gn={zeG|mxecl}
¢ un sottogruppo di G. Per quali valori di m si ha G,, = G?

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Q dei numeri interi:

a? < b?
apb seesolose oppure
a?="b2eca>bh.

Si dimostri che p & una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 456 789 (1 2 3 4 5 6 8 9
7\ 25 734861) "T"\98 135764 2)

Si scrivano ¢ e T come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.

Si calcolino gli ordini di o, 7 e (77! 0 g o 7)7199,

7
6

4)  Si dica quante solo le relazioni di equivalenza sull’insieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9} in cui le classi
di equivalenza hanno tutte un numero dispari di elementi.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando le risposte.
(a) Se G & un gruppo finito e g € G, allora 'ordine di g ¢ finito e |G]|.
(b) Esiste in S, un elemento di ordine 70 se e solo se n > 12.



Universita degli studi di Verona — 24 settembre 2007
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... .. ... . ... NOME ottt COZNOME ...,
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Si consideri 'insieme
G={(a,b)|a,beC,a#0}.
Si definisca in G la seguente operazione:
(a,b)(c,d) = (ac,ad + bc).
Si dimostri che, in tal modo, G diventa un gruppo. Si dimostri che

H={(b1)|beC}

€ un sottogruppo normale di G. Si determinino poi gli elementi di G di ordine finito.

2)  Si definisca sull’insieme X = Z \ {0} dei numeri interi non nulli la seguente relazione:

(a<06b§a
oppure

a pb  sta per a>0eb<0
oppure

(a>0,b>0eb|a

Si dimostri che p € una relazione d’ordine, verificando se ¢ un ordine totale o un reticolo e determi-
nando eventuali elementi massimali e minimali.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 456 789 (1 2 3 45 6 789
47683259 1) "T"\67254093138)
Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e (o o 7)7131222,

4)  Si determini il numero delle relazioni di equivalenza ~ sull’insieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9} soddi-
sfacenti a tutte le seguenti condizioni: (a) Ogni classe di equivalenza contiene al piu tre elementi;
(b) 1 ~2; (c) 3~4.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, dando adeguata motivazione.

(a) Se G ¢ un gruppo finito di ordine p™ con p primo e n > 0, allora G contiene un sottogruppo
H tale che H # {1} e H # G.

(b) Se p € una relazione d’ordine sull’insieme infinito X, allora esiste in X un sottoinsieme che
non ha estremo superiore.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 27 settembre 2005

matricola ........ ... ... . ... NOME ..ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Si consideri 'insieme X delle coppie ordinate di numeri reali e sia & un numero reale. Si
consideri ’operazione
(a,b) * (¢,d) = (ac + ab, ad + bc)
e si dica per quali valori di « 'insieme X, * ¢ un semigruppo con 1.
Per almeno uno di tali valori, si determinino gli elementi invertibili.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme N dei numeri naturali:

a=20
apb sta per oppure
at0eb#2eald

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p ¢ un ordine totale e se X, p ¢ un reticolo.

3) Nel gruppo Si2 si considerino le permutazioni

(1 234567 8 9 10 11 12
9=\12 51973811 6 2 4 10)°
(12345 6 78 9 10 11 12
“\o 6 8 411 107112 2 5 3)°

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o T e si dica se (o o 7) 787 ha ordine 18.

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza ~ sull’insieme X = {1,2,3,4,5,6,7,8} tali che
(1)1 ~2,3~2,3~5,4~75;

(2) non esistono classi di equivalenza con 3 elementi. (Nota: devono essere soddisfatte entrambe le
condizioni.)

5) Si dica, giustificando la risposta, se le affermazioni seguenti sono vere o false.
(a) Ogni sottoinsieme finito di un reticolo ha estremo superiore e estremo inferiore.
(b) Il gruppo quoziente Z/300Z ha elementi di ordine 24.



Universita degli studi di Verona — 28 marzo 2008
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... .. ... . ... NOME ottt COZNOME ...,
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Si consideri il sottoinsieme del gruppo Q \ {0} dei numeri razionali non nulli rispetto alla
moltiplicazione:
m
X = {
n

Si dimostri che X & un sottosemigruppo; ¢ un sottogruppo? In ogni caso si determini 'insieme U (X)
degli elementi invertibili di X.

m>0, n>0, 7J[n}

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme N x N:
(a,b) p (c,d) seesolose a?+b*<c®+d* oppure a® +b2 =c*+d*ea>c.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1234567809 (1234567809
7 \6 28431975/ "TT\328541679)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e si calcoli (o o 7)™,

4) Sifissino h,k € R esu X = C )\ {0} si definisca la seguente relazione:
a+bi~c+di se e solo se (3i — 1)ad — 2h = kbe,

dove si intende che a,b,c,d € R. Si determinino A e k£ in modo che la relazione sia riflessiva e si
dimostri che, in tal caso, € una relazione di equivalenza.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando la risposta:

(1) Ogni elemento diverso da 1 del gruppo dei razionali positivi (rispetto alla moltiplicazione)
ha ordine infinito.

(2) Se f: G — G’ & un omomorfismo suriettivo di gruppi e ogni elemento di G ha ordine finito,
allora ogni elemento di G’ ha ordine finito.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 3 settembre 2004

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo abeliano. Si definisca
H:{94‘QGG}(Z{:L'GG]esistegEGconx:g4})

e si dimostri che H & un sottogruppo di G.

Calcolare i possibili ordini degli elementi del gruppo quoziente G/H.

Dare un esempio di un gruppo non abeliano nel quale l'insieme definito sopra non & un sotto-
gruppo.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull'insieme X = (N \ {0}) x (N '\ {0}) (cioe¢ delle coppie
ordinate di numeri naturali non nulli):

ad > be
apb sta per oppure
ad =bcea>c.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1234567809 (12345673809
= \5 6 371942%¢8) "TT"\3s51427869)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o T e si dica se (o 0 7) 787 ha ordine 12.

4)  Sidetermini sull’insieme {1, 2, 3,4, 5,6} una relazione di equivalenza ~ con le seguenti proprieta:
(a) 1 ~2; (b) 2~4; (c) le classi di equivalenza hanno al piu tre elementi.
Quante sono le relazioni di equivalenza con tali proprieta?

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Sia G un gruppo finito e sia X un sottoinsieme di G con la proprieta che, per ogni z,y € X,
allora xy € X. Allora X & un sottogruppo di G.

(b) Esiste un gruppo di ordine 12 non abeliano.



Universita degli studi di Verona — 29 settembre 2006
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... ... ... ... NOME ittt et COgNOME ... .'veeeiiee e,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento
1) Sia H l'insieme dei numeri razionali che si possono scrivere nella forma
a c g
7 con a,b € Z,b> 0 e b divisibile per 6.

Si dimostri che H ¢ un sottogruppo di Q, + e si dica quali sono gli elementi del gruppo quoziente
Q/H che hanno ordine finito.
Il gruppo H, + e ciclico?

2)  Si consideri la seguente relazione sull’insieme Z dei numeri interi:
apb staperal|bea<b.

Si dica se p € una relazione d’ordine e, in questo caso, si determinino gli elementi massimali e
minimali e si dica se Z, p & un reticolo.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 456 789 (1 2 3 45 6 789
T3 761 28594) "7 82739156 4)°

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7) 717389 ha ordine 21.

4)  Calcolare il numero di relazioni di equivalenza ~ nell’insieme {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} soddisfacenti
a tutte le condizioni seguenti:

(a) 1~2,2~4,3~T;

(b) tutte le classi di equivalenza hanno almeno quattro elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se G ¢ un gruppo e g un fissato elemento di G, allora lapplicazione f: G — G definita da
f(z) = gzg~! & un omomorfismo biiettivo.

(b) Esiste un elemento di S14 di ordine 60 e di segnatura dispari.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 8 luglio 2005

matricola ........ ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un suo sottogruppo. Si consideri la relazione su G cosi definita:
a~b sta per esistono hi, ho € H tali che b_lhl =a 'h,.

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza e si calcoli la classe di equivalenza di 1.
Nel caso particolare di G = S7 e H = ((1234567)) si calcoli il numero delle classi di equivalenza.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme N dei numeri naturali:

a=20
apb sta per oppure
b>0ealb

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p & un ordine totale e se X, p € un reticolo.

3) Nel gruppo Si2 si considerino le permutazioni

(1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
S\12 11 10 5 6 2 4 1 9 ’

(1 2
741110
Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino ¢ o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7) 737 ha ordine 18.

w
~
—= Ot
© o

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza ~ sull’insieme X = {1,2,3,4,5,6,7,8} tali che
(1)1 ~2,3~2, 3~3,4~5; e inoltre

(2) esiste una classe di equivalenza con almeno 4 elementi. (Nota: vanno considerate entrambe le
condizioni.)

5) Si dica, giustificando la risposta, se le affermazioni seguenti sono vere o false.
(a) Ogni sottoinsieme finito di un reticolo ha estremo superiore e estremo inferiore.
(b) Il gruppo quoziente Q/Z ¢ infinito. (Nota: Q ¢ un gruppo rispetto all’addizione.)



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 30 marzo 2006

matricola ........ ... ... . ... NOME ..ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Si consideri il sottoinsieme del gruppo Q \ {0} dei numeri razionali non nulli rispetto alla
moltiplicazione:
m
x={
n

Si dimostri che X & un sottosemigruppo; € un sottogruppo?. In ogni caso si determini l'insieme
U(X) degli elementi invertibili di X.

m >0, n>0, 5J(n}

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme N x N:
(a,b) p (c,d) seesolose a?+b>>c®+d* oppure a®> + b2 =+ d* ea>c.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1234567809 (123456789
T \s3 2854 1679) "T"\628431975)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e si calcoli (o o 7)74.

4) Si fissino h,k € R e su X = C\ {0} si definisca la seguente relazione:
a+bi~c+di se e solo se (3i — 1)ad — kbc = h.

Si determinino A e k in modo che la relazione sia riflessiva e si dimostri che, in tal caso, ¢ una
relazione di equivalenza.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando la risposta:

(1) Ogni elemento diverso da 1 del gruppo dei razionali non nulli (rispetto alla moltiplicazione)
ha ordine infinito.

(2) Se f: G — G’ & un omomorfismo iniettivo di gruppi e ogni elemento di G ha ordine finito,
allora ogni elemento di G’ ha ordine finito.



Universita degli studi di Verona — 4 luglio 2007
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... .. ... . ... NOME ottt COZNOME ...,
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Si dimostri che I'insieme
G={xeC:2" =1, per qualche n € N, n > 0}
¢ un sottogruppo del gruppo moltiplicativo C\ {0} dei numeri complessi non nulli. Si verifichi che
H={zcG:a2*=1}

e un sottogruppo (normale) di G e, per ogni x € G, si calcoli 'ordine dell’elemento [z] € G/H.

2) Si consideri la seguente relazione p sull'insieme Z dei numeri interi:

a<0eb=a,
a pb  se e solo se oppure
a>0eb=ka, perun k > 0.
Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.

Si dica inoltre se p € un ordine totale o un reticolo.

3) Nel gruppo Sg si considerino le permutazioni
(1 2 3 45 6 7 8 (1 2 7 8
T\8 2356 174) "TT\26 3 7)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e (0 o 7) 7134555,

3 4 5 6
5 4 8 1

4) Si dica quante solo le relazioni di equivalenza sull’insieme {1,2,3,4,5,6,7,8} in cui le classi di
equivalenza hanno tutte un numero pari di elementi.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, giustificando le risposte.

(a) Se G & un gruppo finito con |G| = p", dove p &€ un numero primo e n > 1, allora esiste un
elemento g € G tale che il suo ordine & uguale a p.

(b) Se G & un gruppo finito, H ¢ un suo sottogruppo e [G : H|] = p & primo, allora H & normale
in G.



Universita degli studi di Verona — 6 luglio 2006
Corso di laurea in Informatica — Algebra
Corso di laurea in Matematica Applicata — Elementi di Algebra

matricola ......... ... ... .. ... NOME ittt et COgNOME ... .'veeeiiee e,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia p un numero primo e si ponga

H:{m:mez,neN}.
pn

Si dimostri che H & un sottogruppo di Q,+. Si dica se H & un gruppo ciclico e si trovino gli elementi
di ordine finito in Q/H. E vero che Q/H ¢ finito?

2) Sia X = N\ {2} e si definisca la seguente relazione su X:

a=20
apb staper oppure
albeb#0

Si dica se p € una relazione d’ordine su X, se X, p € un reticolo e si determinino eventuali elementi
massimali e minimale del sottoinsieme A = X \ {0, 1}.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 456 789 (1 2 3 45 6 7 89
“\9 34761285 TT\7931582¢6 4)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7) 7998 ha ordine 8.

4)  Calcolare il numero di relazioni di equivalenza ~ nell’insieme {1, 2,3,4,5,6,7, 8,9} soddisfacenti
a tutte le condizioni seguenti:

(a) 1 ~2,2~4,3~5;

(b) tutte le classi di equivalenza hanno al massimo tre elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se X e Y sono semigruppi con 1 e f: X — Y & un’applicazione suriettiva con la proprieta che
f(zy) = f(x)f(y), per ogni z,y € X, allora f(1) = 1.

(b) Esiste un elemento di Si2 di ordine 40.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 8 luglio 2004

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo di G. Si definisca
a~b sta per esistono hy € H, ho € H tali che ah; = bho.

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza su G. Si determini la classe di equivalenza di 1.
Dare una condizione necessaria e sufficiente su H affinché ~ sia una congruenza.

2) Si consideri la seguente relazione p sull'insieme X = (N \ {0}) x (N '\ {0}) (cioe delle coppie
ordinate di numeri naturali non nulli):

ad < be
(a,b) p (c,d) sta per e
a <c.

Si dimostri che p ¢ una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale o un reticolo.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(123456789 (123456789
“\6 53719 42%8) "TT\3154278¢69)

Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7) 71?9 ha ordine 8.

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza in un insieme con 7 elementi per le quali esiste
una classe di equivalenza con 4 elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se f: X — Y & un omomorfismo di semigruppi, z € X e f(z) non & invertibile in Y, allora =
non ¢ invertibile in X.

(b) Esiste un gruppo di ordine 8 non abeliano.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 7 dicembre 2004

matricola ........ ... ... . ... NOME ..ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo. Si definisca
a~b sta per esistono z,y € H tali che a = xby.

Si dimostri che ~ & una relazione di equivalenza su G. Si determini la classe di equivalenza di 1.
Nel caso di G = S5 e di H = {id, (13)}, si determinino tutte le classi di equivalenza.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme Z dei numeri interi:
2| 32
apb se e solo se a“|b® e a>b.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali
del sottoinsieme A = {x € Z | |z| > 1}. Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(123456789 (1234567809
T \3 682497 15) "TT\s492376+51)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o 7 e si dica se (o o 7)~°%% ha ordine 10.

4) Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza in un insieme con 9 elementi per le quali ogni
classe di equivalenza ha almeno 4 elementi.

5) Si dica, motivando le risposte, se le seguenti affermazioni sono vere o false.

(a) Se X & un semigruppo con 1, G & un gruppo e f: X — G ha la proprieta che f(xy) = f(z)f(y),
per ogni z,y € X, allora f(1) = 1.

(b) Esiste un gruppo di ordine 8 non abeliano.



Universita degli studi di Verona — Corso di laurea in Informatica
Prova scritta di Algebra — 8 luglio 2003

matricola ........ ... ... ... NOME ..t COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia GL(3;C) il gruppo delle matrici non singolari 3 x 3 a coefficienti complessi. Si dimostri che
G={AcGL(2,C)| AT = A7}

¢ un sottogruppo di GL(3;C). E abeliano? E normale in GL(3;C)?

2) Si consideri la seguente relazione p sull’insieme R x R (dove R denota l'insieme dei numeri
reali):

(a,b) p(c,d) seesolose a+d>b+coppurea+d=b+cea<c.
Si dimostri che p ¢ una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p € un ordine totale.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 45 6 7 89 (1 2 3 45 6 789
“\234895 76 1) T 21639758 4)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino gli ordini di o, 7 e senza eseguire calcoli si dica se (o o 7)78°¢ ha ordine 15.

4)  Quante sono le relazioni di equivalenza in un insieme con quattro elementi, nelle quali non piu
di una classe di equivalenza ha un solo elemento?

5)  Si dica, fornendo un’adeguata giustificazione, se le seguenti asserzioni sono vere o false.

(a) Il gruppo Si2 ha elementi di ordine 12!.
(b) Il gruppo Sy ha un sottogruppo normale di ordine 4.
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matricola .......... ... ... .. ... NOME oot COGNOME ..o
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Sia G un gruppo abeliano. Si definisca
H={geG|g'=1}, K={geG|g =1}

Si dimostri che H e K sono sottogruppi di G e si calcoli H N K.

Pill in generale, si definisca G[n] = {g € G | g" = 1} e si dimostri che G[n] & un sottogruppo di G. Si
trovino condizioni necessarie e sufficienti sui numeri naturali m e n in modo che G[m] N G[n] = {1}.

La condizione che G sia abeliano ¢ essenziale?

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme X = N x N:

alcea#c
(a,b) p (c,d) sta per oppure
a=ceb|d.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali. Si dica
inoltre se p € un ordine totale e se X, p & un reticolo.

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(123456789 (123456789
77 \5 6 24197 3¢8) "T"\41279%60538)

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, 0 o 7 e si dica se (o o 7)~87% ha ordine 8.

4)  Si calcoli il numero di relazioni d’ordine in un insieme con tre elementi.

5) Si dica, giustificando la risposta, se le affermazioni seguenti sono vere o false.
(a) In ogni insieme parzialmente ordinato esiste almeno un elemento minimale o massimale.
(b) In ogni gruppo finito G esiste un elemento g # 1 tale che g% = 1.
(c) In ogni gruppo finito G, con |G| pari, esiste un elemento g # 1 tale che g% = 1.
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matricola ........... ... ... ..., NOME ..ot COGNOME ...t
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Siano G un gruppo e H un sottogruppo. Si definisca la relazione p su G tramite
x py se e solo se esistono hy, hy € H con hyy = xhs.

Si provi che p € una relazione di equivalenza e si determini la classe di equivalenza di 1. Nel
caso in cui G = S5 e H = {id, (123), (132)}, si determini la classe di equivalenza di (13).

2) Si consideri X = N x N. Su X si consideri la relazione p:
(a,b) p(c,d) seesolose alced]|b.

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino eventuali elementi minimali e massimali.
L’insieme X e un reticolo?

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 234567289 (1 23 456789
“\42971536%8) ""\7612345289)

d

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari. Si calcolino

(0 07)%%7 ¢ gli ordini di o e 7.

4) Sia P(N) I'insieme delle parti di N e su di esso si definisca che
A~DB sta per AUP=BUP,

dove P e l'insieme dei naturali pari. Si dimostri che ~ e una relazione di equivalenza e si
determini la classe di equivalenza di {0, 1}.

5) Si dica se le seguenti affermazioni sono vere o false, fornendo adeguata giustificazione.
(a) Ogni sottogruppo di Sy € normale.
(b) Ogni sottesemigruppo di Sy € un sottogruppo.
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matricola ........ ... ... . ... NOME ..ttt COgNOME ...\,
1 4

Votazione: 2 5
3

Nuovo ordinamento

1) Si consideri 'insieme X delle coppie ordinate di numeri reali e sia & un numero reale. Si
consideri ’operazione
(a,b) * (¢,d) = (ac + abd, ad + be)
e si dica per quali valori di « 'insieme X, * ¢ un semigruppo con 1.
Per almeno uno di tali valori, si determinino gli elementi invertibili.

2)  Si consideri la seguente relazione p sull’insieme N dei numeri naturali:

a=1
apb sta per oppure
b#1leald

Si dimostri che p € una relazione d’ordine e si trovino gli eventuali elementi minimali e massimali.
Si dica inoltre se p ¢ un ordine totale e se X, p ¢ un reticolo.

3) Nel gruppo Si2 si considerino le permutazioni
(1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
=\12 56 241973 8 11 10)°
(1 2 3 45 6 78 9 10 11 12
7196 8 12 2 5 3)°
Si scrivano ¢ e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.
Si calcolino o o 7, gli ordini di o, 7, o o T e si dica se (o o 7) 787 ha ordine 18.

4)  Si calcoli il numero di relazioni di equivalenza ~ sull’insieme X = {1,2,3,4,5,6,7,8} tali che
(1)1 ~2,3~2,3~3,4~5;

(2) non esistono classi di equivalenza con 4 elementi. (Nota: devono essere soddisfatte entrambe le
condizioni.)

5) Si dica, giustificando la risposta, se le affermazioni seguenti sono vere o false.
(a) Ogni sottoinsieme finito di un insieme ordinato ha estremo superiore e estremo inferiore.
(b) I gruppo quoziente R/Z ¢ infinito. (Nota: R, insieme dei numeri reali &€ un gruppo rispetto
all’addizione.)
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matricola .......... ... ... .. NOME oot COGNOME ..o
1 4

Votazione: 2 5
3

1) Sia G l'insieme delle matrici 2 x 2 unitarie a coefficienti complessi:
G={AcGL2,C)| A" = A"}
Si dimostri che G & un sottogruppo di GL(2, C) (gruppo delle matrici invertibili 2 x 2).
Si consideri 'applicazione f: Z — G definita da
£(t) = cos(mt/3) sen(wt/3)
~ | —sen(nt/3) cos(nt/3)
e si dimostri che f & un omomorfismo del gruppo degli interi in G. Qual & il nucleo di f? Quanti elementi ha
I'immagine di f?

2) Sia X linsieme degli interi non nulli e si definisca la seguente relazione su X:

a<b<0
oppure

apb seesolose ¢a<0,b>0
oppure
a>0,b>0,b|a

Si dica se p € una relazione d’ordine su X e si trovino eventuali elementi massimali e minimali. Questo insieme
ordinato € un reticolo?

3) Nel gruppo Sy si considerino le permutazioni
(1 2 3 45 6 7 8 9 (1 2 3 45 6 7 8 9
°“\2 89356 17 4) "T\8129360547)
d

Si scrivano o e 7 come prodotti di cicli disgiunti e si dica se sono pari o dispari.

Si calcolino gli ordini di o, 7 e (00 T)*9355.

4)  Si consideri I'insieme
A={(ab)]abeZ}
dotato delle operazioni

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b)(c,d) = (ad + be, bd).

Si dimostri che:

(a) A & un anello;

(b) linsieme M degli elementi di A non invertibili non & un ideale di A.
Trovare i divisori di zero in A e gli elementi invertibili.

5)  Si considerino i polinomi f = 2 +22% + 2% +3 € K[z] e g = 23 —32% + 32 — 2 € K|x]. Si fattorizzino f e
g in prodotti di polinomi irriducibili e se ne calcoli il minimo comune multiplo ed il massimo comun divisore
nei seguenti casi: (a) K =Q, (b) K =Z/2Z, (c) K =Z/5Z.



