NOTE SULLA DIFFERENZIAZIONE DI FUNZIONI A VALORI
VETTORIALI

MARCO CALIARI AND ANTONIO MARIGONDA

1. OPERAZIONI TRA MATRICI

Definizione 1.1 (Simbolo di Kronecker). Siano i1, ... i, € N. Il simbolo di Kronecker &
definito da
1, seig=---=1,
Oi..i = ) :
0, altrimenti.
U1 w1
Definizione 1.2 (Prodotto scalare). Sianov,w e R*,v=| : [,w=| ! |. Definiamo
Un, Wy,

il prodotto scalare di v e w ponendo

n

(v,w) = Zviwi = (w,v)

i=1

Scriveremo anche v - w per indicare il prodotto scalare di v e w.

Definizione 1.3 (Base canonica). Indichiamo con {e; : i = 1,...,n} la base canonica di
R"™, ovvero e; ¢ una n-upla di numeri reali tutti nulli, ad eccezione dell’i-esimo elemento,
che vale 1, o anche

01
e; =

5m’
Definizione 1.4. Sia A € Maty, x,,(R) una matrice a n righe e m colonne a coefficienti reali.
Indicato con a;; € R l'elemento alla riga 7 e alla colonna j coni=1,...,n,j=1,...,m,
useremo le seguenti notazioni

A = (aij) i=1,..n = Z aj €; & e;.
7j=1,....m 1.

Definiamo:

(1) il prodotto di matrici (o prodotto righe per colonne): date due matrici A €

Mat,xm(R), B € Mat,,«»(R), A = (aij)i=1,...n, B = (bga)r=1,...,m, si ha che
jzl""vm h:l,,p
AB € Matyx,(R) & definito da

m

AB = Z Z Aighgn | €; @ ep,

i=1,....n \g=1
h=1,....p

equivalentemente, C'= AB = (¢;p)i=1,...n, ¢ definita da

h=1,....p

m
Cih = E @igbgn,

q=1
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quindi I’elemento di riga i e colonna h di AB ¢ il prodotto scalare della i-esima riga
di A (che possiede m elementi) con la h-esima colonna di B (che possiede anch’essa
m elementi). E importante osservare che
e per definire il prodotto righe per colonne il numero di colonne della prima
matrice deve essere lo stesso del numero di righe della seconda;
e in generale, date A, B € Mat,x,(R), si ha AB # BA.

(2) il prodotto di Hadamard (o prodotto entrata per entrata): date due matrici
A, B € Mat,xm(R) A = (aij)?:17_“7n, B = (bij)i=1,..n, si ha che Aoy B €

Jj=1,...m :1 .m

Mat,, xm(R) ¢ definito da

Aoy B = E a;jbij e; X ej,
i=1,...,n
j:17“'7m

equivalentemente, C' = Aoy B = (¢;5) s ¢ definita da

quindi 'elemento di riga ¢ e colonna h di Aoy B é il prodotto tra gli elementi di
A e B posti entrambi alla i-esima riga e alla h-esima colonna di B (che possiede
anch’essa m elementi). E importante osservare che
e per definire il prodotto di Hadamard le due matrici devono avere lo stesso
numero di righe e lo stesso numero di colonne;
e il prodotto di Hadamard ¢ commutativo: date due matrici A, B € Maty, xm (R),
s1 haAoHB:BoHA.

(3) il prodotto di Kronecker (o prodotto tensoriale di matrici): date due matrici
A€ Matnxm(]R), B e Matpxq(]R), A= (aij)?-zl,m,n, B = (bhk)hzl,‘..,pa si ha che

]:17"'7m k':l,,q
AB € Matypxmqg(R) € definito dalla matrice a blocchi

allB e almB
AeB=1| : .. |,
apmB ... apmB

ovvero posto C = A® B = (¢rs) r=1.. ) si ha
:17 7

Cp(i—1)+h,q(j—1)+k = QijDnk

ovvero

i=1,....,n
Jj=1,...m
h=1,....p
k:l .q

E importante osservare che
e il prodotto di Kronecker puo essere definito tra matrici qualsiasi;
e in generale, date due matrici A € Maty,xm(R), B € Maty,x,(R), si ha A® B #
B®A.

Definizione 1.5 (Trasposta di una matrice). Data S = (sgn)i=1,..q € Matgxp(R), la
h=1,...p

matrice trasposta di S ¢ ST € Matyxq(R), definita da ST = (chk)h 1,...n, CON Chi = Skh

7 7m

perognih=1,....,p,k=1,...,¢q
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U1

Osservazione 1.6. Un vettore v € R”, v = | : |, verra sistematicamente identificato con
Un

la matrice A = (ai1)i=1,...n € Matyx1(R) definita da a;1 = v, ¢ = 1,...,n, pertanto dati

v,w € R", si ha

Proposizione 1.7. Siano

U1 w1
A = (aij)izl,...,m & Mathn(R), v = e c Rn, w = e € Rnl.
j=1,...,n Un, Wi,
Allora si ha
w1 U1 U1 w1 U1
< VA >:<(w1>""wm)‘4a >:<AT 5 >
W, Un Un Wm Un

ovvero

(w, Av) = (wT A, v) = (ATw, v)

dove in generale

Dimostrazione. In generale, posto B = (b;j)i=1,...p € Matyxq(R) si ha
Jj=1,....q
Z1 U1
=B ,
Zp Uq
se e solo se z; = 1 bjjv; per ogni i = 1,...,p, quindi
n m
(w, Av) = (w, z) = Z Wi v = Z Zwiaij vj = (wA,v)
i=1,...,m J=1 =1

j=1,..n o )
j-esima componente di wA

n

T
= App WLV}, = E E ChEWE vp = (A" w,v)

k=1,...m h=1 k=1,...m
h=1,...,n

[ARR)

h-esima componente di AT w

O

Osservazione 1.8 (Matrici elementari). Osserviamo che se e, & I'r-esimo vettore della base
canonica di R™ ed é4 é I’s-esimo vettore della base canonica di R™, identificato e, con una
matrice A = (ajj)i=1,..n € Maty,x1(R), ovvero con una colonna e n righe, e similmente

j=1
I" con una matrice B = (bpg) n=1 € Matyx,,(R) con una riga e m colonne. A questo
=1,....m
punto, eseguendo il prodotto di Kronecker A ® B = e, ® é51 si ha che & una matrice
er®ég € Mat, xm(R). Le entrate di tale matrice sono tutti nulle ad eccezione dell’elemento
nella riga 7 e nella colonna s che & uguale a 1, infatti utilizzando la formula precedentemente

dataconm=j=1,p=h=1, si ha

é

Cik, = 11k,

e quindi ¢;z = 0 per i # r oppure k # s, e ¢,s = 1. Le matrici E(r,s) := e, ® él,
r=1,...,n, s = 1,...,m prendono il nome di matrici elementari, e costituiscono una
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base per lo spazio vettoriale Mat,, ., (R), pertanto ogni matrice si scrive in modo unico
come combinazione lineare di matrici elementari. Con un abuso di notazione, in questo
caso scriveremo semplicemente e, ® es in luogo di e, ® éX per alleggerire la notazione. Cid
giustifica la notazione introdotta all’inizio della Definizione 1.4.

Definizione 1.9. Definiamo diag : R” — Mat,«,(R) ponendo diag(e;) = e; ® e; ed

U1
estendendo il risultato per linearita: dato v € R”, v = | : | siha
Un
(o 0 . . 0
0 V2 . n
diag(v):= | : . . . =N veae,
: i=1
: Up—1 O
0 v .- 0 v,

ovvero diag(v) ¢ una matrice quadrata i cui elementi sono tutti nulli ad eccezione della
diagonale principale, e I’i-esimo elemento della diagonale principale coincide con la i-esima
componente di v. Questo implica che, posto diag(v) = (aij)ij=1,..n, si ha a;j; = v;0;j.
Osserviamo 'importante proprieta

’v o w = diag(v)w = diag(w)v = w oy v, per ogni v, w € R”‘

Infatti si ha

n n n
diag(v)w = E vidjjwie; = E ViW;€; = VO W = WOV = E w;d;5ve; = diag(w)v.
ij=1 i=1 ij=1

Definizione 1.10 (Simbolo di Levi-Civita). Sia n € N\ {0}. Per ogni I := (i1,...,i,) €
(N\ {0}H)" definiamo il simbolo di Levi-Civita

+1, se (i1,...,i,) & una permutazione pari di (1,...,n),
€1 = €iryin = § —1, se (i1,...,1,) & una permutazione dispari di (1,...,n),
0, altrimenti.
Ricordiamo che (i1, ...,i,) € una permutazione pari (risp. dispari) di (1,...,n) se si pud
ottenere (i1,...,i,) da (1,...,n) mediante un numero pari (risp. dispari) di scambi tra

componenti.

Definizione 1.11 (Determinante). Data A = (aij)ij=1,..n € Mat,xn(R) definiamo il
determinante di A ponendo

n

det(4) = Z Eityoyin @iy - -+ * Aniy

01 yeenyin=1

- ﬁ Z Eil""7i”l€j17---7jna’i1j1 Tt ainjn
' Z:l»n-:i'n:l,.‘.,n

J15e-Jn=1,...,n

Definizione 1.12 (Prodotto vettoriale). Sia # = {€1, €2, €3} una base ortonormale di
R3. Dati ¥, € R?, definiamo il prodotto vettoriale ¥ A @0 di ¥ e 16 ponendo

3 3 3
VAW = E ei’j’kvjwké’i, dove ¥ = E V;€; €W = E wW;€;
ij k=1 i=1 i=1
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2. RICHIAMI DI ALGEBRA LINEARE
Definizione 2.1. Siano F, F' due spazi vettoriali reali. Poniamo
Z(E,F):={{: E — F: (& una funzione lineare},
E':={{: E — R : { ¢ una funzione lineare} = .Z(E,R).
Tali insiemi sono spazi vettoriali rispetto alle seguenti operazioni:
a. Dato A € R, £ € Z(E, F), la funzione M ¢ definita ponendo per ogni ¥ € E
(M)(T) = £(A\V) = M(V) € F.
b. Dati ¢1,0y € L (E, F), la funzione ¢; + {5 & definita ponendo per ogni ¥ € E
(b1 + £2)(T) = £1(D) + £o(V) € F.
Lo spazio E’ prende il nome di spazio duale di E.

Osservazione 2.2. Siano E,,, F,, due spazi vettoriali reali di dimensione finita, dim(E,,) =
m e dim(F},) = n, esia £ : E,, — F, una funzione lineare. Per ogni ¥ € E,, di componenti

(v1,..., ) rispetto ad una base #Bg,, = {€1,...,Em} si ha
m m
(@) =L > v& | =D vil(&):
j=1 j=1

Cio implica che £(-) € Z(Enm, F,) ¢ completamente determinata qualora si conoscano i
vettori £(€;) € F,, ovvero le immagini degli elementi della base Zg,,.

D’altra parte, fissata una base Bp = {fl,,f;} di Fy,, per ogni j = 1,...,m il
vettore ((€;) € F), é univocamente determinato dalle sue componenti rispetto alla base
P e quindi esistono unici i coefficienti ayj, ..., an; € R, tali per cui

(&) = aifi.
=1

Cio6 implica che fissate ABg,, e A, V'applicazione ¢ sia univocamente determinata dalla
matrice Ay = (aij)¢:17,,_,n € Mat, xm(R).

7j=1,....m
Un caso particolare del precedente & dato da n =1 e F,, = R. In questo caso porremo
su F), la base {1}.

Definizione 2.3 (Duale di uno spazio di dimensione finita). Supponiamo che E,, sia uno
spazio vettoriale reale di dimensione finita, dim(E,,) = m. Fissata una base %Bp, =
{€1,...,Emn} di E,, definiamo

B ={déy,...,dén} C E,,
ponendo
1, se 1 =j,
0, altrimenti.

dé;(€5) = bij = {

ed estendendo la definizione per linearita. Ma allora

m m m
de;(v) = de; g v;€j | = E v; d€; (€5) = v;, per ogni U = E v;€5 € By
Jj=1 Jj=1 Jj=1

ovvero la i-esima componente di un vettore ¥ € E,, rispetto alla base %A, ¢ data da
dé;(¥), dove de; ¢ l'i-esimo elemento della base duale g di &g, . Si ha che B &
una base del duale E/, di E,,, che prende il nome di base duale di ABg, . Quindi E,
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¢ anch’esso uno spazio di dimensione finita, ed ¢ isomorfo a FE,,. Data un’applicazione
(€ E},, la j-esima componente di £ rispetto alla base Bg: ¢ £(€5), ovvero

= Z&dé’i se e solo se £; = ((&;)

=1

Se v = (v1,...,0m) € R™ sono le componenti di ¥ rispetto a Bg,, e w = (¢1,...,0p) € R™
sono le componenti di £ rispetto a Bgy allora £(¥) = (v, w), ovvero

n n n b U1
Sed =Y vi&el=>Y (d&aloral(t)=> tw;=(|:|,|:])
=1

i=1 i=1 l, Un,

Generalizziamo ora, I'osservazione precedente nel seguente enunciato.

Proposizione 2.4 (Rappresentazione delle funzioni lineari). Siano E,,, F,, due spazi vet-
toriali reali di dimensione finita con dim(E,,) = m e dim(F,,) = n. Supponiamo di fissare
una base Bp, = {€1,...,8m} di En e una base Br, = {f1,...,fu} di F,. Per ogni
j=1,...,m,i=1,...,n definiamo l'applicazione lineare dé€;j & f; : By, — F), ponendo

0, se j #£k,
dgj & fz(gk) =
ﬁ, sej=k.
Allora

(1) Vinsieme

By @ B, ={d€;@ f;:i=1,....,n,j=1,...,m}

¢ una base di L (En, Fy), che ha quindi dimensione nm;
(2) data 0 € L (Ep, Fy,), esiste un’unica matrice Ay € Mat,xm(R), A¢ = (aij)i=1,..n
Jj=1,..m
tale che

{= E Qij dé} & fl
i=1,...,n
j=1,..m

e diremo che A, rappresenta £ nella base Bp @ Br, di L(Em, Fr);

(3) la j-esima colonna di Ay é data dalle componenti rispetto alla base ABr, di {(€;)
dove €; ¢ il j-esimo vettore della base Hg,,.

(4) per ogni U € E,, si ottiene

n
5(17) = Z aijvjf;, dove U = Zngj .

i=1,..,n J=1
7j=1,....m
(5) dato U € E,,, posto W = (V) e indicate con (vi,...,vy) le componenti di U
rispetto a Br e con (wi,...,w,) € R™ le componenti di @ rispetto a Br, ovvero
VlyevvyUm, W1, ..., Wy € R sono gli unici coefficienti tali che

m n
v = E vj€;, w = E w; fi,
j=1 =1
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s1i ha

(1)

V1 U1
(1/11 DY al] “ e a/lm
= Ay —
a/nl DY an] PR anm
—
Um componenti di ((€}) Um,
nella base Br S—

componenti di U
nella base Bg

(6) ad ogni matrice A € Mat,xm,(R) & possibile associare una ed una sola applicazione
lineare £ 4 : R™ — R™ ponendo

(a(&) = aifi,
=1

Dimostrazione. Sia £ : E, — F, una funzione lineare, ¥ € F,,. Per ogni j = 1,...,m
n
fissato, esistono unici i coefficienti ayj,...,a,; € R tali che ((€}) = E a;; fi- Proviamo
i=1
che
= E Q45 dét7 ® fi.
i=1,...,n
7j=1,....m
m
Dato ¥ € E,,, esistono unici i coefficienti vy,..., v, € R tali che ¥ = g v;€j, da cui
=1
m
E a;jd€; @ fi | (V) = E a;j d€; @ f; § VL €x
i=1,...,n i=1,...,n k=1
7j=1,....m 7j=1,....m
= E aijvk déj ® fz(gk)
. N—_———
i=1,...,n .
j=1,.m =0se k#j
k=1,....m
m n m
— E a;ijvifi E v E aijfi | = E vil(€5) = L(V)
i=1,...n 7j=1 =1 7=1
j:17" ,1
=L(€;)
Poniamo a questo punto Ay = (aij)i=1,...n. Per ogni j fissato, le componenti di ¢(€})
]:17" 7m
alj
rispetto alla base A sono esattamente : |, ovvero la j-esima colonna di A,. Pertanto
anj

la j-esima colonna di A, ¢ data dalle componenti rispetto alla base %A di £(€}) dove €; &
il j-esimo vettore della base Bg.

Viceversa, ad ogni matrice A € Mat,xm,m(R) ¢ possibile associare una ed una sola
applicazione lineare /4 : R™ — R™ ponendo

(a(&) =Y aifi,
=1
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e quindi, poiché ogni vettore ¥ € E,, si scrive in modo unico come combinazione lineare
degli elementi della base B, pertanto esistono unici vy, .. ., v, € Rtali che v = Zj:1 Vj €},
si ha per linearita

@) =t | Y vE | =Y vta@) = Y aiuifi
=1 =1

g

Un’ulteriore caso rilevante ¢ quello in cui su oniamo F = F uindi m = n, e
m n )
vogliamo rappresentare la funzione identita rispetto a due basi diverse.

Definizione 2.5 (Matrice del cambiamento di base). Sia E, uno spazio vettoriale di
dimensione finita, dim(E,) = n e consideriamo due basi B ¢ #’ su E,,. Poniamo ¢ : E,, —
E,, lapplicazione identica, ovvero ¢(¥) = ¥ per ogni U € E,. In questo caso dalla formula

(1) segue che, dato un vettore ¥ € F,, le sue componenti (v1,...,v,) rispetto alla base 4,
e (wi,...,w,) rispetto alla base %’ sono legate da
(2)
U1 an - a1j ot Aim U1
Un, (€775 I An 5 e Apm Um,
—— ——
componenti di €; = componenti di ¥
£(€5) nella base %’ nella base %

La matrice Ag_, 5 prende il nome di matrice del cambiamento di base da X a A, e la
sua j-esima colonna ¢ costituita dalle componenti del j-esimo vettore di % rispetto a %’

Poiché la matrice che rappresenta un’applicazione lineare tra spazi di dimensione fi-
nita dipende dalla scelta delle basi su tali spazi, vogliamo studiare come cambia tale
rappresentazione al variare della scelta delle basi.

Proposizione 2.6 (Rappresentazioni e cambiamenti di base). Siano E,,, F, due spazi
vettoriali reali di dimensione finita con dim(E,,) = m e dim(F,) =n, e sia { : E,, — F,
una funzione lineare. Fissiamo due basi %g) = {é':(f), .. ,é'(n?}, 1=1,2 di By, e due basi
B —(FO, . FO) i=1,2di F,.

Sia Al(zl) la matrice associata a {(-) se poniamo su Ep, la base %g) e su Fy, la base %’%D
e sia Af) la matrice associata a ((-) se poniamo su Ey, la base %g) e su F,, la base %g).
Indicate con N

)

2Dz e M%S)ﬁ%?g) le matrici di cambiamento di base, si ha
(2) _ (1)
A7 = N@SM@QAK M@gu@g) 7

. ‘ . . . 1 . . . 2
Dimostrazione. Supponiamo di conoscere la matrice A§ ) ¢ di voler ricavare la matrice Ag ).

A tal proposito, & necessario ricavare le matrici del cambiamento di base P € Mat,«, da
%g) a %’g) e N@g>_@g> = @ € Mat, «, da %g) a %’%2). Tali matrici sono chiaramente
invertibili perché mandano una base in una base.

La j-esima colonna di P sara data dalle componenti del j-esimo vettore di %’g) rispetto

a %’g), e analogamente la k-esima colonna di ) sara data dalle componenti del k-esimo

vettore di %g) rispetto a %g). Se (UY), e ,vﬁ,?) sono le componenti di ¥ rispetto a ,%’g),
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1=1,2e (wgz), .. ,wﬁ,?) sono le componenti di @ = ¢(¥) rispetto a %g), 1=1,2, si ha
U§2) Ugl) w§2) wgl) wgl) U%l)
: =Pl 1, : =Q : ) : = Agl) :
U£r2z ) Uﬁrp wg) wgl) w7(zl) US)
da cui
w§2) U%l) Ugl) ’Uf) v§2)
| =eal | s | =ealPrip | s f=oalPt  f=aP ||,
ul? 0 0 0 0
quindi
w§2) v§2)
c | =AP | | dove AP = @AV Pt
w£L2) Ug)
da cui la tesi perchée P! = M%ﬁh%@ ¢ la matrice inversa di P. (I

Il risultato precedente puod essere applicato in particolare al caso in cui F;,, = R, quindi
teE.

Corollario 2.7. Sia E uno spazio vettoriale reale di dimensione finita dim(E,) = n, e

sia ¢ € E!. Siano 95’ {_'(i), . .,é'g)}, i = 1,2 due basi di E,. e siano %’g}, %’g} le

corrispondenti basi dualz Se A%<1)_>%(2> é la matrice del cambiamento di base, allora

T
Aa0 a2 = A0 50
Equivalentemente,
n n
(= Z Zgl)é'(jl) = Z Egmé'g se e solo se 6( ) = Zawﬁ( ), 1,....n
j=1 i=1
Dimostrazione. Per ogni j =1,...,n si ha
n n
1 & - 2
E; ) = (1) (Z az]ez(2)> = Zaz’jﬁ (ei(z)) = Zaijfg )7
i=1 i=1
OVVero
a1l Qln
(QQ“.J9)2<4%”.¢9> : -,
Gpl  °  Qpp
0, equivalentemente,
1 T 2
Eg) a1 -+ Qin Eg)
E,(ll) anl Gnn Eg)
O

Esercizio 1. Sia # = {¥1,72,Us} dove i vettori ¥, ¥2, U3 hanno rispettivamente

componenti (1,1,0), (1,0,2), (0,0,1) rispetto alla base canonica di R3.
(1) Si verifichi che Z ¢ una base di R3.
(2) Si consideri I’applicazione lineare ¢ : R3 — R3 definita da £(¥y) = ¥y + 202,
0(U2) = U, ((U3) = U2 Si trovi la matrice associata a ¢(-) rispetto alla base
canonica sul dominio e sul codominio.
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(3) Si determini una base dello spazio nullo di 4(-) e dell’immagine di #(-).

(4) Si dica se il vettore di componenti (0,1, 1) rispetto alla base canonica appartiene
all'immagine di ¢(-). In caso affermativo si trovi un vettore la cui immagine tramite
¢(-) abbia componenti (0,1, 1) rispetto alla base canonica.

Soluzione. Indichiamo con ¢ = {&1,€a,€&3} i vettori della base canonica di R3. Per
definizione, si ha allora

1 =e€1 t+ ey,
Up = €1 + 2€3,
3 — €3.

Consideriamo 'applicazione lineare ¢ che mandi €; in U; per i = 1,2, 3. Poiche ¢(€;) = ¥;
e le componenti di ¥; rispetto alla base canonica sono assegnate, tale applicazione rispetto
alla base canonica % su dominio e codominio & rappresentata dalla matrice che ha per
i-esima colonna le componenti di ¥; rispetto alla base canonica.

1 10
Py:=(1 00
0 21
Si ha det(Py) = —1 # 0, quindi la trasformazione ¢ invertibile, e percio # ¢ una base di

R3.

Se poniamo la base # su dominio e codominio, I’applicazione £ & rappresentata da una
matrice Ay la cui i-esima colonna ¢ data dalle componenti di ¢(¥;) rispetto a . Poiché
0(7;) e gia dato dal testo in termini della base %', la matrice Ag risulta semplicemente

1 00
Ag=12 1 1
0 00
Tale matrice ha rango 2, quindi ¢(-) ha rango 2, e pertanto lo spazio nullo di ¢(-) ha

dimensione pari alla dimensione dello spazio (quindi 3) meno il rango (quindi 2). Allora lo
spazio nullo ha dimensione 1.

Determiniamo ora la matrice del cambiamento di base Py_,¢ da % a . Tale matrice,
che rappresenta la funzione identita, é costruita nel modo seguente: nella i-esima colonna
vi sono le componenti dell’i-esimo vettore di A, ovvero ¥;, rispetto alla base €, ovvero
rispetto alla base canonica. I vettori ¥; sono gia assegnati rispetto alla base canonica,
quindi

110
Pp .o:=(1 0 0
0 21
La matrice inversa rappresenta il cambiamento di base inverso:
0 1 0
Pyop=Pyle=|1 -10
-2 2 1

Si avra quindi che la matrice Ay di £(-) rispetto alla base ¢ sul dominio e sul codominio
sara data da

-1
Ay = Py ¢ ApPy .3 = Pp o ApPy,

1 10 1 00 0 1 0 4 1
0 0 2 11 1 -1 0)]=]10 120
21 0 0 0 -2 2 1 6 2

1
0
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Verifichiamo il risultato ottenuto: rispetto alla base canonica si ha che il vettore ¢(¥1) =
U1 + 202 ha componenti (3,1, 4), e moltiplicando la matrice Ay per la rappresentazione di
¥ rispetto alla base €, ovvero (1,1,0), si ha

-1 4 1 1 3
0 1 0 11=11
-2 6 2 0 4

Analogamente, rispetto alla base canonica si ha che il vettore ¢(¥2) = ¥2 ha componenti
(1,0,2), e moltiplicando la matrice A per la rappresentazione di ¥ rispetto alla base €,
ovvero (1,0,2), si ha

-1 4 1 1 1
0 1 0 0]=10
-2 6 2 2 2

Infine, rispetto alla base canonica si ha che il vettore ¢(U3) = U2 ha componenti (1,0, 2),
e moltiplicando la matrice Ay per la rappresentazione di ¥3 rispetto alla base €, ovvero
(0,0,1), si ha

-1

0

—2 1
Osserviamo inoltre che ¢(¥2) = ¢(73), quindi (U2 — ¥3) = 0, pertanto {U2 — U3} ¢ una
base dello spazio nullo di #(-) che, ricordiamo, in questo caso ha dimensione 1. Rispetto
alla base € il vettore ¥y — U3 ha componenti (1,0, 1). Si poteva ottenere lo stesso risultato
osservando che

O =

N O =
o O
Il

N O =

o
Az | B8] =0
Y
implica 8+ = 0, ovvero un vettore che sia nello spazio nullo ha componenti rispetto alla
base 4 pari a (0, 3,—0), quindi ¢ della forma (U2 — ¥3) al variare di 8 € R. Per ottenere
una base dell’immagine, completiamo una base dello spazio nullo ad una base di tutto lo
spazio. Ad esempio, osserviamo che {¥7, U2, U2 — U3} sono linearmente indipendenti. A
questo punto le immagini dei vettori {¥1, U2} saranno una base dell’immagine. Si ha quindi
che una base dell'immagine ¢ {{(v1),{(U2)} = {¥1+2U2, U2}. Si poteva arrivare allo stesso
risultato osservando che il rango della matrice formata dalle prime due colonne di @7z &
pari a 2, e cio significa che le immagini dei primi due vettori di % formano uno spazio
di dimensione 2. In modo analogo, le ultime due colonne di o formano una matrice di
rango 2, quindi le immagini di €2 e €3 sono un’altra base per I'immagine di 4(-), ovvero
{4€1 + €3 + 6€3, €1 + 2€3}. Vogliamo stabilire se il vettore di componenti (0,1, 1) rispetto
alla base canonica, ovvero il vettore €z + €3 appartiene all'immagine di £(-). Cio & vero se
e solo se esso si scrive come combinazione lineare dei vettori della base, ovvero se esistono
a, B € R tali che
€2 + €3 = al(e2) + Bl(es).
OVVero
0= (4a+B)€1+ (a —1)€ + (6a+ 2 — 1)€3.

Si ottiene 4o+ 3 =0, « — 1 =0, 6a + 26 — 1 = 0, ma tale sistema & impossibile, quindi
€2 + €3 non appartiene all’immagine. Si poteva arrivare allo stesso risultato osservando
che la matrice formata dalle prime due colonne di A e come terza colonna le componenti
del vettore €2 + €3 rispetto alla base canonica ha rango massimo, pertanto i vettori ¢(€z),
((€3) e €3+ €3 sono linearmente indipendenti. Infine, si poteva pervenire sempre allo stesso
risultato osservando che rispetto alla base 4 il vettore €2+ €3 ha componenti (1, —1,3), ma
poiché una base dell'immagine ¢ {¥7 + 2¥3, U2}, nessun vettore dell'immagine puod avere
terza componente rispetto alla base % diversa da zero, quindi €2 + €3 non appartiene
all'immagine. O
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Una naturale estensione del concetto di funzione lineare ¢ il seguente.

Definizione 2.8 (Funzioni bilineari). Siano E,F,G tre spazi vettoriali. Diremo che
un’applicazione b : £ x F — G & bilineare se

b(avy + U2, W) = ab(vy, W) + Bb(V2, W)

b(7, a1 + SW2) = ab(¥, W1) + Sb(T, Wa)
per ogni ¥, ¥y, U2 € E, W, W%, W2 € F, a,B € R. Indicheremo con Z%(E x F,G)
Iinsieme delle funzioni bilineari di £ x F' a G. In modo del tutto analogo a quanto visto

per le funzioni lineari, anche Z?(FE x F,G) ¢ spazio vettoriale rispetto a somma puntuale
e moltiplicazioni per scalari.

Proposizione 2.9 (Rappresentazione delle funzioni bilineari). Siano E,, Fy,, G, tre spa-
zi vettoriali, dim(E,,) = m, dim(F,) = n, dim(G,) = p, e sia b : E,, x F, — G
un’applicazione bilineare. Supponiamo fissata una base Bg, = {€1,...,Em} di Ep, una
base Br, = {fi7 . ,ﬂ} di Fy, e una base Bg, = {G1,...,Gp} di Gp. Allora possiamo
rappresentare b in modo unico nel modo seguente:

b(Z,y) =0 iné’ijz%‘fj Z
i=1 j=1 1

i
7=1,...,

m
n

= Z B’ij‘xlngka
i=1,...,m
Jj=1,...,n
k=1,...,p
dove per ogni i = 1,...,m e j = 1,...,n fissati, si ha che (Bjj,...,Bijp) sono le

componenti di b (é’i, f;) € G, rispetto alla base Bg,, ovvero

Bijk = dgi (b (é’i, f;))

Nel caso p = 1, G = R, sceglieremo sempre %, = {1}, quindi data una funzione
bilineare da b : E,, x F, — R con dim(E,,) = m, dim(F,) = n, e fissate una base
B, = {€1,...,€m} di E,, e una base Br, = {f1,...,fn} di F,, st ha p=Fk =1 nella
formula precedente, g1 = 1, quindi (ponendo Bjj1 = bjj € B = (bij)i=1,...m € Matyxn(R).

Jj=1,...,n

Y1
f, :'7 Z szxzyj l‘la s m)B = $TBy eR.
]-177 - y’ﬂ

T

1=
J
3. DIFFERENZIAZIONE DELLE FUNZIONT VETTORIALI

Nella differenziazione di funzioni a valori vettoriali, ¢ importante ricordare che la rappre-
sentazione di derivate e differenziali in generale dipende dalla scelta delle basi su dominio
e codominio.

Definizione 3.1 (Rappresentazione di funzioni a valori vettoriali). Siano E,,, F,, due spazi
vettoriali reali di dimensione finita con dim(E,,) = m e dim(F,,) =n, esia G : E,, — F,

una funzione qualunque. Supponiamo di fissare una base Bg, = {€1,...,Em} di E,, e
una base Zr, = {f1,..., fn} di F,. Data una funzione G : R™ — R" definita da
Gl(xl, . ,a;m)
G(xl,...,a;m): R

Gn(xl, . ,xm)
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diremo che G rappresenta G rispetto alle basi PBr,, ¢ Br, se dato & € Ey, le cui compo-
nenti rispetto a Ag,, siano (z1,..., &), si ha che G;(z1,...,xy) & la i-esima componente
rispetto a A, del vettore G(&) € F,, ovvero se

m n
G ijéz :ZGi(arl,...7xm)_f,-.
j=1 i=1
Fissate le basi #g,, e #r,, ogni mappa G ammette una ed una sola rappresentazione G

(che dipende dalla scelta delle basi).

Proposizione 3.2 (Differenziale delle funzioni lineari e bilineari). Siano E, F,G tre spazi
vettoriali di dimensione finita. Allora:

(1) per ogni £ : E— F lineare, si ha

0U(Z)

0w

= {(W), per ogni T, W € E, @ #0

Di(&E) =1¢, perogni € E

(2) per ogni b: E'x F — G bilineare, si ha

Zb(F,§) = b(&B) +b(T,), per ogni (&,§),Z € E x F, Z = (#,48) £ 0

Db(Z, 4)(¥,%) = b(&, @)+ b(7,¥), per ogni (Z,¥), (v, W) € Ex F

Dimostrazione.
(1) La prima uguaglianza deriva da
lim U(Z + hwd) — U(Z) — lim U(Z + hd — &)
h—0 h h—0 h

e questo, per il Teorema del Differenziale Totale, implica che £(+) sia differenziabile
in & e valga la seconda formula.
(2) Posto Z = (¥,w) € E x F\ {(0,0)}, calcoliamo

b(Z + hi, ¥ + hd) — b(Z, )
0z T R0 h

b(Z,y) + hb(U, ) + hb(Z,
h—0 h
=b(Z, W) + b(J, 7).

In modo del tutto analogo al caso lineare, il Teorema del Differenziale Totale implica

che b(-,-) sia differenziabile in (&, ¥) e che valga la seconda formula.
Si osservi che tale risultato non dipende dalla base scelte su E, F' o G. Per estendere
tale risultato a spazi di dimensione infinita é necessario aggiungere l'ipotesi che £(-) e b(-,-)
siano continue (il che ¢ automaticamente vero negli spazi di dimensione finita). ]

Stabiliamo ora la relazione tra il differenziale di una funzione a valori vettoriali e la sua
rappresentazione.

Proposizione 3.3. Siano E,,, F,, due spazi vettoriali reali con dim(E,,) = m e dim(F,) =
n, e sia G : E,, = F, una funzione qualunque. Supponiamo di fissare una base Bp,, =

m

{&1,....8m} di E, e una base Br, = {f1,....fn} di F, e sia G : R™ — R" che
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rappresents G rispetto alle basi scelte. Allora si ha

0G(& 0Gi(x1, .., - .
(j:) _ Z i(1, $m)kai’ per ogni & = iné’i7 eV = Zvié’i

0v i=1,..n O, =1 i—1
k=1,...m
& — DG(Z) ¢ rappresentata da (z1,. .., Tm) — Jac G(z1, . .., Tm)
. 0G(@) .
ovvero la funzione & — 95 ¢ rappresentata da
)
8G1($1,...7$m) 8G1((E1,...,£Cm)
0x1 Oxm, U1 v1
(X1, oy Tm) — © | = JacG(x)
aGn(zla s 7xm) 8Gn(z17 cee 7xm) Um, Um
85131 axrn
In particolare, G ¢ differenziabile in & se e solo se G ¢ differenziabile in (x1,...,%m)

Dimostrazione. Si ha
0G (T
() = lim

0v h—0
n

G(Z + ho) — G(T)

—

ZG,(I‘l + hvi, .o, Ty + hvm)f; — ZGZ‘(.I'l, .. ,xm)fz
] =1

= lim =L
h—0 h
o [Gi(wl + hvy, .., Ty + hoy,) — Fi(xq, .. ,mm)] -
= im Ji
e~ h—0 h
=1
n m
0G; Tlye-oy X =
= Yoy FE ety
‘ T
=1 k=1
dato che rispetto a B, , il vettore &+ hv ha componenti (x1+hvy, ..., xp+hvg, ..., T;+
hvy,). 1l risultato segue dall’arbitrarieta di U. O

Corollario 3.4. Siano E,,, F,, due spazi vettoriali reali con dim(E,,) = m e dim(F},) = n,
e sia G : E,, — F, una funzione qualunque. Fissiamo una base Bp, = {€1,...,Em}
di By e una base Bp, = {fi,,f;l} di F,, e sia G : R™ — R™ che rappresenti G
rispetto alle basi scelte. Supponiamo che esista g : R — R differenziabile tale per cui
Gi(x1,...,zm) = g(x;). Allora per ogni ¥ € E,, # {0} di componenti (vi,...,vy) rispetto

0G(v
a $Bg,,, si ha che T — aiv) ¢ rappresentata da
0]
0 g(a2) - 3 : m
(@1, mm) = | : Ll =D g @i
) , . i=1
: g (Tm-1) 0 :

Corollario 3.5 (Rappresentazioni). Supponiamo dim(E) = m, dim(F) = n e fissiamo

due basi {€1,...,€m} su E e {fi, e f_;l} su F. Supponiamo che rispetto alle basi scelte
() sia rappresentata dalla matrice Ay = (aij)i=1,...n € Matyxm(R).

7j=1,....m
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olx
Si ottiene allora che (@) = ((€x) ¢ rappresentata da
€k
x1 a1
d A , B
oz, “l N
Tm Qnk

dove riconosciamo al membro di destra la k-esima colonna di A.
Considerando tutte le derivate parziali, si ottiene che DU(Z) = € ¢ rappresentata da

T
Jac | Ay = A

Tm

Questo implica:

(1) la relazione (?E((; y)) b(€k, Y) & rappresentata nelle basi scelte da
J =
92r [«" By] = 8:):k Z bijriy; = Y bibiky; = > brjyj,
= 17 .m i=1,....m =1
7j=1,. 7j=1,...n

ovvero il prodotto tra la k-esima riga di B e il vettore delle componenti di i,

(2) la relazione %(m]’?y)) = b(&, fr) ¢ rappresentata nelle basi scelte da
sJh
0 TBy Z bzywzy] Z bzgxz jh — thxu
8yh =1
=1, ’,

ovvero il prodotto tra il vettore delle componenti di & e la h-esima colonna di B.
(3) la relazione Db(ZE, §) (U, W) = b(&, W) + b(T,y) é rappresentata nelle basi scelte da

Y1
B :
Yn
grad(z”By) = | ———— | e R*™™,
€1
BT |
Tm

Esercizio 2. Sia A € Mat,xn(R), A = (aij)ij=1,..n
(1) Si definisca h : R™ — R ponendo h(z) := (z, Az), dove (x,y) indica il prodotto
&Tlh(x)
scalare di R™. Si calcoli V - h(z) = :
(2) Si definisca k : R™ — R"™ ponendo k(z) := z oy (Ax), dove og indica il prodotto
di Hadamard tra vettori di R™. Si calcoli Jac k(x).
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Soluzione. Consideriamo ’applicazione lineare ¢ : R” — R"™ x R" definita da ¢(x) = (z, x).
S1 ha

I

: 1o/,

f(z) = i’; = :
L,

dove Id,, é la matrice identica su R"™.
Sia ora b : R” x R" — R lapplicazione definita da b(z,y) = (z, Ay). Si ottiene allora
h(z) = b(z,x) e tale mappa ¢ chiaramente bilineare. Si ha

n
y)= Y aiziyj,
ij=1

pertanto la matrice che rappresenta b rispetto alla base canonica su R™ é proprio A.
Quindi h(z) = b o £(x), e pertanto, per la regola delle funzioni composte

Dh(z) = Db({(z)) o Dl(x) = Db(x,z) 0¥,
ovvero per ogni k =1,...,n si ha
Dh(z)(ex) = Db(x,z) o l(ex) = Db(z, x)(e, ex) = b(eg, x) + b(x, ex)
= (ep, Az) + (x, Aey,) = (ep, Az) + (e, ATx) = (A+ ATz, e),

da cui

V-2, Az)] =V - [¢T Az] = (A+ ATz

Se A ¢ simmetrica, ovvero A = AT si ottiene V - [27 Az] = 24z,

Nel secondo caso, sia h : R” x R® — R™ ’applicazione definita da
b(z,y) =z o (Ay) = diag(z)Ay.
Tale mappa ¢ bilineare e vale

n

n
eq,ep < E 5“161) oy E aijépjei = E aijépjéiqei = Qgp€q-

ij=1 ij=1
Poiché k(x) = b o £(z), per la regola delle funzioni composte
Dk(z) = Db(é(x)) o Dé(x) = Dh(z,z) o £,
da cul
DFk(x)(ex) = Db(z,z) o l(er) = Dh(z,x) o (e, ex) = hleg, x) + b(x, ex)

= e oy (Ax) + x o Aey, = diag(er)Ax + diag(z)Aey,

= (diag(Ax) + diag(x)A) ex,
ricordando che diag(u)v = diag(v)u. Poiché il risultato precedente vale per ogni k, si ha

[Jaclz oy (Az)] = diag(Ax) + diag(z)A]

O

Esercizio 3. Sia Q aperto di R™ e consideriamo A : Q@ — Mat,«,(R). Allora se v €
R™\ {0} e z € Q2 si ha

2detA Z det(Ap, (x
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dove
an(z) ... ain(z)
a(ifl.)l(CE) .- a(ifl:)n('f)
Ap,(z) = 8a§£:1:) 8@2;}(:1;) 7
a1 (T) - a@rnn(T)
Gn1 e G

ovvero Ap,(x) & la matrice A(z) in cui la i-esima riga ¢ rimpiazzata dalla sua derivata
rispetto a v.

Soluzione. Ricordando che

n n n
det(A(z)) = Y einini (@) ani (@) = Y i, [ ani, (@)
114yt =1 814yt =1 h=1

si ottiene

) dai
S det(A( Z Z irin “Jﬂ Ha,wh Z Z €, ,lngmh :
h#]

j=141,..., in=1 j=14%1,..., in=1

daji ()

dove b}, (z) = apk(x) se h # j ebj p() = "

Ap,(x) = (b, (2))h j=1,...n, 81 ha allora

Laer(Am) =3 Y e MHbmh = > det(4p, (x)

G=11i1,....in=1

. Definita per j = 1,...,n la matrice

Esercizio 4. Sia ) aperto di R™ e consideriamo AL g R R3, k = 1,2. Allora, scelta
una base ortonormale {€7, €2, €3} di R?, per ogni 2 € R3\ {0} si ha

(1) 7(2)
9 [17(1)(33) A g® (az)} _ 97 (2) | (z) + 7D (z) A 97" (z)

0z 0z 0z
Soluzione. Per k = 1,2 si ha
3 —(k) 3 (k)
(k) (- (k) \ = 00 (x) Oy (x)
Ricordando che
3
V@) AT @) = Y eyl @l (@)&,
i,5,k=1
si ottiene
0 o L@ g o0 (@) _
= [F0@ AT @) = Y cpu— ol @+ Y el @)=
i,7,k=1 i,7,k=1
ot (z) 05 (z)



18 MARCO CALIARI AND ANTONIO MARIGONDA

Proposizione 3.6. Siano E, F spazi vettoriali, e supponiamo dim(E) = m, dim(F) = n.
Sia ora Q C RP aperto, e supponiamo di avere un’applicazione F : Q — L (E,F), v:Q —
E. Posto l, = F(x) si ha allora per ogni k =1,....p

0 . B da;j(x) o) 2
oy @@ = 3 () + @27 )
1

=1,...
J=4...,m

dove
o A(xz) = (aij)i=1.n € Matyxm(R) rappresenta {, rispetto alla base B @ Br,
i=1

j=1l..m
OVVETO

b= aj(z)dé&;® fi,
j=1l..m
1=1...n

(equivalentemente, per j fissato, la j-esima colonna di A(x) corrisponde alle le
componenti di (,(€;) = F(x)(€};) € F rispetto alla base Br).
m

o (x) =) vi(x)é;.
=1
Passando alle rappresentazioni, si ottiene

@) (@) s
vi(z vi(z Oxy,
law | [ =2 A |
U () U () Ovp ()
a:Ek

Dimostrazione. Si ha

quindi, derivando,

0 . B daij(x) o) 2
gy T = S (P @) ey 720 ) o
j=1,"m
Passando alle rappresentazioni,
ovi(x)
o0xp
0 0A(x) Jv(x) Jv(x)
A = A = :
Owk[ x)v(x)] Dy v(x) + A(x) Fr dove e :
OV ()
8.1‘k
O
Corollario 3.7. Scelto nel precedente E = Mat,,«p(R), con base data dalle matrici
elementari, se A(x) = (aiq(2)) i=1,...n, B(x) = (bgn(x))g=1,...m, si ha
q=1,....m h=1,....p
0 0A(x) 0B(x)
— (A(z)B = B A
5o (A@B(@) = ST B@) + A
Utilizzando ’associativita del prodotto di matrici, si ottiene
d 0A(x) 0B(x) oC (x)
— (A(z)B =——B A(x)———= A(x)B
5o (A@B@)C(@) = 5 B@)C() + Aw) 5 C@) + A@)B@)



