
NOTE SULLA DIFFERENZIAZIONE DI FUNZIONI A VALORI

VETTORIALI

MARCO CALIARI AND ANTONIO MARIGONDA

1. Operazioni tra matrici

De�nizione 1.1 (Simbolo di Kronecker). Siano i1, . . . , in ∈ N. Il simbolo di Kronecker è
de�nito da

δi1...in =

{
1, se i1 = · · · = in

0, altrimenti.

De�nizione 1.2 (Prodotto scalare). Siano v, w ∈ Rn, v =

v1...
vn

, w =

w1
...
wn

. De�niamo

il prodotto scalare di v e w ponendo

〈v, w〉 =
n∑
i=1

viwi = 〈w, v〉

Scriveremo anche v · w per indicare il prodotto scalare di v e w.

De�nizione 1.3 (Base canonica). Indichiamo con {ei : i = 1, . . . , n} la base canonica di
Rn, ovvero ei è una n-upla di numeri reali tutti nulli, ad eccezione dell'i-esimo elemento,
che vale 1, o anche

ei =

δ1i...
δni


De�nizione 1.4. SiaA ∈ Matn×m(R) una matrice a n righe em colonne a coe�cienti reali.
Indicato con aij ∈ R l'elemento alla riga i e alla colonna j con i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,
useremo le seguenti notazioni

A = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

=
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aij ei ⊗ ej .

De�niamo:

(1) il prodotto di matrici (o prodotto righe per colonne): date due matrici A ∈
Matn×m(R), B ∈ Matm×p(R), A = (aij) i=1,...,n

j=1,...,m
, B = (bkh)k=1,...,m

h=1,...,p
, si ha che

AB ∈ Matn×p(R) è de�nito da

AB =
∑

i=1,...,n
h=1,...,p

 m∑
q=1

aiqbqh

 ei ⊗ eh,

equivalentemente, C = AB = (cih)i=1,...,n
h=1,...,p

, è de�nita da

cih =

m∑
q=1

aiqbqh,

1
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quindi l'elemento di riga i e colonna h di AB è il prodotto scalare della i-esima riga
di A (che possiede m elementi) con la h-esima colonna di B (che possiede anch'essa
m elementi). È importante osservare che
• per de�nire il prodotto righe per colonne il numero di colonne della prima
matrice deve essere lo stesso del numero di righe della seconda;
• in generale, date A,B ∈ Matn×n(R), si ha AB 6= BA.

(2) il prodotto di Hadamard (o prodotto entrata per entrata): date due matrici
A,B ∈ Matn×m(R) A = (aij) i=1,...,n

j=1,...,m
, B = (bij) i=1,...,n

j=1,...,m
, si ha che A ◦H B ∈

Matn×m(R) è de�nito da

A ◦H B =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aijbij ei ⊗ ej ,

equivalentemente, C = A ◦H B = (cij) i=1,...,n
j=1,...,m

, è de�nita da

cij = aijbij ,

quindi l'elemento di riga i e colonna h di A ◦H B è il prodotto tra gli elementi di
A e B posti entrambi alla i-esima riga e alla h-esima colonna di B (che possiede
anch'essa m elementi). È importante osservare che
• per de�nire il prodotto di Hadamard le due matrici devono avere lo stesso
numero di righe e lo stesso numero di colonne;
• il prodotto di Hadamard è commutativo: date due matrici A,B ∈ Matn×m(R),
si ha A ◦H B = B ◦H A.

(3) il prodotto di Kronecker (o prodotto tensoriale di matrici): date due matrici
A ∈ Matn×m(R), B ∈ Matp×q(R), A = (aij) i=1,...,n

j=1,...,m
, B = (bhk)h=1,...,p

k=1,...,q
, si ha che

AB ∈ Matnp×mq(R) è de�nito dalla matrice a blocchi

A⊗B =

a11B . . . a1mB
...

. . .
...

an1B . . . anmB

 ,

ovvero posto C = A⊗B = (crs)r=1,...,np
s=1,...,mq

, si ha

cp(i−1)+h,q(j−1)+k = aijbhk

ovvero

A⊗B =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m
h=1,...,p
k=1,...,q

aijbhk ep(i−1)+h ⊗ eq(j−1)+k.

È importante osservare che
• il prodotto di Kronecker può essere de�nito tra matrici qualsiasi;
• in generale, date due matrici A ∈ Matn×m(R), B ∈ Matm×p(R), si ha A⊗B 6=
B ⊗A.

De�nizione 1.5 (Trasposta di una matrice). Data S = (skh)k=1,...,q
h=1,...,p

∈ Matq×p(R), la

matrice trasposta di S è ST ∈ Matp×q(R), de�nita da ST = (chk)h=1,...,n
k=1,...,m

, con chk = skh

per ogni h = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q.
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Osservazione 1.6. Un vettore v ∈ Rn, v =

v1...
vn

, verrà sistematicamente identi�cato con

la matrice A = (ai1)i=1,...,n ∈ Matn×1(R) de�nita da ai1 = vi, i = 1, . . . , n, pertanto dati
v, w ∈ Rn, si ha

〈v, w〉 = wT v = vTw

Proposizione 1.7. Siano

A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

∈ Matm×n(R), v =

v1. . .
vn

 ∈ Rn, w =

w1

. . .
wm

 ∈ Rm.

Allora si ha

〈

w1
...
wm

 , A

v1...
vn

〉 = 〈(w1, . . . , wm)A,

v1...
vn

〉 = 〈AT

w1
...
wm

 ,

v1...
vn

〉
ovvero

〈w,Av〉 = 〈wTA, v〉 = 〈ATw, v〉
dove in generale

Dimostrazione. In generale, posto B = (bij)i=1,...,p
j=1,...,q

∈ Matp×q(R) si haz1...
zp

 = B

v1...
vq

 ,

se e solo se zi =
∑q

j=1 bijvj per ogni i = 1, . . . , p, quindi

〈w,Av〉 = 〈w, z〉 =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

wiaijvj =

n∑
j=1

(
m∑
i=1

wiaij

)
︸ ︷︷ ︸

j-esima componente di wA

vj = 〈wA, v〉

=
∑

k=1,...,m
h=1,...,n

akhwkvh =

n∑
h=1

 ∑
k=1,...,m

chkwk


︸ ︷︷ ︸

h-esima componente di ATw

vh = 〈ATw, v〉

�

Osservazione 1.8 (Matrici elementari). Osserviamo che se er è l'r-esimo vettore della base
canonica di Rn ed ês è l's-esimo vettore della base canonica di Rm, identi�cato er con una
matrice A = (aij)i=1,...,n

j=1
∈ Matn×1(R), ovvero con una colonna e n righe, e similmente

êTs con una matrice B = (bhk) h=1
k=1,...,m

∈ Mat1×m(R) con una riga e m colonne. A questo

punto, eseguendo il prodotto di Kronecker A ⊗ B = er ⊗ ês
T si ha che è una matrice

er⊗ êTs ∈ Matn×m(R). Le entrate di tale matrice sono tutti nulle ad eccezione dell'elemento
nella riga r e nella colonna s che è uguale a 1, infatti utilizzando la formula precedentemente
data con m = j = 1, p = h = 1, si ha

cik = ai1b1k,

e quindi cik = 0 per i 6= r oppure k 6= s, e crs = 1. Le matrici E(r, s) := er ⊗ êTs ,
r = 1, . . . , n, s = 1, . . . ,m prendono il nome di matrici elementari, e costituiscono una
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base per lo spazio vettoriale Matn×m(R), pertanto ogni matrice si scrive in modo unico
come combinazione lineare di matrici elementari. Con un abuso di notazione, in questo
caso scriveremo semplicemente er ⊗ es in luogo di er ⊗ êTs per alleggerire la notazione. Ciò
giusti�ca la notazione introdotta all'inizio della De�nizione 1.4.

De�nizione 1.9. De�niamo diag : Rn → Matn×n(R) ponendo diag(ei) = ei ⊗ ei ed

estendendo il risultato per linearità: dato v ∈ Rn, v =

v1...
vn

 si ha

diag(v) :=



v1 0 · · · · · · 0

0 v2
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . vn−1 0

0 · · · · · · 0 vn

 =

n∑
i=1

viei ⊗ ei,

ovvero diag(v) è una matrice quadrata i cui elementi sono tutti nulli ad eccezione della
diagonale principale, e l'i-esimo elemento della diagonale principale coincide con la i-esima
componente di v. Questo implica che, posto diag(v) = (aij)i,j=1,...,n, si ha aij = viδij .
Osserviamo l'importante proprietà

v ◦H w = diag(v)w = diag(w)v = w ◦H v, per ogni v, w ∈ Rn

Infatti si ha

diag(v)w =
n∑

i,j=1

viδijwjei =
n∑
i=1

viwiei = v ◦H w = w ◦H v =
n∑

i,j=1

wiδijvjei = diag(w)v.

De�nizione 1.10 (Simbolo di Levi-Civita). Sia n ∈ N \ {0}. Per ogni I := (i1, . . . , in) ∈
(N \ {0})n de�niamo il simbolo di Levi-Civita

εI = εi1,...,in =


+1, se (i1, . . . , in) è una permutazione pari di (1, . . . , n),

−1, se (i1, . . . , in) è una permutazione dispari di (1, . . . , n),

0, altrimenti.

Ricordiamo che (i1, . . . , in) è una permutazione pari (risp. dispari) di (1, . . . , n) se si può
ottenere (i1, . . . , in) da (1, . . . , n) mediante un numero pari (risp. dispari) di scambi tra
componenti.

De�nizione 1.11 (Determinante). Data A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Matn×n(R) de�niamo il
determinante di A ponendo

det(A) =

n∑
i1,...,in=1

εi1,...,ina1i1 · . . . · anin

=
1

n!

∑
i1,...,in=1,...,n
j1,...,jn=1,...,n

εi1,...,inεj1,...,jnai1j1 · . . . · ainjn

De�nizione 1.12 (Prodotto vettoriale). Sia B = {~e1,~e2,~e3} una base ortonormale di
R3. Dati ~v, ~w ∈ R3, de�niamo il prodotto vettoriale ~v ∧ ~w di ~v e ~w ponendo

~v ∧ ~w =
3∑

i,j,k=1

εi,j,kvjwk~ei, dove ~v =
3∑
i=1

vi~ei e ~w =
3∑
i=1

wi~ei
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2. Richiami di algebra lineare

De�nizione 2.1. Siano E, F due spazi vettoriali reali. Poniamo

L (E,F ) := {` : E → F : ` è una funzione lineare} ,
E′ := {` : E → R : ` è una funzione lineare} = L (E,R).

Tali insiemi sono spazi vettoriali rispetto alle seguenti operazioni:

a. Dato λ ∈ R, ` ∈ L (E,F ), la funzione λ` è de�nita ponendo per ogni ~v ∈ E

(λ`)(~v) = `(λ~v) = λ`(~v) ∈ F.

b. Dati `1, `2 ∈ L (E,F ), la funzione `1 + `2 è de�nita ponendo per ogni ~v ∈ E

(`1 + `2)(~v) = `1(~v) + `2(~v) ∈ F.

Lo spazio E′ prende il nome di spazio duale di E.

Osservazione 2.2. Siano Em, Fn due spazi vettoriali reali di dimensione �nita, dim(Em) =
m e dim(Fn) = n, e sia ` : Em → Fn una funzione lineare. Per ogni ~v ∈ Em di componenti
(v1, . . . , vm) rispetto ad una base BEm = {~e1, . . . ,~em} si ha

`(~v) = `

 m∑
j=1

vj~ej

 =
m∑
j=1

vj`(~ej).

Ciò implica che `(·) ∈ L (Em, Fn) è completamente determinata qualora si conoscano i
vettori `(~ej) ∈ Fn, ovvero le immagini degli elementi della base BEm .

D'altra parte, �ssata una base BF = {~f1, . . . , ~fn} di Fn, per ogni j = 1, . . . ,m il
vettore `(~ej) ∈ Fn è univocamente determinato dalle sue componenti rispetto alla base
BF e quindi esistono unici i coe�cienti a1j , . . . , anj ∈ R, tali per cui

`(~ej) =

n∑
i=1

aij ~fi.

Ciò implica che �ssate BEm e BFn l'applicazione ` sia univocamente determinata dalla
matrice A` := (aij) i=1,...,n

j=1,...,m
∈ Matn×m(R).

Un caso particolare del precedente è dato da n = 1 e Fn = R. In questo caso porremo
su Fn la base {1}.

De�nizione 2.3 (Duale di uno spazio di dimensione �nita). Supponiamo che Em sia uno
spazio vettoriale reale di dimensione �nita, dim(Em) = m. Fissata una base BEm =
{~e1, . . . ,~em} di Em, de�niamo

BE′
m

= {d~e1, . . . , d~em} ⊆ E′m
ponendo

d~ei(~ej) = δij =

{
1, se i = j,

0, altrimenti.

ed estendendo la de�nizione per linearità. Ma allora

d~ei(~v) = d~ei

 m∑
j=1

vj~ej

 =
m∑
j=1

vj d~ei (~ej) = vi, per ogni ~v =
m∑
j=1

vj~ej ∈ Em

ovvero la i-esima componente di un vettore ~v ∈ Em rispetto alla base BEm è data da
d~ei(~v), dove d~ei è l'i-esimo elemento della base duale BE′

m
di BEm . Si ha che BE′

m
è

una base del duale E′m di Em, che prende il nome di base duale di BEm . Quindi E′m
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è anch'esso uno spazio di dimensione �nita, ed è isomorfo a Em. Data un'applicazione
` ∈ E′m, la j-esima componente di ` rispetto alla base BE′

m
è `(~ej), ovvero

` =

n∑
i=1

`id~ei se e solo se `i = `(~ei)

Se v = (v1, . . . , vm) ∈ Rm sono le componenti di ~v rispetto a BEm e w = (`1, . . . , `m) ∈ Rm
sono le componenti di ` rispetto a BE′

m
allora `(~v) = 〈v, w〉, ovvero

Se ~v =
n∑
i=1

vi~ei e ` =
n∑
i=1

`i d~ei allora `(~v) =
n∑
i=1

`ivi = 〈

`1...
`n

 ,

v1...
vn

〉
Generalizziamo ora l'osservazione precedente nel seguente enunciato.

Proposizione 2.4 (Rappresentazione delle funzioni lineari). Siano Em, Fn due spazi vet-
toriali reali di dimensione �nita con dim(Em) = m e dim(Fn) = n. Supponiamo di �ssare

una base BEm = {~e1, . . . ,~em} di Em e una base BFn = {~f1, . . . , ~fn} di Fn. Per ogni

j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n de�niamo l'applicazione lineare d~ej ⊗ ~fi : Em → Fn ponendo

d~ej ⊗ ~fi(~ek) =


0, se j 6= k,

~fi, se j = k.

Allora

(1) l'insieme

BE′
m
⊗BFn := {d~ej ⊗ ~fi : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}

è una base di L (Em, Fn), che ha quindi dimensione nm;
(2) data ` ∈ L (Em, Fn), esiste un'unica matrice A` ∈ Matn×m(R), A` = (aij)i=1,...,n

j=1,...m

tale che

` =
∑

i=1,...,n
j=1,...m

aij d~ej ⊗ ~fi

e diremo che A` rappresenta ` nella base BE′
m
⊗BFn di L (Em, Fn);

(3) la j-esima colonna di A` è data dalle componenti rispetto alla base BFn di `(~ej)
dove ~ej è il j-esimo vettore della base BEm .

(4) per ogni ~v ∈ Em si ottiene

`(~v) =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aijvj ~fj , dove ~v =

n∑
j=1

vj~ej .

(5) dato ~v ∈ Em, posto ~w = `(~v) e indicate con (v1, . . . , vm) le componenti di ~v
rispetto a BE e con (w1, . . . , wn) ∈ Rn le componenti di ~w rispetto a BF , ovvero
v1, . . . , vm, w1, . . . , wn ∈ R sono gli unici coe�cienti tali che

~v =

m∑
j=1

vj~ej , ~w =

n∑
i=1

wi ~fi,
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si ha
(1)

w1
...
wn


︸ ︷︷ ︸

componenti di ~w =

`(~v) nella base BF

= A`



v1
...
...
...
vm

 =

 a11 · · ·
...
an1 · · ·

a1j
...
anj︸ ︷︷ ︸

componenti di `(~ej)

nella base BF

· · · a1m
...

· · · anm




v1
...
...
...
vm


︸ ︷︷ ︸

componenti di ~v

nella base BE

(6) ad ogni matrice A ∈ Matn×m(R) è possibile associare una ed una sola applicazione
lineare `A : Rm → Rn ponendo

`A(~ej) =

n∑
i=1

aij ~fi,

Dimostrazione. Sia ` : Em → Fn una funzione lineare, ~v ∈ Em. Per ogni j = 1, . . . ,m

�ssato, esistono unici i coe�cienti a1j , . . . , anj ∈ R tali che `(~ej) =
n∑
i=1

aij ~fi. Proviamo

che

` =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aij d~ej ⊗ ~fi.

Dato ~v ∈ Em, esistono unici i coe�cienti v1, . . . , vm ∈ R tali che ~v =
m∑
j=1

vj~ej , da cui

 ∑
i=1,...,n
j=1,...,m

aijd~ej ⊗ ~fi

 (~v) =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aij d~ej ⊗ ~fi

(
m∑
k=1

vk~ek

)

=
∑

i=1,...,n
j=1,...,m
k=1,...,m

aijvk d~ej ⊗ ~fi(~ek)︸ ︷︷ ︸
=0 se k 6= j

=
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aijvj ~fi =
m∑
j=1

vj

(
n∑
i=1

aij ~fi

)
︸ ︷︷ ︸

=`(~ej)

=
m∑
j=1

vj`(~ej) = `(~v).

Poniamo a questo punto A` = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

. Per ogni j �ssato, le componenti di `(~ej)

rispetto alla base BF sono esattamente

a1j...
anj

, ovvero la j-esima colonna di A`. Pertanto

la j-esima colonna di A` è data dalle componenti rispetto alla base BF di `(~ej) dove ~ej è
il j-esimo vettore della base BE .

Viceversa, ad ogni matrice A ∈ Matn×m(R) è possibile associare una ed una sola
applicazione lineare `A : Rm → Rn ponendo

`A(~ej) =
n∑
i=1

aij ~fi,
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e quindi, poiché ogni vettore ~v ∈ Em si scrive in modo unico come combinazione lineare
degli elementi della base BE , pertanto esistono unici v1, . . . , vm ∈ R tali che v =

∑m
j=1 vj~ej ,

si ha per linearità

`A(~v) = `A

 m∑
j=1

vj~ej

 =
m∑
j=1

vj`A(~ej) =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aijvj ~fi.

�

Un'ulteriore caso rilevante è quello in cui supponiamo Em = Fn, quindi m = n, e
vogliamo rappresentare la funzione identità rispetto a due basi diverse.

De�nizione 2.5 (Matrice del cambiamento di base). Sia En uno spazio vettoriale di
dimensione �nita, dim(En) = n e consideriamo due basi B e B′ su En. Poniamo ` : En →
En l'applicazione identica, ovvero `(~v) = ~v per ogni ~v ∈ En. In questo caso dalla formula
(1) segue che, dato un vettore ~v ∈ En, le sue componenti (v1, . . . , vn) rispetto alla base B,
e (w1, . . . , wn) rispetto alla base B′ sono legate da
(2) w1

...
wn


︸ ︷︷ ︸

componenti di ~v =

`(~v) nella base B′

= AB→B′

v1...
vn

 =

 a11 · · ·
...
an1 · · ·

a1j
...
anj︸ ︷︷ ︸

componenti di ~ej =

`(~ej) nella base B′

· · · a1m
...

· · · anm


 v1

...
vm


︸ ︷︷ ︸

componenti di ~v

nella base B

La matrice AB→B′ prende il nome di matrice del cambiamento di base da B a B′, e la
sua j-esima colonna è costituita dalle componenti del j-esimo vettore di B rispetto a B′

Poiché la matrice che rappresenta un'applicazione lineare tra spazi di dimensione �-
nita dipende dalla scelta delle basi su tali spazi, vogliamo studiare come cambia tale
rappresentazione al variare della scelta delle basi.

Proposizione 2.6 (Rappresentazioni e cambiamenti di base). Siano Em, Fn due spazi
vettoriali reali di dimensione �nita con dim(Em) = m e dim(Fn) = n, e sia ` : Em → Fn

una funzione lineare. Fissiamo due basi B
(i)
E = {~e(i)1 , . . . ,~e(i)m }, i = 1, 2 di Em e due basi

B
(i)
F = {~f (i)

1 , . . . , ~f (i)
n }, i = 1, 2 di Fn.

Sia A
(1)
` la matrice associata a `(·) se poniamo su Em la base B

(1)
E e su Fn la base B

(1)
F ,

e sia A
(2)
` la matrice associata a `(·) se poniamo su Em la base B

(2)
E e su Fn la base B

(2)
F .

Indicate con N
B

(1)
F →B

(2)
F

e M
B

(2)
E →B

(1)
E

le matrici di cambiamento di base, si ha

A
(2)
` = N

B
(1)
F →B

(2)
F

A
(1)
` M

B
(2)
E →B

(1)
E

,

Dimostrazione. Supponiamo di conoscere la matrice A(1)
` e di voler ricavare la matrice A(2)

` .
A tal proposito, è necessario ricavare le matrici del cambiamento di base P ∈ Matm×m da

B
(1)
E a B

(2)
E e N

B
(1)
F →B

(2)
F

= Q ∈ Matn×n da B
(1)
F a B

(2)
F . Tali matrici sono chiaramente

invertibili perché mandano una base in una base.
La j-esima colonna di P sarà data dalle componenti del j-esimo vettore di B

(1)
E rispetto

a B
(2)
E , e analogamente la k-esima colonna di Q sarà data dalle componenti del k-esimo

vettore di B
(1)
F rispetto a B

(2)
F . Se (v

(i)
1 , . . . , v

(i)
m ) sono le componenti di ~v rispetto a B

(i)
E ,
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i = 1, 2 e (w
(i)
1 , . . . , w

(i)
m ) sono le componenti di ~w = `(~v) rispetto a B

(i)
F , i = 1, 2, si hav

(2)
1
...

v
(2)
m

 = P

v
(1)
1
...

v
(1)
m

 ,

w
(2)
1
...

w
(2)
n

 = Q

w
(1)
1
...

w
(1)
n

 ,

w
(1)
1
...

w
(1)
n

 = A
(1)
`

v
(1)
1
...

v
(1)
n


da cuiw

(2)
1
...

w
(2)
n

 = QA
(1)
`

v
(1)
1
...

v
(1)
m

 = QA
(1)
` P−1P

v
(1)
1
...

v
(1)
m

 = QA
(1)
` P−1

v
(2)
1
...

v
(2)
m

 = A
(2)
`

v
(2)
1
...

v
(2)
m

 ,

quindi w
(2)
1
...

w
(2)
n

 = A
(2)
`

v
(2)
1
...

v
(2)
m

 dove A(2)
` = QA

(1)
` P−1,

da cui la tesi perché P−1 = M
B

(2)
E →B

(1)
E

è la matrice inversa di P . �

Il risultato precedente può essere applicato in particolare al caso in cui Fn = R, quindi
` ∈ E′m.

Corollario 2.7. Sia En uno spazio vettoriale reale di dimensione �nita dim(En) = n, e

sia ` ∈ E′n. Siano B
(i)
E = {~e(i)1 , . . . ,~e(i)n }, i = 1, 2 due basi di En. e siano B

(1)
E′ , B

(2)
E′ le

corrispondenti basi duali. Se A
B

(1)
E →B

(2)
E

è la matrice del cambiamento di base, allora

A
B

(1)
E →B

(2)
E

= AT
B

(2)

E′→B
(1)

E′

Equivalentemente,

` =
n∑
j=1

`
(1)
j ~e

(1)
j =

n∑
i=1

`
(2)
i ~e

(2)
i se e solo se `

(1)
j =

n∑
i=1

aij`
(2)
i , j = 1, . . . , n

Dimostrazione. Per ogni j = 1, . . . , n si ha

`
(1)
j = `(~ej

(1)) = `

(
n∑
i=1

aij ~ei
(2)

)
=

n∑
i=1

aij`
(
~ei

(2)
)

=
n∑
i=1

aij`
(2)
i ,

ovvero (
`
(1)
1 , · · · , `(1)n

)
=
(
`
(2)
1 , · · · , `(2)n

)a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 ,

o, equivalentemente, `
(1)
1
...

`
(1)
n

 =

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


T `

(2)
1
...

`
(2)
n

 .

�

Esercizio 1. Sia B = {~v1,~v2,~v3} dove i vettori ~v1, ~v2, ~v3 hanno rispettivamente
componenti (1, 1, 0), (1, 0, 2), (0, 0, 1) rispetto alla base canonica di R3.

(1) Si veri�chi che B è una base di R3.
(2) Si consideri l'applicazione lineare ` : R3 → R3 de�nita da `(~v1) = ~v1 + 2~v2,

`(~v2) = ~v2, `(~v3) = ~v2 Si trovi la matrice associata a `(·) rispetto alla base
canonica sul dominio e sul codominio.
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(3) Si determini una base dello spazio nullo di `(·) e dell'immagine di `(·).
(4) Si dica se il vettore di componenti (0, 1, 1) rispetto alla base canonica appartiene

all'immagine di `(·). In caso a�ermativo si trovi un vettore la cui immagine tramite
`(·) abbia componenti (0, 1, 1) rispetto alla base canonica.

Soluzione. Indichiamo con C = {~e1,~e2,~e3} i vettori della base canonica di R3. Per
de�nizione, si ha allora

~v1 = ~e1 + ~e2,

~v2 = ~e1 + 2~e3,

~v3 = ~e3.

Consideriamo l'applicazione lineare ψ che mandi ~ei in ~vi per i = 1, 2, 3. Poiché ψ(~ei) = ~vi
e le componenti di ~vi rispetto alla base canonica sono assegnate, tale applicazione rispetto
alla base canonica C su dominio e codominio è rappresentata dalla matrice che ha per
i-esima colonna le componenti di ~vi rispetto alla base canonica.

Pψ :=

1 1 0
1 0 0
0 2 1

 .

Si ha det(Pψ) = −1 6= 0, quindi la trasformazione è invertibile, e perciò B è una base di
R3.

Se poniamo la base B su dominio e codominio, l'applicazione ` è rappresentata da una
matrice AB la cui i-esima colonna è data dalle componenti di `(~vi) rispetto a B. Poiché
`(~vi) è già dato dal testo in termini della base B′, la matrice AB risulta semplicemente

AB :=

1 0 0
2 1 1
0 0 0

 .

Tale matrice ha rango 2, quindi `(·) ha rango 2, e pertanto lo spazio nullo di `(·) ha
dimensione pari alla dimensione dello spazio (quindi 3) meno il rango (quindi 2). Allora lo
spazio nullo ha dimensione 1.

Determiniamo ora la matrice del cambiamento di base PB→C da B a C . Tale matrice,
che rappresenta la funzione identità, è costruita nel modo seguente: nella i-esima colonna
vi sono le componenti dell'i-esimo vettore di B, ovvero ~vi, rispetto alla base C , ovvero
rispetto alla base canonica. I vettori ~vi sono già assegnati rispetto alla base canonica,
quindi

PB→C :=

1 1 0
1 0 0
0 2 1

 .

La matrice inversa rappresenta il cambiamento di base inverso:

PC→B = P−1B→C =

 0 1 0
1 −1 0
−2 2 1


Si avrà quindi che la matrice AC di `(·) rispetto alla base C sul dominio e sul codominio
sarà data da

AC = PB→CABPC→B = PB→CABP
−1
B→C

=

1 1 0
1 0 0
0 2 1

1 0 0
2 1 1
0 0 0

 0 1 0
1 −1 0
−2 2 1

 =

−1 4 1
0 1 0
−2 6 2


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Veri�chiamo il risultato ottenuto: rispetto alla base canonica si ha che il vettore `(~v1) =
~v1 + 2~v2 ha componenti (3, 1, 4), e moltiplicando la matrice AC per la rappresentazione di
~v1 rispetto alla base C , ovvero (1, 1, 0), si ha−1 4 1

0 1 0
−2 6 2

1
1
0

 =

3
1
4

 .

Analogamente, rispetto alla base canonica si ha che il vettore `(~v2) = ~v2 ha componenti
(1, 0, 2), e moltiplicando la matrice AC per la rappresentazione di ~v2 rispetto alla base C ,
ovvero (1, 0, 2), si ha −1 4 1

0 1 0
−2 6 2

1
0
2

 =

1
0
2

 .

In�ne, rispetto alla base canonica si ha che il vettore `(~v3) = ~v2 ha componenti (1, 0, 2),
e moltiplicando la matrice AC per la rappresentazione di ~v3 rispetto alla base C , ovvero
(0, 0, 1), si ha −1 4 1

0 1 0
−2 6 2

0
0
1

 =

1
0
2

 .

Osserviamo inoltre che `(~v2) = `(~v3), quindi `(~v2 − ~v3) = 0, pertanto {~v2 − ~v3} è una
base dello spazio nullo di `(·) che, ricordiamo, in questo caso ha dimensione 1. Rispetto
alla base C il vettore ~v2−~v3 ha componenti (1, 0, 1). Si poteva ottenere lo stesso risultato
osservando che

AB

αβ
γ

 = 0

implica β + γ = 0, ovvero un vettore che sia nello spazio nullo ha componenti rispetto alla
base B pari a (0, β,−β), quindi è della forma β(~v2−~v3) al variare di β ∈ R. Per ottenere
una base dell'immagine, completiamo una base dello spazio nullo ad una base di tutto lo
spazio. Ad esempio, osserviamo che {~v1,~v2,~v2 − ~v3} sono linearmente indipendenti. A
questo punto le immagini dei vettori {~v1,~v2} saranno una base dell'immagine. Si ha quindi
che una base dell'immagine è {`(~v1), `(~v2)} = {~v1+2~v2,~v2}. Si poteva arrivare allo stesso
risultato osservando che il rango della matrice formata dalle prime due colonne di AB è
pari a 2, e ciò signi�ca che le immagini dei primi due vettori di B formano uno spazio
di dimensione 2. In modo analogo, le ultime due colonne di AC formano una matrice di
rango 2, quindi le immagini di ~e2 e ~e3 sono un'altra base per l'immagine di `(·), ovvero
{4~e1 +~e2 + 6~e3,~e1 + 2~e3}. Vogliamo stabilire se il vettore di componenti (0, 1, 1) rispetto
alla base canonica, ovvero il vettore ~e2 +~e3 appartiene all'immagine di `(·). Ciò è vero se
e solo se esso si scrive come combinazione lineare dei vettori della base, ovvero se esistono
α, β ∈ R tali che

~e2 + ~e3 = α`(~e2) + β`(~e3).

ovvero
0 = (4α+ β)~e1 + (α− 1)~e2 + (6α+ 2β − 1)~e3.

Si ottiene 4α + β = 0, α − 1 = 0, 6α + 2β − 1 = 0, ma tale sistema è impossibile, quindi
~e2 + ~e3 non appartiene all'immagine. Si poteva arrivare allo stesso risultato osservando
che la matrice formata dalle prime due colonne di AC e come terza colonna le componenti
del vettore ~e2 +~e3 rispetto alla base canonica ha rango massimo, pertanto i vettori `(~e2),
`(~e3) e ~e2+~e3 sono linearmente indipendenti. In�ne, si poteva pervenire sempre allo stesso
risultato osservando che rispetto alla base B il vettore ~e2+~e3 ha componenti (1,−1, 3), ma
poiché una base dell'immagine è {~v1 + 2~v2,~v2}, nessun vettore dell'immagine può avere
terza componente rispetto alla base B diversa da zero, quindi ~e2 + ~e3 non appartiene
all'immagine. �
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Una naturale estensione del concetto di funzione lineare è il seguente.

De�nizione 2.8 (Funzioni bilineari). Siano E,F,G tre spazi vettoriali. Diremo che
un'applicazione b : E × F → G è bilineare se

b(α~v1 + β~v2, ~w) = αb(~v1, ~w) + βb(~v2, ~w)

b(~v, α~w1 + β ~w2) = αb(~v, ~w1) + βb(~v, ~w2)

per ogni ~v, ~v1, ~v2 ∈ E, ~w, ~w1, ~w2 ∈ F , α, β ∈ R. Indicheremo con L 2(E × F,G)
l'insieme delle funzioni bilineari di E × F a G. In modo del tutto analogo a quanto visto
per le funzioni lineari, anche L 2(E × F,G) è spazio vettoriale rispetto a somma puntuale
e moltiplicazioni per scalari.

Proposizione 2.9 (Rappresentazione delle funzioni bilineari). Siano Em, Fn, Gp tre spa-
zi vettoriali, dim(Em) = m, dim(Fn) = n, dim(Gp) = p, e sia b : Em × Fn → Gp
un'applicazione bilineare. Supponiamo �ssata una base BEm = {~e1, . . . ,~em} di Em, una

base BFn = {~f1, . . . , ~fn} di Fn, e una base BGp = {~g1, . . . ,~gp} di Gp. Allora possiamo
rappresentare b in modo unico nel modo seguente:

b(~x, ~y) = b

 m∑
i=1

xi~ei,
n∑
j=1

yj ~fj

 =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

xiyjb
(
~ei, ~fj

)

=
∑

i=1,...,m
j=1,...,n
k=1,...,p

Bijkxiyj~gk,

dove per ogni i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n �ssati, si ha che (Bij1, . . . , Bijp) sono le

componenti di b
(
~ei, ~fj

)
∈ Gp rispetto alla base BGp, ovvero

Bijk = d~gk

(
b
(
~ei, ~fj

))
Nel caso p = 1, Gp = R, sceglieremo sempre BGp = {1}, quindi data una funzione

bilineare da b : Em × Fn → R con dim(Em) = m, dim(Fn) = n, e �ssate una base
BEm = {~e1, . . . ,~em} di Em e una base BFn = {~f1, . . . , ~fn} di Fn, si ha p = k = 1 nella
formula precedente, ~g1 = 1, quindi (ponendo Bij1 = bij e B = (bij)i=1,...,m

j=1,...,n
∈ Matm×n(R).

b(~x, ~y) =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

bijxiyj = (x1, · · · , xm)B

y1...
yn

 = xTBy ∈ R.

3. Differenziazione delle funzioni vettoriali

Nella di�erenziazione di funzioni a valori vettoriali, è importante ricordare che la rappre-
sentazione di derivate e di�erenziali in generale dipende dalla scelta delle basi su dominio
e codominio.

De�nizione 3.1 (Rappresentazione di funzioni a valori vettoriali). Siano Em, Fn due spazi
vettoriali reali di dimensione �nita con dim(Em) = m e dim(Fn) = n, e sia ~G : Em → Fn
una funzione qualunque. Supponiamo di �ssare una base BEm = {~e1, . . . ,~em} di Em e
una base BFn = {~f1, . . . , ~fn} di Fn. Data una funzione G : Rm → Rn de�nita da

G(x1, . . . , xm) =

G1(x1, . . . , xm)
...

Gn(x1, . . . , xm)

 ,
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diremo che G rappresenta ~G rispetto alle basi BEm e BFn se dato ~x ∈ Em le cui compo-
nenti rispetto a BEm siano (x1, . . . , xm), si ha che Gi(x1, . . . , xm) è la i-esima componente
rispetto a BFn del vettore ~G(~x) ∈ Fn, ovvero se

~G

 m∑
j=1

xj~ei

 =
n∑
i=1

Gi(x1, . . . , xm)~fi.

Fissate le basi BEm e BFn , ogni mappa ~G ammette una ed una sola rappresentazione G
(che dipende dalla scelta delle basi).

Proposizione 3.2 (Di�erenziale delle funzioni lineari e bilineari). Siano E,F,G tre spazi
vettoriali di dimensione �nita. Allora:

(1) per ogni ` : E → F lineare, si ha

∂`(~x)

∂ ~w
= `(~w), per ogni ~x, ~w ∈ E, ~w 6= 0

D`(~x) = `, per ogni ~x ∈ E

(2) per ogni b : E × F → G bilineare, si ha

∂

∂~z
b(~x, ~y) = b(~x, ~w) + b(~v, ~y), per ogni (~x, ~y),~z ∈ E × F, ~z = (~v, ~w) 6= 0

Db(~x, ~y)(~v, ~w) = b(~x, ~w) + b(~v, ~y), per ogni (~x, ~y), (~v, ~w) ∈ E × F

Dimostrazione.
(1) La prima uguaglianza deriva da

lim
h→0

`(~x + h~w)− `(~x)

h
= lim

h→0

`(~x + h~w − ~x)

h
= `(~w),

e questo, per il Teorema del Di�erenziale Totale, implica che `(·) sia di�erenziabile
in ~x e valga la seconda formula.

(2) Posto ~z = (~v, ~w) ∈ E × F \ {(0, 0)}, calcoliamo

∂

∂~z
b(~x, ~y) := lim

h→0

b(~x + h~v, ~y + h~w)− b(~x, ~y)

h

= lim
h→0

b(~x, ~y) + hb(~v, ~y) + hb(~x, ~w) + h2b(~v, ~w)− b(~x, ~y)

h
=b(~x, ~w) + b(~v, ~y).

In modo del tutto analogo al caso lineare, il Teorema del Di�erenziale Totale implica
che b(·, ·) sia di�erenziabile in (~x, ~y) e che valga la seconda formula.

Si osservi che tale risultato non dipende dalla base scelte su E, F o G. Per estendere
tale risultato a spazi di dimensione in�nita è necessario aggiungere l'ipotesi che `(·) e b(·, ·)
siano continue (il che è automaticamente vero negli spazi di dimensione �nita). �

Stabiliamo ora la relazione tra il di�erenziale di una funzione a valori vettoriali e la sua
rappresentazione.

Proposizione 3.3. Siano Em, Fn due spazi vettoriali reali con dim(Em) = m e dim(Fn) =

n, e sia ~G : Em → Fn una funzione qualunque. Supponiamo di �ssare una base BEm =

{~e1, . . . ,~em} di Em e una base BFn = {~f1, . . . , ~fn} di Fn, e sia G : Rm → Rn che
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rappresenti ~G rispetto alle basi scelte. Allora si ha

∂ ~G(~x)

∂~v
=

∑
i=1,...,n
k=1,...,m

∂Gi(x1, . . . , xm)

∂xk
vk ~fi, per ogni ~x =

m∑
i=1

xi~ei, e ~v =
m∑
i=1

vi~ei

~x 7→ D ~G(~x) è rappresentata da (x1, . . . , xm) 7→ JacG(x1, . . . , xm)

ovvero la funzione ~x 7→ ∂ ~G(~x)

∂~v
è rappresentata da

(x1, . . . , xm) 7→


∂G1(x1, . . . , xm)

∂x1
· · · ∂G1(x1, . . . , xm)

∂xm
.

.

.

.

.

.

∂Gn(x1, . . . , xm)

∂x1
· · · ∂Gn(x1, . . . , xm)

∂xm


 v1

.

.

.

vm

 = JacG(x)

 v1
.

.

.

vm



In particolare, ~G è di�erenziabile in ~x se e solo se G è di�erenziabile in (x1, . . . , xm)

Dimostrazione. Si ha

∂ ~G(~x)

∂~v
= lim

h→0

~G(~x + h~v)− ~G(~x)

h

= lim
h→0

n∑
i=1

Gi(x1 + hv1, . . . , xm + hvm)~fi −
n∑
i=1

Gi(x1, . . . , xm)~fi

h

=
n∑
i=1

lim
h→0

[
Gi(x1 + hv1, . . . , xm + hvm)− Fi(x1, . . . , xm)

h

]
~fi

=
n∑
i=1

m∑
k=1

∂Gi(x1, . . . , xm)

∂xk
vk ~fi,

dato che rispetto a BEm , il vettore ~x+h~v ha componenti (x1+hv1, . . . , xk+hvk, . . . , xm+
hvm). Il risultato segue dall'arbitrarietà di ~v. �

Corollario 3.4. Siano Em, Fn due spazi vettoriali reali con dim(Em) = m e dim(Fn) = n,

e sia ~G : Em → Fn una funzione qualunque. Fissiamo una base BEm = {~e1, . . . ,~em}
di Em e una base BFn = {~f1, . . . , ~fn} di Fn, e sia G : Rm → Rn che rappresenti ~G
rispetto alle basi scelte. Supponiamo che esista g : R → R di�erenziabile tale per cui
Gi(x1, . . . , xm) = g(xi). Allora per ogni ~v ∈ Em 6= {0} di componenti (v1, . . . , vm) rispetto

a BEm , si ha che ~x 7→ ∂ ~G(~v)

∂~v
è rappresentata da

(x1, . . . , xm) 7→



g′(x1) 0 · · · · · · 0

0 g′(x2)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . g′(xm−1) 0

0 · · · · · · 0 g′(xm)





v1
...
...
...
vm

 =

m∑
i=1

g′(xi)vi

Corollario 3.5 (Rappresentazioni). Supponiamo dim(E) = m, dim(F ) = n e �ssiamo

due basi {~e1, . . . ,~em} su E e {~f1, . . . , ~fn} su F . Supponiamo che rispetto alle basi scelte
`(·) sia rappresentata dalla matrice A` = (aij) i=1,...,n

j=1,...,m
∈ Matn×m(R).
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Si ottiene allora che
∂`(~x)

∂~ek
= `(~ek) è rappresentata da

∂

∂xk

A`
x1

...
xm


 =

a1k...
ank


dove riconosciamo al membro di destra la k-esima colonna di A.

Considerando tutte le derivate parziali, si ottiene che D`(~x) = ` è rappresentata da

Jac

A`
x1

...
xm


 = A`

Questo implica:

(1) la relazione
∂b(~x, ~y)

∂(~ek, 0)
= b(~ek, ~y) è rappresentata nelle basi scelte da

∂

∂xk

[
xTBy

]
=

∂

∂xk

∑
i=1,...,m
j=1,...,n

bijxiyj =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

bijδikyj =

n∑
j=1

bkjyj ,

ovvero il prodotto tra la k-esima riga di B e il vettore delle componenti di ~y,

(2) la relazione
∂b(~x, ~y)

∂(0, ~fh)
= b(~x, ~fh) è rappresentata nelle basi scelte da

∂

∂yh

[
xTBy

]
=

∑
i=1,...,m
j=1,...,n

bijxiyj =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

bijxiδjh =
m∑
i=1

bihxi,

ovvero il prodotto tra il vettore delle componenti di ~x e la h-esima colonna di B.
(3) la relazione Db(~x, ~y)(~v, ~w) = b(~x, ~w) + b(~v, ~y) è rappresentata nelle basi scelte da

grad(xTBy) =



B

y1...
yn



BT

x1
...
xm




∈ Rn+m.

Esercizio 2. Sia A ∈ Matn×n(R), A = (aij)i,j=1,...,n.

(1) Si de�nisca h : Rn → R ponendo h(x) := 〈x,Ax〉, dove 〈x, y〉 indica il prodotto

scalare di Rn. Si calcoli ∇ · h(x) =

∂x1h(x)
...

∂xmh(x)

.
(2) Si de�nisca k : Rn → Rn ponendo k(x) := x ◦H (Ax), dove ◦H indica il prodotto

di Hadamard tra vettori di Rn. Si calcoli Jac k(x).
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Soluzione. Consideriamo l'applicazione lineare ` : Rn → Rn×Rn de�nita da `(x) = (x, x).
Si ha

`(x) =



x1
...
xn
x1
...
xn


=


Idn

Idn


x1...
xn



dove Idn è la matrice identica su Rn.
Sia ora b : Rn × Rn → R l'applicazione de�nita da b(x, y) = 〈x,Ay〉. Si ottiene allora

h(x) = b(x, x) e tale mappa è chiaramente bilineare. Si ha

b(x, y) =

n∑
i,j=1

aijxiyj ,

pertanto la matrice che rappresenta b rispetto alla base canonica su Rn è proprio A.
Quindi h(x) = b ◦ `(x), e pertanto, per la regola delle funzioni composte

Dh(x) = Db(`(x)) ◦D`(x) = Db(x, x) ◦ `,
ovvero per ogni k = 1, . . . , n si ha

Dh(x)(ek) = Db(x, x) ◦ `(ek) = Db(x, x)(ek, ek) = b(ek, x) + b(x, ek)

= 〈ek, Ax〉+ 〈x,Aek〉 = 〈ek, Ax〉+ 〈ek, ATx〉 = 〈(A+AT )x, ek〉,
da cui

∇ · [〈x,Ax〉] = ∇ · [xTAx] = (A+AT )x

Se A è simmetrica, ovvero A = AT , si ottiene ∇ · [xTAx] = 2Ax.

Nel secondo caso, sia h : Rn × Rn → Rn l'applicazione de�nita da

h(x, y) = x ◦H (Ay) = diag(x)Ay.

Tale mappa è bilineare e vale

h(eq, ep) =

(
n∑
i=1

δiqei

)
◦H

 n∑
i,j=1

aijδpjei

 =
n∑

i,j=1

aijδpjδiqei = aqpeq.

Poiché k(x) = h ◦ `(x), per la regola delle funzioni composte

Dk(x) = Dh(`(x)) ◦D`(x) = Dh(x, x) ◦ `,
da cui

Dk(x)(ek) = Dh(x, x) ◦ `(ek) = Dh(x, x) ◦ (ek, ek) = h(ek, x) + h(x, ek)

= ek ◦H (Ax) + x ◦H Aek = diag(ek)Ax+ diag(x)Aek

= (diag(Ax) + diag(x)A) ek,

ricordando che diag(u)v = diag(v)u. Poiché il risultato precedente vale per ogni k, si ha

Jac[x ◦H (Ax)] = diag(Ax) + diag(x)A

�

Esercizio 3. Sia Ω aperto di Rm e consideriamo A : Ω → Matn×n(R). Allora se v ∈
Rm \ {0} e x ∈ Ω si ha

∂

∂v
detA(x) =

n∑
i=1

det(ADi(x)),
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dove

ADi(x) :=



a11(x) . . . a1n(x)
...

...
a(i−1)1(x) . . . a(i−1)n(x)

∂ai1(x)

∂v
. . .

∂ain(x)

∂v

a(i+1)1(x) . . . a(i+1)n(x)
...

...
an1 . . . ann


,

ovvero ADi(x) è la matrice A(x) in cui la i-esima riga è rimpiazzata dalla sua derivata
rispetto a v.

Soluzione. Ricordando che

det(A(x)) =

n∑
i1,...,in=1

εi1,...,ina1i1(x) · . . . · anin(x) =

n∑
i1,...,in=1

εi1,...,in

n∏
h=1

ahih(x),

si ottiene

∂

∂v
det(A(x)) =

n∑
j=1

n∑
i1,...,in=1

εi1,...,in
∂ajij (x)

∂v

n∏
h=1
h6=j

ahih(x) =
n∑
j=1

n∑
i1,...,in=1

εi1,...,in

n∏
h=1

bjhih(x),

dove bjhk(x) = ahk(x) se h 6= j e bjjk(x) =
∂ajk(x)

∂v
. De�nita per j = 1, . . . , n la matrice

ADj (x) = (bjhk(x))h,k=1,...,n, si ha allora

∂

∂v
det(A(x)) =

n∑
j=1

n∑
i1,...,in=1

εi1,...,in

n∏
h=1

bjhih(x) =

n∑
j=1

det(ADj (x)).

Esercizio 4. Sia Ω aperto di Rm e consideriamo ~v(k) : Ω → R3, k = 1, 2. Allora, scelta
una base ortonormale {~e1,~e2,~e3} di R3, per ogni z ∈ R3 \ {0} si ha

∂

∂z

[
~v(1)(x) ∧ ~v(2)(x)

]
=
∂~v(1)(x)

∂z
∧ ~v(2)(x) + ~v(1)(x) ∧ ∂~v

(2)(x)

∂z

Soluzione. Per k = 1, 2 si ha

~v(k)(x) =

3∑
i=1

v
(k)
i (x)~ei,

∂~v(k)(x)

∂z
=

3∑
i=1

∂v
(k)
i (x)

∂z
~ei.

Ricordando che

~v(1)(x) ∧ ~v(2)(x) =

3∑
i,j,k=1

εi,j,kv
(1)
j (x)v

(2)
k (x)~ei,

si ottiene

∂

∂z

[
~v(1)(x) ∧ ~v(2)(x)

]
=

3∑
i,j,k=1

εi,j,k
∂v

(1)
j (x)

∂z
v
(2)
k (x)~ei +

3∑
i,j,k=1

εi,j,kv
(1)
j (x)

∂v
(2)
k (x)

∂z
~ei

=
∂~v(1)(x)

∂z
∧ ~v(2)(x) + ~v(1)(x) ∧ ∂~v

(2)(x)

∂z
.
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Proposizione 3.6. Siano E,F spazi vettoriali, e supponiamo dim(E) = m, dim(F ) = n.
Sia ora Ω ⊆ Rp aperto, e supponiamo di avere un'applicazione F : Ω→ L (E,F ), ~v : Ω→
E. Posto `x = F (x) si ha allora per ogni k = 1, . . . , p

∂

∂xk
[`x(~v(x))] =

∑
i=1,...,n
j=1,...,m

(
∂aij(x)

xk
vj(x) + aij(x)

∂vj(x)

xk

)
~fi

dove

• A(x) = (aij) i=1...n
j=1...m

∈ Matn×m(R) rappresenta `x rispetto alla base BE′ ⊗ BF ,

ovvero
`x =

∑
j=1...m
i=1...n

aij(x) d~ej ⊗ ~fi,

(equivalentemente, per j �ssato, la j-esima colonna di A(x) corrisponde alle le
componenti di `x(~ej) = F (x)(~ej) ∈ F rispetto alla base BF ).

• ~v(x) =

m∑
i=1

vi(x)~ei.

Passando alle rappresentazioni, si ottiene

∂

∂xk

A(x)

 v1(x)
...

vm(x)


 =

∂A(x)

∂xk

 v1(x)
...

vm(x)

+A(x)


∂v1(x)

∂xk
...

∂vm(x)

∂xk


Dimostrazione. Si ha

`x(~v(x)) =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

aij(x)vj(x)~fi,

quindi, derivando,

∂

∂xk
[`x(~v(x))] =

∑
i=1,...,n
j=1,...,m

(
∂aij(x)

xk
vj(x) + aij(x)

∂vj(x)

xk

)
~fi.

Passando alle rappresentazioni,

∂

∂xk
[A(x)v(x)] =

∂A(x)

∂xk
v(x) +A(x)

∂v(x)

∂xk
dove

∂v(x)

∂xk
=


∂v1(x)

∂xk
...

∂vm(x)

∂xk

 .

�

Corollario 3.7. Scelto nel precedente E = Matm×p(R), con base data dalle matrici
elementari, se A(x) = (aiq(x)) i=1,...,n

q=1,...,m
, B(x) = (bqh(x))q=1,...,m

h=1,...,p
, si ha

∂

∂xk
(A(x)B(x)) =

∂A(x)

∂xk
B(x) +A(x)

∂B(x)

∂xk

Utilizzando l'associatività del prodotto di matrici, si ottiene

∂

∂xk
(A(x)B(x)C(x)) =

∂A(x)

∂xk
B(x)C(x) +A(x)

∂B(x)

∂xk
C(x) +A(x)B(x)

∂C(x)

∂xk
.


