A. Insiemi convess

1) Dareun esempio di unafamigliadi insiemi convess tali che ogni loro sottofamiglia finita abbia
intersezione * A, mentre lafamigliahaintersezione = £.

2) Sia|* | lanormaeuclideasu R". Dimostrare che {xT R :[x- >‘<||<e} con XTI R"ede>0 &
un insieme convesso.

3) DeterminareI’involucro convesso e la chiusura convessa dei seguenti insiemi

(@ }xT Zf:é?,‘xizng}xT Zf:éxizlg;
1 i=1 b 1 i=1 b

(@) ?xi B3:§.X,=2_T’JU¥XT Bs:gxizl_f’jdoveB:{O,l};
1 i=1 [Va 1 i=1 [Va

(b) {(xl,xz)T R?:(x- 1% +(x, +1)2>0,% 3 0,X, EO}U
{(xl,xz)T R2:(x - 12 +(xp- 1)2>0,% 23 0,%, 3 O}U
{(xl,xz)T R2:(x +12 +(xp - 12> 0,5 £0,%, 3 O} ;

() {XT R3:x1+x2+x3:lx3:]}U{xT R3:x2:O,x3:O};

(d) {XT R%:2x% - X, <0, x12-x2+2>0};

(e) {XT R2: %X £1, 0£ % £1, x230}.

4) Determinarei punti estremi, |I’involucro convesso e la chiusura convessadel seguenti insiemi
(a {(xl,xz)T R%:x, £ 1 Ux, £ exl}
(b) {xi R3:xg =1}U{(Lo,o), (01,0}
5) Si considerino gli insiemi
A={xy)1 RZ:ys x2y£1 ; B=l(xy)l R?:x >0,y£%,y3 1§;
[
dire quali di questi insiemi e convesso;
trovarei punti estremi di Aedi B;

determinare |’ involucro convesso e la chiusura convessadi AE B.

6) Dato un numero finito di punti nel piano, si consideri laloro chiusura convessa. | primi sono
sempre punti estremi della seconda? Giustificare. Illustrare con esempi numerici.



7) Dire, giustificando, se |’ uguaglianza convX =convclX €& necessaria, sufficiente affinché
I’insieme convesso X sia chiuso. E se X non & convesso?

8) Dimostrare chel’insieme {xT R": Ax 3 b} con Amatrice m” n ebl R™ & convesso.
Determinare casl in cui hon possiede punti estremi.

9) Siano Ki R" convessoe f :R"® R™ affine. Dimostrare che {yT R™:y=f(x),x] K} e
CONVESSO.

10) Considerare ciascuna delle seguenti affermazioni e dire, giustificando, se e verao falsa.
Uninsieme convesso X I R" possiede (almeno) un iperpiano di supporto in ogni punto
dellasuafrontiera;
uninseme X 1 R" & convesso se e solo se possiede (almeno) un iperpiano di supportoin
ogni punto della suafrontiera;

un insieme e convesso se e solo seil suo involucro convesso ha la stessa frontiera
dell’insieme.

B. Funzioni convesse

1) Dimostrare chese{fi} | €unafamiglia (non necessariamente finita) di funzioni reali convesse

il

definite su un insieme convesso Al R" alloralafunzione f(x)=sup f; (x) &unafunzione
il

convessasu A

2) Siadataunafunzione f:Al R" ® R. Dire, giustificando, se & verao falsala seguente
affermazione: Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia convessa e che I’insieme
levea f ={xI A: f(x)£a}i Al Rsaconveso"al R.

3) Siadatalafunzione q: A® R, con Al R" aperto e convesso. Dimostrare che se logq € una
funzione convessasu Aaloraq econvessasu A Valeil viceversa?

4) Dataunafunzione f :R® R continua e monotona non decrescente dire, giustificando, se é
vero o falso che la suafunzione integrale é convessa.
5) Sia f:R® R unafunzione convessa. Dire se sono vere o false le seguenti affermazioni:

lafunzione f2(X) = f(x)xf (X) &convessa;
lafunzione f(x)o f(x) = f(f(X)) &convessa
In ognuno dei due casi, se |’ affermazione é falsa, aggiungere un’ipotesi affinché risulti vera.

6) Sia dataunafunzioneconcava f :R® R taeche f1 c’?e f(X)£0 " x1 R. Studiare,

rispetto alla concavita e alla convessitd, le funzioni f", ni N.

7) Studiare la convessita e la stretta convessita delle seguenti funzioni f : R® R :



8)

9)

1)

2)

3)

4)

a) f(x)=[q+1

b) f(x)=x>

ic x30 R
c f(x)=i dove c éun numero reale >0
i-¢ x<O0

d) um:mmb ﬁ-ﬂ

e) f(x):max{xz, (x-l)z}.

Nel caso in cui f Sia convessa e non derivabile, determinareil sottodifferenziale di f in ciascuno
dei punti di non derivabilita.

Datalanormaeuclideasu R" dire se évero o falso che
€ unafunzione convessa;
una funzione strettamente convessa.

Dire se e vera o falsala seguente affermazione: Sef € unafunzione quasi convessa su un
insieme convesso X ogni punto di minimo locale di f su X & anche di minimo globale.

. Problemi di estremo libero

Per ciascuna delle seguenti funzioni determinare i punti stazionari, specificando se sono punti di
massimo, di minimo (locale o globale) o nessuno di questi:

a) f(x,x)= xfxz - 3% X +3x%

b) f(xg, %) = (X - X2)% +(Xp - %q)°

Q) (X, %) = OF +2x2)(2% - %)

d) (X, X) = X2%p - XPXp - XgXp +X5+1

SiaB unamatrice m” n, con m3 n, di rango massimo. Posto Q = BT B mostrare che il
problema

min ax, QxA

x R"
ha come unica soluzione la n-pla nulla.

Datoil problema min |y- Ax| con yT R™ ed Amatrice m" n, dimostrare che:
x R"

a) ogni soluzione ottima del problema é soluzione di AT ax = AT y eviceversa;

b) selecolonne di Asono linearmente indipendenti allorala soluzione € unica.

Sia C unamatrice n” n simmetrica definita positivaed A unamatrice m” n di rango qualsiasi.
Dimostrare che il problema



min &, (G+ AT A)” 1xf
x R"
ha soluzione e tale soluzione € unica.

D. Metodo di Frank-Wolfe
1) Eseguire un’iterazione del metodo di Frank-Wolfe per minimizzare lafunzione
fxg, %) = (4 - 5% +(xz- 1
sul poliedro di vertici (0,0), (2,0), (4,2), (44), (2,4), (0,2) apartire da punto xK = (2,3).
2) Eseguire un’iterazione del metodo di Frank-Wolfe per massimizzare la funzione
f(X, %)= 4x12 +6X1 X5 - 4x22 +3% +2xy +3
sul poliedro di vertici (2,0), (0,-2), (-2,0), (-11), (1,2) apartireda punto xK = (g ).

3) Eseguire un’iterazione del metodo di Frank-Wolfe per minimizzare lafunzione
f (X, %0) = 4x12 +2X% X9 - 4x§ - 2% - TXp +3

sul poliedro di vertici (- 4,0), (-3-3), (-1-6), (0,-6), (0,0) apartireda punto xK = (- % 6) .

E. Problemi di estremo vincolato

1) Risolverei seguenti problemi:

i max(4x1 + X2) N s
i Imln(2x12 +x22) I mln(xl2 +x§ +x32)
| |

(@) | % +3xs £100 (b) | (© ]
¥X13O,X230 txg+xz =1 fX +X2 +X3-2=0
1 min(x2 + x3 <
l ( 1 2) 'l'min(Xf'FX%)
(di x°3100 (€) 2 2
I X5 3 50 f(x-D°+(x2-1D°=0

T
2) Dimostrare cheil massimo dellafunzione f(xq)+ f(Xx,) soggetto ai vincoli
X1+ Xo :b, X13 0; X2 30,

con b3 0econ f:R® R funzioneconvessataleche f(0) =0, uguaglia f(b).



Caso particolare: f(x) = x+ax2,a? 0.

3) Datoil problema:

'\I. min f(Xl,Xz)
L2, .2 -
iX{+x5-2x=0
IxZ +x3 +2x =0

Determinare f in modo che gli eventuali punti stazionari non annullino il gradiente della
Lagrangiana.

4) Tratutti i rettangoli aventi i vertici sullacurvadi equazione x12 + 3x§ =9, determinarne uno di
areamassima. Si ha unicita della soluzione?

5) Determinare ladistanzatrai seguenti insiemi di R?:

A:{(x,y)T R2:x2+y2£25} B:{(x,y)T R2:(x-12)2+(y-16)2£100}.

6) S considerinoi seguenti problemi di ottimizzazione:

'\I. min(- X1 - X2) i min(le- X2) i min(Xl- X2)
(@ K+x£0 () X +x3 0 (© | x¢+x2£0
1 % £0 1 % £0 L oxp+13 0

Per ciascuno di essi:
risolvere geometricamente il problema;
discutere la condizione di qualificadei vincoli (Constraint Qualification);
risolvere il problema con uno del teoremi noti di ottimizzazione vincolata.

7) Dato I'insieme S:{(xl,xz)T Rz:x1+x23 4,2 + X 3 5} , S consideri il problema che

consiste nel determinare il punto di S avente minima distanza (euclidea) dall’ origine di R?.
Formulare tale problema come problema di minimo vincolato. Discutere la condizione di
Kuhn-Tucker erisolvereil problema.

8) Si consideri il seguente problema:

Lminf- (x - D2+ (4 - )2
| x12 + x% £4 ;
%&+@31

dire seil problema e convesso;

direseil problemaeregolare;

dire se nel punto ?Tﬁ , 1“2/79 valelacondizione di Kuhn-Tucker e verificare larisposta.

(%)

9) Si consideri il seguente problema:



' min[(xl - 1)2 +(Xo +1)2
|x12-2x1-x23-4 ;
Tx+%,3 2
T

dire seil problema e convesso;

dire seil problemaé regolare;

risolvere il problema geometricamente e dire se nel punto di ottimo vale la condizione di
Kuhn-Tucker. Dare una giustificazione teorica del risultato trovato.

10) Si consideri il seguente problema:

i min(xl2 - 2% +x22 +2xy +2)
I x12- 2x1+x§- 2% +1£0 ;

% 2% - X2 +x £0

risolvere geometricamente il problema;

discutere laregolarita dei punti ammissibili;

dire sele condizioni di Kuhn-Tucker sono necessarie;

risolvereil sistemadi Kuhn-Tucker e determinare il punto di minimo.

F. Punti di sella edualita

1) Siadatoil problema

i min(X1+X2)
f 2% +x31
: X +2%x 3% 1
1x2%0,x%0

Calcolarei punti di selladellaLagrangiana del problema P; successivamente, scrivereil duale del
problema P e discutere le soluzioni del duale rispetto ai punti di sellatrovati. Quanto valeil gap di
dudita?

2) Sia f :R® R.FE datoil problemadi estremo vincolato non differenziabile

I f
i [+ F(%)
I 2 ;
i1x3 0
risolverlo, usando la condizione di punto di selladella Lagrangiana.

3) Sfruttando la condizione di punto di sella, dimostrare che x =1 & punto di minimo globale di
f(x)=|logy su (0, +¥).

4) Dati i seguenti problemi



min f (X) =X - X

i

3 | X+ X2 - 1£0
Ix] s=1x, %) T R%:% % 0,%; 2 O}
i _1(2 .42
::mlnf(x)—E(xl +x2)

o) | ¥ - 1£0
I 7 R2
i xlI R
i min f (x) = |xq| + X

0 | x1 £0
Ix1 S:{(xl,xz)T R%:xy 3 O}
imin f(x) =-x

d | x- S£0
L' x1 s={og

per ciascuno di determinareil duale ed il gap di dualita.

5) Risolvereil duae del problema

B
minG2— "2 4 %, ~
X1 3 Og B
6) Dimostrare cheil duale del problema
min(lsxl2 +lx§ + xl)
% 2 02 2
1

e un problema di massimizzazione in termini del moltiplicatore | . Analizzare in particolareil caso
s =+l edilcasos =-1.



