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Argomenti

Introduzione

S & Equazioni differenziali omogenee del primo e secondo
e Osservazioni .

e Riassumendo Ord I n e

Soluzioni i Equazion & Equazioni differenziali non omogenee

Risposte di Sistemi

& Risposte del primo e secondo ordine

Analisi della Risposta

Sictemi non inear & Cenni ad elementi non lineari

Obiettivo: sviluppare equazioni esplicite che descrivono la
risposta di un sistema

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Osservazioni

Introduzione

e Argomenti

& |e equazioni di moto possono essere utilizzate per

e Osservazioni . . .

R — analizzare il comportamento del sistema

e & | metodo pitl comune é quello di forzare una funzione in
Reposte & Sitem iInput e delle condizioni iniziali e quindi risolvere I'equazione
Analisi della Risposta d Iffe re n 7 I al e .

Sistemi non lineari

Inputs B system outputs
. —h

forcing i al response

Jfunction ifferential Jfunction

— 9 equations—__ v

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Osservazioni

Introduzione

pooment Ci sono vari tipi di input usati per testare un sistema:
T & step - un veloce cambiamento di input
Soluzoni di Equaziont & rampa - un input continuamente crescente

Risposte di Sistemi

& sinusoidale - input ciclico che varia continuamente

Analisi della Risposta

S & paraboloide - un input che cresce esponenzialmente

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Riassumendo

Introduzione

- Arooment Le fasi per analizzare un sistema sono:

e Osservazioni

& Costruzione del modello matematico
Soluzion!di Equazioni & Scelta dei tipi di input

Risposte di Sistemi

& Scelta condizioni iniziali

Analisi della Risposta

T & Determinare il comportamento del sistema risolvendo le
equazioni differenziali

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del

Soluzioni di Equazioni

Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

Esempio - parte |
Esempio - parte Il
Soluzioni Particolari

e Esercizio
Esercizio - parte |

e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

* TA‘;R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Osservazioni

Introduzione

sozon ez & e equazioni differenziali danno una risposta generica del
. :
« Soluzione omogenea de sistema come funzione del tempo

primo ordine
B & Corrispondono a sistemi senza input (risposta libera)
e Soluzione omogenea del . . i i i i i i i
, secondo orne & |e equazioni differenziali si possono distinguere nei
" Feempio disolione seguenti tipi:
" Ceenmio  couione e« Az + Bx = 0 omogenea del primo ordine
e « Az + Bx = C'f(t) non-omogenea del primo ordine
, secondo orne « Ai + Bz + Cz = 0 omogenea del secondo ordine
= L « Ai# + Bi + Cx = Df(t) non-omogenea del secondo
° Eoluzi.o.ni Particolari 0 rd | N e
e & Sono lineari e z € la variabile di integrazione.

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Soluzione omogenea del primo ordine

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del

secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

HTAIR

& |a forma generale della soluzione viene indovinata (Xe=*?)
& Sj procede alla sostituzione fino alla determinazione del
coefficiente Y

& | e condizioni iniziali sono usate per trovare il valore del
coefficiente X

& |'equazione finale inizia ad una determinata distanza e
tende a zero per il tempo tendente all’'infinito

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali



http://metropolis.sci.univr.it

Esempio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni
e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esercizio

e Soluzione omogenea del

secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

ATAIR

Given the general form of a first-order homogeneous equation,

At +Bx = 0 and (0) = xg
Guess a solution form and solve.
_Yt _Yt initial condition
x = Xe i = -YXe
VX -t B(X — i3 0
A(-YXe )+B(Xe ) = Note: The general form below
1s useful for finding almost
SIS all homogeneous equations
. B
Y = = - =Yt
A xh{r} = Xe
Therefore the g%remf form is,
—=t
_ . A
Xp = Xe
Neuxt, use the in‘éﬁal conditions to find the remaining unknowns.
——1
X = Xe A
_B
A
Xg = Xe
IO = X
Therefore the final equation is,
B
=t

x(t) = xge
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Esercizio

Introduzione

A — Risolvere la seguente equazione differenziale date le
Lo condizioni iniziali

e Soluzione omogenea del
primo ordine
e Esempio .
T+2x =0 z(0) =3
e Soluzione omogenea del
secondo ordine

o Bt soluzione;

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione 2¢
complessa-nota T (t) p— 36 o

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

* TA“I‘R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
7
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Soluzione omogenea del secondo ordine

Introduzione

Soluzion d Equazioni & |ndovinare la soluzione dellomogenea e della equazione
e Osservazioni .
e Soluzione omogenea del q U ad I'atl Ca
primo ordine
- e & | casi di soluzione della forma quadratica sono:
« due differenti soluzioni reali
:EEEEE:Zdisoluzione ‘ due SOlUZIOnl |dent|Che reall
+ Eaemplo i souzone « due radici complesse (oscillazioni sinusoidali)
complessa-nota
L e 2 DOpO aver trovato la soluzione alla equazione omogenea le
R condizioni iniziali vengono utilizzate per trovare i valori dei
" Esempio-parte rimanenti coefficienti.

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Esempio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del
secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

o

ATAIR

Given,
Ai+Bi+Cx = 0 x(0) = X0 and x(0) =
Guess a general equation form and substitute it into the dr_ﬁf’i ential equation,
— YIf e _ m II - rY }7
Xy = Xy = e Xp =Y
Yt Yi Yt

A’ X" + BYxe ) + cxelhy = 0

7)
AYH)Y+B()+C =0

Y = —Bi-\/(B)E—:;!(AC) _ _B+B° —4AC

2A a 2A
If the values for Y are both real, but different, the general form is,
Y'=RpRy x, = Xpe © +Xpe

Note: The initial conditions are then used to find the values for X; and X

If the values for Y are both real, and identical, the general form is,

Y=R R} {h = XIE -I-XEIE

j'!
The initial conditions are then used to find the values for X; and X>.

If the values for Y are complex, the general form is,

Y = otay Xy = X?emcm(ax +X )

The initial conditions are then used to find the values of X3 and Xy4.
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Esempio di soluzione complessa

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del
secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

FTTAIR

Y = R+Cj

_‘XI e

Rt

f’Cj

v,

—er
+X Rr

=] jﬂl

+X,e
2 J

(R=Ci

(X,

2 2
J(X1+X2) +J (XI_X,?)

This gives the general result, as shown below:
(R + Cj)t L X

xX=e ('(Xl + Xz)cos(Cr) +j(’X1 —Xz')sin(Cr))
= eRt('(Xl + Xz)cos(Cr) +j('X1 —Xz')sin(Cr))

- 2 2 . 2

2 2 ;o2
- AV Y ~ (v, _
Rr»\/“l +b3132 +I£2 LXI +-2X

2\
%2+ X5

2 2 (2 2\
X7 +2X;X, + X, (X7 +-2X;X) + X,

AR

= ¢ ¢
14 X},Xz

. Rt r—XIX

x=ce€ X

((x,

(X; +Xy)
SIS

zc‘os Ct + aran

=— eRercas(Cr+X4)

frequency

%

phase shift

cos(Ct) +]

(X i

|
/

(X;-X,)

Ny

Z‘EJ

+X,)cos(Ct) + j(X; - X,)sin(C1))

= eRr(XI (cos(Ct) + jsin(Ct)) + Xz(cos(—Cr) + jsin(—Ct)))

— eRr(XJ(cos('Ct') + jsin(Ct)) + XQ(: cos((Ct)—jsin(C1))))

where, X 3= [4X ] X,
(X7 -X5))

X4 = aran(

(X + Xz)}

1

+X,)cos(Ct) +j(XI -X,)sin(Cr))

((XI + Xz)cos(Cr) +j(Xj

—X,)sin
5)
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Esempio di soluzione complessa-nota

Occasionalmente la soluzione di un problema presenta
entrambi | termini (seno e coseno) con la stessa frequenza.
Questo € generalmente cobinato in un singolo termine con uno

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni Shlft dl fase
luzi |
Rt Recall the double angle formula,
primo ordine
® Feempio sin(®f+0) = sin®WfcosO + sinBcos®r
e Esercizio ' ’

e Soluzione omogenea del
secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione A(sinm?cosO + sinBcoswr) = Asin(w? + 0)
complessa

AcosBsin®f + AsinBcos®r = Asin(®r+0)
complessa-nota : ‘ _ : o
e Bsinwr + Ccos®f = Asin(®7+9) where, B — Acos®
e Soluzione non-omogenea del . g
secondo ordine B C C = Asin®

* Esempio ~ cos®  sin®
e Esempio - parte |

This can be written in a more common form,

e Esempio - parte Il gin @ :

e Soluzioni Particolari = = 6 = atan[—)
i cos6 B B

e Esercizio

e Esercizio - parte |

)

e Esercizio - parte Il
2

A= B +C

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Consider the example,
Sistemi non lineari

3sinSt+4cosSt = J3° +47sin( 51+ atan(3)) = Ssin(57+0927)

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Esercizio

Introduzione

A — Risolvere la seguente equazione differenziale date le
Lo condizioni iniziali

e Soluzione omogenea del
primo ordine
e Esempio . . .
e Esercizio xr + 2(1/’ _I_ xr = O x(O) — 1 x(()) — 2
e Soluzione omogenea del
secondo ordine

o Bl soluzione;

e Esempio di soluzione
complessa
e Esempio di soluzione

complessa-nota x(t) — e_t _|_ 3t€_t

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

* TA“I‘R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
7
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Soluzione non-omogenea del secondo ordine

Introduzione

Soluzioni i Equazion & Trovare la soluzione dell’equazione omogenea associata
e Osservazioni

e & |ndovinare la forma finale della soluzione

e Esempio

et & Sij sostituisce all'interno dell’equazione e si trovano i valori
, secondo ordine dei coefficients

e & Si sommano la soluzione omogenea e quella particolare
" cmpessaretn (assumendo la linearita utilizziamo il principio di
sovrapposizione degli effetti)

secondo ordine

ORI & |arisposta libera é condizionata dai valori iniziali

e Esempio - parte Il . . , . ,

- Souon Partcca & |a soluzione particolare é detta risposta forzata ed é

« Esercizio - parte | condizionata dall'input del sistema.

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Esempio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del

secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

HTAIR

6+ 2x = 5€4I

A reasonable guess for the particular solution is,

4t _ 4t

Substitute these into the differential equation and solve for A.
5(4{:* Ie‘“] + 2[:: Ie4tj _ 5"

g
24C 5 sC. = 2

+2C =
1 26

1 1~

Combine the particular and homogeneous solutions.

6

5 41 2
+Ih = z—ﬁﬂ' +Iﬂ€

Debora Botturi

Laboratorio di Sistemi e Segnali


http://metropolis.sci.univr.it

Esempio - parte |

Generally,
Introduzione - . .
Al + Bi+ Cx = Df(r) x(0) = X0 and  X(0) = Vo

Soluzioni di Equazioni
« Osservazioni 1. Find the homogeneous solution as before.
e Soluzione omogenea del

primo ordine Cﬂ )
e Esempio Ih = XSE C{?S( an + X4)
e Esercizio ar 3
e Soluzione omogenea del xh = X_I e ot + X2 {‘EGT

secondo ordine -
e Esempio o1 [}.I r G'EF
e Esempio di soluzione Ih = X} & + X2E.'

I = c 5 - . 0 . 5

« Eoompio di soluzione 2. Guess the particular solution by looking at the form of 'fi1)". This step is highly sub-

S Jective, and if an incorrect guess is made it will be unsolvable. When this happens,
® Sercizio . . .
« Soluzione non-omogenea del Just make another guess and repeat the process. For the purpose of illustration an

secondo ordine example is given below. In the case below it should be similar to the sine function.
e Esempio
* Esempio - parte I For example, if we are given
e Soluzioni Particolari
e Esercizio ~y = . . .
« Eeercirio - parte | 2i+ 60+ 2x = 2sin(31+4)
e Esercizio - parte Il .

A reasonable guess is,
Risposte di Sistemi X _
x_ = Asin(3t) + Becos(31)

Analisi della Risposta p

- i = 3Acos(31)-3Bsin(31)
Sistemi non lineari p o ' ’

’Ip = —9Asin(3t) —9Bcos(3t)
':R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
A LTAl
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Esempio - parte |l

Substitute these into the differential equation ans solve for A and B.
2(—9Asin(37) —9Bcos(31)) + 6(3Acos(31)—3Bsin(31)) +

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

+ Osservazion 2(Asin(31) + Becos(31)) = 2sin(3r+4)
oo e (~18A—18B + 2A)sin(3t) + (~18B + 18A + 2B)cos(3t) = 2sin(3t + 4)

e Esempio

* Esercizio (—16A—18B)sin(31) + (18A—16B)cos(3t) = 2(sin3tcos4 + cos3tsind)

e Soluzione omogenea del
o Eeompio (— 16A — 18B)sin(3t) + (18A— 16B)cos(3t) = (2cosd)sin(31) + (2sind)cos(31)
e Esempio di soluzione

complessa —16A—-18B = Zros4d 18A-16B = 2sin4

e Esempio di soluzione

complessa-nota _I
< o ~16 —18||A| _ |2cos4||A| _ |-16 -18| |-1.307| _ [-0.0109
" Soltzions nanomogenea Al 18 —16/|B 2sind||B 18 —16| |-1.514 0.0823

e Esempio

* Esempio - parte | Next, rearrange the equation to phase shift form.

e Esempio - parte Il

[ oonon pareckr x, = —0.0109sin(31) + 0.0823 cos(31)
A

e Esercizio - parte | 5 2
_ . i ? - -
L= J—-0.0109% + 0.0823 sm[3z+ atan(_o_omg_ +2

3. Use the initial conditions to determine the coefficients in the homogeneous solution.

e Esercizio - parte I

0.0823 } ﬂ)

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Soluzioni Particolari

Le formein tabella possono servire nella risoluzione della
inoduzione soluzione particolare

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

S Forcing Function Guess
primo ordine
e Esempio A C
e Esercizio
e Soluzione omogenea del Ax+ B Cx+ D
secondo ordine . [ i
e Esempio EAl CE’AA or CIEAA

e Esempio di soluzione

complessa Bsin(Ax) or Beos(Ax) Csin(Ax) + Dcos(Ax)

e Esempio di soluzione

complessa-nota or Cxsin(Ax) + xDcos(Ax)

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Esercizio

e Esercizio - parte |
e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

* TA“I‘R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
7
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Esercizio

Introduzione

A — Risolvere la seguente equazione differenziale date le
Lo condizioni iniziali

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio . . .
e Esercizio T + 2-/1; _|_ r = 1 x(O) — O $(0) — O
e Soluzione omogenea del

secondo ordine

o Bl soluzione;

e Esempio di soluzione
complessa
e Esempio di soluzione

complessa-nota x(t) — _e_t S te_t + 1

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Soluzioni Particolari
e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte Il

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

* TA“I‘R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
7
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Esercizio - parte |

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del
secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del
secondo ordine

e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Soluzioni Particolari

e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

o

ATAIR

M
Assume the system illustrated to the right starts
from rest at a height "h’. At time t=0" the sys- :
: _ . : F
tem is released and allowed to move. 8 L-J v
Ks Ad
¢ Mg
+?ZF = —Mg+ KS}? + Kd}! = M7V
s d Mj+Kgy+Ky = Mg
Find the homogeneous solution.
y At
v, = eAI ¥V, = AEAI W= Aze
h h “h
My +I§d}_'-‘ +Ky=20
7 AR,

(2 s .. At . At

M[\“:i ¢ J +K (Ae )+ K (e) =0

MAz + KdA +K__ =0

-K,* Kff—zIMK'

A= 2

2M

Let us assume that the values of M, K; and K, lead to the case of two different
positive roots. This would occur if the damper value was much larger than
the spring and mass values. Thus,

A=R.R
1R§r Rt

Y = Cje + Cze
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Esercizio - parte |l

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

e Osservazioni

e Soluzione omogenea del
primo ordine

e Esempio

e Esercizio

e Soluzione omogenea del

secondo ordine

e Esempio

e Esempio di soluzione
complessa

e Esempio di soluzione
complessa-nota

e Esercizio

e Soluzione non-omogenea del

secondo ordine
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
e Soluzioni Particolari
e Esercizio

e Esercizio - parte |

e Esercizio - parte |

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

FTTAIR

Neuxi, find the particular solution.

Yp=C Ya =0 i =0
M(0) + K4(0) + K(C) = Mg

_ Mg
€= K

) 5 - ]
Now, add the homogeneous and particular solutions and solve for the unknowns
using the initial conditions.

J R F R'&
V() = Yp+yp = El_{g+cle Ve e
IiS
yO)=h »0)=0
h = %+C1€0+C2€0
C,+C, = h—ﬂ{—{g
2 Ls
R, R,
;\‘I(I) = RIC].P If'!‘R:CEf’ &t
0 = R Cye” + Ry,
. -R,
1
R, . Mg
_—=C,+C, = h—==2
R, 2T T Tg
c (KS]?—ME\( —Rl B C —RE("KSII—Mg]r’ _Rl ]
27U K, ) ...RI—RZ..J 1= R\ K, J/\R,-R,

Now, combine the solutions and solve for the unknowns using the initial conditions.

‘K.h—-Mg., -Ry + rt -Ry/K.h-Mg., -R R.i
vy = Me (BAME) R R My T o
K; \, K; x._Rl_R:,_, Rl \ Igs y a._Rl—R?_,.
Mg (Kh—-Mg\ Ry \ rt (Kh—Mg\/ Ry \ Ry
—+L _ ~L e +( _ { = e’
K . K, J\R,-R, K. J\R,-R,

5

¥(1)
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Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine

Risposte di Sistemi

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

: . 44
AATAR

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Sistemi del primo ordine

inroduzione & Descritti da un’equazione s r

otz & Equaion differenziale del primo ordine a ") = 3, + (-"’0‘-"’1)‘*_}-
& La risposta per questi sistemi

é il naturale decadimento y —
e Sistemi del secondo ordine Oppure Ia CreSCIta b

e Sistemi del secondo ordine =
" Semidelsecondo ordine & [a costante di tempo del . ‘
" eRone A smerzameno sistema per andare a regime %

« Esercizio (la misura del tempo di i

et reazione del sistema ai B —

« Esempio - parte | cambiamenti) pud essere

" Feempio-pared trovata direttamente

Analisi della Risposta dall’equazione differenziale Yo

R & Tendono ad essere passivi . -

& Non sono oscillanti a meno
che I'input non sia oscillante.

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Esempio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi
e Sistemi del primo ordine

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

o

ATAIR

Find the response to the applied force if the force is applied at
t=0s. Assume the system is initially deflected a height of h.

F
I | ’ d
Ky Kq \at)” Ky+Ky=F
Find the homogeneous solution.
, Bt L Bi
Yy = Ae Yy = ABe
Kd{f_ABeBI) +KS(AeBI) =0
K dB + Ks =0
B - o
K‘
Next, find the particular solution.
v =C v =0
P P

N 4 - ' _ - . . F
dO+K(C) =F  .C = —

: , .5
Combine the solutions, and find the remaining unknown.

_f'St
| v 4 Ki F
v(t) _}=p+}h_;e +E
¥(0) = I S
n=al+E  ca-n-L
K K
s ;
The final solution is, =
. F X' '
) - K, -
v = (h-gle + g

5 5
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Sistemi del secondo ordine

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi
e Sistemi del primo ordine
e Esempio

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

HTAIR

Tipicamente contengono due risposte

del primo ordine o una risposta del
primo ordine ed una componente
sinusoidale

| coefficienti dell’equazione
differenziale includono frequenza
naturale e smorzamento

Questi ultimi possono essere usati
per progettare un sistema con una
risposta finale desiderata

Lo smorzamento € minore della
frequenza naturale quando il

coefficiente di smorzamento é tra O
ed 1

Se il coefficiente di smorzamento é
maggiore di 1 il sistema non oscilla
(smorzato).

Debora Botturi

A second-order system, and a typical response to a stepped input.

: 2 /
j‘-+2§’a)n}'-+a)n}- = flt) —» 0 = g’wn w,; = @, I—g‘2

-0t
A ¥(1) = v+ (Vo—Yg)e — cos(@t)

ad

7 55 <~

Lt

@, Natural frequency of system - Approximate frequency of control
system oscillations.

& Damping factor of system - If < 1 underdamped, and system will
oscillate. If =1 critically damped. If > 1 overdamped, and never
any oscillation (more like a first-order system). As damping factor
approaches 0, the first peak becomes infinite in height.

@4 The actual frequency of oscillation - It is below the natural fre-
' quency because of the damping.

Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Sistemi del secondo ordine

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

FTTAIR

Quando solo il coefficiente di
smorzamento aumenta, la
frequenza di oscillazione
assieme alla risposta totale
rallenta

Quando il coefficiente di

smorzamento € 0 il sistema
oscillera infinitamente

Lo smorzamento critico si ha
guando il coefficiente ha
valore 1

Se il coefficiente € maggiore
0 uguale ad 1 il sistema non
oscilla.

A
|
A
SRS —— E——— e e =
=
A
!
A
A
Hf_ﬁﬂ_y______..
/‘
.’f“"/’fj
!

E=05
(underdamped)
— '1 — T
= J.TB = 0.707

& = 1 (critical)

(overdamped)
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Sistemi del secondo ordine - misure

Misurazioni dirette della risposta di un sistema del secondo
ordine ci possono spiegare il comportamento del sistema

Introduzione

Note: This figure is not to scale to make details

Soluzioni di Equazioni
A . near the steady-state value easier to see.

Risposte di Sistemi
e Sistemi del primo ordine

e Esempio ﬂ P
e Sistemi del secondo ordine | & _ & N _ ‘ISS

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine - ' ) /\
Neaz, < Ax \d/ . —fﬁ

e Relazione tra smorzamento e
frequenza naturale

e Esercizio

e Altre risposte

where,

t. = rise time (from 10% to 90%)

t, = settling time (to within 2-5% typ.)

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Ax = total displacement

Analisi della Risposta

I.f,; = period and frequency - damped

Sistemi non lineari

b = overshoot

0.14x Ip = time to first peak
Y | » € = Steady state error
_ biq
x = Axe mcos((:)dr') a’d’”‘f_ (1)
p
(2)
O (3)
(4)

;@. R
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Relazione tra smorzamento e frequenza naturale

Calcoliamo questa relazione usando la forma complessa dell’equazione omogenea
associata e la forma generica di equazione del secondo ordine

5 5
Introduzione A+ 2§mHA+ w, =0

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine

(1)

sl

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte
e Esempio
e Esempio - parte |

Il
c
S
———
)
e

e Esempio - parte Il 0"

Analisi della Risposta E.»

Sistemi non lineari

(3)

The time to the first peak can be used to find the approximate decay constant
x(1) = C e % cos(wyt + C,)
p
b~ Axe “F(1)
(b (5)
- ]B!a_A.x:J
‘ » 6 =-
TR 2
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Esercizio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale

e Esercizio

e Altre risposte

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

;Qg‘.R

Scrivere una funzione nel dominio del tempo per il grafico
(Trovare la frequenza naturale ed il coefficiente di
smorzamento per I'equazione differenziale)

A

2.2

2.0 /\ /\ yaN V(1)
S

4.0 5.0
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Altre risposte

Introduzione

Soluzioni di Equazioni & La risposta di sistemi di ordine elevato ha molti termini

Risposte di Sistemi esponenziali e/o sinusoidali

e Sistemi del primo ordine

e & Per questo tipo di risposte si usano le stesse tecniche di

e Sistemi del secondo ordine risoluzione usate per equazioni di primo e secndo ordine

e Sistemi del secondo ordine -

e e emoramento o & Nella figura é rappresentata una possibile risposta di un sistema di
_ heauenza naturele ordine elevato. Si nota un profilo di base corrispondente ad un
sistema del primo ordine a cui vengono superimposti tre risposte

e Esempio

sinusoidali ad alte frequenze.

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta A

Sistemi non lineari \
-

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

HTAIR
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Esempio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

TAIR

Given the homogeneous differential equation

4
X f

At
= A4€

ay’ AN A ATy
( 3 Xt 13'& 3 Xt ‘?4(. g Xt 42 ( d.t}'l +20x = 5
Guess a solution for the homogeneous equation,
_ At
=€ 3
d B At .fdxé-f-_ B EAf rg\. o 3 E;
Substitute the values into the differential equation and find a value for the unknown.
Ar 7 At » At y :
Al v3ae +3aa%e v 4246 1 206N < 0

4 .3 2
AT+ 1347 +34A° +42A+20 = 0

A=-1,-10-1-j-1+j

,'-‘{Th = ij?_t + CEF_-IGF + CSE_ICOS “ + 64)

Guess a particular solution, and the sah-'e for the coefficient.

x =A d, _g i“
p i P 3

0+ 13(0) + 34(0) + 42(0) + 20A = !

()’
\dt

P
A
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Esempio - parte |

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte
e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Solve for the unknowns, assuming the system starts at rest and undeflected.

—10t

x(t) = C‘}_e_r + C,e + C'j.e_rcos (r+ C“4} +0.25

0 = C;+Cy+Cyeos(Cy) +0.25 (1)
Cscos(Cy) = -C;-C,-025 (2)

4y (1) = -Cje "~ 100,

T L 1. .
dt h —Cze cos(t+Cy)—Cze sin(rt+Cy)

0 = —Cj = IOC’E = ijfas(C’ﬁI) = Cj, sin (67'4) (3)

Equations (1) and (3) can be added to get the simplified equation below.
0= - 96‘, — C sin (C‘#) +0.25

C. S‘ZH(C4) = QC? +0.25 (4)
- 2
AN —t R (L I S __ =y -
la_._rﬁ,i’ .x.h(t) = Cye  +100C,e +Ce cos(t+Cy)+Cze sin(t+Cy)+

Cj,g_fsin(jf + C4) B €3€_I€03(f . C4_)

0 = Cl + IGGC;, +C ces-(C4') + 6‘351}1({?4) + Cj,sin(CL_f) — C‘gcos((?‘f)

0 = CI +H}OC + 2C. SIH(C4) (5)
Equations (4) and (5) can be combmed.
0 = C1+100C2+2(—9C2+0.25) B
0 = -17C, +100C, + 0.5 (6)
3 :
d _ oty e 1/ S S S
[d )X -1(” - ...1 e + (_—1000_)(?23 —LCje sin(t + 64_) + H«Cge cos(t + 64_)
0 = -C;+(-1000)C, —2C3sin(Cy) + 2C5c0s(Cy) (7)
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Esempio - parte |l

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

e Sistemi del primo ordine

e Esempio

e Sistemi del secondo ordine

e Sistemi del secondo ordine
e Sistemi del secondo ordine -

misure
e Relazione tra smorzamento e

frequenza naturale
e Esercizio

e Altre risposte
e Esempio
e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Equations (2 and (4) are substituted into equation (7).

0 = _Cl +(=1000)CH—-2(-9C, + 0.25) + 2(—{:‘1 — CE —0.25)
0 = —3(? + ('—984)(?2—}
Y (s)
cl_[\_ 316 2 3 -
Equations (6) and (8) can be combined.
0=_17 L{_%“*( -4} +100c, + 0.5
0 = 56;7'6{?2 + 6.1666667 C, = -0.00109
984" Y
= L =) 000109)-— C; = 0.0242
Equations (2) and (4) can be combined.
C. sr’n(C ' -9C, +0.25
ms(Cd) _CI —CE —0.25
. —9(-0.00109) + 0.25 C, = -0.760
tan(C ;) = — — :
MCy) = Z(0.0242) - (<0.00109) — 0.25 4
Equation (4) can be used the find the remaining unknown.
C,sin(-0.760) = —9(-0.00109) + 0.25 C; =-0377
The final response ﬁtrrc‘fmrs is,
x(t) = 0.0242¢ " +(=0.00109)e 10" + (—0.377)e " cos(t - 0.760) + 0.25
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Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

e Osservazioni

e Osservazioni

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

AATAR
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Osservazioni

Introduzione

Soluzioni di Equazion & Calcolata la risposta si procede nell’analisi

Risposte di Sistemi

& |a propieta pil importante che viene richiesta ad un
e — sistema e da analizzare é la stabilita

R & Semplici metodi per determinare la stabilita sono:

e Se |o scalino come input porta il sistema all’infinito, il
sistema sara instabile

e Se la rampa come input porta il sistema all’'infinito, Il
sistema potrebbe non rispondere bene ai cambiamenti
costanti

e Se |a risposta ad un input sinusoidale cresce per ogni
ciclo, il sistema diventera instabile.

Sistemi non lineari

& Qltre alla stabilita dobbiamo decidere per un sistema le
prestazioni (tempo, frequenza, smorzamento)

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

AR
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Osservazioni

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

e Osservazioni

e Osservazioni

Sistemi non lineari

Si puo distinguere nel comportamento di un sistema:
» tansiente: soggetto agli effetti iniziali
» steady-state: a lungo termine

effetto transitorio é strettamente connesso con la
soluzione omogenea ed alle condizioni iniziali, include un
veloce tempo di salita e sovraelongazione

Leffetto a regime si predice con la soluzione particolare, si
vede dopo un po di tempo di funzionamento e si stabilizza
ad una onda sinusoidale empre piu smorzata.

/ ' Steady-state

Transient
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Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non linear;i

e Esempio

Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
Esempio - parte llI
Esempio - parte IV

e Linearizzazione

Esempio - parte |

e Esempio -parte Il

e Sistemi che cambiano
e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il
Esempio - parte llI
Esempio - parte IV

e Esempio - parte V
Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

* TA‘;R Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
7
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Osservazioni

& | sistemi non lineari non
POSSONO essere descritti {2
oo d e da equazioni differenziali '

o lineari (come quelle fino
Risposte di Sistemi X X = 5
- ad ora incontrate)
Analisi della Risposta
Sistemi non incari & | e condizioni pit comuni {._ 5
. =
ppe— che portano alla non

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il ||near|té. SONno. fOfZE Che 1 _ 5
s oeemeepane | sono la radice quadrata

e Esempio - parte IV

Introduzione

; Lresesezone. della distanza, condizioni
» Esomplo pare ! aerodinamiche

* caempi-pare @ Nella figura a fianco

SET esempio di equazione

e Esempio - parte IV . . .
Sp—— differenziale non lineare

e Esempio - parte VI . . . e
« Gaso studio - parte | (con le fonti di non linerita
e Caso studio - parte Il .

e Caso studio - parte Ill CerChIate)

e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali

AR
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Esempio

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Ill

e Esempio - parte IV

e Linearizzazione

e Esempio - parte |

e Esempio -parte Il

e Sistemi che cambiano
e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Ill

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

TAIR

Si consideri I'equazione differenziale per una persona di 100kg lanciata da un aereo (le
forze di trascinamento rendono I'equazione non lineare)

Ns° 2 2
0.8—2(}) @ ZF}-' = 0.8(y) —Mg = -My
Ml :—;—*’_\l‘ 2 5 N
A 100kg¥ + 0.33"'—2(5:) = 100kg9.81:
I\ m- 5
L LW ) 2
Ns~ . .2
. 100kg$ + 0.8=(y)" = 98IN
} Mg m- 5
- 100kgy + G.Skgﬂ*’—(;;s)z ~ 981kg™L
2 2 2
_] 5 H _2 5
100V + 0.8m ~(v)" = 981ms
5+8x10°m L(3)° = 981ms 2

The terminal velocity can be found be setting the acceleration to zero.

)2.

= 9.81}?:5_2
2 -2

. 9.81ms ° »\/ 981
y = ), = —_3??’1 5
8% 10 °m 8x10

(0) + 8x IO_Bm_I (v

km
h

- 35.0%” = 126

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Esempio - parte |

Una risoluzione alternativa € quella di usare I'integrazione esplicita

Introduzione

100y + lf)..:??;*in!_j(3.3)2 — 98Ims™*

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi IO{}{: + O_an_lvz = 9§81 I?I.S'_z

Analisi della Risposta dl'

100

Sistemi non lineari dt

2
1}

+08m v = 98Ims™>

e Osservazioni Gh-’ _2 -] 2
* Esempio 100— = 981Ims —0.8m v
di

e Esempio - parte Il 100
e Esempio - parte Il dv = dt

5 :
o Esempio - parte IV 981ms ~ —0.8m I\’g
e Linearizzazione

e Esempio - parte | _IO{}

e Esempio -parte Il -7

e Sistemi che cambiano —0.8?” d . df.
e Esempio - parte | 98} _2 2 ¥ _[

e Esempio - parte Il — M5y +

e Esempio - parte Il —0.8m

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V —125m e C
e Esempio - parte VI Jl 2 2 2 vV =1+0C I
e Caso studio - parte | Vo= 1226-25]"” 5

e Caso studio - parte Il

e Caso studio - parte Il _125}?1
e Caso studio - parte IV dv = t+ Cl

e Caso studio - parte V (V + 3502 ?) (I’ _3502 ?)

Oy Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
TAIR
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Esempio - parte |l

This can be reduced with a partial fraction expansion.
Introduzione A 3 B d.V — 14 C
Soluzioni di Equazioni - f‘ﬂ. - T?l: 1
: (v+35.02%)  (v-35.02")
L s

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Av —A[35.02?) +Bv+ B(SS,GZ’—:) = _125m

Sic:;emi nonllin.eari 11(A + B} 4 3502@(_ A+ B) = —125m
e Osservazioni 5
e Esempio A + B = 0 A = —B

e Esempio - parte |

35 027
e 35.02—(-A+B) = —125m
e Esempio - parte IV - .I 2 5
e Linearizzazione —(-BYy+B) = ———3
e Esempio - parte | ( ( ) ) 3502
e Esempio -parte Il
e Sistemi che cambiano

B = -1.785s
A = 1.785s

e Esempio - parte |

e Esempio - parte |l J- 1.785s M —1.785s

av = t+C

e Esempio - parte Il
e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V (1’ + 3502}11] (‘L-’ — j’jﬂzfﬂ)

1

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Oy Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
TAIR
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Esempio - parte Il

Lintegrale pud essere risolto usando una forma equivalente

) m - m
Introduzione 1.785sn|v + 35.02—| - 1.785sIn\v-35.02—| = t+ CI
5 A}
Soluzioni di Equazioni ) m
v+ 35.02—-

Risposte di Sistemi 7 : 5 _ " —1 nla + bx :

isposte di Sistemi I..fS.‘J'an—m _I+C} (a+bx) dx = |b |+C
Analisi della Risposta v—35.02— .
Sistemi non lineari m f

, i ——+ C

e Osservazioni v+ 35.02 5 1.785% 1
e Esempio ' = €
° io - - m

Esempfo parte | Vv — 3502 e
e Esempio - parte Il g

:

e Esempio - parte IV m —
e Linearizzazione v+ 3502; C} 1.785s
e Esempio - parte | = £ [
° E.semp.io -parte II. v 3502?£
e Sistemi che cambiano 3

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Oy Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
TAIR
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Esempio - parte IV

v+ 35.02™ ,j;g s
. 1.785s
51 — CEE’
m
v —35. 05—

Introduzione

An initial velocity of zero can be assumed to find the value of the integration constant
Soluzioni di Equazioni

: o . : - 111 0
Risposte di Sistemi G + 35 02 Pl
e ., 1.785s 1 =0C
Analisi della Risposta m &
0-35.02—
Sistemi non lineari 5

e Osservazioni
« Esempio This can then be simplified, and the absolute value sign eliminated.
e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il

i
e Esempio - parte Il v+ 35. 02_ 4
S R
e Linearizzazione T o

v—35.02—

e Esempio - parte |

e Esempio -parte Il s i t
e Sistemi che cambiano e e 1.785% iy j 7895
e Esempio - parte | v+ 35.02 ; = tve F 5. O?
e Esempio - parte Il ¢ i
e Esempio - parte Il { — "
e Esempio - parte IV 1»: 1F EIJSJS F 35. {}?w .I 7835 3502@
e Esempio - parte V L y § 3
e Esempio - parte VI i t :
e Caso studio - parte | 1.783s : 9 :

= c M (F 1 -1 (1 — 1 0
e Caso studio - parte Il Vv = 350‘_1£ :Ff:'— 0 = 3.302—[:*:—:}1 = { —;% = =
e Caso studio - parte Il ) s\IFLo M+ 1 2
e Caso studio - parte IV i
e Caso studio - parte V '

' i
- 17855
- v = 3502~

ATAIR e



http://metropolis.sci.univr.it

Linearizzazione

i & La risoluzioni di equazioni differenziali non lineari non

Soluzioni di Equazioni utilizza metOdI dl routlne

Risposte di Sistem & Tipicamente vengono usati metodi numerici (che vedremo
Analisi della Risposta nelle prossime lezioni)

< oo & Un sistema non lineare pué essere approssimato con una
e equazione lineare nei seguenti modi:

e e Scegllendo_un punto di operazione od un range per le

o semio - arte v Componentl

e Esempio - parte | e Trovare una costante che relaziona i cambiamenti

e Esempio -parte Il y . y

« Sitemi e armbiano dell’input con quelli dell’'output

i = Sviluppare un’equazione lineare

e e « Usare comunque una equazione lineare per I'analisi

e Esempio - parte V . . . . . , .

- Esempo- pate VI & Una equazione differenziale linearizzata pu6 essere risolta
e Caso stualo - parte . . - . . .

« Caso studio - parte I usando tecniche note a condizione che il sistema non si

e Caso studio - parte Ill - . .

ot muova troppo lontano dal punto di linearizzazione

e Caso studio - parte V

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Introduzione

Esempio - parte |

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte IV

e Linearizzazione

e Esempio - parte |

e Esempio -parte Il
e Sistemi che cambiano

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte IV
e Esempio - parte V
e Esempio - parte VI

e Caso studio -
e Caso studio -
e Caso studio -
e Caso studio -
e Caso studio -

%

parte |
parte Il
parte Il
parte IV
parte V

o

TAIR

Assumiamo di avere una equazione non lineare. Puo essere risolta linearizzandola
nell'intorno del punto di operazione (la derivata non si discosti troppo da 100)

Given, "

v +4y = 200 y(0) = 10

We can make the equation linear by replacing the velocity squared term with the
velocity times the actual velocity. As long as the system doesn't vary too much
from the given velocity the model should be reasonably accurate.

}:‘:i .

I%j

$(0) = +./200-4(10) = +12.65
12657 + 4y = 20

This system may now be solved as a linear differential equation. If the velocity
(first derivative of v) changes significantly, then the differential equation should
be changed to reflect this.

HOITIOgEHEOHS N
1265y +4y = 0
1265A+4 = 0 A= 0316
_0.3161
U S G

Particular:

Yp = A

12.65(0) + 4A = 200 A = 50
Initial conditions:

03161
¥(2) = Ce . JT6r+50'
10 = ¢ + 50 C = —40
_0.316t
(1) = —40¢ 316 | 50
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Esempio -parte |l

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni

e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Linearizzazione

e Esempio - parte |

e Sistemi che cambiano
e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Ill
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

FTTAIR

Se la velocita cambia significativamente allora 'equazione
differenziale deve cambiare. Ricalcoliamo I'equazione dopo 0.1s.

~0.316(0.1)

v(0.I) = —40e +50 = 11.24

{%}'(Oi) = _40(-0.316)¢ 0316001 _

- 12.25  Note: a small change

1225v'+ 4y = 20
Now recalculate the solution to the differential equation.

HﬂfﬂﬂgEHEGIi.’i‘.’
1225y +4y = 0
1225A+4 = 0 A = —0.327
~0.3271
Yp = Ce

Particular:

Y, =4

12.25(0) + 4A = 200 A = 50
Initial conditions:

203271

y(1) = Ce 03271 5o
1124 =c®tis0 ¢ = 35070575

() = —35.07¢ 010, 50

Notice that the values have shifted slightly, and as the analysis progresses the
equations will adjust slowly. Higher accuracy can be obtained using smaller
steps in time.



http://metropolis.sci.univr.it

Sistemi che cambiano

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni

e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Linearizzazione

e Esempio - parte |

e Esempio -parte Il

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

HTAIR

*
*

Nei sistemi reali le forze continuano a cambiare

Esempi sono:

e Forze di attrito statico all’inizio del moto che si
trasformano in pid piccole forze di attrito cinetico

e La forza su un cavo in tensione agisce come una molla,
guando € compresso la forza va a zero

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Esemp arte |

Massa solidale ad un cavo

Xn L m
L h.r .11 = Ol;f
E_ = 1‘000— '

Introduzi = 0.1 4/'* H

ntroduzione ‘Hk M = 100kg /‘v

Soluzioni di Equazioni ‘us =

Risposte di Sistemi An FBD and equation can be developed for the system. The friction force will be left as

a variable at this point.

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e For the cable/spring in tension x 1= %2 S0
e Esempio F_
e Esempio - parte | <£— K (x;—-x, , : = — N
e Esempio - parte Il - | M = 100kg| S '-I 2) ZFJ.'. = _FF = RS(""] - '1’3) = *Mlg
e Esempio - parte llI ﬂ'f.ll‘-q NI om . )
e Esempio - parte IV - — FF + ]OOO—i\U I1—t—-x 7} IOO‘kg.l"?
e Linearizzazione m
e Esempio - parte | — N N_ .m
< Ecempio parte | 100kgxy + 1000-x, = 1000°-0.1%1~F
e Sistemi che cambiano F
WUV P 4
e Esempio - parte Il 7 J’\gm 2 kgs }(}Okg
e Esempio - parte lll ) _2 FF
e Esempio - parte IV X+ 105 “x~ = 1] ﬁ o
e Esempio - parte V “ 2 53 100kg
e Esempio - parte VI For the cable/spring in compression Xp=a,< 0
e Caso studio - parte | = =
e Caso studio - parte Il '
p ,‘— -
e Caso studio - parte Il M = 100k F_ = -Fp = Mx,
e Caso studio - parte IV ol | 8 Z = -
c dio - % Mx, _ o
e Caso studio - parte 2 —Fp = 100k g"_g
100kgx, = ~Fp
X, = FF
"2 7 T 100kg

ATAIR
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Esempio - parte |l

Introduzione

S — Foze di attrito per la massa
*2 x, = 01%¢

Risposte di Sistemi - 1 5
N |
K_ = 1000= I >

Analisi della Risposta 5 H

.= 0.1 4/\/\/\/\—.
Sistemi non lineari ‘u-{ M = 10{};{8

e Osservazioni ‘U = 0.3
e Esempio §

e Esempio - parte | : :
o Esempio - parte |l An FBD and equation can be developed for the svstem. The friction force will be left as

E io - 1 . . .
* Esempio- parte a variable at this point.
e Esempio - parte IV N

° Lineari.zzazione N = joo_kgggf 2T = 981N
e Esempio - parte | .1(8
e Esempio -parte Il

e Sistemi che cambiano . o d £ O??I
e Esempio - parte | SIﬂHCﬁ'ICHOH _-""2 —

, dt 5
e Esempio - parte Il ONfFF( ﬂSN'( 2943N

e Esempio - parte IV
e Esempio - parte V
e Esempio - parte VI

4,

m
_ . o . :} O_
kinetic friction dr2

e Caso studio - parte | 5

e Caso studio - parte Il

e Caso studio - parte Il F — [ — 98 LN'
F = &N :

e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Oy Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
TAIR
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Esempio - parte Il

Introduzione

R Analisi dell’oggetto prima dell'inizio del moto. Si assume che il
- sistema parta da fermo e non deflesso. Il blocco quindi stara
pnals della Risposta fermo fino a che le forze del cavo in tensione non supereranno
s non inear guelle di attrito statico (il sistema é statico da 0 a 2.943s)

[ aan Xy =0 Xy =0 Fp = 2943N

e Esempio - parte | ) ' _5 - - FF

e Esempio - parte Il S - _ J -

° Esemgio-garte 1} .12 N IOS lz B 1—31’ B IOOkg

e Esempio - parte IV 5 5 204 3N

e Linearizzazione — _ E _ . ]

e Esempio - parte | 0+10s 0 =1 3t jwkg

e Esempio -parte hY

ogister:i chz ctamllloiano Iﬂz — 2943;(3””

e S 100kgs”

t = 2.943s

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Esempio - parte IV

Introduzione

S — Analisi dell'oggetto dopo I'inizio del moto

Risposte di Sistemi

m,_98.IN

-2
105 “x, = 1M,
TR 3 100kg

Analisi della Risposta = 2

Sistemi non lineari

e Osservazioni For the homogeneous,
e Esempio B -2
e Esempio - parte | .12 + 10s .I2 =0
e Esempio - parte Il _2 _1
e Esempio - parte Il A + 105 — 0 A = i316_}5
e Esempio - parte IV .
e Linearizzazione .Ih = CI sin (3161 + CZ)
e Esempio - parte |
e Esempio -parte || For the particular,
e Sistemi che cambiano 5 =
e Esempio - parte | X = At + B X = A X = 0
e Esempio - parte Il p p p
e Esempio - parte Il _ " T
0+105 (a1 +B) = 1%~ 2240
e Esempio - parte V 33 jmkg
e Esempio - parte VI 5
e Caso studio - parte | o m m
e Caso studio - parte Il }05 A= 'I _3 A= OI ;
e Caso studio - parte Il Ry
e Caso studio - parte IV - T
e Caso studio - parte V 10s 2B = —?g.;;; B = —0.0981m
. 4
Og Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
AR
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Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni
e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte IV

e Linearizzazione

e Esempio - parte |
e Esempio -parte Il
e Sistemi che cambiano

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio -
e Caso studio -
e Caso studio -
e Caso studio -
e Caso studio -

parte |
parte Il
parte Il
parte IV
parte V

TAIR

Esempio - parte V
Analisi dell'oggetto dopo I'inizio del moto

For the initial conditions,

x(2.943s) = Om —1("9435) = GFE

m

x(r) = C sm(?léza}C?)+OI—I—00981m

0 = Csin(3.16(2.943s) +C,,)+01”’

C;s5in(9.29988 + C,) = —0.1962

(%x(:) = 3.16C jcos(3.161 + C) + o.ﬂ'ﬂ

0 = 3.16C cos(3.16(2.943) + (,,)+01’ﬂ

CI cos(9.29988 + C,) = -0.0316
CI sin(9.29988 + CE) _ —0.1962
C ] c0s(9.29988 + C,) -0.0316

tan(9.29988 + CE) = 6.209 C, = (-7.889 + m)rad

—0.1962

C, = — — - = —0.199m
I ™ sin(9.29988 — 7.889)

= —0.199msin(3.161— 7.88%9rad) + 0.1 Mt 0.0981m

-
= —0.199(3.16)mcos(3.161 — 7.889rad) + 0. IFE

(2.94535) — 0.0981m

nEl
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Esempio - parte VI

Le equazioni di moto cambiano dopo che il cavo non oppone piu nessuna forza al moto
(punto finale del cavo e blocco hanno lo stesso spostamento)

O}—I = —0.199msin (3. I6r—;889md)+01’ﬂr—00981m

Introduzione

—0.199msin(3.16t— 7.889rad) = 0.0981m
3.16t—7.889 + tn = —0.515494]3 t = 3.328s

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

. - d m

- , x(3.328) = 0.137m x(2.333) = 0648—
Analisi della Risposta ’ d T
Sistemi non lineari After this the differential equation without the cable/spring is used.
e Osservazioni
e Esempio _
e Esempio - parte | x,' = —98'11\' = —0981 @
e Esempio - parte Il ) Iogkg .S‘
e Esempio - parte Il o
e Esempio - parte IV Xy '| —O QSJT— "T C
e Linearizzazione 5

E io - te | m i i

i 0.648" = (-0.981%)(3.3285) + C,
e Esempio -parte Il 45
e Sistemi che cambiano i s
e Esempio - parte | C} = 3-913;
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Il Xy = [ @ %’;f + 3. 913”11’ C-J

e Esempio - parte IV
e Esempio - parte V

5 O‘Q‘SIm
0.137m J(?.?ZSS) + 39137 (?3283)+C}

137m = [
= 7453

e Caso studio - parte | v
e Caso studio - parte Il C - m
e Caso studio - parte Ill _
Caso studio - parte IV . ( 0.981m) 2
s e x(t) = (-5 5)1 + 39137 1—7.453m
e Caso studio - parte V = L 2 S_L.__

This motion continues until the block stops moving.

m m
Y TA‘;R 0 = 09815 J 3.913;
/ y
+ — 2080 ¢
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Caso studio - parte |

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

La massa € 10000kg. Il sistema opera in modo che una forza di

Risposte di Sistemi

1000N con una frequenza di 2H z sia applicata alla massa.

Analisi della Risposta

Progettare un sistema isolante per le vibrazioni (I criteri sono:

Sistemi non lineari

gli isolanti, molla smorzatore devono essere lunghi 30cm

e Osservazioni

e Esempio

e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Ill
e Esempio - parte IV
e Linearizzazione

e Esempio - parte |
e Esempio -parte Il
e Sistemi che cambiano
e Esempio - parte |
e Esempio - parte Il
e Esempio - parte Ill
e Esempio - parte IV
e Esempio - parte V
e Esempio - parte VI

guando non caricati ed 25¢m quando caricati, le oscillazioni
non possono essere pid di 2cm )

V.

e Caso studio - parte |

e Caso studio - parte Il

e Caso studio - parte Ill
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

HTAIR

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Caso studio - parte |l

Introduzione

T —— Scomposizione a termini di froza
Risposte di Sistemi *
. - . . F
Analisi della Risposta 1+ ZF} = F— 4Ksy — 4K 1- + Mg = M\,‘ ¢
Sistemi non lineari M y
e Osservazioni M“\r" + 4Kd} + 4KS\ = F+ Mg
e Esempio
e o K K F L . lM
e Esempio - parte Il : M M M S} } | 8
e Esempio - parte IV ) 4K dT 4K S}" J000ON

sin(2(27)t) + 9.81 i

e Linearizzazione ¥+ + =

e Esempio - parte | -IOGGGKE JOODOKg IOOOOKS
e Esempio -parte Il I

° SIStemI. che cambiano T 4 00&04Kg K ‘_]'r‘
e Esempio - parte | B a
e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

1

+0.0004Kg "K = 0.1 ms_zsin(ztm) + 9.811115_2

e Caso studio - parte |

e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Caso studio - parte Il

Introduzione

Soluziont i Equaziont Calcolo del coefficiente della molla

Risposte di Sistemi

When the svstem is at rest the equation is simplified; the acceleration and velocity

Analisi della Risposta .. . . .
terms both become zero. In addition, we will assume that the cvclic force is not

Sistemi non lineari applied for the unloaded/loaded case. This simplifies the differential equation by
* Osservazion eliminating several terms.

e Esempio

e Esempio - parte | -1 -2

e Esempio - parte Il 00004Kg Ks\ = 9.81ms

E io - te Il . = . =
° empoTpare Now we can consider that when unloaded the spring is 0.30m long, and after loading
e Esempio - parte IV

o Linearizzazione the spring is 0.25m long. This will result in a downward compression of 0.05m, in

o Esempio - parte | the positive v direction.
e Esempio -parte Il

o Sictem - -1 -2
Sistemi che cambiano 0.0004Kg "K (0.05m) = 9.81ms

e Esempio - parte | )

e Esempio - parte Il K 981

e Esempio - parte Il

i s = 0.0004(0.05)
e Esempio - parte IV
e Esempio - parte V oK = 49] KN}H_I

e Esempio - parte VI =

—.
Kgms “m

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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Introduzione

Caso studio - parte IV

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni

e Esempio

e Esempio -
e Esempio -
e Esempio -
e Esempio -

parte |
parte Il
parte Il
parte IV

e Linearizzazione

e Esempio -

parte |

e Esempio -parte Il

e Sistemi che cambiano
e Esempio -
e Esempio -
e Esempio -
e Esempio -
e Esempio -
e Esempio -
e Caso studio - parte |

e Caso studio - parte Il

e Caso studio - parte Ill

o Casostudio-parte IV___|

e Caso studio - parte IV
e Caso studio - parte V

FTTAIR

parte |
parte Il
parte Il
parte IV
parte V
parte VI

Soluzione particolare dell’equazione differenzile
¥ +0.0004Kg ™ Ky + 0.0004Kg ™ (491KNm™)y = 0.1ms sin(47t) + 9.81ms >
Y +0.0004Kg ™ Ky + 1965 "y = 0.1ms " sin(4mt) + 9.8Ims

The particular solution can now be found by guessing a value, and solving for the
coefficients. (Note: The units in the expression are uniform (i.e., the same in each
term) and will be omitted for brevity.)

v = Asin(4mt) + Beos(4mt) + C
V' = 4mAcos(4mt)—4aBsin(4 )
V' = 167 Asin(47t) - 167 Bcos(47t)
(=16 Asin(47t) — 16 7 Beos(47)) + 0.0004K ,(47A cos (47m) — 4 aB sin(471)
+ 196(Asin(4mt) + Beos(4mt) + C) = 0.1sin(4nmr) + 9.81
—1677B + 0.0004K 4 7TA + 196A = 0
B = AGLS x10°K,; + 1.24)
_167 A + 0.0004K ,(~47B) + 196A = 0.1
A(-167° + 196) + B(-5.0 x10"°K,) = 0.1
A(-167 + 196) + A(31.8 x10°K, + 1.24)(-5.0 x10°K) = 0.1

0.1
A=—— | 6 - 3.
_167 + 196 + (31.8 x 10 °K ; + 1.24)(=5.0 x 10K )
A= — _ 0.1 _
K3(-159 X107 ) + Ky(=6.2 x107) + 38.1
- 3.18 x10°K - 0.124

 KA-159x107°) + K(~6.2 x107°) + 38.1
C = 98Ims™
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Caso studio - parte V

Introduzione

Soluzioni di Equazioni

Risposte di Sistemi

Analisi della Risposta

Sistemi non lineari

e Osservazioni

e Esempio

e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Linearizzazione

e Esempio - parte |

e Esempio -parte Il

e Sistemi che cambiano
e Esempio - parte |

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte Il

e Esempio - parte IV

e Esempio - parte V

e Esempio - parte VI

e Caso studio - parte |
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte Il
e Caso studio - parte IV

e Caso studio - parte V

HTAIR

Determinazione coefficiente di smorzamento

In the previous particular solution the values were split into cosine and sine compo-
nents. The magnitude of oscillation can be calculated with the Pythagorean formui

magnitude = AIAZ +32

1) + ((3.13 105K g 0.124")

2

magnitude = 9 3
S(-159-107) + K (~(62-10 7)) + 38.1

The design requirements call for a maximum oscillation of 0.02m, or a magnitude of
0.0Im.

J(a,z)z +((318 10_6)1(6,—0.124)
0.01 = ‘ " "

2

Kfi(—ISQ : 19_9) + K 4(—(6.2- 107 )) + 38.1

K, = 3411N >
m

Debora Botturi Laboratorio di Sistemi e Segnali
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