Geometria course, part 3/3 — outline of topics covered.

Superfici

Warning: questi appunti mancano dettagli, esempi e sopratutto immagini! Non sostituiscono gli appunti delle lezioni.
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Sia U C R? un sottoinsieme aperto e connesso del piano euclideo. (L’aperto U & 'analogo dell’intervallo I per le
curve.) Coordinate (u,v).

e Un’applicazione ¢ : U — R3 di classe C* significa una terna (¢1, ¢2, ¢3) dove ogni ¢; : U — R & di classe

ce.
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e Il differenziale d¢,,,) significa la matrice jacobiana
91 91

8 S | _ (3925 3¢>
g 5 -\ Ou v € Myx>(R)
bu  Ov

e Ad ogni punto (u,v) € U, la matrice jacobiana manda un vettore w € R? basato al punto (u,v), al vettore
do(u,myw € R? basato al punto ¢(u, v).

e Se il rango di dg(, ) € 2, ci sono due direzioni indipendenti di rette tangenti alla superficie passanti per
¢(u,v), ossia c’¢ un piano tangente passante per ¢(u,v).

Definizione. Una superficie immersa (o parametrizzata) ¢ un’applicazione ¢ : U — R? di classe C™ tale che il
differenziale d, ., : R* — R3 abbia rango 2 in ogni punto (u,v) € U.

e L’immagine ¢(U) & detta il sostegno di ¢.

e Caveat: Il sostegno ¢(U) di una superficie parametrizzata non & necessariamente omeomorfo a U (ad
esempio se la superficie si interseca).
A noi interessano le superfici regolari (c.f. curve regolari):

Definizione. Una superficie regolare e un sottoinsieme S C R? tale che, per ogni p € S, esiste un intorno W
di p in R3, un sottoinsieme connesso U C R?, e un’applicazione (di classe C*) ¢ : U — R? tale che

1. o(U)=WnSep:U—WnNS éun omeomorfismo,
2. doy,p € iniettivo (ha rango 2) V(u,v) € U.
e La prima condizione garantisce che ogni punto p di S ha un intorno in S diffeomorfo ad un aperto in R2.

e Per la seconda condizione, ad ogni punto p di S ¢’¢ un piano tangente passante per p, generato dai vettori

indipendenti g—‘ﬁ e %.

La coppia (U, ¢) & detta una carta locale in p.

L’applicazione ¢ & detta parametrizzazione locale in p

le coordinate (u,v) dell’aperto U sono dette coordinate locali in p.

Definizione. Una collezione {(We, Uy, o )|ov € A} di carte locali che ricoprono S ¢é detta un’atlante per S.

2 Esempi di superfici regolari

Esempio. La superficie parametrizzata ¢(u,v) = (u®,v3, uv) non & una superficie regolare. Perche d¢ =
3u? 0
0  3v? | non ha rango 2 per (u,v) = (0,0).
v u

Esempio. La superficie parametrizzata ¢(u,v) = (sinwu,sin 2u, v) non ¢ una superficie regolare.

2.1 Grafici

Sia f: U — R una funzione liscia (cioe di classe C*°). 1l grafico di f & Iinsieme
Gr(f) = {(u,v, f(u,v)) € R?|(u,v) € U}

ed e una superficie regolare:

1. L’applicazione ¢ : U — Gr(f) data da ¢(u,v) = (u, v, f(u,v)) & una carta locale che ricopre Gr(f). Si vede
che ¢ & un diffeomorfismo perche la proiezione 7 : Gr(f) — U data da (z,y, z) — (z,y) & l'inversa.

1 0

2. La matrice jacobiana ¢ d¢ = 0 1 ha rango due ad ogni punto (u,v) perche le prime due righe
of of
Ou  Ov

sono linearmente indipendenti.

Lemma 2.1.1. Se S C R? ¢ una superficie regolare, allora ogni punto p € S ha un intorno omeomorfo ad un
grafico (u,v) = (u,v, f(u,v)) o (u, f(u,v),v) o (f(u,v),u,v).
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2.2 Insiemi di livello.

Definizione. Sia f : R? = R una funzione di classe C™.

e Un punto (z,y,z) € R® si dice un punto critico di f se la matrice jacobiana df = (%, %ch’ %) non ha

rango massimo. (Quindi, dato che il rango massimo di df sarebbe 1, per non avere rango 1 dev’essere
uguale a (0,0,0) ad un punto critico). Le immagini dei punti critici tramite f (che sono quindi punti di R
nell’immagine di f) sono dette valori critici di f.

e Un punto a € R si dice un valore regolare se, per ognix € f~1(a), si ha df () # (0,0,0). Cioé a € RNf(R3)
¢ un valore regolare se e solo se la controimmagine f~'(a) non contiene nessun punto critico di f.

Esempio. Sia f:R3 — R la funzione data da f(z,y,2) = 2% + 3% + 22. Quindi df = 2(x, vy, z). Allora
1. 'unico punto critico di f & (z,y,2) = (0,0,0);
2. qualsiasi a < 0 & automaticamente regolare, perche f~!(a) & vuoto (quindi non contiene un punto critico);

3. qualsiasi a > 0 & regolare, perche 22 + y% + 22 = a = (z,y,2) # (0,0,0) quindi f~*(a) non contiene un
punto critico.

Esempio. Sia f:R3 — R la funzione data da f(x,y,2) = zyz. Quindi df = (yz, vz, 2y).

Proposizione 2.2.1. Sia V C R? un sottoinsieme aperto e f : V. — R una funzione di classe C*. Se a € R ¢
un valore regolare di f, allora ogni componente connessa dell’insieme di livello f~*(a) & una superficie regolare.

Dimostrazione. Per ogni (x9,%0,20) € f~*(a) sappiamo che df (xo, Yo, 20) # (0,0,0). Supponiamo, senza perdita
1 0 0
di generalita, che 0f/0z # 0. In questo caso costruiamo la matrice 0 1 0 che ha
of/0x Of/0y Of/0z
determinante 9f/0z # 0.

Questa matrice & la matrice jacobiana dF(x,y,z) dell’applicazione F : R?® — R?® data da F(z,y,2) =
(z,y, f(z,y,2)). Per il teorema della funzione inversa, se dF(xo,yo,20) ¢ invertibile, allora F & un dif-
feomorfismo locale, ossia F' ¢ un diffeomorfismo tra un intorno V' di (xo,y0,20) ed un intorno W di
(z0, Y0, f(z0,Y0)) = (x0,y0,a). Inoltre possiamo supporre, senza perdita di generalita, che W = U x U dove
U C R? & un intorno di (xg,yo) e U C R & un intorno di a (perche gli intorni che sono prodotti di aperti in R? e
R sono un sistema fondamentale di intorni — ogni intorno contiene un intorno del genere).

Quindi, F: V — W = U x U & un diffeomorfismo, indichiamo la sua inversa con G : W — V.

Sia ¢ : U — f~!(a) la funzione data da ¢(z,y) = G(z,y,a). Verifichiamo che (U,¢) & una carta locale
in (2o, Yo, 20):

1. L’applicazione ¢ : U — ¢(U) & un’omeomorfismo perche & la composizione di due omeomorfismi,

I:U — Ux{a}
(z,y) = (2,9,2)
G:Ux{a} — GUx{a})
(x7 y’ a) = G(I7y7 a)

e ¢(U) = G(U x {a}) = f(a) N V.

1
2. dp=dGdI =dG | 0 = la matrice 3x2 avente le prime due colonne di dG. Poiche dG & invertible, le

sue colonne sono linearmente indipendenti, quindi d¢ € una matrice con due colonne indipendenti, percio

il rango di d¢ ¢ 2.
O
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2.3 Superfici di rotazione

Definizione. Sia o : I — R3 un’arco (o curva) di Jordan, la cui traccia o(I) ¢ contenuta in un piano H C R3,
e sia R una retta in H disgiunta da o(I). La superficie di rotazione generata dalla curva o e la retta H ¢ la
superficie ottenuta ruotanto o intorno a R.

Proposizione 2.3.1. Una superficie di rotazione € una superficie regolare.

3 Vettori tangenti e il piano tangente

(bl (’LL, ’U)

e ¢:U — R? una carta locale per S, ¢(u,v) = | ¢a(u,v) | € R3.
¢3(U, U)

e La matrice jacobiana/il differenziale di ¢ ¢ la matrice d¢ = (% g—f)

e Le colonne di d¢ generano uno spazio vettoriale di dimensione 2, ossia un piano, indicato con 7,S. Cioe
T,S ¢ lo sottospazio vettoriale di R3 generato da %, %}. 11 piano tangente in p € il piano parallelo a 7,5
passante per p, cioe¢ il sottoinsieme {p + v|v € T,,S} di R3.

e Il prodotto vettoriale g—i X % ¢ quindi ortogonale al piano tangente.

e L’equazione del piano in R3 passante per p avente normale n & (x — p,n) = 0. Il piano tangente in

p = ¢(u,v) & quindi dato dalla formula (x — p, % X %) =0.
Esempio. Sia f : R3 — R una funzione di classe C*°. Sia a € R & un valore regolare, percui 'insieme di livello
of
S = f~!(a) ¢ una superficie regolare. Allora V f(p) = %—i ¢ normale a 1S, e quindi I'equazione del piano
af
0z
tangente ad S passante per p € S ¢ data da (x — p, Vf(p)).

Sia ¢ : U — S qualsiasi carta locale in p. Allora, poiche I'immagine di ¢ é contenuta nell’insieme di
livello f~!(a), vediamo che la composizione fo ¢ : U — R & costante (f o ¢(u,v) = a). Quindi, la matrice
jacobiana di f o ¢ & zero: d(f o ¢) = (0 0). Dato che d(f o ¢) = dfdp = (V f)Td¢ significa che

wi (5 5) =00

ossia Vf L g%) eVf L %. Poiche %, g—f} ¢ una base di TpS, concludiamo che V f ¢ ortogonale al piano

tangente, ossia V f € normale al piano tangente.

4 Funzioni differenziabili

Siano S una superficie regolare e f : S — R una funzione continua.

Siccome S & solo un sottoinsieme di R3, una funzione f definita su S non & necessariamente definita su R?,
quindi non possiamo prendere derivate rispetto ai variabili z,y, z di R3.

Pero, localmente abbiamo carte locali. Data una carta locale (U,¢) di S, la funzione f : S — R deter-
mina una funzione fo¢: U — R.

Definizione. Una funzione f : S — R si dice differenziabile (di classe C*°) se per ogni carta locale (U, ) di S
la funzione composta fo¢: U — R é differenziable (di classe C™).

Analogamente, se abbiamo una funzione continua F' : S; — S tra due superfici regolari, per parlare di
differenziabilita bisogna lavorare con carte locali su entrambe le superfici.

Definizione. Una funzione continua F : S1 — So si dice differenziabile se, per ogni p € S, esiste una carta
locale (U, ¢1) inp € S1, e una carta locale (Uy, ¢p2) in F(p) € Sz, con F(Uy) C Us, tale che la composizione
¢po—1o Fo¢y: U — Uy € una funzione differenziabile.
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5 La prima forma fondamentale
Definizione. La prima forma fondamentale di S é Uapplicazione I, : TpS — R data da Ip(v) = (v,v) Vp € S.
Sia (U, ¢) una carta locale di S, con coordinate locali (u, v).

w1

L’applicazione d@(y,,) : R? — Ty(u,v)S € biunivoca, e identifica il vettore w = [wg

} e R? con il

vettore dd(,,, W = wl%(u, v) + wgg—f(u, v) di Tyu,0)S-

Lemma 5.0.2. La matrice d(bg; v)dqb(u,v) e simmetrica e definita positiva. Indicando le entrate con < ? g )

dove E,F,G sono funzioni dei variabili u e v, abbiamo per ogni n, & € R? che
r( E F
¢ ( F G n= <d¢(u,v)£7 d¢(u,v)77>
dove (,) significa il prodotto scalare in R3. Quindi, la prima forma fondamentale rispetto alla carta locale ¢
E F

Ty (W) = wl ( F G ) w = wiE(u,v) + 2w we F(u,v) + wiG(u,v).

Dimostrazione. Dato che dg(y )€ € dp(y )N sono due vettori in R3, abbiamo

<d¢(u,v)£a dd)(u,v)77> = (d¢(u,11)£)Td¢(u,1))n
= €Td¢’(1;,u)d¢(u7v)7]
[
Dato che d¢a,v)d¢(u,v) = [ (000)T ] (Oud Oyd) = ( (0u6.0u0) (006, Dud) ) vediamo che

_ 09 09
E(ua U) - <%a 87U>

_ 09 0¢
F(U,U) - <%a %>

06 90
G(u7 U) - <87a %>

5.1 Lunghezza d’arco

Sia o : [a,b] — U una curva in U. Allora ¢ oo : [a,b] — S & una curva in S C R3. La lunghezza di ¢ o o &

b
Looo) = [ l@oay(ld

- / VGoo) (D). ooy (D)dt

b
- / V(000" (1), db 0y (1))t

_ /ab\/mdt

Esempio. Sia S il grafico di una funzione f : U — R. Sia ¢ : [a,b] — U una curva o(t) = (o1(¢), o2(t)).

1 0
Quindi ¢(’U/,’U) = (U,’U,f(u,’l))), au¢ - [ 0 ] 7av¢ - |: 1 ] <au¢7au¢> = 1 + (auf)27<au¢7 a’U¢> =
auf a’Uf

OufOu f, (00, D) = 1+ (3 f)*.
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Prima forma fondamentale:

I(uyv)w

T < (1 + (6uf)2 8uf8vf )
Oufiof 1+ (0uf)?

= (1 + <8uf>2)w% + 20, fO, fuwyws + (1 + (8vf)2)w2

Lunghezza dell’immagine di o tramite ¢:

Ligoo) /\/1+3f 01 (1)) + 20,10, fot (Doy(t) + (1 + (9, )2) (o (1) 2dt

5.2 Area
e Sia ¢ : U — S una carta locale, coordinate locali u = (u,v).
e Sia R un piccolo rettangolo in U avente lati di lunghezza Au e Awv, e quindi un’area di AuAwv.

e Sia ug = (ug,v9) € U. In un intorno molto piccolo di ¢(up), la superficie S pud essere approssimata dal
piano tangente passante per ¢(up), e la funzione ¢(u) pud essere approssimata dalla funzione dgy,(u
up). Sia R un piccolo rettangolo in U basato a ug avente lati Aue; e Avey. Larea di ¢(R) pud essere
approssimata dall’area del parallelogramma generato dai due vettori

dduy(Auer) = Audpy,(er) = AU%(UOWO)
dbun(Bves) = D (e2) = 022 (g, v0)
Quindi area(¢(R)) = area(dd ) (R)) = ||Au X Av 8¢|| = AUAUH f|| = area(R)H% X %H.

Quindi, se U & una regione in R? contenuta in una carta locale, I'area di ¢(U) ¢ il limite

Area(¢(U)) = lim Zarea do(R; ;) = lim ZH@ud) X Oy bl Aulv

51,00—0 Du,Nv—

/ ||au¢ X aq)QbHdU dv.
U

dove |J R;,; & una sottodivisione di U in piccoli rettangoli aventi lati di lunghezze Au, Av.
ij

Per la formula [ja x b[|? + |a - b2 = ||a|||b]|* abbiamo ||a x b]| = \/||a]|2[|b]|2 — |a - b]? percui

Area(p(U))

|| Vios.a =060 .6Pdu do
/ VEG — F?du dv.
U

6 Isometrie locali, isometrie

Siano S7 e S, superfici regolari, e F' : 7 — S5 una funzione differenziabile tra loro. Data una carta locale in
S1, e una carta locale (Us, ¢2) in Sy tale che F~1(Uy) D Ui, abbiamo la funzione ¢ : U; — S e la funzione
Fo ¢ UL — SQ.

Definizione. La funzione F si dice una isometria locale se la prima forma fondamentale I(, .)(W) definita
rispetto a ¢ : Uy — S1 ¢ uguale alla prima forma fondamentale I, .\ (W) definita rispetto a F o ¢ : U — Sy.

Quindi, F & una isometria locale se e solo se d¢? dp = d(F o ¢)Td(F o ¢).

Definizione. La funzione F si dice una isometria se F' ¢ un’omeomorfismo e anche una isometria locale.
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Esempio. La mappa F : (z,0,2) — (cosx,sinz, z) & un’applicazione dal piano zz al cilindro di raggio unitario
centrato all’asse z. Non & un’omeomorfismo (perché non ¢ biunivoca) ma & una isometria locale:

1

100
d¢Td¢:<0 0 1> 0
0

T —sinz cosz 0 Cema
d(F o @) d(Fo¢)= 0 0 1 cos T
0

—o o Hoeo
Il
N
O =
—= O
N—

7 Superfici orientate

Definizione. La superficie S si dice orientabile se esiste un’applicazione differenziabile n : S — R3? tale che
n(p) L T,S ad ogni p € S, e ||n(p)|| =1 per ognip € S.

Visto che [|n(p)|| = 1 per ogni p, n & infatti una mappa da S a S? (perche la sfera S? & I'insieme dei vettori
unitari in R3.)

Definizione. Una mappa n: S — S? tale che n(p) L T,S per ogni p € s ¢ detta una mappa di Gauss per S.

Poiche ad ogni punto p € S esistono esattamente due versori normali al piano 7,5, in direzioni opposti, se S
¢ orientabile esistono esattamente 2 possibili mappe di Gauss.

Esempio. La sfera ¢ orientabile; le due mappe di Gauss corrispondono alla normale uscente, o la normale entrante.

Esempio. 1l nastro di Mobius non e orientabile.

8 Curvatura
Sia S C R3 una superficie regolare e orientata con la mappa di Gauss n: S — S2.

Consideriamo il differenziale dny, : TS — Ty () S

Lemma 8.0.1. Il piano T,S é uguale al piano Tn(p)SQR. Quindi, dny, : T,S — T,S, ossia dn, é un’ endomor-
fismo di T5,S.

Dimostrazione. TS e Typ) S? sono sottospazi vettoriali di R3, di dimensione 2 (ossia sono piani passanti per
lorigine (0,0,0 di R?). Percui & sufficiente dimostrare che hanno la stessa normale. Per definizione il vettore
n(p) & normale al piano 7,S. Ma n(p) ¢ anche normale al piano Tn(p)S’27 perche per qualsiasi (z,y,2) € S?,
(x,y,2) & normale al piano tangente T(x’y’Z)SQ. O

Lemma 8.0.2. dn, : T, — T}, ¢ simmetrico rispetto al prodotto scalare in R3, cioé
(dnpv,w) = (v,dn,w) Vv, w e T,5.

Dimostrazione. Per linearita ¢ sufficiente verificare 1'uguaglianza per i vettori di una base di 7,,S. Cio¢ data una
base {v1,va} di T},S, basta verificare le quattro uguaglianze

1
2
3
4

(vi,dn,ve) = (dn,ve, ve)
<V17 dan2> = <dIlpV1, V2>

(va,dn,vy) = (dn,va, vy)

(
(
(
(

— O ~—

(va,dn,va) = (dn,va, va).

(1) e (4) seguono per la simmetria del prodotto (,). E (2) e (3) sono la stessa uguaglianza (sempre per
simmetria). Quindi 'unica uguaglianza da verificare & (2).
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Fissata una carta locale (U, ¢) in p, abbiamo la base {%, %} di 7, S.

Allora,
o _o B (P9 99 g 9%y _
(02 mofu ) =0 Eo (L n(ou,m) + (5. dn, 9% =0
o¢ _o 5 (99 99 4 00 _
<a’07n(¢(u,v))> =0 = <auav’n(¢<u7v))> + <au7dnpau> =0
Dato che ¢ : U — R3 & di classe C°° abbiamo % = %7 percio <%,dnpg—f> = (%,dnp%>. O

8.1 La seconda forma fondamentale

Definizione. La seconda forma fondamentale e ’applicazione
II,v={(v,—dn,v) VveT,S.

Sia (U, ¢) una carta locale di S, coordinate locali (u,v).

W=|:w1 ] € R2.
w2

9 2]
d(é(uw)w = w1£ + w267f_

no¢:U — S

La seconda forma fondamentale nella carta locale ¢

II(uvv) (W) = <d¢(u,v)wa _dn¢(u,v)d¢w>
= —wdg{, ,d(n o d)umyw.

La matrice _d¢%; U)d(n 0 @) (u,v) © simmetrica, indichiamo le sue entrate con ( ]\L4 ]\]\/{ )

w1 . . .
Ponendo w = [ w ] , possiamo anche esprimere la seconda forma fondamentale come una forma quadratica,
2

II(utv) (wl, IUQ) = wa + 2Mwiwe + ng

Per definizione, quindi,

L =—(0y¢, 0yn)
M = _<8u¢,avn>
N = — {0y, Opn).

8.2 La curvatura normale

Sia o(s) una curva parametrizzata risp. alla lunghezza d’arco, e sian : S — S? una mappa di Gauss. Ricordiamo
che 5(s) = k(s)N(s) dove k(s) & la curvatura e N(s) il versore normale alla curva o. Il versore normale N(s)
alla curva ¢ ortogonale al versore tangente o(s) = T'(s), ossia 5(s) ¢ contenuto nel piano ortogonale a ¢(s). Una
base ortonormale di questo piano & n(o(s)) e n(o(s)) x T'(s). Poniamo ng(s) :=n(o(s)) x T'(s). Quindi &(s) e
una combinazione lineare di n(o(s)) e ny(s), ossia

R(8)N(s) = G(s) = rg(s)ny(s) + kn(s)n(a(s))

con K(s) = \/Kq(8)? + Kn(s)2.

Definizione. La curvatura normale di o in p = o(s) ¢ la quantita
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Lemma 8.2.1. La curvatura normale di S in p € S, nella direzione v € T),S, per un vettore unitario ||v] =1 é

Pit in generale, se v non e unitario,

vl
Una conseguenza € :

Teorema 8.2.2 (Teorema di Meusnier). La curvatura normale in p é uguale per tutte le curve passanti per p
aventi lo stesso versore tangente in p.

Esempio. Cilindro di raggio r, carta locale ¢(0, z) = (rcosf,rsin@, z), normale uscente n(6, z) = (cosf,sin 6, 0).

—rsinf —sinf 0
dd s,z = rcosf d(no¢)e,. = cosf 0
0 0 0

r? r 0
Ao,z 1000.) = ( 0 ) (0,510 0)o.2) = ( 00 )

Prima e seconda forme fondamentali:

Ig .y (wi,we) = r2w%+w§

g o) (wi,w2) = —rw?.

8.3 Altre formule per L, M, N
Dato che (n(¢(u,v)),0u¢) =0 = (n(¢d(u,v)), 0pe), se prendiamo le derivate risp. a u e v otteniamo
(dndy ¢, 0ud) + (n(9(u,v)), Ouud) =0

<dnav¢a au¢> + <n(¢(uv U))v avu¢> =0
<dnav¢, av¢> + <n(¢(u7 U))a avv¢> =0

Dato che 0,¢ = dgeq, 0,¢ = dpes, abbiamo
—(dndge;,dper) = P(u,v)), Ouud)

(n(
—(dndges, dper) = (n(p(u,v)), Opus)
—(dndgpes, ddes) = (n(p(u,v)), OpyP).

n

n

Quindi

Il
=
SN

R

=
&
S
<

L
M
N

Esempio. Graph of a function: f : U — R, and ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)). For the Gauss map we can use
00
n(u,v) = Hg;* 8g £y Given that 0,¢ = (1,0, fu), 0v¢ = (0,1, f), we have 0,¢ X Oy = (—fu, —fv,1), we see that

_fu
n(u,v) = \/ﬁ —fv |. Let’s compute the second fundamental form:
1 fuu
L(u, U) - (n(u, U), 8uu¢> = < (*fua —fu,s 1)a (07 0, fuu(ua U)» -

NGESEES NGESES

M(u,v) = <n(u,v),8uv(b> = <\/f3+1w(_fua —fo, 1)’ (0,07fuv(uvv))> = #
1 _ f'Uﬂ

N(u,v) = <Il(7.t,’l])7amj¢> = < (_fuv _fvv 1)7 (O’vavv(uvv)» -
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Esempio. The graph of a paraboloid, f(z,y) = 22+y%. Let the Gauss map be n(z,y) = \/ﬁ(—%, —2y,1).
x4y
The second fundamental form is
L M
T
Hig)(w) =w ( v N ) w
with
2 2
L=— " M=0, N=——°
dz? + 4y +1 VA2 +4y? + 1

Esempio. The graph of a hyperboloid, f(x,y) = 22 —y?. Let the Gauss map be n(z, y) = —————(—2z, 2y, 1).

\A4x2+4y24+1

The second fundamental form is

o L M
II(m’y)(W):W (M N )W

with
2 —2

L——" =  M=0, N=———=
VAaz? +4y? + 1 VAar? +4y? + 1

8.4 Curvatura principale
e Siano (U, ¢) una carta locale di S, (u,v) € U, p = ¢(u,v) € S.

e Una base per T),S ¢ gﬁ, gf}

e Il differenziale d¢y,, ., ¢ I'isomorfismo lineare tra R? e T,S che manda la base standard { [ (1) ] , { ? } } di
R? alla base {22, 221 di T},S.
e L’applicazione lineare —dn,, : T,,S — T},S corrisponde ad una applicazione lineare (=matrice) A4 : R* — R2.

—dn,,

17,5 —1,5

chw zT(w

R2 4’4)}1@2

L’applicazione A deve soddisfare d¢ o A = —dn,, o d¢.

dpA = dnd¢
= d¢TdpA = d¢Tdndy moltiplicando per dp”
N E F A = L M
F G o M N
Poiche la matrice G ¢ invertibile, vediamo che
A = r ossia, per la formula dell’inversa di una matrice 2x2,

B EG—F?(—F EF><J\L/[ ]\J\{)

e Abbiamo mostrato che —dn,, : T,,S — 1,5 & simmetrica rispetto al prodotto scalare. Le mappe lineari
simmetriche sono speciali: il teorema spettrale di algebra lineare dice che se V' & uno spazio vettoriale
di dimensione k¥ munito di un prodotto interno {,), e M : V — V & un’applicazione lineare che ¢ anche
simmetrica rispetto al prodotto interno (cioe (v, Mw) = (Mv,w)), allora esiste una base ortornormale di
V' consistente di autovettor: di M.
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e Quindi, esiste una base ortonormale di 7,5 consistente di autovettori di —dn,,. Indichiamo gli autovettori
di —dn,, con vi,va. Indichiamo gli autovalori con Aq, As.

e Siano wi, wa € R? i vettori determinati da dd(u,v)W1 = V1, dd () W2 = va. Allora wi, wy sono autovettori
di A, aventi gli stessi autovalori A1, As.

Quindi,
e gli autovalori di —dn, sono esattamente gli autovalori di A
e si calcolano gli autovettori v, vy di —dn, calcolando gli autovettori wy, ws di A e ponendo v; = dopw;

Definizione. Gli autovalori A\1(p), A2(p) sono detti le curvature principali di S in p. Gli autovettori v, va sono
detti le direzioni principali di S in p.

Gli autovalori sono detti le curvature principali per via della seguente interpretazione degli autovalori. Per il
teorema spettrale esiste una base ortonormale {v1, v} di T,,S dove vy e vo sono autovettori di —dn,,. Qualsiasi
vettore unitario v € T},S, ||v|| = 1 puo essere espresso come

2 2
v=a1vy +agvy, aj+taj=1

con aq,az € R. Abbiamo gia visto che la seconda forma fondamentale II,(v) = (v, —dn,v) per un vettore
unitario v ¢ uguale alla curvatura della sezione normale di S in p nella direzione v. Dato che vy e vy sono
autovettori di —dn,,, abbiamo

(v,—dnyv) = (a1v1+ agve, (—dny)(a1vi + azve))
= (a1v1 +azvz, a1\ v1 + a2A2v2))
= )\1&% + )\gag
Senza perdita di generalita supponiamo che A\; < Ao, percui
)\1 S )\104% + )\ga% S )\2
= (v1,—dnyvy) < (v,—=dn,v) < (ve,—dn,vy)
per ogni v € T,,S, ||v|| = 1, ossia
AL = I\H\llin (v, —dn,v) = minima curvatura normale in p
v||=1
A2 = min (v, —dn,v) = massima curvatura normale in p
=1

llv

NOTA BENE: La matrice A che abbiamo definita sopra rappresenta I’applicazione lineare —dn,, rispetto alla
base {@y, ¢} di T,,S. Nel libro di testo la matrice A rappresenta applicazione dn,. Quindi la nostra matrice A
corrisponde a —A nel libro di testo.

8.5 Curvatura Gaussiana e curvatura media

Definizione. S C R? superficie orientata, N : S — S? mappa di Gauss.

1. La curvatura Gaussiana di S ¢ la funzione K : S — R data da

K(p) := A1(p)A2(p) =det A VpeS.

2. La curvatura media é la funzione H : S — R data da

Ai(p) +Aa(p) _trA

H(p) = =— Vpes.
(p) 5 5 7P

NOTA BENE: Nel libro di testo la curvatura gaussiana ¢ definita come det A e la curvatura media come
H = %. Si ricorda che la A del libro di testo corrisponde a —A nella nostra convenzione. Dato che
det A = det(—A) per una matrice 2 x 2, e tr(—A) = —tr A, le nostre definizioni di curvatura gaussiana e

curvatura media sono infatti uguali a quelle del libro.
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8.6 Rapporto tra aree infinitesimali

Sia R C S una piccola regione rettangolare in S contenente il punto p. Il valore assoluto della curvatura gaussiana
di S in p puo essere interpretata come un rapporto tra aree infinitesimali:

) Area(n(R))
K = lim _
()] Area(r)—o Area(R)

Questo e perche nel limite infinitesimale tutto si approssima linearmente, quindi il limite del rapporto ¢ uguale
al rapporto tra ’area di un rettangolo nel piano tangente 7,5, e I'area dell'immagine del rettangolo tramite
I'applicazione lineare dny, : T),S — Ty () S 2. Se consideriamo un piccolo rettangolo in 7}, i cui lati sono paralleli
agli autovettori di dn, (ricordiamoci che gli autovettori sono ortogonali), I'area del rettangolo ¢ il prodotto
delle lunghezze dei lati. Indichiamo le due lunghezze dei lati con é; e do, percui Parea € §102. L’immagine di
questo rettangolo tramite dn, rimarra un rettangolo avente lati paralleli agli autovettori, ma le lunghezze dei
lati saranno d1|A1| e d2|A2| dove A; sono gli autovalori. Quindi I’area dell’immagine del rettangolo tramite dn,, e
[A1]|A2|0182 = | K|162. 1l rapporto tra le due aree & quindi |K|0102/012 = | K]|.

9 Teorema Egregium di (Gauss

La curvatura gaussiana K ¢ stata definita come il prodotto delle curvature principali. Le curvature principali
dipendono dalla seconda forma fondamentale e dalla prima forma fondamentale. Un teorema sorprendente
¢ il Teorema Egregium di Gauss che dimostra che la curvatura gaussiana non dipende dalla seconda forma
fondamentale — dipende solo dalla prima forma fondamentale.

Teorema 9.0.1 (Theorema Egregium di Gauss). La curvatura gaussiana di una superficie regolare dipende
soltanto dalla prima forma fondamentale. In particolare,

e se F': 51 — Sy & una isometria locale, allora la curvatura gaussiana in p € Sy € uguale alla curvatura
gaussiana in F(p) € Sa;

e se due superfici hanno diverse curvature gaussiane, non possono essere localmente isometriche.

Esempio. Una fetta di pizza e piana, e il piano ha curvatura gaussiana 0. Quando pieghiamo una fetta di pizza,
diventa rigida nella direzione ortogonale alla piegatura (quindi piu facile da mangiare). Piegare la fetta di pizza
¢ una isometria che rende positiva (o negativa) la curvatura principale in una direzione. La direzione ortogonale
alla piegatura e ’altra direzione principale ed € costretta ad avere curvatura zero per non cambiare la curvatura
gaussiana 0. Quindi la sezione normale ortogonale alla direzione della piegatura deve essere una retta ('unica
curva avente curvatura 0 & una retta).

Esempio. Una mappa del mondo € una proiezione della superficie della Terra nel piano. La curvatura Gaussiana
di una sfera e positiva, mentre la curvatura gaussiana del piano ¢ 0. Per il teorema egregium nessuna applicazione
dalla sfera al piano & una isometria locale. Quindi ogni mappa piana del mondo distorce lunghezze ed aree. Ad
esempio la proiezione di Mercator distorce le aree lontane dall’equatore, e fa sembrare che l'isola di Greenland
sia piu grande del continente di Australia.

2
Dimostrazione. Per risparmiare spazio scriveremo ¢, per %, € Yyp DEr %, ecc.

Sia ¢ : U — S una carta locale di S, e sia n : S — S? una mappa di Gauss. Allora, ad ogni p = ¢(u,v) € S,
abbiamo che ¢, ¢,, n, sono tre vettori linearmente indipendenti, quindi formano una base dello spazio vettoriale
R3.

Consideriamo i vettori ©yy, Puv, Pov € R3. Possiamo esprimerli come combinazioni lineari dei vettori
della base:

Puu = F%l‘ﬁu + F%l‘?’v + Lin
Puv F%2‘pu + F?2‘pv + L2n
Pov F%%Ou + 1—%2901) + L3n.
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I coefficienti T'}; sono detti i simboli di Christoffel della parametrizzazione (U, ).
Adesso cerchiamo espressioni per tutti i coefficienti, in termini delle funzioni E, F, G della prima forma fonda-
mentale e L, M, N della seconda forma fondamentale. Poiche n L T},S, vediamo che
(Puu,m) = <F%1‘Pu + F%lﬁpv +Lin,n) =L, = L=1I;
——
=L
(Puv, ) = <F%1§0u + Fgl@v +Lon,n) =Ly = M = Ly
——
=M
(Pvv,m) = <P%290u + F%z@v +Lsn,n) =Lz = N=1Lgs
——
=N
Poi per trovare espressioni per i simboli di Christoffel, prendiamo il prodotto scalare delle stesse equazioni con
©u € Yy. Vediamo cosa succede per I'equazione di @y,,:
(Puus Pu) = <F%1<Pu + F?lﬁpv + Lin) = F%1<§0u7 Pu) + F%1<90v7 Pu) = FhE + F%lF
(Puus o) = <F%1‘Pu + F?l@v + Lin) = Fh(gpu, Po) + F%l (pv; o) = F%lF + F%lG

Analogamente, per ¢,, abbiamo

(Puv, Pu) = F%2E + F%zF
(Puv, Po) = F12F + F%zG

e per ,, risulta che

<§0'Uv7 @u> = F%2E + F%QF
{(Pov; o) = F%QF + F§2G-

I prodotti {(©uu, Pu)s (Puus ©v) €cc. si esprimono in termini delle derivate di E, F, G:

0 1

" ou
G aa (Po, 00) = 2Puv, o) = (Puv, o) = %Gu
= %Wu#ﬂv) = (Puus o) + (Pu, Puv) = {Puu, Po) = Fu — %Ev,

0 1
F, = %W’uﬂﬂv) = <<Pvu7§0v> + <§0u,80vv> — <<Pu7%0vv> =F, - §Gu

Quindi le 6 equazioni che coinvolgono i simboli di Christoffel sono

1

3B = 'LE+T3F
1

F,— 5B, = ',F+T3,G

1
3B = IL,E+T%,F
1
iGu = F 2F + P 2G
1 1 2
F, =Gy ,E+T35,F

I3, F +T35,G.
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Ogni paio di equazioni € un sistema di equazioni lineari:

Poiche la matrice

troviamo che i simboli di Christoffel sono funzioni di E,F,G e le loro derivate.

1

|
|

O |

N =

E F
F G

2FuEva]‘<
e -

2F, — G,
G?)

I=(

N TE mE

E F) . . ) G -F .
( r G > ¢ la matrice 7= < _r E ), abbiamo
T, ] 1 G
%] EG-F2\ -F
[T, | _ 1 G
| T3y | EG-F2\ -F
[T, 1 1 G
| T3, | EG—-F2\ —F

[ IS e T

N——

|

[ 2F, — G,
G,

| | |
By By By

N—

N = N = N =

¢ positiva definita, ¢ invertibile, quindi moltiplicando le equazioni per

|

Cio¢ dato che l’inversa

14

E F\ '

F G
di

Adesso, consideriamo I'identitd @y, = @upu (che segue dall’uguaglianza delle derivate parziali miste). Tor-

nando alle equazioni iniziali,

Ricordiamo che la matrice A = (

Puuv

SO’LL’U’U,

E
F

vediamo che

F
G

L
M N

)

rispetto alla base {wy,¢,}. Cioe se poniamo A = <

(F%l)iﬂpu + F%l‘Puv + (Ffl)v%} + F%l‘»pvv + Lyn+ Ln,
(Fiz)uQDu + F%Q@uu + (F%2>u§0v + F%2‘pvu + Mn+ Mn,,

) rappresenta la mappa lineare —dn,, : 1,5 — 1,5

a11
a21

a12
a2

—n, = a11Py + 6219y, € la seconda colonna —n, = a2, + a22py-

I coefficienti di ¢, devono essere pari, percui:

Quindi,

Ora sostituendo as;

percio

03+ (T + 03015, — Lagy =Ty I3 + (T3))u + 15,13, — Mas;.

M(l21 — L(lgg

—FL+EM
EG—F?

Ma21 - La22 =M

€ Ao —

—FL+ EM

—FM+EN
EG—F?

~FM+EN EM?—ELN _

EG — F?

EG — F?

EG — F?

(funzione dei simboli di Christoffel e le loro derivate)

(funzione di E, F, G e le loro prime e seconde derivate)

(dalla formula per A), abbiamo

LN — M?

EG — F?

—EK = (funzione di E, F, G e le loro derivate e seconde derivate),

e siccome E = (@, ¢,) # 0, possiamo dividere per —F percui

K

(funzione di E, F, G e le loro derivate e seconde derivate)/E

(funzione di E, F, G e le loro derivate e seconde derivate).

), la prima colonna rappresenta l'identita

=—-FK

)
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10 Esercizi

Esercizio 1. Sia v : [0,7] — R3 una curva biregolare piana semplice e chiusa con velocitd unitaria. Siano
T,N,B,x i dati di Frenet di y. Sia R > 0 un numero reale fissato tale che R < == per ogni s € [0,T]. Sia

K(s)
f£:00,7) x [0,27] — R? Uapplicazione definita da

f(s,0) = ~v(s) + R(cos ON(s) + sin §B(s))
e sia S la superficie parametrizzata da f.
1. Calcolare la prima forma fondamentale di S.
2. Trovare una mappa di Gauss n per S.
3. Calcolare la seconda forma fondamentale di S.
4. Calcolare la curvatura gaussiana K di S.
5. Calcolare le curvature principali di S.
6. Sia Sy C S il sottoinsieme di S dove la curvatura gaussiana K > 0. Calcolare ffs+ KdS.
Esercizio 2. Poniamo
S={(z,y,2) eR}2*> + >+ 2 =1,0< 2z < 1},
C = {(z,y,2) € R®z?+9? = 22,2 > 0},
e h:(0,1) = Ry un’applicazione differenziabile strettamente crescente. Sia ® : S — C Uapplicazione definita

da
T

Yy
b 71
V1—22" V1 - 22 )

1. Far vedere che ® ¢ un’applicazione differenziabile.

Bo.2) = h(:)

2. E possibile determinare la funzione h in modo che lapplicazione ® trasformi i meridiani di S in curve di
lunghezza finita su C'?

3. F possibile determinare la funzione h in modo che ® sia una isometria locale?

Esercizio 3. Sia g : R?> — R una funzione di classe C*. Sia R C R? una regione compatta. Dimostrare che
larea del grafico di g sopra la regione R é data da

// 1+ g2 + g2dxdy
R

Esercizio 4. Sia S = {(z,y, zy)|z,y € R}.

1. Dimostrare che S € una superficie regolare.
Calcolare la prima forma fondamentale di S.
Calcolare la seconda forma fondamentale di S.

Calcolare la curvatura gaussiana di S.

Suo e e

Trovare le curve su S che hanno la curvatura normale nulla in ciascun punto.

Esercizio 5. Sia a una curva regolare mel piano xz. Sia S la superficie di revoluzione generata ruotando
a intorno all’asse z. Supponiamo che a(s) = (x(s),0,2(s)) sia una parametrizzazione rispetto alla lunghezza
d’arco. (Quindi i(s)? + 2(s)?> = 1). La matrice che rappresenta rotazione attorno all’asse z per ’angolo 0 ¢

cosf) —sinf 0
Ry=| sinf cosf O
0 0 1

)
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percui S ha una parametrizzazione

cosf —sinf 0 x(s) cos(0)x(s)
©(s,0) = Rga(s) = | sinf cosf O 0 = | sin(f)z(s)
0 0 1 z(s) z(s)

Fissato 8, la curva {Rga(s)|s € [a,b]} che é l'immagine di o tramite la rotazione Ry si dice un meridiano di S.
Fissato s € [a,b], la circonferenza {Rga(s)|6 € [0,27]} si dice un parallelo di S.

1. Trovare la prima forma fondamentale di S.
2. Trovare una mappa di Gauss n: S — S2.

8. Trovare la seconda forma fondamentale di S.
4

. Mostrare che una direzione principale € tangente al parallelo passante per p, e l'altra direzione principale
in p e tangente al meridiano passante per p.

5. Mostrare che la curvatura Gaussiana di S inp = ¢(s,0) é K = ;8

Esercizio 6. Sia S il grafico di una funzione f : U — R, z = f(z,y). Mostrare che la curvatura Gaussiana di
S inp= (:c,y,f(a:,y)) e
K = frxfyy — (fmy)z
A+ 2+ 1)

i 2]
dove frp = BTJ;, fo= 3% ecc.

Esercizio 7. Siano S1 = {(ucosv,usinv,Inu)|lu > 0,v € R} e Sy = {(ucosv,usinv,v)lu > 0,v € R} due
superfici parametrizzate.

Il numeratore ¢ il determinante della matrice hessiana di f, che é la matrice <

1. Mostrare che la mappa ® : S1 — Sy data da P(ucosv,usinv,Inu) = (ucosv,usinv,v) & localmente un
diffeomorfismo.

Mostrare che la curvatura Gaussiana di Sz in p2(u,v) € uguale alla curvatura Gaussiana di Sy in 1 (u,v).
Calcolare la lunghezza della curva v : [0,27] — Sy data da v(t) = (cost,sint,0).
Calcolare la lunghezza della curva ® oy : [0,27] — S data da ® o y(t) = (cost,sint,t).

Dimostrare che ® non é un’isometria. (Suggerimento: Calcolare la lunghezza della curva v : [0,27] — S;
data da v(t) = (cost,sint,0), poi calcolare la lunghezza della curva ® o~y : [0,27] — Sz data da P o~(t) =
(cost,sint,t). Se non sono pari, ® non puo essere un’isometria!) Quindi, la conversa del teorema egregium
non vale.

Esercizio 8. Si consideri la curva v : R = R3 definita da
(1) = (¢, 8, 1%).

Pert € R, sia Cy il cerchio di centro y(u) e raggio 1 sul piano per v(u) parallelo al piano (y,z). Poniamo

s=Ja

teR

1. Trovare una parametrizzazione di S e discuterne la regolarita.
2. Trovare un polinomio F : R® — R tale che S = F~1(0).
3. E vero o falso che S & una superficie liscia?
4. Calcolare la curvatura normale di Cy considerata come curva su S.
Esercizio 9. Sia U = (0,00) x (0,27) C R2. Si consideri la parametrizzazione f : U — R® definita da
f(u,v) = (ucosv,usinv, u).

1. Trovare una isometria di S (con la metrica indotta dalla metrica euclidea di R®) su una regione del piano
euclideo.

2. Calcolare curvature e direzioni principali di f.
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A Derivate, differenziali

e Sia F: R* — R! una funzione di classe C>°. Tale funzione significa una collezione F1, ..., F; di funzioni di
classe O F; : R¥ — R. Cioe F(x1,...,7) = (Fi(z1,...,28),..., Fi(21,...,78)).

e Il differenziale (o matrice jacobiana) di F' al punto x = (x1,...,x) ¢ la matrice
OF,  OFy OFy
5 5 e 5
ory,  oF orh
dFy = Oxy Oxy T Oxy
Oxq Oxo o Oz
Cioe le colonne di dFy sono le derivate parziali g—i, e c‘?Ti'

e Date funzioni F': R¥ = R! e G : R! — R™, la loro composizione & G o F': R¥ — R™. Segue per la regola
di catena che d(G o F)(y,,) = dGp(z.y) dF (4.

Esempio. F : R? — R? data da F(z,y) = (zy,2%,9%), e G : R® — R data da G(z,y,2) = (2% + y* — z,2y2),
allora G o F(x,y) = ((zy)? + (2?)? — 92, 22%y?) = (2%y° + 2* — 42, 22%¢?)

y
0 2y
. 2z 2y -1
Gy = ( 0 2z 2y )
2zy? + 423 22%y — 2y
d(G o) F)(z,y) = 4xy2 4x2y
pe dF ( 2ry 22?2 1 > ny g ( 2ry? + 4x®  22%y — 2y )
Flzy)d (zy) = 2 2 = 2 2
0 2y 2z 0 2y 4y dxy

B Autovalori, determinante, traccia

Sia < @ d ) una matrice. Gli autovalori della matrice sono gli zeri del polinomio caratteristico, cioe le

c
a— A b
det( c dA)ZO‘

soluzioni di
a— A b 9 C o .
Dato che det . = A — (a+ d)A + (ad — be), per la formula per le radici di un’equazione

d—\
quadratica, abbiamo

(a+d) £ +/(a+d)? —4(ad — bc)
2

Ponendo tr A = a + d,det A = ad — be, possiamo anche scrivere

trA+ /(tr A)2 —4det A
Ax = 5

Ay =

Quindi, la somma degli autovalori &

7_4 _ 7_4
)\++)\_:trA+ \/(trgl) detA+trA «/(tr;l) detA:trA

e il prodotto degli autovalori &

A - (trA+ «/(tr;él)Q —4detA> (trA— M(u;l)? —4detA> (AP - (AP —ddetd)

4



