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Alcune osservazioni generali:

Per spiegare la credibilità di sistemi numerici attraverso il riduzionismo ci si porta alla credibilità dei Naturali.

Il riduzionismo è il tentativo di mostrare come strutture più complesse si possano giustificare basando la loro credibilità su quella di strutture più semplici e più facilmente credibili.

Per esempio la geometria (ritenuta la più credibile per la sua evidenza) era la base su cui era fondata la credibilità dell’algebra.

In seguito con l’avvento della geometria non euclidea sorge qualche perplessità sulla credibilità della geometria. Allora com’è possibile fondare l’algebra su una struttura non certa come la geometria? A questo punto i ruoli si invertono, l’algebra diventa la base della credibilità della geometria. Ma la credibilità dell’algebra dei reali è a sua volta fondata sulla credibilità dei razionali. La credibilità dei razionali è a sua volta fondata sulla credibilità degli interi. La credibilità degli interi è a sua volta fondata sulla credibilità dei naturali. Ad un certo punto questa riduzione deve fermarsi, quindi deve esserci una struttura la cui credibilità non è fondata sulla credibilità di un’altra struttura. Dobbiamo quindi, arrivati a questa struttura base,giustificare direttamente perché è credibile.Per fare ciò è innanzi necessario sapere di che cosa si sta parlando. Ma sappiamo che le definizioni esplicite, con il loro regresso infinito non possono precisare di che cosa si sta parlando. Possiamo allora indicare univocamente il sistema che ci interessa precisandone delle caratteristiche?. Ma quali sono queste caratteristiche? Si può pensare che i numeri naturali siano dei numeri che soddisfano certe caratteristiche? Di fatto oltre a far vedere come la credibilità di un sistema si riduca alla credibilità di un altro abbiamo cercato di fare qualcos’altro cioè spiegare cosa sono e come si costruiscono i naturali, gli interi, i razionali ecc…Ci sono su questi sistemi di numeri molti interrogativi ancora aperti.

Gli assiomi di Peano definiscono una struttura?Sono completi( nel senso che per ogni affermazione o lei o la sua negazione sono deducibili dagli assiomi)? No.

La consistenza dei numeri naturali (non si possono dedurre contraddizioni dagli assiomi), fatto che riguarda le cose che si possono dire sui numeri, può essere discussa all’interno dell’aritmetica.

Goedel ha tradotto la consistenza dei numeri naturali in una proprietà aritmetica codificandola: (invece di scrivere un’affermazione la descrivo con dei numeri che la rappresentano). Dire che non si ottengono contraddizioni significa arrivare a dire che questi numeri godono di una certa proprietà. Quindi l’affermazione che non ci sono contraddizioni è una propriètà dei numeri. Goedel ha dimostrato anche che ne questa ulteriore proprietà dei numeri ne la sua negazione sono deducibili dagli assiomi sui numeri considerati. Così si può arricchire la teoria prendendo come assioma la proprietà che i numeri naturali sono consistenti. L’assioma che i numeri sono consistenti.

A questo punto i numeri naturali sono caratterizzati dagli assiomi di Peano in cui si ha la codifica della consistenza dell’aritmetica, ma se aggiungo come assioma la proprietà che codifica la consistenza dei naturali posso dire la teoria è diventata completa? No perché ci si ritrova con un nuovo insieme di assiomi, a partire dai quali possiamo chiederci se la teoria è consistente e codificare la stessa nuova consistenza ottenendo una nuova affermazione che, sempre per il risultato di Goedel, ne lei ne la sua negazione sono dimostrabili dal nuovo insieme di assiomi. Così si instaura un processo infinito. 

Da tutte queste affermazioni segue che la struttura dei naturali non può essere caratterizzata univocamente neppure specificandone delle proprietà. Come capire cosa sono i naturali?

Io mi faccio delle idee su cosa sono i naturali a partire da esperienze, elaborandole con operazioni mentali. Ma le idee così ottenute sono personali e non sempre coincidono con quelle di altri nonostante si accettino come punti di partenza per uno sviluppo teorico degli aspetti condivisi, si possono avere idee diverse da persona a persona di numeri naturali. Capire di che cosa si sta parlando è capire le elaborazioni mentali effettuate, le quali ci permettono di accettare proposizioni iniziali dette assiomi sulle quali costruire un’intera teoria.
Problema dell’ordine:

Una nozione di ordine è già presente nel contare. Abbiamo esperienza che considerando una situazione che abbiamo in memoria, in quella memorizzazione notiamo che c’era già in memoria la memorizzazione di un’altra situazione. Diciamo che questa seconda memorizzazione è precedente alla prima (era già in memoria quando è stata memorizzata la prima). Da questa esperienza deriva la nozione di ordine.

Come posso rappresentare un insieme ordinato? E’ un insieme con una relazione d’ordine, cioè una struttura. Possiamo distinguere vari tipi di ordine: lineare, denso, non lineare.. ecc.

Un tipo di ordine è anche il buon ordine caratterizzato dal fatto che i sottoinsiemi non vuoti hanno un primo elemento.

Per studiare gli insiemi ben ordinati possiamo utilizzare il metodo applicato per studiare gli insiemi. Quando due insiemi ordinati sono di grandezza uguale? Come posso dire che uno è più grande dell’altro?

Due buoni ordinamenti si dicono dello stesso tipo se c’è isomorfismo tra i due. Due insiemi ben ordinati (X,R) e (Y,R’) si dicono isomorfi se c’è una obiettività f tra X e Y tale che per ogni x1, x2 Є X se R(x1, x2) allora R’(f(x1), f(x2)). Così si dice che l’isomorfismo è una obiettività che preserva la relazione d’ordine. Questa nozione di essere dello stesso tipo tra buoni ordinamenti, può corrispondere alla nozione di ugual numerosità tra insiemi: anche l’ugual numerosità tra insiemi consiste nell’esistenza di una obiettività.

Date due strutture di buon ordine dello stesso tipo c’è più di un isomorfismo? Vediamo come dev’essere fatto un isomorfismo tra strutture di buon ordine: dati X e Y di buon ordine, siccome ogni insieme non vuoto ha un elemento, il primo elemento di X viene mandato nel primo elemento di Y; proviamo ora a vedere se tra i restanti elementi ci sono più modi per mettere in corrispondenza insiemi attraverso isomorfismi diversi.

Così, siano f1 e f2 due isomorfismi diversi , cioè esiste x0 Є X tale che f1(x0) ≠ f2(x0). Considero allora l’insieme S={x: x Є X, e f1(x) ≠ f2(x)}. Questo è un insieme non vuoto in quanto per ipotesi esiste x0ЄS. Essendo che S è un sottoinsieme non vuoto del buon ordinamento X, allora esiste un minimo (m=min(S)). Però m non può essere anche l’elemento minimo di X, perché f1 e f2 sono isomorfismi e quindi devono conservare l’ordine,ovvero far corrispondere il più piccolo al più piccolo. Ci sono quindi degli elementi che precedono m in X. Cosa succede a questi elementi?

Se n <R m (ovvero n, m sono in relazione) allora f1(n) = f2(n). Posso quindi dire che f1(m) ≠ f2(m) perché m è il minimo di S.

Considero l’insieme Z={y: y Є Y, y ≠ f1(n) (o y ≠ f2(n)), n<m} degli elementi che non si comportano allo stesso modo. Z non è vuoto in quanto non abbiamo preso tutti gli elementi di Y, ma solo i corrispondenti minori di m,e anche questo insieme è non vuoto e contenuto in Y che è un buon ordinamento e quindi ha minimo (M=min(Z)). 

Per preservare l’ordine sia f1 che f2 a m devono far corrispondere M, in quanto per i predecessori di m f1(n)= f2(n).Da questo risulta f1(m)=f2(m) che è una contraddizione. Questa contraddizione con f1(m) ≠ f2(m) segue dal fatto che inizialmente avevamo supposto f1 ≠ f2 ; giungiamo allora alla conclusione che date due strutture di buon ordine dello stesso tipo, esiste un unico isomorfismo.

La composizione di isomorfismi d’ordine è ancora un isomorfismo d’ordine.

Due insiemi finiti se  sono equinumerosi e ben ordinati sono dello stesso tipo mentre se sono infiniti possono essere equinumerosi, ben ordinati ma non dello stesso tipo.  

 Se considero l’insieme finito ben ordinato, questo avrà un minimo.Senza questo minimo, ci sarà ancora un minimo diverso dal precedente e così via per un numero finito di passi perché se così non fosse non sarebbe un isomorfismo d’ordine.

Vale anche per i buoni ordinamenti infiniti che se sono equinumerosi allora sono dello stesso tipo? No, ad esempio, se ho un insieme numerabile, posso costruire due ordini non dello stesso tipo sullo stesso insieme.

Dimostrazione: 

(N, <) posso costruire altri insiemi A=(N υ {a}, <1) e B=( N υ {a}, <2)
<1= < υ {(n, a): n Є N}

(a viene posto dopo tutti i numeri naturali)

<2= < υ {(a, n): n Є N}

(a viene posto prima di tutti i numeri naturali)

 (n, <) e A, A e B non sono dello stesso tipo.

Definisco

f(a) = 0

come isomorfismo d’ordine tra (N, <) e B, quindi 



f(n) = n+1


(N, <) e B sono dello stesso tipo.
Ma una qualsiasi biettività tra A e B o tra (N, <) e A non preserva l’ordine. 

Sia f una qualsiasi biettività  da A in (N, <) , sia n= f(a) e m>n; n= f(a) che appartiene al supporto di B. Consideriamo m tale che n <2  m (m esiste perché B non ha massimo). A quale elemento di A corrisponde m in f in modo da preservare l’ordine? Nessuno perché in A a non ha sucessori.
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                A

Segmento iniziale di (X, <): è un sottoinsieme S di X tale che se aЄS e b<a, allora bЄS ordinato dall’ordine che avevamo ristretto ad S (<rs).

Cosa vuol dire restringere un ordine ad un insieme? Data R su X e SCX Rrs={(a, b): R(a, b) e aЄS bЄS }.

Restringendo ad un insieme un buon ordine, questo è ancora un buon ordine, infatti

A ( S ( X, con A ≠ Ø. Chi sarà il primo elemento di A? a è il primo elemento di A(X, ma a è anche il primo elemento di A(S visto che stiamo parlando dell’ordine ristretto.Ogni sottoinsieme come A ha primo elemento e determina che S segmento iniziale è un buon ordine.

Proprietà:

· L’unione di segmenti iniziali è un segmento iniziale;

· Il segmento iniziale di un segmento iniziale di un buon ordine è un segmento iniziale di quel buon ordine;

· (X, R) è segmento iniziale di (X, R);

· Se (S, <S ) è segmento iniziale di (X, <) diverso da (X, <), allora vuol dire che esiste xЄX tale che x non appartiene a S e posso considerare l’insieme {x: xЄX-S} con X-S=V sottoinsieme non vuoto di X. Posso quindi prendere il minimo di questo insieme(m=min(V)).
                                         ЄS
        m
  non ЄS

Se un elemento n è più piccolo di m allora n appartiene ad S ed essendo S un segmento iniziale anche tutto quello che precede n appartiene ad S. Ovviamente tutto quello che sta dopo m non appartiene ad S visto che m è il minimo di quelli che non appartengono ad S.

Posso concludere quindi definendo S= (x: x ( X e x < m(.

· L’intersezione di segmenti iniziali è un segmento iniziale. (Ø, <Ø) è segmento iniziale di (X, <).

Un qualsiasi segmento iniziale S può essere di tre tipi:

- Può rappresentare tutto l’insieme;

- S={x: x<m}=m< con m appartenente al buon ordine del sistema da cui prendo il segmento iniziale;

- Se S ha massimo allora S=max≤ cioè tutto ciò che è ≤ al massimo.

Esercizio: dimostrare che l’unione di segmenti iniziali è un segmento iniziale.

n





m





a





f








