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Sia G' un gruppo e siano H, K due sottogruppi di G. Denotiamo con HK
il seguente sottoinsieme di G: HK = {hk|h € H, k € K}.

Esercizio 1

Siano G e Go gruppi. Il prodotto diretto esterno di G e G2 e il prodotto cartesiano
G1 x (9, dotato della seguente operazione:

(91, 92) - (91, 95) == (9191, 9295),

per ogni (g1, 92), (91, 93) € G1 X Ga.

1. (8 punti) Dimostrare che il prodotto diretto esterno di due gruppi € un gruppo.

2. (& punti) Siano G e Gy gruppi e sia G = G1 X Gy il loro prodotto diretto esterno.
Dimostrare che esistono due sottogruppi G1, G < G tali che:

a) G; 2 Gy, peri=1,2;

b) G; <G, peri=1,2;

¢) G = G1G; (vedere la Notazione);
d) GiNGy = {1}.

Sia G un gruppo e siano G, G sottogruppi di G che soddisfano le proprieta a)-d) elencate
sopra. Allora G si dice il prodotto diretto interno di G; e G5. Dunque se G ¢ il prodotto
diretto interno dei suoi sottogruppi G; e Gs, allora G & isomorfo al prodotto diretto
esterno Gy x Gy (e viceversa).

Esercizio 2

Verificare che l'insieme G = {(a,b) | a,b € R,a # 0} con prodotto
(a,b)(c,d) = (ac,ad + b)

€ un gruppo.

1. (4 punti) Dimostrare che H = {(a,0) | a € R\ {0}} ¢ un sottogruppo di G, e che
K ={(1,b) | b € R} ¢ un sottogruppo normale di G.

2. (& punti) Sia N un sottogruppo non banale di K. Mostrare che se N & normale in
G allora N = K.



3. (3 punti) E vero che G ¢ il prodotto diretto (interno) di H e K?

Esercizio 3

Sia G = GL(2,R) il gruppo moltiplicativo delle matrici 2 x 2 ad elementi in R con
determinante non nullo. Sia N = {A € G|det(A) € Q}. Siano inoltre R* il gruppo
moltiplicativo dei numeri reali non nulli e Q* il suo sottogruppo dei numeri razionali non
nulli.

1. (8 punti) Determinare un omomorfismo suriettivo di G nel gruppo R*/Q*.
2. (4 punti) Dimostrare che N & un sottogruppo normale di G e che G/N = R*/Q*

3. (3 punti) Dimostrare che G/N ¢ abeliano.



