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Parte 1

RICHIAMI DI TEORIA DEI GRUPPI

1 Gruppi e sottogruppi

1.1  Gruppo

Un gruppo (G,+) & costituito da un insieme non vuoto G e un’operazione + : G x G — G, (a,b) — ab su
G che gode delle seguenti proprieta:

(G1) associativita: a + (b+¢) = (a+b) + ¢ per a,b,c € G;

(G2) elemento neutro: a + 0g = 0¢ + a = a per ogni a € G;

(G3) elemento inverso: per ogni a € G esiste b € G tale che a +b=b+a = 0¢;

11 gruppo (G, +) si dice abeliano se vale anche la proprieté:

(G4) commutativa: a +b=>b+ a per a,b € G.

OSSERVAZIONI

(1) O¢ & univocamente determinato e per ogni a € G I'elemento inverso ¢ univocamente determinato e si

indica con —a.

(2) In un gruppo si ha la proprieta cancellativa:

se a+x =a-+y allorax =y pera,z,y €G.

(3) Si usa spesso la notazione moltiplicativa (G,-). In tal caso Ielemento neutro si indica con lg e

I’elemento inverso di a si indica con o~ 1.

1.2 Sottogruppo

Sia (G, +) un gruppo. Un sottoinsieme non vuoto H C G si dice sottogruppo di G se H & un gruppo
rispetto all’operazione + di G. In tal caso si scrive H < G.
OSSERVAZIONE

Un sottoinsieme H C G & un sottogruppo se e solo se H # () e per tutti gli a,b € H si haa—b € H.

1.3 Laterale di G modulo H.

Ogni sottogruppo H di gruppo (G, +) definisce una relazione di equivalenza su G

a~b se a—-beH

La classe di equivalenza di un elemento a rispetto a ~ e
[al={reG|x~a}={h+a|heH}=H+a

Infatti:

[a] si chiama laterale destro di G modulo H con rappresentante a.
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1.4 Esempio: il gruppo abeliano (Z,+)

(Z,+) & un gruppo abeliano.
(1) I suoi sottogruppi sono i sottoinsiemi di forma nZ con n € Ny.
Infatti:

(2) I laterali (destri e sinistri) di Z modulo nZ sono esattamente le classi di resto [0], [1], [2], ..., [n — 1] di
Z modulo n.
Infatti:

1.5 Teorema di Lagrange

Sia (G, +) un gruppo finito e sia H < G. Allora lordine | H | divide l'ordine | G |.
Piu precisamente si ha

(G| =|H|-G:H

dove [G : H] & lVindice di H in G, ovvero il numero dei laterali destri di G modulo H.

2 Gruppi ciclici

2.1 1l sottogruppo generato da un elemento

Sia (G, ) un gruppo con elemento neutro e.
Per a € G e un intero n € Z si pone

a-a-..-a sen >0
—_———
n
a® =1 e sen=0
alat .-a7l sen<0

Definiamo (a) = {a™ | n € Z}. L’insieme (a) & un sottogruppo di G. Il suo ordine si indica con
ord(a) =| {(a) | e si chiama ordine dell’elemento a.



2.2 Teorema sull’ordine di un elemento 11

2.2 Teorema sull’ordine di un elemento

Sia (G,-) un gruppo e sia a € G.

(1) Se a! # a* per | # k allora ord(a) = oco.

(2) Se esistono [ # k tali che a' = a* allora ord(a) = m < oo, dove m & il minimo intero positivo tale
che a™ =e.

COROLLARIO

Se | G |=n, allora ord(a) divide n e quindi a™ = e.

DIMOSTRAZIONE :

2.3 Gruppo ciclico

Un gruppo (G, -) ¢ detto ciclico se esiste un elemento a € G tale che G = (a).

2.4 Omomorfismo, isomorfismo

Siano (G, -) e (G’,*) due gruppi. Un’applicazione f : G — G’ si dice:

- omomorfismo se f(a-b) = f(a) * f(b) per a,b € G

- isomorfismo se f € un omomorfismo biiettivo.

Se esiste un isomorfismo f : G — G’ si dice che G e G’ sono isomorfi e si scrive G = G'.

2.5 Classificazione dei gruppi ciclici

Sia (G, -) un gruppo ciclico.
(1) Se | G |= o0, allora (G, -) = (Z,+).
(2) Se | G |=m allora (G,-) = (Z/mZ,+).

DIMOSTRAZIONE :
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Parte 11

ANELLI

3 1l concetto di anello

3.1 Definizione

Un anello (R, +, ) € costituito da un insieme non vuoto R e due operazioni +,-: R x R — R su R che
godono delle proprieta:

(R1) (R,+) & un gruppo abeliano con elemento neutro Og;

(R2) (R, ) gode della proprieta associativa e possiede un elemento neutro 1g;

(R3) Leggi distributive:

a(b+ c¢) = ab + ac,

(a+b)e = ac+ be.

Un anello si dice commutativo se (R, -) gode della proprieta commutativa.

OSSERVAZIONI :

(1) a-0gr =0gr-a = 0g per a € R.

Infattia-Og+a-a=a-(0gr+a) =a-a quindi a-0r = 0p.

(2) (—a)-b=a-(-b) =—a-bpera,b€R.

(3) Og e 1R sono univocamente determinati. Se R # {Og} allora 1z # Og.

Da ora in poi i nostri anelli saranno tutti diversi da zero: R # {Og}.

3.2 Elemento invertibile. Campo

Sia (R, +, ) un anello.

(1) Un elemento a € R ¢ invertibile se esiste un elemento b € R tale che ab=ba = 1
In tal caso b & univocamente determinato e si indica con a'.

(2) Sia R* I'insieme di tutti gli elementi invertibili dell’anello R. Sicuramente R* C R\ {0} e (R*,-) &
un gruppo con elemento neutro 1p.

(3) (R, +,-) si dice campo se R & commutativo e R* = R\ {0}, in altre parole, se (R\{0}, ) & un gruppo
abeliano.

(4) (R,+,-) si dice dominio (di integrita) se R ¢ commutativo e non possiede divisori di zero, ovvero se

non esistono elementi z,y € R\ {0} tali che z -y = 0.

3.3 Sottoanello e sottocampo

Sia (R, 4, ) un anello (un campo). Un sottoinsieme non vuoto S C R si dice sottoanello (sottocampo) se
S & un anello (un campo) rispetto alle operazioni + e - definite in R.
OSSERVAZIONE:

(1) Un sottoinsieme S C R ¢ un sottoanello se e solo se:
(i) (S,+) ¢ un sottogruppo del gruppo abeliano (R, +),
(ii) 1p € S,

(iii) se z,y € S, alloraxz -y € S.

(2) Un sottoinsieme S C R & un sottocampo se e solo se:
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(i) (S,+) & un sottogruppo del gruppo abeliano (R, +),

(if) (S'\ {0}) & un sottogruppo del gruppo abeliano (R\{0}, ).

3.4 Esempi

1) (Z,+,") & un anello con Z* = {1, —1}.

)
2) (Q,+,7), (R, +,-) e (C,+,-) sono campi. Si ha una catena di sottocampi Q G R & C.
3) Ogm campo € un dominio. Z & un dominio, ma non un campo.
4) Le matrici quadrate di ordine n su un campo K formano un anello (K™*™,+,-) non commutativo,
12\ (0 1) _ (01
0 0 00/) \0O0
O 1y (1 2\ (00
0 0 00/ \00

Si ha (K™*™)* = {4 € K™*" | detA # 0} = Gl(n, K).
(5) Se Ry,...,R,, n > 2 sono anelli, anche il loro prodotto cartesiano R = Ry X ... X R, ¢ un anello

(
(
(Z,+,-) & sottoanello di (Q,+,-).
(
(

con divisori di zero. Ad esempio:

rispetto all’addizione e moltiplicazione per componenti. Si ha Or = (Og,,...,0r,) ¢ 1g = (1r,,...,1R,).
(6) Siano I un insieme non vuoto e R un anello. L’insieme R! di tutte le applicazioni f : I — R & un

anello rispetto a
f+g:1— R aw f(z)+g(z)

f-g:1— Rz~ f(z) g(x)

Sihal: I =R, z+—1e0: I - R, x— 0.
Se I & uno spazio topologico, allora I'insieme C(I, R) di tutte le funzioni continue & un sottoanello di R’.
In particolare, per I = Ny, otteniamo I’anello RN di tutte le successioni di elementi di R.

3.5 L’anello dei polinomi.

(1) Dato un anello R, I'insieme RMN) di tutte le successioni (ag,as,as, ...) di elementi di R con a, = 0
per quasi tutti gli n ¢ un anello rispetto a

(ao,al,...)—F(bo,bl,...):(a0+b07 aq +b1,)
(ao,ar,...) - (bo,br,...) = (ag - bo, aoby + arbo, ..., > @iby_i,...)
Siha0=(0,...)el=(L0,...).

(2) Per x = (0,1,0,...) si ottiene 22 = (0,0,1,0,...), 23 = (0,0,0,1,0,...) ecc.

Quindi possiamo scrivere ogni elemento

n
(ag,a1,az2,...) = Zaix’
i=0
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dove a,, & 'ultima componente diversa da zero di (ag, ai,as,...).

Diremo che Z?:o a;z" & un polinomio in = su R con i coefficienti ag, . .., a,, dove a, & detto il coefficiente
direttivo e n = deg f il grado di f. Il polinomio 0 = (0,0,...) per convenzione ha grado -1.

L’anello RMNo) con queste operazioni ¢ detto anello dei polinomi in  su R e si indica con R[z].
Identificando gli elementi di R con i polinomi costanti (di grado < 0), possiamo interpretare R come
sottoanello di R[z].

(3) Se R ¢ un dominio, allora

(i) R[z] ¢ un dominio,

(ii) deg(fg) = deg f + degyg per f,g € R[z] \ {0},
(i) R[z]* = R*.

Infatti:

4 Ideali

A. L’ANELLO QUOZIENTE.

4.1 Definizione.

Sia (R, 4+, -) un anello. Un sottoinsieme non vuoto I C R & detto ideale (bilatero) se per tutti gli elementi
a,bel,re Rsihaa+bel, racl ear € I. Se I # R si dice che I & un ideale proprio.

OSSERVAZIONI:
(1) Ogni anello possiede gli ideali banali R e 0 = {0g}.

(2) Ogni ideale I di R & un sottogruppo del gruppo abeliano (R, +).
Infatti:

(3) Ogni sottoinsieme non vuoto A C R di un anello R definisce un ideale

(A)=({I | I € R & un ideale con A C I}
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detto l’ideale generato da A.
Se R & commutativo, allora

(A4) :{Zmai | neNyry,...,rn € Ryag,...,a, € A}
i=1

In particolare, per a € R, I’ideale

(a) ={ra | r € R}

¢ detto ideale principale generato da a.

(4) Data una famiglia (Ix)rex di ideali, anche la somma Y, Iy = {>7 1 a; | n € Nyap € I}
e l'intersezione (), ¢ Ix sono ideali.
(5) Se un ideale I di un anello R contiene un elemento invertibile ¢ € R*, allora I = R. Infatti:

In particolare, ogni campo possiede soltanto gli ideali banali 0 e K.

4.2 Esempi.

(1) Gli ideali di Z sono tutti principali.
Infatti:

(2) Siano A C I due insiemi e sia R un anello. Allora N'(A) = {f € R | f |a= 0} & un ideale di R’.

4.3 L’anello quoziente di R modulo [

Sia (R,+,-) un anello e sia I C R un ideale. Poiché I < (R,+) possiamo considerare i laterali (destri o
sinistri) di (R,+) modulo I. Per a € R si pone

a={zreR|z—acl}={a+yl|lyel}=a+]I
Si ha che @ = a’ se e solo se a — a’ € I.

L’insieme di tutti i laterali di R modulo I si indica con R/I. Definiamo le operazioni seguenti su R/I:
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Le operazioni sono ben definite:

Con queste operazioni R/I diventa un anello detto I'anello quoziente di R modulo I.
Si haORﬂ:G:O—i—I:Ie - e 1R/I :T:].—FI

4.4 Esempio: Z/nZ.

Sia n € N. Allora l'anello (Z/nZ,+,-) delle classi di resto modulo n & l'anello quoziente di Z rispetto
all’ideale I =nZ. Infatti [o] ={z €Z |z =amodn} ={z €Z |z —a €nl} =a.

Abbiamo Z/nZ* = {[a] | 1 < a < n, MCD(a,n)=1 }.
Quindi Z/nZ & un campo se e solo se n & un numero primo.

B. IDEALI MASSIMALI.

4.5 Insiemi ordinati

(1) Sia M un insieme. Un ordine (parziale) su M & una relazione < con le proprieta
o riflessiva,
e antisimmetrica: se ¢ <y ey < z, allora x =y,
e transitiva.

Diremo che (M, <) & un insieme parzialmente ordinato. Se per z,y € M si ha sempre z < y oppure
y < z, allora < & detto ordine totale e (M, <) & totalmente ordinato.

(2) Sia M un insieme ordinato. Un elemento y € M ¢& detto

e massimo di M se x <y per ogni z € M.
e clemento massimale di M se non esiste elemento y' € M tale che y <y’ ey # ¢/’

e maggiorante di un sottoinsieme N C M se x < y per ogni x € N.
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4.6 Esempi.

(1) (R, <) ‘e un insieme totalmente ordinato.
(2) Dato un anello R, gli ideali propri di R formano un insieme ordinato rispetto all’inclusione C. Gli
elementi massimali sono detti ideali massimali di R. Quindi un ideale proprio I C R ¢ massimale se e

solo se per ogni ideale A con I C A C R si ha I = A oppure A = R.

(3) Gli ideali massimali di Z sono gli ideali di forma pZ con p primo.
Infatti:

4.7 Lemma di Zorn.

Sia (M, <) un insieme ordinato non vuoto. Se ogni sottoinsieme totalmente ordinato di M possiede un
maggiorante in M, allora M possiede un elemento massimale.

OSSERVAZIONE: L’enunciato del Lemma di Zorn & equivalente a:

e I’Assioma di Scelta: il prodotto cartesiano di una famiglia non vuota di insiemi non vuoti non &
vuoto.

e Il Teorema sugli Insiemi Ben Ordinati: ogni insieme puo essere ben ordinato, cioe esiste un ordine
rispetto al quale ogni sottoinsieme non vuoto possiede un minimo.

4.8 Teorema: esistenza di ideali massimali.

Sia R un anello. Ogni ideale proprio di R & contenuto in un ideale massimale.

In particolare, ogni anello R # 0 possiede un ideale massimale.
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DIMOSTRAZIONE:

C. IDEALI PRIMI.

4.9 Definizione di ideale primo.

Un ideale proprio P C R di un anello R si dice ideale primo se per tutti gli elementi z,y € Rconz-y € P
si ha x € P oppure y € P.

4.10 Proposizione.

Sia R un anello commutativo.
(1) Un ideale P di R ¢ primo se e solo se R/P ¢ un dominio.

(2) Un ideale I di R & massimale se e solo se R/I & un campo.



4.11 Esempi.

DIMOSTRAZIONE :

4.11 Esempi.

(1) Se R & un dominio, allora 0 ¢ un ideale primo.

(2) Gli ideali primi di Z sono 0 e gli ideali pZ con p primo.

19
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5 Omomortfismi

5.1 Definizione.

Siano R e S due anelli.

Un’applicazione ¢ : R — S si dice:

- omomorfismo se per tutti gli elementi a,b € R si ha:
p(a+b) = ¢(a) + ¢(b),

p(ab) = ¢(a) - ¢(b),

¢(1g) = 1s;

- monomorfismo se ¢ ¢ un omomorfismo iniettivo,
- epimorfismo se ¢ & un omomorfismo suriettivo,
- isomorfismo se p € un omomorfismo biiettivo; in tal caso si dice che R e S sono isomorfi e si scrive R = S.

5.2 Nucleo e immagine.
Siano R, S anelli e ¢ : R — S un omomorfismo.

1. Se I C S & un ideale di S (rispettivamente, se S’ C S & un sottoanello di S), allora ¢~!(I) & un
ideale di R (rispettivamente, ¢ ~1(S’) & un sottoanello di R).
In particolare, I'insieme Kerp = {a € R | ¢(a) = 0} & un ideale di R, detto il nucleo di .

2. Se R' C R ¢ un sottoanello di R, allora ¢(R’) ¢ un sottoanello di S. In particolare, 'immagine
Imy = {¢(a) | a € R} ¢ un sottoanello di S.

3. p(0g) = 0g. Inoltre ¢ & un monomorfismo se e solo se Keryp = 0.

DIMOSTRAZIONE

5.3 Esempi

(1) Se R C S & un sottoanello, allora l'inclusione R < S ¢ un monomorfismo di anelli. In particolare,
¢ : Z — Q & un monomorfismo; si noti che la sua immagine Im¢y = Z non ¢ un ideale di Q.
(2) Sia R un dominio. L’applicazione

p:Rlz] =R, f= Zaixi = ap
i=0
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¢ un epimorfismo con nucleo Kerp = ().
Infatti

(3) Siano K un campo ed R un anello. Ogni omomorfismo di anelli X' — R ¢ iniettivo oppure nullo.
Infatti

(4) L’applicazione
viR—R/[,z—~T=x+1

& un epimorfismo con nucleo Kerv = I, detto epimorfismo canonico.

5.4 Teorema di Fattorizzazione di Omomorfismi

Siano R un anello e I un ideale di R con ’epimorfismo canonico v : R — R/I. Sia inoltre f: R — S un
omomorfismo di anelli tale che f(I) = 0. Allora esiste uno e un solo omomorfismo f : R/I — S tale che

fv=*F

Si ha Kerf = Kerf/I = {Z | * € Kerf} e Imf = Imf.
DIMOSTRAZIONE
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5.5 Teorema Fondamentale dell’Omomorfismo

~

Siano R, S anelli e sia ¢ : R — S un omomorfismo. Allora R/Kerg
DIMOSTRAZIONE

Se.

5.6 Esempi

(1) Se R & un dominio, allora I'ideale (x) & un ideale primo di R[x].
Infatti

(2) Siano I un insieme, x € I e K un campo. Allora

{fe K" | f(z) =0}

¢ un ideale massimale di K, vedi Esercizio 2.

6 Divisibilita
In questo paragrafo sia R sempre un dominio.

A. DOMINI A IDEALI PRINCIPALL.

6.1 Domini a ideali principali. Definizione.

(1) Si dice che R & un dominio a ideali prinicipali, ovvero un PID (principal ideal domain), se tutti gli
ideali di R sono principali.

(2) Dati due elementi z,y € R di un dominio R, diremo che x divide y, e scriveremo x | y, se esiste r € R
tale che rx =y, ovvero se y € (z).

(3) Due elementi z,y € R di un dominio R si dicono associati se x | y e y | x. Scriveremo = ~ y.

OSSERVAZIONE: Sono equivalenti i seguenti enunciati:

(i) x~y

(ii) Esiste r € R* tale che y = rx

DIMOSTRAZIONE:
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6.2 Elementi irriducibili.

Un elemento p € R di un dominio R si dice irriducibile se
(i) p non & invertibile

(ii) p possiede soltanto i divisori banali, ovvero se zy = p, allora x € R* oppure y € R*.

Infatti

OSSERVAZIONE: Un elemento p € R & irriducibile se (p) & un ideale primo. Non vale il converso, vedi
Esercizio 12.

6.3 Proposizione.

Sia R un PID e sia 0 # p € R un elemento non invertibile. Sono equivalenti i seguenti enunciati:
1. p e irriducibile.
2. (p) & un ideale primo.
3. (p) & un ideale massimale.

In particolare, un ideale di un PID e primo se e solo se € zero oppure massimale.

DIMOSTRAZIONE:
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B. DOMINI A FATTORIZZAZIONE UNICA.

6.4 Domini a fattorizzazione unica. Definizione.

(1) Si dice che R & un dominio a fattorizzazione unica, ovvero un UFD (unique factorization domain),
se ogni elemento non invertibile a € R con a # 0 puo essere scritto come prodotto di elementi irriducibili
e questa scomposizione & unica a meno dell’ordine e di associazione. Piu precisamente:

(i) Esistono elementi irriducibili pq,...,p, € R taliche a =p; - ... pp.

(ii) Se anche qi,...,¢n € R sono elementi irriducibili tali che a = ¢ - ... - g, allora m = n ed esiste
una permutazione o € S, tale che p; ~ g,(;) per ogni 1 <i <n.

OSSERVAZIONE (Teorema Fondamentale dell’Aritmetica). L’anello Z ¢ un UFD.

6.5 Anelli noetheriani.
Teorema. Sono equivalenti i seguenti enunciati (per un qualsiasi anello R):
(1) Ogniideale I di R & finitamente generato: esiste un insieme finito A = {aq,...,a,} tale che I = (4).

(2) Ogni catena ascendente di ideali
ILclhbcl3C...R

¢ stazionaria, cioe esiste n € N tale che I,, = I, 11 = In40 = .. ..

(3) Ogni insieme non vuoto di ideali di R possiede un elemento massimale rispetto a “C”.

Un anello con queste proprieta & detto noetheriano®.

DIMOSTRAZIONE:

OSSERVAZIONE: Ovviamente ogni PID & un anello noetheriano.

Lquesti anelli furono introdotti da Emmy Noether (1882-1935)



6.6 Ogni PID é un UFD.

6.6 Ogni PID € un UFD.

Teorema: Ogni dominio a ideali principali € un dominio a fattorizzazione unica.

DIMOSTRAZIONE:

25
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6.7 Massimo comun divisore e minimo comune multiplo.
Siano aq,...,a, € R.
1. Un elemento d € R & detto massimo comun divisore di ay,...,a, se soddisfa

(a) d|a; perogni1<i<r,

(b) se t|a; per ogni 1 <i <r, allorat | d;
2. Un elemento m € R e detto minimo comune multiplo di aq, ..., a, se soddisfa
(a) a; |mperognil<i<r,
(b) se a; | ¢ per ogni 1 <i <, alloram | c.
Scriveremo d = MCD(ay, ..., a,) e m = mem(ay, ..., ar).

OSSERVAZIONI:

1. Massimo comun divisore e minimo comune multiplo esistono sempre quando R ¢ un UFD.

Infatti

2. Massimo comun divisore e minimo comune multiplo, quando esistono, sono unici a meno di asso-
ciazione.

6.8 Elementi coprimi.

Siano ay,...,a, € R. Si dice che ay,...,a, sono coprimi se ciascun comun divisore di ai,...,a, ¢
invertibile, ovvero se 1 = MCD(ay,...,a;.).
OSSERVAZIONI:

1. Siano by,...,b, € Rcon d = MCD(by,...,b.) e b; =d-a; per 1 <i <r. Allora aq,...,a, sono
coprimi.

2. Lemma di Euclide: Siano R un UFD, x,a € R elementi coprimi, e sia b € R. Se x | ab, allora x | b.

3. Identita di Bézout: Se R ¢ un PID, allora a,b sono coprimi se e solo se esistono r,s € R tali che
1 =ra+ sb.

DIMOSTRAZIONE: Esecizi Foglio 2.
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B. ANELLI EUCLIDEL

6.9 Anelli euclidei. Definizione.

Un anello euclideo & costituito da una coppia (R,d) dove R & un dominio e 6 : R\ {0} — Ny & una
funzione con la proprieta che per tutti gli elementi a,b € R\ {0} esistono ¢,r € R tali che

(i) a=gb+r (divisione col resto)

(ii) r = 0 oppure 6(r) < §(b)

OSSERVAZIONE: Ogni anello euclideo ¢ un PID.
Infatti

6.10 L’Algoritmo Euclideo.

In un anello euclideo (R, §) possiamo calcolare il massimo comun divisore di a,b € R\ {0} tramite divisioni
successive come segue:
Se b | a, allora b= MCD(a,b). Altrimenti poniamo 7o = b e eseguiamo divisioni col resto:

a=qirg+m con q,m1 € R e d(r1) <d(ro)

o =q2T1 + T2 con ¢z,72 € R e d(re) < d(r1)

Tn—1=(qnt1Tn T Tntl CON Gui1,Tni1 €ER e 1y =0.
Allora

rn, = MCD(a,b) e a _ mem(a, ).

T'n

DIMOSTRAZIONE:
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6.11 Esempi.

(1) (Z,] - |) & un anello euclideo.
(2) (Z][i],6) & un anello euclideo, vedi Esercizio.

6.12 Proposizione
1. Sia R un anello commutativo e siano f,g € R[z] due polinomi non nulli. Se g & monico, allora
esistono ¢,r € R[z] tali che
(i) f=a9+r
(i) deg(r) < deg(g)

2. Se K & un campo, allora (K|[z],deg) & un anello euclideo, e in particolare un PID (e un UFD).

DIMOSTRAZIONE:

OSSERVAZIONE: R[z] ¢ un PID se e solo se R ¢ un campo. (Esecizio Folgio 2.)
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PoLinowMmr

Menzioniamo due risultati importanti senza dimostrazione.

Teorema di Gauss.

Se R ¢ un UFD, anche l'anello dei polinomi R[z] ¢ un UFD.

Teorema della Base di Hilbert.

Se un anello commutativo R & noetheriano, anche ’anello dei polinomi R[z] & noetheriano.

7 Zeri di polinomi

7.1 Polinomi irriducibili su un campo.

Teorema: Sia K un campo e sia f € K[z] un polinomio. Sono equivalenti i seguenti enunciati:

1. f & un elemento irriducibile di K|x].
2. deg f =n > 0 e f non puo essere scritto come prodotto di due polinomi di grado < n.

3. L’anello quoziente K[z]/(f) ¢ un campo.

DIMOSTRAZIONE

7.2 Definizione

Sia R commutativo, e sia f € R[z], f = >."" ; a;z’. Per & € R poniamo

L’elemento a € R ¢ detto zero (oppure radice) di f se f(a) = 0.

29
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7.3 Teorema di Ruffini

Sia R un anello commutativo. Per « € R 'applicazione
ta: R[] = R, [ f(a)

¢ un epimorfismo con nucleo Kere, = (z — ).
In particolare, & € R & uno zero di un polinomio f € R[z] se e solo se il polinomio z — « divide f.

DIMOSTRAZIONE

7.4 Corollario

Sia R un dominio e sia f € R[z] un polinomio di grado n > 0. Allora f possiede al pitt n zeri in R.
DIMOSTRAZIONE

7.5 Polinomi irriducibili di grado < 3.

Sia K un campo.

(1) Ogni polinomio f = ag + a1z di grado 1 ¢ irriducibile e ammette 'unico zero a = —aflao eK.
(2) Se f € K[z] & un polinomio irriducibile di grado deg f > 1 allora f non ammette zeri.

(3) Un polinomio f € K[x] di grado deg f € {2, 3} & irriducibile se e solo se non ammette zeri.
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DIMOSTRAZIONE

7.6 Esempi.

(1) Teorema Fondamentale dell’Algebra: I polinomi irriducibili di Clz] sono i polinomi di grado 1.
Quindi ogni f € C[z] ¢ di forma f = a(z — a1)(x — ag)...(x — ay,) con a, ag,...,an € C.

(2) Sia f = 2™ —a € Clz]. Gli zeri di f sono le radici n-sime di a.
Ricordiamo: ponendo
a = r(cosa + i sina)

in forma trigonometrica, le radici n-sime di a sono

21k 21k
r(cosu—l—isinu), k=0,1,...,n—1.
n n

n

ZE =

(3) Sia f =2+ 1€ Cz] (caso n =4, a = —1).

Gli zeri di f € C sono le radici quarte di —1 = cosm + i sinm,
cioe zx = cos%z’”C +1i sin%m, k=0,1,2,3, in particolare
20 = cos +1 sing = %\@—Fz% 2

2z = cos?ﬂf +1 .sin%T = f%ﬁJr z%ﬁ

Quindi f = (z — 20)(x — %) (x — 21)(x —Z1) € Clz] con g =22 — 2z +1e h =22+ 2z + 1.

g h

Infatti

Vediamo f = gh con g, h € Rlz] di grado 2, dunque f non ¢ irriducibile in R[z] pur non avendo zeri in R.

(4) I polinomi irriducibili in R[z] sono esattamente i polinomi di primo grado e quelli di secondo grado
f =ao+ a1x + azx? con ag,a; € R, az € R\ {0} e A = a? — 4apas < 0.
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Infatti

Quindi ogni polinomio f € R[x] & prodotto di polinomi di grado < 2 in R[z].

(5) Il polinomio f = 2zx+2 ¢ irriducibile in Q[z], ma non in Z[x]. Infatti f = 2 (x+1) ¢ una scomposizione
in fattori irriducibili su Z:

(6) 1l polinomio f = z? + x + 1 ¢ irriducibile su Z/2Z perche¢ non ha zeri. Su K = Z/3Z invece
f=2>+2+1=2%-2r+1=(z—1)% & riducibile.

8 Criteri di irriducibilita
In questo paragrafo sia R sempre un dominio.

8.1 Polinomi primitivi.

Un polinomio f € R[z] \ {0} & detto primitivo se i suoi coefficienti sono coprimi.

8.2 Esempi.

(1) Ogni polinomio monico ¢ primitivo.
(2) Se R ¢ un campo, ogni polinomio f € R[z]\ {0} & primitivo.
(3) Ogni polinomio irriducibile di grado n > 0 & primitivo:

(4) 2 € Z[x] & irriducibile ma non primitivo.



8.3 Lemma 1 (Riduzione modulo I)

8.3 Lemma 1 (Riduzione modulo /)

Sia I un ideale di R. L’applicazione

p: Rlz] — R/I[z] Zatx HZal

¢ un epimorfismo con nucleo IR[z] = {f € R[x] | tutti i coefficienti di f appartengono ad I }.

8.4 Lemma di Gauss.

Sia R un UFD. Se f,g € R[z] sono polinomi primitivi, anche il prodotto fg & primitivo.
DIMOSTRAZIONE

8.5 Il campo dei quozienti.

Sia § = R\ {0}.

(1) Sul prodotto cartesiano R x S definiamo la relazione

(a,s) ~ (b,t) se at=sb

~ & una relazione di equivalenza. Scriviamo £ per la classe di equivalenza di (a, s) rispetto a ~.

(2) Sull’insieme

Q=Q(R)={% | acRseS)

33
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delle classi di equivalenza rispetto a ~ definiamo le operazioni

a b at+bs
7_|_7 —
S t

st

w |

Le operazioni sono ben definite:

(3) (Q,+,-) & un campo con 0 = % el= %, detto campo dei quozienti di R.

(4) L’applicazione ¢ : R — @, a — ¢ ¢ un monomorfismo. Quindi possiamo identificare R con un

sottoanello di Q.

(5) (@, ) hanno la proprietd universale seguente: per ogni campo K e ogni monomorfismo ¢ : R — K

esiste uno e un solo monomorfismo ¥ : Q — K tale che 9 p =1.

Dimostrazione:



8.6 Lemma 2

8.6 Lemma 2
Sia R un UFD e sia @ il campo dei quozienti di R.

1. Per ogni 0 # g € Qlx] esiste a € Q \ {0} tale che avg € R[x] sia primitivo.

2. Se g € R[z] & primitivo, e se a € Q soddisfa a g € R[z], allora o € R.

DIMOSTRAZIONE

8.7 Proposizione
Sia R un UFD e sia 0 # f € R[z].
1. Esistono d € R\ {0} e un polinomio primitivo f € R[x] tali che f = d f.

2. Se f & primitivo, allora f & irriducibile in R[x] se e solo se lo & in Q[x].

DIMOSTRAZIONE

35
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8.8 Riduzione modulo p.

Sia f = Y1 ;a;z' € R[z] un polinomio primitivo di grado n > 0. Siano inoltre P un ideale primo di R
e p: Rlz] = R/P[z], Y1 ja;x* — Y ,a;x° come in 8.3. Se a, ¢ P e p(f) ¢ irriducibile in R/P|z],
allora f & irriducibile in R]x].

DIMOSTRAZIONE
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8.9 Criterio di Eisenstein.

Un polinomio primitivo f = Y"1 a;2° € Z[z] di grado n > 0 & irriducibile in Z[z] se esiste un numero

primo p tale che:
(i) p non divide a,
(ii) p divide ag,a1,...,an-1

(iii) p? non divide aq.

DIMOSTRAZIONE

8.10 Esempi

(1) f =2a% — 2%+ 1 € Z[x] & irriducibile. Riduzione modulo 2:
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(2) 25 + 823 + 622 + 10 & irriducibile in Z[z] per il criterio di Eisenstein (p = 2).

(3) Siano n € N, a € Z, p un numero primo tale che p/a, ma p? non divide a. Allora 2™ — a ¢ irriducibile
in Z[z] (per il criterio di Eisenstein).

8.11 Sostituzione

Sia K un campo, f = > 1 a;z" € K[z]. Sostituiamo z con az + b dove a,b € K e a # 0. Otteniamo il
polinomio f = Y"1 ja;(az +b)" € K[z]. Allora f & irriducibile se e solo se f & irriducibile.

DIMOSTRAZIONE :

8.12 Esempio.

Per ogni primo p il polinomio f = 2P~ + 2P~2 + ... + 2% + 2 + 1 & irriducibile in Z|[z].
Infatti



8.12 Esempio.

39
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Parte IV

CAMPI

9 Estensioni algebriche

9.1 Estensione di un campo, grado dell’estensione

Siano K, F' campi. Se K C F ¢ un sottocampo, si dice che F' & un’estensione di K. In tal caso F' & anche
uno spazio vettoriale su K. La dimensione di F' come spazio vettoriale su K e detta grado dell’estensione
e si indica con [F : K] = dimg F'.

Un’estensione si dice finita se [F : K| < oc.

9.2 Proposizione

Sia K un campo e sia f € K[x] un polinomio irriducibile di grado n. Allora I’applicazione
¢: K — K[z]/(f) = F,a—a=a+(f)
& un monomorfismo e K C F & un’estensione di campi di grado [F : K] = n. Gli elementi
—n—1

1,Z,7°,...,7

formano una base di F' su K.

DIMOSTRAZIONE :



9.3 Esempi

9.3 Esempi

(1) Costruzione di C:

(2) K=7/)27, f =2+ 2+ 1.

41
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9.4 Teorema di Kronecker

Sia K un campo e sia f € K[z] di grado n > 0. Allora esiste un’estensione K C F di grado [F : K] <n
nella quale f possiede uno zero « € F.

DIMOSTRAZIONE :

9.5 Aggiunzioni, elementi algebrici, elementi trascendenti.
Sia K C F un’estensione.
1. Dato un sottoinsieme A C F', il campo
K(A) = ﬂ{L | L & un sottocampo di F contenente K e A}
si dice aggiunzione di A a K.

2. Un elemento « € F si dice algebrico su K se esiste un polinomio 0 # f € K|x] tale che f(«a) = 0.
Altrimenti « ¢ detto trascendente su K.

3. Se tutti gli elementi di F' sono algebrici su K, si dice che K C F & un’estensione algebrica.

OSSERVAZIONE: Ogni estensione finita ¢ algebrica.
Infatti
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9.6 Il polinomio minimo
Sia K C F un’estensione, e sia a € F' un elemento algebrico su K.

1. Esiste uno e un solo polinomio A € K[z] monico e irriducibile tale che h(a) = 0, detto polinomio
minimo di o su K.

2. Per ogni g € K[z] si ha g(a) = 0 se e solo se h | g.

3. Sedegh = n, allora K — K|x]/(h) = K(«) ¢ un’estensione di grado n con K- base 1, a, o?,...,a" 1.

DIMOSTRAZIONE :

9.7 Esempi

(1) 11 polinomio minimo di i su R & 22 + 1.

(2) 11 polinomio minimo di v2 € R su Q & 22 — 2.

(3) In 9.1(2) il polinomio minimo di # € F su K = Z/27Z & 2% + = + 1.
(4) 1 polinomio minimo di @ = —1 +ilv/3eCsuQea? + 2+ 1.
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9.8 Lemma sul grado

Siano K C F un’estensione finita e sia L un campo intermedio, cioe K C L C F dove K C Le L C F
sono estensioni di campi. Allora
[F:K]=][F:L|L:K]

DIMOSTRAZIONE :

9.9 Corollario.

Sia K C F' un’estensione.
1. Se [K : F] & un numero primo, allora non esistono campi intermedi propri.

2. K C F & un’estensione finita se e solo se esistono elementi algebrici ay,...,a, € F tali che
F=K(ag,...,an).

3. Sia K C L C F un campo intermedio. Allora K C F' ¢ un’estensione algebrica se e solo se K C L
e L C F sono estensioni algebriche.

4. Sia K I'insieme degli elementi di F' che sono algebrici su K. Allora K C K & un’estensione algebrica,
detta chiusura algebrica di K in F.
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DIMOSTRAZIONE :

(4) Dobbiamo dimostrare che K & un campo, ovvero un sottocampo di F. Siano a,b € K. Sappiamo per
(2) che K C K(a,b) & un’estensione finita e quindi algebrica. Ma allora anche I’elemento a—b e ’elemento
ab~! (in caso b # 0) sono algebrici su K, essendo entrambi elementi di K (a,b). Dunque a —b, ab~! € K.

9.10 Esempi.

(1) La chiusura algebrica Q@ C Q di Q in C & un’estensione algebrica di grado infinito.
Infatti

(2) 7 & trascendente su Q (Lindemann 1882).
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10 Campi di riducibilita completa.

10.1 Teorema e Definizione.

Sia K un campo e sia f € K[z] un polinomio di grado n > 0. Allora esiste un’estensione K C F' di grado
[F: K] <n! tale che

1. f=alr—a1)(x —ag)...(x —ap) cona € K, ay,as,...,an € F.
2. Se K C F' C F & un campo intermedio contenente s, ..., ay,, allora F' = F.

F ¢ detto campo di riducibilita completa (oppure campo di spezzamento) di f su K.
Siha F'= K(ai,...,0n).

DIMOSTRAZIONE :

10.2 Esempi

(1) 1 campo di riducibilita completa di f = 23 — 1 su Q:
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(2) 11 campo di riducibilitd completa di g = 2® — 2 su Q:

(8) 11 campo di riducibilita completa di 2% — z su K = Z/2Z:

10.3 Lemma.

Siano K, K’ campi con un omomorfismo o : K — K’ e sia K C F un’estensione finita. Allora esistono
un’estensione finita K’ C F’ e un omomorfismo 7 : F — F” che estende o, ciot che soddisfa 7 | K = o.

DIMOSTRAZIONE : Per 9.9(2) esistono elementi algebrici oy, ..., € F taliche FF = K(ay,...,ay).
Procediamo per induzione su n.
n =0: Allora F' = K e possiamo sceglere 7 = o.

n > 0: ¢ induce un omomorfismo di anelli

7: Klz] — K'[z], Zaixi — Zo(ai)xi
i=0 i=0
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Sia f il polinomio minimo di oy su K e sia f' = &(f) € K’'[x]. Sappiamo che (f) = Kere dove
e: K[z] —» K(a1) C F, h— h(aj) per la definizione 9.6. Sia ¢’ un fattore irriducibile di f’, e consideriamo

v: K'[z] = K'[z]/(¢') = F1.

Per 9.2 abbiamo un’estensione finita v |k : K’ C Fy. Inoltre poiché 6(f) = f' € (¢'), abbiamo v&(f) = 0,
e quindi Kere = (f) C Kervg. Per il Teorema 5.4 possiamo fattorizzare vé : Klzx] — Fy attraverso e,
cioe esiste 11 : K (o) = K[z]/Kere — F; tale che

leszy&.

Quindi 71 : K(aq) — F} estende 0 : K — K'. Per l'ipotesi induttiva esistono inoltre un’estensione finita
Fy C F' e un omomorfismo 7 : F' = K(a1)(az,...,a,) — F' che estende 71, ovvero tale che 7 | (q,)= 71.
Allora anche 7 |g= 0. O

10.4 Unicita del campo di riducibilita completa.

Teorema: Siano K, K’ campi con un isomorfismo o : K — K’. Siano inoltre f = Y7 ja;2' € K|[x]
un polinomio di grado n > 0e f/ = > " jo(a;) 2" € K[z], e siano F, F' campi di riducibilitd completa
rispettivamente di f su K e di f’ su K’. Allora esiste un isomorfismo 7 : F' — F’ che estende o e che

induce una biiezione fra gli zeri di f in F e gli zeri di f/ in F’.

In particolare, il campo di riducibilita completa di un polinomio non costante € unico a meno di isomor-
fismo.

DIMOSTRAZIONE : Per il Lemma esistono un’estensione finita F' C L e un omomorfismo 7: F' — L
che estende K % K’ C F', ovvero 7 |g coincide con K % K’ C F' C L. Poiché 7 # 0, sappiamo per
5.3(3) che 7 & iniettivo. Resta da dimostrare Imr = F”.

Sappiamo che f = a(z —a1)...(x — a,) dove a € K e a1,...,a, sono gli zeri di f in F. Abbiamo
F =K(o,...,a,) e Imm = K'(7(a1),...,7(ap,)). Come nel Lemma, ¢ e 7 inducono omomorfismi di
anelli

7:K[z] > K'lx] e 7:Flz]— L[z].

Si noti che 7 |g[;= &.

Allora ' = &(f) = 7(f) = T(a(x — a1)...(x — ayp)) e poiché 7 & un omomorfismo, abbiamo [’ =
T(@)T(z—a1)) ... 7((x—ap)) = o(a)(x—7(a1)) ... (x —7(wn)) € L[z]. Dunque vediamo che gli zeri di f’
sono 7(ay),...,7(a,) € Im7 e percid Imr = F’. Concludiamo che 7 ¢ un omomorfismo con le proprieta
desiderate. O
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10.5 Estensioni normali.
Un’estensione K C F' ¢ detta normale se
1. K C F e un’estensione algebrica;

2. per ogni a € F il polinomio minimo f € K[z] di a su K ¢& prodotto di fattori lineari in F[z], cioe
f=alz—aq)...(z — ay)

cona € K,ay,...,anp € F.

10.6 Esempi.

(1) Ogni estensione di grado 2 ¢ normale.
Infatti

(2) Sia p un numero primo. Allora Q C Q(y/p) e Q(\/p) C Q(¥/p) sono estensioni normali, ma Q C Q(y/p)
non & normale.
Infatti

(3) Se K C F & un’estensione normale e K C L C F & un campo intermedio, allora L C F' ¢ normale.
(Esercizio 21)

10.7 Teorema.

Sia K C F un’estensione. K C F & un’estensione finita e normale se e solo se I’ & campo di riducibilita
completa di un polinomio non costante f € K|[z].

DIMOSTRAZIONE :
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10.8 Corollario.

11

SEPARABILITA

Sia K C F un’estensione finita e normale. Se «, (3 € F possiedono lo stesso polinomio minimo su K,

allora esiste un automorfismo 7 : F' — F tale che 7(a) = f e 7 |xk=idk.

DIMOSTRAZIONE :

11 Separabilita

A. LA CARATTERISTICA DI UN CAMPO.

11.1 La caratteristica di un campo.

(1) Dato un campo K, consideriamo ’omomorfismo di anelli

g +1x + ...+ 1k sen>1

\II:Z—>K,nn—>n~1:{0K sen =20
—1g—1g—...—1g sen<O0

n

Se U ¢ iniettivo, allora Ker¥U = 0 e diremo che il campo K ha caratteristica 0.

Se ¥ non ¢ iniettivo, allora Ker¥ = (m) per un numero m € Z.
Verifichiamo che m & un numero primo:
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Dunque Ker¥ = (p) per un numero primo p e diremo che K ha caratteristica p.

OSSERVAZIONE: In un campo K di caratteristica p # 0 si ha:

(1) Se 0 £ x € K e m € Z, allora mx = O se e solo se m € pZ.
Infatti

(2) (z+y)P = 2P 4+ yP per tutti gli z,y € K.
Infatti

(3) L’applicazione ¢ : K — K, x — aP & un monomorfismo, detto omomorfismo di Frobenius.
Infatti

11.2 Esempi
(1) Q,R,C hanno caratteritica 0.

(2) Se p ¢ un numero primo, allora Z/pZ e il campo delle funzioni razionali Z/pZ(x) sono campi di
caratteristica p.

(3) Ogni campo finito ha caratteristica p # 0.
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11.3 Teorema

Per un campo K consideriamo il piu piccolo sottocampo di K
P= ﬂ{L | L & un sottocampo di K }.

Siha P={(n-1g)(m-1x)~t | n,m € Z}. Inoltre
char K = 0 se e solo se P = Q,
char K = p se e solo se P = Z/pZ.

DIMOSTRAZIONE :

11.4 Corollario: la cardinalita di un campo finito.

Se K & un campo finito, allora esistono un numero primo p e un numero n € N tali che | K| = p™.

DIMOSTRAZIONE :

B. MOLTEPLICITA DEGLI ZERI.

11.5 Molteplicita degli zeri.

Siano F un campo, f € F[z] un polinomio e o € F uno zero di f. Diremo che « & uno zero di molteplicita

n se il polinomio f ¢ divisibile per (z — a)™, ma non per (z — o)™ 1.

11.6 La derivata formale di un polinomio.

Sia K un campo. L’applicazione
D : Rlx] — R[z], f = Zaixi — Df = Zz artTt
i=0 i=1

detta derivata formale, & una derivazione dell’anello R[z], cio¢ soddisfa per f,g € Rx]:
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1. D(f+g9)=Df+ Dg

2. D(fg)=D(f)g+ [D(g)

11.7 Proposizione.

Siano F un campo, f € F[z] un polinomio e « € F'. Allora « & uno zero di f di molteplicita > 1 se e solo
se & uno zero comune a f e D(f).

DIMOSTRAZIONE : =: Supponiamo che f = (z — a)?g. Allora D(f) =2(z — a)g+ (x — a)?> D(g) &
divisibile per (z — «) e quindi & & uno zero comune a f e D(f).

<: Poiché « & zero di f, abbiamo f = (x — a)g con g € K[z]. Poiché « & zero di D(f), sappiamo che
(r — ) divide anche D(f) = g + (x — «) D(g) e quindi anche g. Ma allora f & divisibile per (r — «)2. O

11.8 Teorema.
Siano K un campo e f € K[z] un polinomio di grado n > 0. Sono equivalenti i seguenti enunciati.

(1) Non esiste estensione K C F'in cui f abbia zero di molteplicita > 1.

(2) Esiste un’estensione K C F nella quale

f=alx—aq)...(z — an)
con a € K ed elementi distinti aq,...,0, € F.

(3) f e D(f) sono polinomi coprimi in K[x].

Se f & irriducibile, (1) - (3) sono inoltre equivalenti a

(4) D(f) # 0.

DIMOSTRAZIONE :
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11.9 Polinomi separabili.

Siano K un campo e f € K[z] un polinomio di grado n > 0. Se f & irriducibile, diremo che f & separabile
quando soddisfa gli enunciati equivalenti del Teorema 11.8. In generale, diremo che f & separabile se lo
sono tutti i suoi fattori irriducibili.

11.10 Esempi.

(1) Lipotesi “irriducibile” in 11.8 ¢ indispensabile: ad esempio, il polinomio f = (x —1)? € Q[xz] soddisfa
Df =2(x — 1) # 0 pur avendo uno zero di molteplicita 2.
(2) Su un campo K di caratteristica zero ogni polinomio non costante ¢ separabile:

(3) 11 polinomio 2% — 1 = (z — 1)(z + 1) € Q[z] ¢ separabile. Ma in Z/2Z[x] abbiamo 2% — 1 = (z — 1)
con uno zero di molteplicita 2, e infatti D(z? — 1) = 2z = 0.

(4) Se f1,..., fn € K|z] sono polinomi non costanti, allora f = f; -...- f, & separabile se e solo se lo
sono tutti gli f;, vedi Esercizio 21.

(5) Un polinomio separabile f € K[z] & separabile anche in qualsiasi estensione K C F.

Infatti se f = f1-...- fn & una scomposizione in fattori irriducibili in K[z] e g & un fattore irriducibile di
fin Flz], allora f1-...- f, € (g) ed, essendo (g) un ideale primo di F[z] per 6.3 e 6.12, possiamo dedurre
che esitste un i tale che f; € (g), cio¢ g | f; in F[x]. Ma allora non puo esistere un’estensione di F' in cui
g abbia zeri di molteplicitd > 1. Quindi g & separabile in F[z] e concludiamo che f & separabile in F[x].

C. ESTENSIONI SEPARABILI.

11.11 Campi perfetti.

Un campo K & detto perfetto se ogni polinomio non costante f € K|[z] & separabile.

11.12 Teorema.

Un campo K di caratterstica p # 0 & perfetto se e solo se 'omomorfismo di Frobenius
p: K— K, x—2P

¢ suriettivo (e quindi biiettivo).
DIMOSTRAZIONE :
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11.13 Estensioni separabili.

Sia K C F un’estensione. Un elemento o € F' & separabile su K se « ¢ algebrico su K e il suo polinomio
minimo su K & separabile. Se ogni @ € F' & separabile su K, diremo che l'estensione K C F & separabile.

OSSERVAZIONI:

(1) Ogni estensione algebrica di un campo perfetto & separabile.
(2) Ogni campo di caratteristica zero € perfetto (vedi 11.10 (2)).
(3) Ogni campo finito & perfetto per il Teorema 11.12.

(4) Dato un campo intermedio K C L C F, si ha che K C F' ¢ separabile se e solo se lo sono K C L e
L C F (Esercizio 21).

11.14 Esempio: un’estensione algebrica non separabile

Per un numero primo p consideriamo il campo delle funzioni razionali K = Z/pZ(x) su Z/pZ. Sappiamo
che K & un campo infinito di caratteristica p.

Verifichiamo che K non & perfetto: Prendiamo il polinomio f = y? — x € K[y], interpretato quindi come
polinomio primitivo nell’indeterminata y sull’anello K. Poiché x & un elemento irriducibile di Z/pZ[z],
si vede con un argomento analogo a 8.10(3) che f & irriducibile su Z/pZ[z], e quindi per 8.7 anche sul
campo dei quozienti K = Q(Z/pZ|x]). Poiché D(f) = py?~! = 0, concludiamo che f non & separabile.

Pertanto il campo di riducibilita completa F' di f su K & un’estensione finita e normale che non &
separabile.



o6 12 CAMPI INTERMEDI E SOTTOGRUPPI

Parte V

TEORIA DI GALOIS

12 Campi intermedi e sottogruppi

12.1 11 campo fisso.

Sia F' un campo.

(1) L’insieme degli automorfismi ¢ : F — F forma un gruppo AutF rispetto alla composizione di
applicazioni, detto gruppo degli automorfismi di F.

(2) Se G < AutF & un sottogruppo, allora 'insieme

Fixp(G) ={a € F | p(a) = a per ogni ¢ € G}

¢ un sottocampo di F', detto campo fisso di G in F.
DIMOSTRAZIONE :
Per (1) vedi I’ Esercizio 1. Verifichiamo (2):

OSSERVAZIONE : Sia K = Fixp(G) C F. Per ogni sottogruppo H < G si ottiene un campo
intermedio K C L =Fixp(H) C F.

12.2 Lemma.

Dati due campi K, F, I'insieme KT di tutte le applicazioni F — K forma uno spazio vettoriale su K
rispetto alla somma di applicazioni e alla moltiplicazione per uno scalare

kE-f:F—>K, z—k- f(zx).

I monomorfismi ¥ — K formano un insieme linearmente indipendente di K.
DIMOSTRAZIONE :
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12.3 Lemma di Dedekind.
Siano K, F' due campi con n monomorfismi distinti ¢1,...,¢, : FF — K. Allora
L={aeF | ¢i(a) =p2(a) =... = gn(a)}

& un sottocampo di F con [F : L] > n.

DIMOSTRAZIONE :

12.4 La traccia di un gruppo finito.

Siano F' un campo e G < AutF un sottogruppo finito. L’applicazione

T:F—>F,a»—>Z<p(a)
peG

¢ detta traccia di G in F. Si ha Im7 = Fixp(G).

DIMOSTRAZIONE :

12.5 Teorema di Artin.

Siano F' un campo e G < AutF un sottogruppo finito di n elementi. Allora

[F: Fixp(G)] = n.

DIMOSTRAZIONE :

o7
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12.6 Il gruppo di Galois.

Sia K C F un’estensione di campi. Allora 'insieme
Gal(F/K)={¢ € AutF | v(a) =aperognia € K} ={p € AutF | ¢ |g=id}

& un sottogruppo diAutF, detto gruppo di Galois di F su K.

OSSERVAZIONI

(1) Per ogni estensione finita K C F si ha che | Gal(F/K) | divide [F : K].
(2) Se K C L C F ¢ un campo intermedio, allora Gal(F/L) < Gal(F/K).
DIMOSTRAZIONE :

12.7 Esempi.

(0) Sia F' un campo e sia P = ({L | L & un sottocampo di F'} il pit piccolo sottocampo di F' come in
11.3. Allora Gal(F/P) = AutF.

(1) Sia d € Z\ {0, 1} prodotto di numeri primi distinti e sia F = Q(v/d). Allora Gal(F/Q) = AutF & un
gruppo di ordine 2.



12.8 Teorema.

'(2) Sia F = Q(+¥/2). Allora AutF = {id}.

12.8 Teorema.

Siano F' un campo e G < AutF un sottogruppo finito. Allora

Gal(F/Fixp(Q)) = G.

DIMOSTRAZIONE :

13 Estensioni di Galois

13.1 Teorema e Definizione.

Per un’estensione di campi sono equivalenti i seguenti enunciati:

99
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1. Esiste un sottogruppo finito G < AutF tale che K = Fixp(G).

2. K C F & un’estensione finita con Fixp(Gal(F/K)) = K.

3. K C F & un’estensione finita di grado [F: K] =| Gal(F/K) |.
Un’estensione di Galois € un’estensione K C F' che soddisfa queste proprieta.

DIMOSTRAZIONE :

13.2 Esempi

(1) Se d € Z & prodotto di primi distinti, allora Q C Q(v/d) & un’estensione di Galois.

(2) Q Cc Q(¥/2) non & un’estensione di Galois.

(3) Se F' & un campo finito e P ¢ il piu piccolo sottocampo di F, allora P C F' & un’estensione di Galois
e AutF & generato dall’omomorfismo di Frobenius.

Infatti

13.3 Calcolo del polinomio minimo

Sia K C F un’estensione di Galois con gruppo di Galois G = Gal(F/K), esia« € F. Siano ay,...,a, € F
gli elementi distinti dell’insieme {p(a) | ¢ € G}. Allora

f= H(x —a;)
i=1

¢ il polinomio minimo di a su K.

DIMOSTRAZIONE :
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13.4 Teorema

Sono equivalenti i seguenti enunciati per un’estensione K C F'.
1. K C F & un’estensione di Galois.
2. K C F & un’estensione finita, normale e separabile.

3. F e campo di riducibilita completa di un polinomio separabile f su K.

DIMOSTRAZIONE :

61
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13.5 Lemma

Sia K C F un’estensione di Galois con G = Gal(F/K). Se K C L C F & un campo intermedio, allora
anche L C F & un’estensione di Galois e per H = Gal(F/L) siha [L: K] =[G : H], dove [G: H] &
Iindice di H in G, ovvero il numero di laterali di G modulo H.

DIMOSTRAZIONE :
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13.6 Teorema Fondamentale della Teoria di Galois

Sia K C F un’estensione di Galois con G = Gal(F/K). Siano inoltre
L Vinsieme di tutti i campi intermedi K C L C F e
‘H l'insieme di tutti i sottogruppi H < G.

Le applicazioni
Gal: L —H, L — Gal(F/L)

Fix: H — L, H — Fixp(H)

definiscono corrispondenze biunivoche reciprocamente inverse tra £ e H che invertono 'ordine dato
dall’inclusione. Inoltre, per ogni campo intermedio K C L C F si ha

(a) L C F & un’estensione di Galois.
(b) Se H = Gal(F/L), allora [L: K] =[G : H], e i seguenti enunciati sono equivalenti:

(¢) K C L & un’estensione di Galois.
(a) H & un sottogruppo normale di G.

(b) ¢(L) C L per ogni ¢ € G.

Se valgono (a) - (c), allora Gal(L/K) = G/H.

DIMOSTRAZIONE :
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13.7 Esempio

Siano p, ¢ due primi distinti. Sappiamo per 'Esercizio 24 che F' = Q(,/p, \/q) = Q(a) con oo = /p + \/q
¢ un’estensione di Galois di grado 4 con AutF = Gal(F/Q) = {id, 1, p2, 3} isomorfo al gruppo di Klein.
Abbiamo

¢1(v/P) = =D e ¥1 o= id,

P2(v/2) = =@ e ¢2 loyp=1id, e

¢3(vP) = =P e p3(\/a) = —/4-

AutF ha esattamente tre sottogruppi non banali
H,=<y;> 1=1,23.
Questi sottogruppi corrispondono per 13.6 a tre campi intermedi L; = Fixp(H;), che sono precisamente

Ll = Q(\/a)a L2 = Q(\/ﬁ)v L3 = Q(\/ZTQ)

e L; C F sono estensioni di Galois di grado [G : H; ] = 2.
Possiamo usare 13.3 per calcolare i polinomi minimi di « su Lj.
Peri=1 sihax272\/§x+qu,

per i =2 si hax2—2\/]5x+p—q,

per i =3 siha 22 — (p+ ¢ + 2,/pq).

Si noti che AutF' ¢ un gruppo abeliano, quindi gli H; sono suoi sottogruppi normali e pertanto

Q c Q(y/p), Q c Q(/7), Q C Q(\/pq) sono estensioni di Galois.
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Parte VI

APPLICAZIONI DELLA TEORIA DI GALOIS

14 Campi finiti

14.1 Lemma

Sia F' un campo finito. Allora esistono un numero primo p e un numero naturale n € N tali che F' possiede
p" elementi e zP" = x per ogni x € F.

DIMOSTRAZIONE

14.2 Teorema di classificazione dei campi finiti

1. Per ogni numero primo p e ogni n € N esiste un campo F' di p" elementi.

F = GF(p") ¢ detto campo di Galois di ordine p" e si ottiene come campo di riducibilita completa
del polinomio f = z?" — z su Z/pZ.

2. Ogni campo finito & isomorfo a un campo di Galois GF'(p™).

DIMOSTRAZIONE
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14.3 Proposizione
Sia F' un campo di p” elementi con un numero primo p e un numero naturale n € N.
1. Se L & sottocampo di F', allora | L |= p™ dove m ¢ un divisore di n.

2. Per ogni divisore positivo m di n esiste uno e un solo sottocampo L di F' di p" elementi. Si ha

L={zeF |2t =2z}

DIMOSTRAZIONE
(1) charL = p, quindi | L |= p™ perun m € N, ese t = [F : L], allora F = L e p" =| F |= p™, quindi
n = mt.

(2) Se P ¢ il pi‘u piccolo sottocampo di F, allora P C F' & un’estensione di Galois il cui gruppo di Galois
G =< ¢ > ¢ generato dall’lomomorfismo di Frobenius ¢, vedi 13.2(3). Inoltre | G |= [F : P] = n.
Dato un divisore positivo m di n, consideriamo il sottogruppo H =< ¢™ > e il corrispondente campo
intermedio K C L = Fixp(H) = {x € F | ?" = x}. Abbiamo [L : P] = [G : H] = % = m, quindi
| L |=p™.

Unicita: ogni altro sottocampo L' di F' & un campo intermedio P C L' C F, ese | L' |= p™, allora
L'={x € F | z?" =z} per 14.1, quindi L' = L.

14.4 Lemma
Ogni sottogruppo finito del gruppo moltiplicativo (F'\ {0},-) di un campo F & ciclico.
DIMOSTRAZIONE
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14.5 Teorema dell’elemento primitivo

Per ogni estensione finita e separabile K C F esiste a € F tale che

F = K(a)

In particolare, per ogni campo finito F' = GF (p™) esiste o € F' tale che

F={0,1,0,0%,..., ap"_Q}

DIMOSTRAZIONE

14.6 Corollario

Su un campo finito K esiste un polinomio irriducibile di grado m per qualsiasi m € N.

DIMOSTRAZIONE
Sia | K |= p' e sia F il campo di riducibilita completa del polinomio 2™ — 2z su K. Allora K C F ¢
un’estensione di grado m, perché per il pit piccolo sottocampo P = Z/pZ di K si ha

PCKCF

con [F: Pl =mt e [K : P] =t. Sappiamo inoltre che F = K(«a) per un « € F. Il polinomio minimo di
a su K & quindi un polinomio irriducibile in K[z] di grado m. O
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15 Risolubilita per radicali

Motivazione

Gli zeri di un polinomio
f=xz®+a1z+ ag

di grado 2 su Q si determinano con una formula

ai a1

o] = —— — — Qg
2 4
ai a12

Qg = —— —\/|— —ag
2 4

in cui intervengono solo le quattro operazioni e radici quadrate.
Formule analoghe, anche se pit complicate, si hanno per i polinomi di grado 3 e 4.
Vedremo perd che ¢id non vale per i polinomi di grado n > 5 (Teorema di Abel e Ruffini, 1826).

15.1 Lemma e Definizione

Siano n € N e K un campo la cui caratteristica non divide n. Sia inoltre K,, il campo di riducibilita
completa di f = 2™ —1su K. Gli zeri di f si chiamano radici n-sime dell’unitd e formano un sottogruppo
ciclico B, (K) di (K, \ {0}, -) di ordine n.

DIMOSTRAZIONE

15.2 Lemma e Definizione

Siano n € N e K un campo la cui caratteristica non divide n. Sia inoltre @ € K \ {0} e sia F' il campo di
riducibilita completa di f = 2™ — a su K. Gli zeri di f si chiamano radici n-sime di a.
Sia a una radice n-sima di a. Allora

1. F contiene E,(K) = {20 = 1, z1, ..., zn—1} € quindi un campo di riducibilitd completa K, di
" —1su K.
2. {a, z1, ..., 2,1 a} & linsieme delle radici n-sime di a.

3. F=K,(a) e K C F ¢ un’estensone di Galois.

4. Se E,(K) C K, allora F' = K(«) e Gal(F/K) ¢ un gruppo ciclico.
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DIMOSTRAZIONE

Supponiamo adesso che charK = 0.

15.3 Definizione

Dato un polinomio non costante f € K[z] su un campo K, diremo che l’equazione f(x) = 0 ¢ risolubile
per radicali su K se esiste un’estensione K C F' con le seguenti proprieta.

1. f & prodotto di fattori lineari in F[x].
2. K C F ¢ un’estensione per radicali, cioe¢ esiste una catena di campi intermedi

K=ILysclLiCcl,C...L,=F

tali che ogni L; & di forma
Li=Li 1(a;)

dove o; € una radice n;-sima di un elemento di L;_1.

15.4 Osservazioni

(1) Nella definizione 15.3 possiamo assumere senza perdita di generalita che K C F & anche un’estensione
di Galois.
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(2) Se E,(K) C K per ogni n € N, allora nella situazione di (1) si hanno estensioni di Galois L; C F'
i cui gruppi di Galois

formano una catena finita di sottogruppi
{id} =H, <H, 1 <---<Hy <H <G=Gal(F/K)
con le proprieta
1. H; & sottogruppo normale di H;_ 1,

2. il gruppo quoziente H,; 1 /H; = Gal(L;/L;_1) & abeliano.

15.5 Definizione
Un gruppo G si dice risolubile se esiste una catena finita di sottogruppi
{e} =Ny <Ny 1 << N2 <N <G
con le proprieta
1. N; e sottogruppo normale di N;_q,

2. il gruppo quoziente N;_1/N; ¢ abeliano.

15.6 Proposizione

Sia G un gruppo risolubile. Allora sono risolubili anche ogni sottogruppo H < G e ogni gruppo quoziente
G/N (dove N & un sottogruppo normale). (Esercizio 26, vedi 16.5)

15.7 Definizione

Dato un polinomio non costante f € K[z] su un campo K, il gruppo di Galois di f su K indica il gruppo
Gal(f/K) = Gal(F/K) dove F & un campo di riducibilita completa di f su K.
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15.8 Teorema (Galois)

Per un polinomio non costante f € K[z] su un campo K sono equivalenti i seguenti enunciati.
1. L’equazione f(x) = 0 ¢ risolubile per radicali su K.

2. Gal(f/K) & un gruppo risolubile.

DIMOSTRAZIONE
(1) = (2) : Per 15.4 possiamo supporre che esista un’estensione di Galois K C F' tale che

(i) f & prodotto di fattori lineari in Flz] e
(ii) si ha una catena di campi intermedi
K=ILy,clLicLy,c...L,,=F

di forma

Li=Li_1(a;)
dove «; € una radice n;-sima di un elemento di L;_1.

Per (i) sappiamo che F' contiene un campo di riducibilita completa L di f su K. Poiché K & un campo
perfetto (charK = 0), il polinomio f & separabile e quindi K C L ¢ un’estensione di Galois. Abbiamo
dunque un campo intermedio K C L C F con

Gal(f/K) = Gal(L/K) = Gal(F/K)/Gal(F/L)

per il Teorema Fondamentale 13.6, e quindi basta verificare che Gal(F'/K) ¢ risolubile, vedi 15.6.
Nel caso in cui F,(K) C K per ogni n € N l'enunciato segue direttamente da 15.4.

Nel caso generale procediamo per induzione su m.

m = 0: in questo caso F = K, quindi Gal(F/K) = {id} & risolubile.

m — m + 1 : consideriamo estensione K = Ly C L1 = K(«y) ponendo n = ny, quindi oy ¢ una radice
n-sima di un elemento di K. Per ricondurre la situazione al caso considerato sopra aggiungiamo a K
le radici n-sime dell’unitd. Poniamo quindi K’ = K,, = K(¢) dove ¢ & una radice primitiva dell’unita,
ossia un elemento generatore del gruppo ciclico E,, (K), e sostituiamo I’estensione K C F' con ’estensione
K' =K, C F'=F(().

(a) Si dimostra che K C F, K C K', F C F' ¢ K’ C F’ sono tutte estensioni di Galois.

(b) Considerando il campo intermedio K C F' C F’, deduciamo da (a) con 13.6 che

Gal(F/K) = Gal(F'/K)/Gal(F'/F)
quindi sempre per 15.6 basta dimostrare che
G = Gal(F'/K)

e risolubile.
(¢) Abbiamo una catena di campi intermedi

KCcK =K, CKy(a1) C Kp(az) C...Ky(ay,) =F'
e ponendo L = K,,(a1) sappiamo per 'ipotesi induttiva che

H = Gal(F'/L)
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¢ un gruppo risolubile. Sappiamo inoltre che K/ = K,, C L = K, («1) & un’estensione di Galois il cui
gruppo di Galois Gal(L/K') ¢ ciclico (vedi 15.2), e si dimostra che K C K’ = K(() ¢ un’estensione di
Galois il cui gruppo di Galois Gal(K'/K) & abeliano.

(d) Applicando il Teorema Fondamentale 13.6 ai campi intermedi

K cLcF
si ottiene che
G’ = Gal(F'/K")

ha un quoziente G'/H = Gal(L/K') ciclico e pertanto risolubile. Poiché anche H & risolubile, deduciamo
da 16.5 che G’ ¢ risolubile. Applicando il Teorema Fondamentale 13.6 ai campi intermedi

KcK cF

vediamo che G/G’ = Gal(K'/K) & abeliano e pertanto risolubile, e deduciamo sempre da 16.5 che G &
risolubile.

(2) = (1): Sia L un campo di riducibilita completa di f su K. Poiché K & un campo perfetto (charK = 0),
il polinomio f & separabile e quindi K C L & un’estensione di Galois. Per ipotesi G = Gal(L/K) &
risolubile.

(a) Si dimostra che la catena di sottogruppi normali di G con quozienti abeliani

{e}=Np <Np1 <...<N <G

puo essere scelta tale che ogni quoziente N;_1/N; sia addirittura ciclico di ordine primo p;.
(b) Ponendo L; = Fixy,(IV;) si ottiene una catena di campi intermedi

K=KyclLyc...cL, 1CL,=L

dove ogni L; C L & un’estensione di Galois con gruppo di Galois N;. Inoltre il fatto che N; sia un
sottogruppo normale di N;_; implica per il Teorema Fondamentale 13.6 che anche ogni L, 1 C L; &
un’estensione di Galois il cui gruppo di Galois Gal(L;/L;—1) = N;_1/N; & ciclico di ordine primo p;.

(c) Si dimostra che ogni estensione di Galois L’ C L’ il cui gruppo di Galois Gal(L”/L’) & ciclico di
ordine primo p dev’essere di forma L' = L”(a)) dove « & una radice p-sima di un elemento di L”.

Ma allora abbiamo verificato che ’equazione f(x) = 0 & risolubile per radicali. O

16 Gruppi risolubili

16.1 Esempi
(1) Ogni gruppo abeliano & risolubile: si scelga {e} < G.

(2) S5 & risolubile:
{id} < A3 < S3

¢ una catena di sottogruppi normali dove i quozienti A5 = Z/37 e S5/A3 = 7/2 7 sono tutti abeliani.
(3) Sy & risolubile:
{id}§V§A4§S4

¢ una catena di sottogruppi normali dove i quozienti V, A,/V = Z/37Z e S4/A4 = Z/27Z sono tutti
abeliani.
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16.2 Definizione

Sia G un gruppo. Per a,b € G il commutatore di a e b & I’elemento
[a,b] = aba "t b~*
11 sottogruppo di G generato da tutti i commutatori [a, b] si denota con
K(G) =< {[a,b] | a,be G} >

ed & detto sottogruppo commutatore di G.
Per iterazione definiamo

K@) = K(K'(G))

16.3 Proprieta del sottogruppo commutatore

Sia G un gruppo.
1. G ¢ abeliano se e solo se K(G) = {e}.

2. Per ogni omomorfismo di gruppi f : G — G’ e per ogni n € N si ha f(K"(G)) ¢ K"(G).
Se f & suriettivo si ha addirittura f(K™(G)) = K™(G").

3. K™(G) & un sottogruppo normale di G per ogni n € N.

4. K(G) ¢ il pin piccolo sottogruppo normale N di G tale che G/N sia abeliano.

DIMOSTRAZIONE
(1) per definizione.

(2) Basta dimostrare 'enunciato per n=1. Un elemento di K(G) & di forma
[al, bl] ce [ag, bg} NN [an, bn]

eperogni 1 <i<nsiha

F(laibi]) = flai) f(bi) flai) " ()71 = [f(ai), £(bi)]

Quindi f(K(G)) C K(G’). Analogamente si dimostra ’altra inclusione quando f & suriettivo.

(3) Sia a € G. Per I'automorfismo f : G — G, x — axa™! abbiamo a K"(G)a~! = f(K"(G)) = K"(G)
per (2), quindi K™(G) & un sottogruppo normale di G.

(4) G/K(G) & abeliano: poiche ab(ba)™! = [a,b] € K(G) si ha aK(G) bK(G) = bK(G) aK (G) per tutti
gli elementi a,b € G. Se inoltre N & un sottogruppo normale tale che G/N sia abeliano, allora per tutti
gli elementi a,b € G abbiamo aNbN = bNaN in G/N, ovvero [a,b] = ab(ba)™! € N, che dimostra
K(G) C N.
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16.4 Teorema

Un gruppo G ¢ risolubile se e solo se esiste un n € Ny tale che K"G = {e}.

DIMOSTRAZIONE
<: Per 16.3 (3) e (4)

{e}=K"(G)< K" ' (G)<...<K*G)<K(G) <G

€ una catena di sottogruppi normali con quozienti abeliani.
=: Sia

{e} =N, <Ny 1 < <N, <N <G
una catena di sottogruppi tale che N; & sottogruppo normale di N;_; e il gruppo quoziente N;_1/N; &
abeliano per ogni 1 < i < n. Procediamo per induzione su n.
n = 1:in questo caso G & abeliano, quindi K(G) = {e}.
n — n+ 1 : per l'ipotesi induttiva esiste m € N tale che K™ (N;) = {e}. Inoltre K(G/N1) = {eg/n,}
poiché G/N; ¢ abeliano. Applicando 16.3 (2) all’omomorfismo v : G — G/N; vediamo che v(K(G)) =
{ec/n, }, quindi K(G) C Kerv = Ny e percid K™H(G) € K™(Ny) = {e}.

16.5 Corollario

Sia GG un gruppo risolubile. Allora sono risolubili anche ogni sottogruppo H < G e ogni gruppo quoziente
G/N (dove N ¢ un sottogruppo normale). Inoltre G ¢ risolubile se (e solo se) esiste un sottogruppo
normale N tale che N e G/N sono risolubili.

DIMOSTRAZIONE

Sia K"(G) = {e}. Applicando 16.3 (2) all'immersione H — G e all’epimorfismo canonico v : G — G/N
si ottiene K" (H) = {e} e K"(G/N) = {eg/n }-

Dato infine un gruppo G con un sottogruppo normale N tale che N e G/N sono risolubili, si procede
come nella dimostrazione del passo induttivo in 16.4 per concludere che G ¢ risolubile.

16.6 Corollario

Per n > 5 il gruppo S,, non & risolubile.

DIMOSTRAZIONE

(i) Verifichiamo che se N & un sottogruppo normale di S,, che contiene tutti i 3-cicli, anche K (N) contiene
tutti i 3-cicli: infatti N deve contenere a = (123) e b = (145) (stiamo usando n > 5), quindi K (V) contiene

[a,b] = (123) (145) (321) (541) = ( ; i 2 le 2 Z ) = (124). Inoltre, essendo un sottogruppo
normale, K (N) deve contenere anche o' (124) o per tutte le permutazioni ¢ € S,,. Allora ogni 3-ciclo
(ryz) con x,y,z € {1,...,n} appartiene a K () poiché possiamo scrivere (ryz) = o~1 (124) o scegliendo

una permutazione o con o(1) = z,0(2) = y,0(4) = z, vedi Esercizio 23(a).
(ii) Poiché G = S,, contiene tutti i 3-cicli, deduciamo da (i) che K (G) contiene tutti i 3-cicli, quindi anche
K?(@G), anche K3(G),. .., anche K"(G) per qualsiasi n € N. Da 16.4 segue che G non & risolubile.

17 Risolubilita del polinomio generale di grado n

Sia K un campo di caratteristica 0.
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17.1 Proposizione

Siano f € K|[z] un polinomio non costante, L il campo di riducibilita completa di f su K e n il numero
di zeri distinti di f in L. Allora Gal(f/K) & isomorfo a un sottogruppo di S,.

DIMOSTRAZIONE

17.2 Teorema
Per qualsiasi polinomio non costante f € K[z] di grado < 4 Pequazione f(x) = 0 & risolubile per radicali.

DIMOSTRAZIONE

17.3 Definizione
(1) Per n € N definiamo ricorsivamente

Klxy, x9) = K[x1] [2]

Klzy,...xy) = K[z1, ..., Tp—1][xs]
Uanello dei polinomi Klx1,...x,] su K nelle variabili z1, ..., 2,. I suoi elementi sono espressioni di forma

— E i1 7
p= a’(ilv---ain) L1 ‘TTZL
(215eenin)ET
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dove I C Ng™ & un sottoinsieme finito e a,, ... ;,) € K \ {0}.

(2) Il campo dei quozienti F = Q(R) = K(x1,...x,) di R = K[z1,...xz,] & detto campo delle funzioni
razionali su K nelle variabili z1, ..., z,.

(3) Ogni permutazione o € S,, definisce un automorfismo & di F:

p(xla s axn) N p(xd(l)a < '7m0'(n))

6:F—F,
Q(xla cee 7xn) q(xa(l)v cee 7xa(n))

)

B:
q

Possiamo quindi interpretare S,, come sottogruppo di AutF e considerare L = Fixp(S,,). Gli elementi di
L sono detti funzioni razionali simmetriche nelle variabili x1,...,x,.

17.4 Esempio
Sian =2, quindi R = K[z,y], F = K(z,y), e Sy = {id, (12)}.

Per 0 = (12) € S; si ha 6(?;21/) = %, quindi Znyy ¢ Fixp(S2), mentre &(;—fy) = %, quindi
ZL-E’_I/ S FIXF(S2)

17.5 Definizione

I seguenti polinomi in R
S0 = 1

S1=x1+...+x,

So =T1Xo+T1T3+ ... +Tp_1Ty, = g T; Tj

i<j
S3 = E TiTj T
i<j<k
Sp =T1...Tp
sono funzioni razionali simmetriche dette funzioni simmetriche elementari nelle variabili xq, ..., x,.

17.6 Proposizione

Consideriamo il polinomio

f=a"—sia"  f s 2 (=) s, = Z(—l)k spa"F € Lix).
k=0

Allora
1. f=(@x—z1)(z—22)...(x — ).
2. F e campo di riducibilita completa di f su L.
3. L=K(s1,...,5n).

4. Gal(f/L) = S,.
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DIMOSTRAZIONE

17.7 Teorema (Abel - Ruffini)

L’equazione
p(z) =0

per il polinomio generale di grado n > 5 non ¢ risolubile per radicali.
Piu precisamente: Se K ¢ un campo di caratteristica 0 e

p=a"+az"  fax2" 2 +.. . +an 17 +a, € Kz],
allora nell’anello K(aq,...,a,)[z] si ha
1. il gruppo di Galois di p su K(a1,...,a,) € Sy,

2. Tequazione p(x) = 0 non & risolubile per radicali su K(aq,...,ay).

7



