Analisi II — Eserciziario

A cura di Grapulin Michele & Sabaini Alberto

EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE OMOGENEE
Risoluzione generaledi y'+p(t)-y=0

P(t)

Moltiplichiamo I'equazione per il fattore integrante e dove P(t) € una primitiva di p(t).

"yt plt)e e =00 S (e (1) =00 ey =Ce p(1)=C e

SOLUZIONE: y(f)=C-e "

Esercizi:
e y'+tan(f)-y=0

y(t)ZC'eff tan(t):C'elochos(t)l):C'COS(t)
o y'+2t-y=0

y(t):C'e_f =C.e™

EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE NON OMOGENEE

Risoluzione generaledi y'+p(t)-y=q(t) (*)

P(t)

Rappresentazione delle soluzioni:  y(#)=yp(¢)+C-e" " dove

y,(t) ¢&una particolare soluzione dell'equazione (*)

Per trovare una soluzione particolare usiamo il metodo di variazione della costante.
Cerchiamo una soluzione del tipo  y,(¢)=C(z)-¢”""

Imponiamo che ¥, (t)+p(t)-y=q(?)
calcoliamo  y,'(£)=C'(t)-¢ ""'=C (1) p(r)e " e sostituendo

C'(t)ye"=Clt) ple)e "+ Cl1)p(t)e =g ()= C (1) "=q1)

Integrando C'(¢) otteniamo C(t)=f q(1)e”"-dt che sostituita nella formula iniziale
yplt)=e"- [ q(t)e""-at

Le soluzioni dell'equazione allora sono:

SOLUZIONE: y(t)=e """ [ q(t)e""-dt+C-e™""
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Esercizi:
1

e y'+tan(f) y=—r
sint

dt:el()g(‘cos(”l).je_log(l(JOs l dt_|COS |J' dt2
sin (cost- smt)

—f tan (¢ ftan
yelt)= f sint

1 sin2t sin2t
2|cos (1 dit=2lcos(t)| | — 2 —~-dt=2cos ()| | ———— ——-dt
= 2|cos )|f (sin2t) [cos( )lf (cos2t-sin2t) oos )|.[ (1—cos’(2t)) -

pongo z=cos2t

:>—|COS(t)|f (liZZZ) -dt= _|C(;S<t)| ‘log ((l—z)-(1+Z)):M.log(l_zz):>

|Cozs |log(sm(2t =—|cos(#)log sin (2t))

quindi:
y(t)=—|cos(¢)|-log (sin(2t))+C e~ °&leosth)
o ' +2t-y=te’

—c/ 2t'f te el Xdi=c f te e dt

=¢ ' f te e dt+Ce"

EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE OMOGENEE
Risoluzione generaledi: y''+a-y'+b-y=0

Cerchiamo una soluzione del tipo  y(7)=¢” y'(f)=A-e” y''(1)=2A%e"
quindi sostituendo Ae'+a-de’+be"=0 o (A+ait+b)e=0 <
(A°+a-1+b)=0

e A>0
y(t):Cl-eA"-l-Cz-eA”

e A<O
(Am:(xiiﬁ)

y(t)=C,-e*"-cos(Bt)+C,e""sin(Bt)

e A=0
y(t)=Cl-e""+C2-1-¢™"
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Esercizi:

-1 3 -1 3
o V' '+y'+7y=0 11=7+3gi 12:7—3gi

1

_wn:e7%cfamo%;n+cfﬁm3%§n)
o ' '4+9y=0 A1,=31 1,=-31
y(t)=C-cos(3t)+C,-sin(3t)
o y'—T7y'+12y=0 1,=4 1,=3

y(f):CI'e‘h'i‘Cz'eS[

SISTEMI LINEARI DEL PRIMO ORDINE OMOGENEI
Risoluzione generale: ci si riconduce ad un'equazione del secondo quadro omogenea.

Esercizi:
°
x'=3x—6y=0
y'—=x—2y=0

x''=3x'+6y ' usando la seconda equazione x''=3x'+6x+12y ed esplicitando dalla

prima lay
si ottiene x''=3x'+2x'

x''=5x"=0

!

X X

=2

risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in x omogenea:
2
AT=541=0

i,=5 1,=0 percui x(¢)=C,e"+C,

deriviamola e poi andiamo a sostituire nella seconda equazione per trovare y(t)

X ’(t>:5 CI'GSt
o lo o G
y(t) 6C1 2C2 € 2
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x'""+x+4y=0
y''+3x+2y=0
x''=—x"'—4y' usando la seconda equazione x''=—x'+12x+8y ed esplicitando

dalla primalay
si ottiene x''=-3x'—10x

x'""+3x'—10x=0

!

—_X X
YTTY T,
risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in x omogenea:
22432 -10=0
A, ==5 A,=2 percui x(t)=C,-e+C,e™

deriviamola e poi andiamo a sostituire nella seconda equazione per trovare y(t)

X !<t):_5 Cl'e_5t+C2'62t

x'—6x—5y=0
y'+2x—8y=0

x''=6x"'+5y" usando la seconda equazione x''—6x'+10x—40y=0 ed esplicitando
dalla prima la y si ottiene x''—14x"+58x=0

x''—14x'+58x=0

x' 6
y=—7—>X

5 4

risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in x omogenea:
A2—14) +58=0

A =7-3i 1,=7+3i percui x(t)=e"-(C,-cos(3t)+C,-sin(3t))
deriviamola e poi andiamo a sostituire nella seconda equazione per trovare y(t)
x'(¢)=e"-(7C,-cos(3t)—C,-sin (3t)+7C,-sin (3t)+C,-cos(3t))
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y(t)=¢"-[C,-(cos(3t)—sin(3t))+C,-(sin (3t)+cos(3t))]

x(t)=e"(C,-cos(3t)+C,sin(3t))
y(t)=e"[C,-(cos(3t)—sin(3t))+C,-(sin (3t)+cos(3t))]

x'+3x—y=0
y'+x+3y=0

x'+3x"'—y"'=0 usando la seconda equazione x''+3x'+x+3y=0 ed esplicitando
dalla prima la y si ottiene x''+6x'+10x=0

x'""+6x"+10x=0

y=x'"+3x

risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in x omogenea:
22461 +10=0

A==3+i A,==3—i percui x(¢)=e¢>"(C,-cos(t)+C,-sin(z))
deriviamola e poi andiamo a sostituire nella seconda equazione per trovare y(t)
x'(t)=e">(=3C,-cos(t)—C -sin(¢)—3C,-sin(3t)+C,-cos(3t))

y(t)=e"-(—C,sin(z)+C,cos(t))

x(t)=e(C,-cos(t)+C,sin (1))
y(t)=e"(=C,-sin(t)+C,cos(t))

EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI ORDINE SUPERIORE AL SECONDO OMOGENEE

Risoluzione generale: Come per le equazioni del 2°ordine passiamo all'equazione algebrica
A 4a 2"+ b=0
prestando attenzione alla molteplicita delle soluzioni:

e con n radici distinte possiamo scrivere la y(t) nella forma:
y(t)ZCl-ei‘t+....+Cn-ei”t

e con n radici coincidenti (molteplicita di A uguale ad n), si puo scrivere y(t) nella forma:
y(t):CI'tO.eﬂyt—i—Cz.tl,ei1[+“.+Cn.ti'l*1'e).lt

e con k (k<n) radici coincidenti e n-k radici distinte, si puo scrivere y(t) nella forma:

y(t)zcl'fo'ej”[-l-cz'fl-ez'l+..-+Ck'tk_1-eZ‘t+Ck+1-e)“l
e negli altri casi si opera di conseguenza.
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Esercizi:
o y'''+y=0
(A +1)(A°=1 +1)
Ay==1  A,=1+iV3 A1,=1-iy3

y(t)=C,-¢"+C,e"cos(V31)-e'+C,-¢'sin (V3¢)

~

y(t)=C1+C2-eE-cos( 1)+ C3-ez-sin(

V(23) i (V23)
2 2

[ J y1V+2y”+y:0 lll’zzl. 13,4:_1.

y(t)=C,-cos(t)+C,sin(t)+Ct-cos(t)+C, t-sin(¢)

EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE NON OMOGENEE
METODO DELLA VARIAZIONE DI COSTANTI

Risoluzione generale: y''+a-y'+b-y=q(t)
Cerchiamo una soluzione del tipo  y(¢)=y,(t)+y,,,(t)

dove y,(t) & la soluzione particolare e y,,,(?) & la soluzione dell'equazione omogenea
associata.
Per il calcolo di  ,,,(#) sifaccia riferimento alle equazioni di 2°ordine omogenee.

Per il calcolo di  y,(t) utilizziamo il metodo di variazione delle costanti:
analizziamo solo il caso A>0 (per gli altri casi vedi la teoria)

Y, (1)=C,(1)e"'+C,(1)e"" v, "(1)=C,"(t)-e""+C\(1)-A, "' +C, " (1)e"'+C,(1)-A,e""

imponiamo  C,'(1)-¢"'+C,"(1)-¢"'=0 (*) quindi y,'(t)=C,(1)-A,e" +C,(1)A,e""
N ' Ayt 2 At ’ At 2 At

Y, (1)=C,"(t)}A,e" +C (1) A1 +C, (1) A, ¢™ +C, (1) Ale

sostituiamo in y''+a-y’'+b-y=¢q(t) le derivate trovate, ottenendo un'equazione nelle
due incognite C,'e C,’' . Mettendo a sistema con la posizione (*), troviamo i valori
C,'e C,' che verranno poi integrati, trovando la soluzione particolare dell'equazione non

omogenea.
C,'(t)e""+C,'(t)-e™'=0
Cl’Al-eA"+C2’?x2-eA2t=q(t)

Il sistema ammette un'unica soluzione (C,’,C,’) , da cui si ricava Cl(z):f c’
Cz(t)ZICZ’ e quindi y(t)ZCI(t)-eA‘t-i-Cz(t)-eA2’+C3-eA”+C4-eAzt
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Esercizi:
[ ]

x'=3x—6y=3t
y'—x—-2y=0

y''—x'=2y"'=0 usando la prima equazione y'’'—3x—6y—3t—2y’'=0 ed esplicitando
dalla seconda la x
si ottiene y'’'—5x'=3t

y''=5y'=3t

x=y'=2y

risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in y, omogenea:
A1=51=0

A,=0  A,=5 percui y, (1)=C,+C,¢"

variamo le costanti e deriviamo. Otteniamo un sistemain C," e C,’

C,'(1)+C,'(¢ )GSt—O
5¢M.C,'(t)=3t
C'=—31 C,'=—21
3. w3, 3
integrando C IOt e C,= ( 25 125)

3, 3 9

t)=3C,e"—2C +2—2t——
x(1)=3C,e R DY
3, 3 3
1)=C +Cye’ 1 — =t ———
Y(0)=Ci+Cre =0 =551 a3

METODO DEGLI ANNICHILITORI

Risoluzione generaledi y''+a-y'+b-y=q(t) con ¢(t) soluzione di un'equazione
differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti.

Cerchiamo I'equazione differenziale omogenea che ha come soluzione q(t) (ignorando eventuali
costanti moltiplicative). Troviamo le radici del polinomio caratteristico associato (siano ad
esempio 4,e4, ). Consideriamo le radici del polinomio caratteristico dell'equazione

omogenea y'’+a-y’'+b-y=0 (siano ad esempio 4 el, ).
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Distinguiamo due casi:

Caso non risonante: 4 ,el, sono diverseda 4,el,

Cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(t):a-e”er-ei“t se A;#1, ,oppure se
A;=4, (molteplicita 2) una soluzione del tipo yp(t):a~e”+b~t~ei’”

Caso risonante: 4 ,=4, ediverseda #,el,
le soluzioni sono combinazione lineare di ¢*' "' "' ™' . Le prime due sono
“annichilite” dall'equazione omogenea associata.

Quindi la soluzione particolare & del tipo yp(t)za-t-e)"t-i-b-eﬂ‘t

Esercizi:
[ ]

x'—2y=2¢
y'+x+3y=0

y''+x'+3y’'=0 usando la prima equazione  y'+2y+2e¢ ‘+3y'=0

—t

y''+3y ' +2y=—2e

x=—y'=3y

risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in y omogenea:
A24+30+2=0

_ — H - -2
il—_l 2,2——2 per cul yhom(t):Cle t—|—Cze t
Analizziamo |'equazione non omogenea associata:

y''+3y'+2y=—2¢ "
cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(t)zate_’ trovando facilmente a=-2
quindi y(t)=C,e”'+C,e ™ —2te" , calcoliamo la derivata
Yy (t)=—C,e”'—2C,e *—2e " +2te”"
Sostituendo nella seconda equazione troviamo x(t)

x(t1)=—2Ce'—C,e *+4te '+ 2¢ "
quindi:

x(1)==2C,e'—C,e "+4te '+ 2¢”"
y(t)=C,e”'+C,e " 2te”

x'+x+4y=¢
y'+3x+2y=1

»''+3x'+2y'=0 usando la prima equazione y'’'—3x—12y+3e'+2y'=0 ed
esplicitando dalla seconda la x si ottiene  y''+3y’'—10y=1-3¢
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y''+3y'—10y=1-3¢'
1,2 1

= —yp'-= +—
YTT Y T3y

risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in y omogenea:
A24+30—10=0

Ay=0 A,=2 percui y, (1)=C e "+C,e”
Analizziamo le due equazioni hon omogenee associate:
y''+3y'—10y=1
1
cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(t)=a e troviamo facilmente a=-— 1—0
y''+3y'—10y=—3¢’
1
cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(t):bet e troviamo facilmente bZE

- 1 1
y(t)=C,e St+C262t+zet— 10

Sostituendo nella seconda equazione troviamo x(t)

)c(t)ZCle_St—§Czem—%e’-i-li5
quindi:
st 4 1 ,, 6
x(t)ZCle St—ngeZt—Ee + 1—5
- 1 1
y(t)=C,e St+C262I+Ee’— 10
°
x'—6x—5y=e2t
y'+2x—8y=2

y''+2x'—8y '=0 usando la prima equazione y"+12x+10y+2ezt_8y '=0 ed
esplicitando dalla seconda la x si ottiene y''—14y ’+58y:—12—2e2t

y''—14y '+58y=—12—2¢"
x=— %y '+4y+1
risolviamo I'equazione differenziale di secondo grado in y omogenea:
27 —141+58=0

A, =T431 A,=7-31 percuiy, (r)=e"(C,cos(3t)+C,sin(3t))
Analizziamo le due equazioni non omogenee associate:

y''—14y '+58y=—12 (1)
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6
cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(t)za e troviamo facilmente a=-— E

y' =14y '+58y=—2¢" (2)

1
cerchiamo una soluzione particolare del tipo yp(t):be2t e troviamo b=-— 17
Quindi y(t)zeh-(Clcos(3t)+Czsin(3t))—Lem—i
17 29
Sostituendo nella seconda equazione troviamo x(t)
x(t)zle7tCl-[cos(3t)+3 sin(3t)]+le7tC2-[sin(3t)—3 cos(3t)]— ENCINEE
2 2 17 29
quindi:
x(t):l 7tC,-[cos(3t)+3sin(3‘[)]—i—lemCz-[sin(?ft)—3cos(3t)]— ieZt-i-i
2 2 17 29
. 1 6
y(t)=e7t-(Clcos(3t)+Czsm(3t))—1—7@2t— 29
° y!rr_le_8y1_12y2263t
A1=3 e A,z=—2
La radice del polinomio associato q(t) € A=3 quindi c'é risonanza.
Le soluzioni sono la combinazione lineare di ¢ ¢ (e t-e' . Le prime tre sono
“annichilite” dall'equazione omogenea associata.
Quindi la soluzione particolare € del tipo yp(t)za-t-e3t
2
Derivando e sostituendo nell'equazione generale troviamo a=§
_ _ 2
y(t)=C,e*+Ce " +C,te 2tJrgt-e3t
° y''—y=—¢" (1) -
1 3 1 3
risolviamo l'equazione associata 1°—1=0 4 =1 1,=— 5+i# A== E—i%

mentre abbiamo 4 ,=1 (lo zero dell'equazione che risolve q(t) )
quindi abbiamo molteplicita 2 per A =1 , e le soluzioni sono:

R I

e e *cos(—t) e Zsin(—1t) te
2 2
le prime 3 vengono “annichilite” dall'equazione omogenea associata, quindi cerchiamo

yp(t)zate’
v, (t)=ae'+ate' y,"'(t)=2ae'+ate’ y,""'(t1)=3ae'+ate
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sostituendo nella (1) 3ae’+ate' —ate'=—e' . Risolvendo I'eq di 2° grado troviamo a=-—

t t
quindi yp(t)z—%t3et—>y(t)=Clet+Cze 2cos(?tHQe zsin(gt)—%tet

EQUAZIONI NON OMOGENEEDELTIPO y''+a-y'+b-y=p(t)+q(t)
(vale per qualsiasi ordine)
Risoluzione generale:

La soluzione sara del tipo y(l)zy,,(t)erhom(f)

dove ,(t) & data dalla somma delle soluzioni particolari y,,(f) (soluzione particolare

dell'equazione y''+a-y'+b-y=p(t) Ye y,,(t) (soluzione particolare dell'equazione
y'tay'+by=q(t) ).

Esercizi:
e y''-5y'+6y=¢'+3e"

y"—5~y’+6-y=eSt

le radici del polinomio associato sono:
=2 2,=3 allora y, (1)=C,e"+C2¢”"

St St

p(t)=e" quindi A =5 e cerchiamo una soluzione del tipo y, (t)=a-e

1
Derivando y,,(f) e andando a sostituire nell'equazione generale troviamo a=

St

ypl(t):

QN | —

g(t)=3-¢"" quindi 1=7 e cerchiamo una soluzione del tipo ypz(t)Zb-e7t

3
Derivando ypl(t) e andando a sostituire nell'equazione generale troviamo b:%

_3
ypz(t)_%e ‘

1 3
y(1)=C,e*+C2e + g-eSt+ E-en

SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI (ANALISI PUNTI CRITICI E STABILITA')

Studiamo I'andamento qualitativo delle soluzioni del sistema
x'=ax+by
yv'=cx+dy

derivando la prima equazione e usando la seconda, si ha

x''=ax'+bcy+bdy (*)
dalla prima equazione si ricava
by=x"—ax
e sostituendo in (*) si ottiene
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x'"'=(a+d)x'+(bc—ad)x

pertanto x(t) € soluzione dell'equazione lineare (per semplificare z=x)

z""—(a+d)z'+(ad—bc)z=0 (**)
analogamente anche y(t) € soluzione di (**).
Abbiamo cosi dimostrato che se x(t), y(t) € una soluzione del sistema lineare, allora le funzioni
x(t) e y(t) risolvono I'equazione (**).
L'equazione caratteristica di (**) & p(A)=A"—(a+d)i+(ad—bc)=0 e coincide con il
polinomio caratteristico della matrice dei coefficienti del sistema assegnato

_ a—24 b
p(/l)—det{ d—i

Dunque le radici  4,, /12:%~[(a+d)i\/(a—d)2+ 4bc| sono gli autovalori della matrice A

Quindi il comportamento delle soluzioni del sistema dipendono dalla natura degli autovalori.

Semplifichiamo la descrizione del comportamento delle orbite, effettuando un'opportuna

trasformazione lineare del tipo: |*|=B - < = |$|=B"'4B- é}
Y n n n
=4 1)=C e
quindi 5,_ N . Da qui il sistema disaccoppiato £() : m
n'=An n(t)=C,e"
Distinguiamo i vari casi:
Nodo stabile A, 2,<0
Nodo instabile A, 2,>0
Sella (instabile) A,>0,4,<0 v 4,<0,4,>0
Centro (stabile) AL A=%pi
Fuoco stabile A, h=0xpi , a<0
Fuoco instabile A, y=axpfi , a>0
Esercizi:
' 1
° Tl=4-" A= -2 2
4 4 2 -2

Calcolando la traccia e il determinante della matrice, si ricavano informazioni
riguardo il segno di 4,e4,

tr(A)=-4

det(A)=3

quindi 4,4, sono entrambi negativi, quindi siamo in presenza di un nodo stabile.
L'equazione degli assi e n si trova nel seguente modo:
S X=X
y y

risolvendo il sistema per entrambi gli autovalori, si trovano le equazioni dei due assi
rispetto al sistema di riferimento x, vy.

(n)=y=2x e ({)=y=-2x
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1
]
e -¥
£
Nodo Stabile.
, , 3
° Yl=4-% A=
Yy Y 1 — 3
2
1
A= =
tr(A) 5
3
det(A)= 5
quindi 4,4, hanno segni discordi, quindi siamo in presenza di una sella.

(1)=y=2x e (&)= r=1x

Punto di sella.

Xl = y.|x 4=l 1
b y {5 —1

tr(A)=0

det(A)= 4

A, 2,€C quindi, non contano solo i segni, ma dobbiamo prestare attenzione ai
valori della parte reale (a) e della parte immaginaria degli autovalori (B).
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a=0e B=2
quindi essendo la parte reale zero, abbiamo un centro.(il segno di B determina il
verso di percorrenza delle orbite)

(= y=x(1+2) ¢ (&)= y=x(1-2)

n

Centro.

x| =gl x 4=|0 —1
y y {5 —2
tr(A)= -2
det(A)= 5

A,,2,€C quindi a determina la stabilita del sistema
a=-1ep=2
quindi con a<0 abbiamo un fuoco stabile.

7—4i) (7 +4i
= y=x(T51) e ()= p=x(TEH))

Fuoco stabile.
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