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1 Integrali indefiniti di funzioni razionali fratte

Richiami utili per I'integrazione di funzioni razionali fratte.

e Chiamiamo funzione razionale fratta una funzione che ¢ il rapporto di due polinomi
P,(x) e Qu(z), rispettivamente di grado m ed n, ossia una funzione del tipo

Pr(z)  pmt™ 4 pr12™ " 4+ prz 4 po

xTr) = ,
f< ) Qn(x) ann + Qn—lxn_l +---+ QT + 4o

m,n € N.

e Se m > n, ossia se il grado del numeratore ¢ maggiore o uguale a quello del
denominatore, allora si puo eseguire la divisione ottenendo

Rl(ZE)
Qn(z)’

dove H,,_,(z) ¢ il quoziente (di grado m —n) e R(x) il resto (di cui a priori si sa
solo che ha grado inferiore al divisore @,,(z), ossia [ < n).

Hypn(x) + m,n,l € NAL<n

Essendo H(z) un polinomio, il suo integrale & immediato. Al contrario, I'integrale

qi fl)

(con I < n) non lo &, e viene qui di seguito discusso nel dettaglio.

Qn()
Ry(z)

dr, [ <n. Cisono due casi:

Qn()

1. Ri(x) = k- Q) (x), ovvero il numeratore ¢ direttamente proporzionale al-
la derivata del denominatore. In questo caso l'integrale ¢ immediato e vale

Rl(x) _ M r = fo) €T C
Qn(l’) dr = Qn(x> d k1 g'Qn( )‘—i_ :
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Rl(.’L’)

2. Piu in generale, il rapporto di due polinomi

(I < n) puo sempre essere

o Qn(z)
riscritto come
R(x A A A
Q($) x + Bl (Zl',' + Bl) (flf + Bl)’yl
A21 + A22 4ot AQ'yg
r+ By (x4 By)? (x + By)r
A Agz 4+t &ﬁ_
CH.T + D11 1 Clzx + Dqo . Clml’ + Dlm
2?2+ Eae+F (224 B+ F)? (2 4+ Erx + Fy)m
Co1z + Doy n Cax + Doy g Cop,® + Doy
22+ FEyx + Fy (224 Eyx + Fy)? (22 + Eqx + Fy)H2
Ohlx + Dhl Chgl' + Dhg TR Ch#hl' —+ Dhuh
22+ Epr+ F, (224 Epx + F))? (22 + Epx + Fy)mn’

dove il generico trinomio z? + Enx + Fj, ¢ non scomponibile, ovvero tale per
cui A = E? —4F), < 0.

L’integrale originario si riduce pertanto alla somma di integrali immediati del

tipo

Al"/g Al —
dr = 2 B 1—2
(a) /7(13—1-31)72 T= T _72(56—1— 1) P +c e

C +D . : C
(b) / 2 :_“ hEx n ;fh)“h dx. Per risolvere quest’ultimo, si ricordi la formula:
Z rT h

ax +b a b—ap/2 r+p/2
dr = 1, ,
/ (22 +pr+q)" v 2(1 —n)(22 4+ px + ¢! AT < b e

essendo la funzione I,(t) ottenuta ricorsivamente da I;(t) = arctan(t) e

t 2n —1
L (t) = L(t).
() 1y | 2n (t)

1.1 Esercizio

202 +5x +5
Calcolare / P PR dx.

1.1.1 Risoluzione

Procediamo dapprima alla scomposizione dell’integranda:
202 + 52+ 5 202 +5x +5 A B C

42+ —6  (v—1)(x+2)(r+3) x—1+x+2+x+3:'”
?(A+ B+ C)+x(5A+2B+C)+ (64— 3B —2C)
(x —1)(x+2)(xz+3)

Imponendo l'uguaglianza tra i



coefficienti del numeratore della prima e quelli dell’ultima frazione si ha:

A+B+C = 2 A =1

222 +5 5 1 1 2
PA+2B+C =5 =4 B = -1 = 3x4+2$+ 6 1 2+ 3
6A—_3B—2C — 5 C = 9 T2+ 4x° +x — T — T+ T +
202 + 51+ 5 1 1 2
L’integrale iniziale si riduce pertantoa/ - v T dx:/ — + dr =
3 +4x2 4+ —6 r—1 x+2 x+43
-1 3)?
log|x—1|—10g|x+2|+210g|x+3|+c:log|x [ +3)
|z + 2|
1.2 Esercizio
Calcolare / LHo dz.
x3—1
1.2.1 Risoluzione
Procediamo dapprima alla scomposizione dell’integranda:
rT+5 r+5 A Bx+C = 2*(A+B)+x(A-B+C)+(A-0)

x3—1_(x—l)(x2+x+1):x—1+x2+x+1_ B (x—1)(@2+2+1)
Imponendo 'uguaglianza tra i coefficienti del numeratore della prima e quelli dell’ultima
frazione si ha:

A+ B =0 A = 2
5 2 2 3
A-B+C =1 =<¢ B = =2 = x3+ = - 2915+
A_C _ 5 O — _3 3 —1 r—1 z?+zxz+1
5 2 2 3
L’integrale iniziale si riduce pertanto a / x3—|— dr = / - = T dr =
3 — 1 r—1 z*+x+1
4 20 +1
2log |z — 1| — |log |22 + 2 + 1 —{——arctan( )}%—c:
glo =1~ [1og I+ ~

. (x —1)? 4 . (2a:+1) N
0g ———— — —= arctan c.
g 3 V3

1.3 Esercizio
1

Calcolare / 2 o) dzx.

1.3.1 Risoluzione

Procediamo dapprima alla scomposizione dell’integranda:

A B Cx+D
=—+ =+ L Svolgendo al solito modo, si ottiene:
2?2(x?+z+1) =« 22 22+x+1

= -1

1 1 1 x

b
22(x?2 4+ 2+ 1) r 2?2 2?+a+1

SQW =~
O =



Liint lo iniziale si rid tant / 1 p / 1+1+ T J
integrale iniziale si riduce pertanto a T —+ =4+ ————| dz =
5 P 22(2?2 +x+1) r 22 2+ax+1

S 1 27 + 1
—log|a:|—;+ §log|x —I—x+1|—ﬁarctan 7 +c=

. vi+az+1 1 . <2m+1)+
—_— o — X — ——=arctan C.
8T g /3 V3

1.4 Esercizio

1
lcol d
Calcolare / G T 22 1) T

1.4.1 Risoluzione

Procediamo dapprima alla scomposizione dell’integranda:
B 1 A Br+C Dx+FE

Gt )@ +22+1) GiD@E 1P 2+l 24l @E)p
solito modo, si ottiene:

. Svolgendo al

A = 1/4
D = —1/2 (z+1D)(a*+2224+1)  4(x+1) 4(a2+1) 22 +1)?
E = 1/2
1
L’integrale iniziale si riduce pertanto a / CES T dr —

/ 1 n —r+1 . —r+1 d
T =,0VVero:
Adz+1) 4(x?4+1)  2(2?2+1)2

1 1

——dr = -1 1

Tt @ = glsle+ 1l

4 1 1
/4(;27—:_1) dr = —glog|x2 + 1]+ Zarctanx.

— 1 1 — 1
Per il calcolo di / el dr = - / L dx si utilizza la formula
2(z? 4+ 1)2 2 ) (22 +1)?
b b— 2 2
/ ar + dp — a N ap/ I x+p/ re
(2 4+ px + q)" 2(1 —n)(a? + pr + q)! pn—1 b
essendo la funzione I,(t) ottenuta ricorsivamente da [;(t) = arctan(t) e I,.1(t) =
t 2n —1
CESIE - n?n I,,(t). Nel nostro caso si ha a = —1,b = 1,p = 0, = 1 e quin-
1 — 1 1 1
di t = z, da cui E/ﬁ dr = e + 512(56), essendo I;(x) = arctanx e
x

Iy(z) = i) + g arctan .
I lusi 1/ —r+1 d 1 n 1 x . 1 ; .
n conclusione, = [ ———— = ———— + - |=—>——— + - arctan r cui

conclusione, 7 TR x neEE A DIy 5 arctanz| per cu



/ ! dr = 11 lz + 1] L |2+1|+1 fang + ——— +
r = —10g |T — — 10g |T — arctan xr —
(x+ D)(z* + 222 + 1) 1 %8 5 8 1 A(z2 + 1)
x +1 . N 11 |z + 1] +1 . N r+1 N
— —arctanx C= =10 —F/—— —arctanx — C.
A2+ 1) 4 1% rrl 2 4(z2 + 1)

1.5 Esercizio

1
Calcolare / CEEw e dx.

1.5.1 Risoluzione

Si noti che A = 16 — 20 < 0; utilizziamo pertanto la formula

ar +b a b—ap/2 r+p/2
dr = I, )
/ (22 4+ px + )" ‘ 2(1 —n)(2? + pr + g) ! AT ( b e
essendo la funzione I,(t) ottenuta ricorsivamente da [;(t) = arctan(t) e I,.1(t) =
t 2n —1

(1) + o I,(t). Nel nostro caso si ha a = 0,b = 1,p = 4,q = 1 e quindi

t=(zx+p/2)/b=1x+2, dacu
I (z + 2) = arctan(z + 2),

T+ 2 1
I 2) = — arct 2
o(z +2) 2((x+2)2+1)+2arcan(a:+ ),
T+ 2 3 T+ 2 1
I 2) = — — arct Nl 1 lusi
3(x +2) 4((x—|—2)2+1)2+4 [2((x+2)2+1>+2arc an(x + )} n conclusione,

—arct 2
@22 D) +2arc an(z + 2)

/ dr = s ~|—§ vt 2 L +c
(22 4+ 4z + 5)3 4((x+2)24+1)2 4 '

2 Integrali indefiniti per sostituzione

Richiami utili per 'integrazione tramite sostituzione.

e L’integrale [ f(z) dx viene riscritto utilizzando la sostituzione x = ¢(t), dopo aver
osservato che dz = Dlp(t)] dt. Quindi

/&@ﬁmzfvwmmwﬁnﬁ

e Nel caso di integrali definiti (si veda piu avanti), la sostituzione va applicata anche
agli estremi di integrazione:
b B
[ terde= [(5e@) - o 0) i essendo a = (a).b = o(9).

e Sostituzioni consigliate. Sia R(6;(x),0:(x),...,0,(x)) una funzione razionale delle
funzioni 0;(z),i = 1...n, allora si consigliano le sostituzioni riportate in tabella 1.



Integrale Sostituzione consigliata

/ R(a") dz —

/R(loga x) dx log,x =1
/R(sinx,cos x) dx tan (g) =t
/R((sin 7)?, (cosx)?,sin x - cos x, tan x, cot x) dx tanx =t
si noti che :
. <x> g 2t 1—¢?
an (=) = sint = ——, cosx =

2 1+t 1+ ¢
tanz =t = (sina) = 0 (cosz)? =
anx = sinz)? = ——, (cosz)’ =

I 1+ ¢2

Tabella 1: Sostituzione consigliata per integrali di funzioni razionali di alcune funzioni
trascendenti.

2.1 Esercizio

Calcolare / va? — 22 dx.

2.1.1 Risoluzione

Eseguendo la sostituzione z = asint = dxr = acost dt si ha /\/&2—$2 de =

2
/[ a? — a?(sint)? - (acost)] dt = a2/(cost)2 dt = %(t + sintcost) + ¢. Essen-

do z = asint = t = arcsin(z/a) e cost = /1 —22/a® = Va?—2?/a, e quindi
2 2 /02 — 12 2
:/\/a2—ZL‘2 da::%arcsinz—l—a—zu—kc:%arcsing—kg\/az—x?.

a 2a a a

2.2 Esercizio

Calcolare / SlI\l/\;{E dx.

2.2.1 Risoluzione

sin \/z
NG

dr = —2cost +c¢c =

Eseguendo la sostituzione x = t? = dz = 2t dt si ha /
—2cos/x + c.



2.3 Esercizio

Calcolare / arctan /z dz.

2.3.1 Risoluzione

Eseguendo la sostituzione z = t? = dx = 2t dt si ha / arctan \/r dr = t* arctant — ¢ +
arctant + ¢ = r arctan /= — /x + arctan/z + c.

2.4 Esercizio

Calcolare / V22 — 1 dx.

2.4.1 Risoluzione

2t
Eseguendo la sostituzione 2 — 1 = t? = x = log,(1 + t?) = dz = a7 22 dt si ha

2t 2 2 2 1421
Vo —dde= | |t - ——— | at = dt = dt =
/ * /[ (1+t2)1og2] 1og2/1+t2 10g2/ 1+
2

2
(t — arctant) 4+ ¢ = a3 [\/29” — 1 — arctan /2% — 1} + c.
0g

T log 2

2.5 Esercizio

Calcolare /cos(log x)dr e /sin(log x) dx.

2.5.1 Risoluzione

Eseguendo la sostituzione logxz =t = x = €' ed integrando per parti si ha

/cos(log x) dx = g[sin(log z) + cos(logx)] + c e

/sin(log x) dx = g[sin(log x) — cos(log )] + c.

2.6 Esercizio

Calcolare gli integrali

1 1 1 e’
(a) /1+el’dx (0) /1—62xdx (c) /le‘—Se”f—i—de (d) /36276—6954-2

2.6.1 Risoluzione

Eseguendo la sostituzione e® = t ed utilizzando le tecniche di integrazione gia note, si
ha rispettivamente (a) @ —log(1+e”) +c, (b) o —ilog|l —e*|+c¢, (¢) 32 —logle” —

1| + 3 log|e” — 2| + ¢, (d) %arctan Gf;%l +c.




2.7 Esercizio

Calcolare / ,1 dz.

ST

2.7.1 Risoluzione

o : : : 1 sin @
Moltiplicando numeratore e denominatore per sinx si ha — do = | ———— dux.
sin x 1 —cos*x

Eseguendo quindi la sostituzione ¢ = cos x si ottiene —[log(1 — cos z) —log(1+cos )]+ c.

Si confronti questo risultato con l'esercizio 2.2 dell’esercitazione 11. Alternativamente,
x

utilizzando le sostituzioni consigliate dalla tabella 1, basta porre tan (5) = t, da cui

. 2t
sint = —— e x = 2arctant = dx = —— dt, ovvero

1 1+t 2 -
/sinx o / ot 1+ #2 og [t| + ¢ = log |tan 5 +c

2.8 Esercizio

Calcolare / * dx.
r+1

2.8.1 Risoluzione
z

d pr—
ve+1 v

Eseguendo la sostituzione x +1 =12 = o =t — 1 = dx = 2t dt si ha /

2 -1 23 2 1)3/2
/ ; Qtdt:?—%—{—c:%—?v@w—l—i—c.
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