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CAPITOLO 1

Equazioni differenziali

1.1. Modelli differenziali

Dalla fisica sappiamo che se denotiamo con x(t) la posizione di una particella che si muove
all’istante ¢, allora la sua derivata prima z/(t) esprime la velocita della particella in quell’istante
e la sua derivata seconda z”(t) esprime l'accelerazione. Quindi quando andiamo a tradurre
matematicamente le leggi che governano modelli naturali pud essere naturale dover lavorare
con equazioni che coinvolgono una funzione incognita e qualcuna delle sue derivate. Queste

equazioni prendono il nome di equazioni differenziali.

& Esempio 1.1.1. La seconda legge del moto di Newton F' = ma, che stabilisce la posizione
x(t) al tempo t di un corpo di massa m costante, soggetto a una forza F(t), deve soddisfare
l'equazione differenziale

d?x

mey = F(t) equazione del moto.

Quindi le equazioni differenziali (spesso useremo 1’acronimo ED per indicare un’equazione dif-
ferenziale) nascono in maniera naturale per modellizzare fenomeni che hanno origine in molti
contesti della fisica. Possono essere classificate in modi diversi. Abbiamo infatti:

1) EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE (EDO) se vengono coinvolte solo le derivate rispetto
a una sola variabile oppure EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI (EDP) se vengono coinvolte

derivate parziali dell’incognita rispetto a piu di una variabile.

S Esempio 1.1.2.
Pu 0%
— =" —
ot? O0x?
rappresenta ’EQUAZIONE DELLE ONDE che modellizza lo spostamento trasversale u(x,t) nel

punto x al tempo t di una corda tesa che puo vibrare.
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1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

2) classificazione in base all’lORDINE: 'ordine di una ED ¢ I'ordine massimo di derivazione che

compare nell’equazione.

& Esempio 1.1.3. L’equazione

d?y 5 . TRy
ﬁ—i—ty —cosy = sint ¢ di ordine 2

mentre ’equazione

& dy\*> &
d_té/_gt (_y) :yd—lg—et é di ordine 3.

Possiamo dunque formalizzare i concetti finora introdotti attraverso la seguente definizione.

O Definizione 1.1.4. Si dice EQUAZIONE DIFFERENZIALE di ordine n un’equazione del tipo

Ft,y, vy, ..., y™) =0 (1.1.1)

dove y(t) ¢ la funzione incognita e F' & una funzione assegnata delle n 4 2 variabili t,y, v/, ..., y™
a valori reali.

Si dice ORDINE di un'equazione differenziale |'ordine massimo di derivazione che vi compare.

Si dice SOLUZIONE (O CURVA INTEGRALE) della (1.1.1) nell'intervallo I C R una funzione ¢,

definita almeno in I e a valori reali per cui risulti
F(t,o(t),¢'(t),...," (1) =0 Vel

Infine si dice INTEGRALE GENERALE dell’equazione (1.1.1) una formula che rappresenti la famiglia
di tutte le soluzioni dell’equazione (1.1.1), eventualmente al variare di uno o piu parametri in essa
contenuti.

& Esempio 1.1.5. Consideriamo una popolazione di individui, animali o vegetali che siano,
e sia N(t) il numero degli individui. Osserviamo che N é funzione di del tempo t, assume solo
valori interi ed é a priori una funzione discontinua di t; tuttavia puo essere approssimata da
una funzione continua e derivabile purché il numero degli individui sia abbastanza grande.
Supponiamo che la popolazione sia isolata e che la proporzione degli individui in eta riprodut-
tiva e la fecondita siano costanti.

Se escludiamo i casi di morte, immigrazione, emigrazione, allora il tasso di accrescimento co-
incide con quello di natalita e se indichiamo con X il tasso specifico di natalita (i.e. il numero

di nati per unita di tempo) I'equazione che descrive il modello diventa

N(t) = AN().

Questo processo risulta realistico solo in popolazioni che crescono in situazioni ideali e sono

assenti tutti i fattori che ne impediscono la crescita.




1.1 MODELLI DIFFERENZIALI

La stessa equazione compare anche in altri modelli relativi a sistemi fisiologici ed ecologici.

& Esempio 1.1.6. Consideriamo il caso della crescita di una cellula e sia p(t) il peso della
cellula in funzione del tempo t. Supponendo che la crescita non sia influenzata da fattori
esterni, € ragionevole pensare che in un piccolo intervallo di tempo I'accrescimento della cellula
sia proporzionale al tempo trascorso e al peso della cellula all’istante t. Quindi se denotiamo

cont et—+ h due istanti successivi, esiste una costante k tale che

p(t+h) = p(t) = khp(t).

La relazione é tanto pitl precisa quanto pitt h é piccolo, quindi passando al limite per h — 0 si
ottiene

Quindi 'equazione modello in entrambi gli esempi proposti é

y=kuy.

Sono regolati dalla medesima equazione il processo di disgregazione radioattiva, quello relativo
alla reazione di un tessuto vivente esposto a radiazioni ionizzanti e anche la reazione chimica

di alcune sostanze.

& Esempio 1.1.7. Studiamo ora il modello di crescita (dovuto a Malthus, 1978) relativo
all’evoluzione di una popolazione isolata in presenza di risorse limitate ed in assenza di predatori

o antagonisti all’utilizzo delle risorse. In questo caso l’equazione che si ottiene é la seguente

N(t) = (A= p)N(?),

dove come prima A é il tasso di natalita mentre p é il tasso di mortalita (cioé rispettivamente
il numero di nati e morti nell’'unita di tempo). Il numero ¢ = X\ — pi é detto POTENZIALE
BIOLOGICO.

Ci chiediamo ora come possiamo trovare una soluzione del problema studiato nell’Esempio

1.1.7. Supponiamo per il momento che sia N # 0. Allora

. N d
N—&N:N—gja(log]ND—g,

da cui
log(|N(t)]) = et + 1 = |N(t)| = e ' =: k?

dove abbiamo posto et =: k? > 0 costante positiva e arbitraria. A questo punto allora

N(t) = £k* e

9



1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

quindi possiamo senz’altro dire che
N(t)=Ce C e R\ {0}.

Tutto questo vale se N # 0; ma ¢ banale verificare che anche N = 0 soddisfa I'equazione di

partenza, quindi possiamo dire che l'integrale generale ¢
N(t)=Cet=CerM  CeR.

In particolare dall’ultima riga leggiamo che:

1) se A > p prevale il tasso di natalita e quindi la popolazione aumenta in modo esponenziale;
2) se A < p prevale invece il tasso di mortalid e quindi la popolazione diminuisce fino ad
estinguersi;

3) se A = p infine la popolazione rimane stabile nel tempo.

Osserviamo in particolare che non abbiamo trovato solo una soluzione, ma infinite soluzioni,

dipendenti da una costante arbitraria.

1w Osservazione 1.1.8. E bene rimarcare che nessun organismo e nessuna popolazione cresce
indefinitamente nel tempo; ci sono infatti limiti posti dalla scarsitd di cibo o di alloggio o da
cause fisiche e oggettive...quindi per considerare un modello pit attendibile occorrerebbe apportare
ulteriori modifiche al modello stesso; questo & quanto é stato fatto nel corso degli anni da studiosi
della dinamica delle popolazioni.

1.2. Equazioni differenziali del primo ordine

1.2.1. Generalita

Soffermiamo ora la nostra attenzione sulle equazioni differenziali ordinarie del primo ordine.

Esse sono della forma
F(t,y,y) =0 (1.2.1)

con F' funzione assegnata di ¢,y,y’ a valori reali.

& Esempio 1.2.1. La ricerca delle primitive di una funzione f continua su un intervallo I

equivale a risolvere I'equazione differenziale y'(t) = f(t) che ammette infinite soluzioni del tipo

y(t):/f(t)dt+0, CeRr

10



1.2 EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

Si dimostra che I'insieme delle soluzioni di una ED ordinaria del primo ordine é costituito
da una famiglia di funzioni dipendente da un parametro c: t — (¢; ¢). Tale famiglia prende
il nome di INTEGRALE GENERALE dell’equazione.

La condizione supplementare y(tg) = yo permette, in generale, di selezionare una SOLUZIONE
PARTICOLARE.

O Definizione 1.2.2. Il problema di risolvere il sistema di equazioni

{ F(t,y,y') =0 (1.2.2)
y(to) = yo
prende il nome di PROBLEMA DI CAUCHY.
O Definizione 1.2.3. Quando I'equazione (1.2.1) si presenta nella forma
y'(t) = f(t,y(t)) (1.2.3)

si dice che é in FORMA NORMALE.

Per equazioni di questo tipo si puo assicurare, sotto larghe ipotesi, che il problema di Cauchy

(1.2.2) ammette un’unica soluzione almeno localmente (cioé per valori di ¢ intorno a ty).

1z Osservazione 1.2.4. Le soluzioni dell’'ED espresse dall'integrale generale potrebbero talvolta
essere definite su insiemi diversi a seconda del valore della costante o anche su insiemi pit complicati
di unintervallo (es. t # 0). Tuttavia quando parleremo di soluzione del problema di Cauchy andremo
sempre a intendere una funzione che:

a) & definita su un intervallo I contenente il punto ¢y in cui & assegnata la condizione iniziale;

b) & derivabile in tutto I'intervallo I e soddisfa I'equazione in tutto /.

& Esempio 1.2.5. II problema di Cauchy

N'(t) =3 N(t)
N()=7

ammtte, per quanto visto nel paragrafo precedente, un’unica soluzione data da N(t) = ce.

Imponendo il dato di Cauchy si ottiene N(0) = ¢ = 7 da cui la soluzione é N(t) = 7e3 Vt € R

(Vt € RT se t ha il significato di tempo per cui il problema di Cauchy proposto considera

un’evoluzione temporale di un fenomeno biologico).

11



1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1.2.2. Equazioni a variabili separabili

Le equazioni a variabili separabili sono una particolare clase di ED ordinarie del primo ordine
del tipo (1.2.3) che sono caratterizzate dalla presenza di una funzione f prodotto di due funzioni,
una della sola variabile ¢ e I'altra solo dell’incognita y. Pit nel dettaglio, sono equazioni del
tipo

Y = alt) b(y) (1.2.4)
con a funzione continua su un intervallo I C R e b funzione continua su un intervallo J C R.
Obiettivo di questo paragrafo ¢ la determinazione dell’integrale generale per un’equazione di
questo tipo.
Distinguiamo due casi:
a) Se ¥ ¢ soluzione dell’equazione b(y) = 0, allora la funzione costante y(t) = 7 ¢ una soluzione
dell’ED (1.2.4). Infatti in tal caso il secondo membro della (1.2.4) si annulla e anche il primo
membro di annulla (perché la derivata della funzione costante é zero).

b) Supponiamo ora che b(y) # 0. Allora la (1.2.4) si puo riscrivere nella forma

con C' costante arbitraria. Adesso a primo membro si effettua il cambio di variabile y = y(t)

da cui si ha dy = y/(t) dt e dunque

/ﬁ%ﬁ:/mwﬁ+a

1

Quindi questo é 'integrale generale della ED proposta. Se B(y) & una primitiva di ) e A(t)
Y

una primitiva di a(t), allora 'integrale generale della ED é assegnato dall’equazione (in forma

IMPLICITA )
B(y) = A(t) +C  con C costante arbitraria.

= Osservazione 1.2.6. Osserviamo che non é detto che si riesca a ricavare y esplicitamente o a

ridurre la precedente equazione in forma normale.

12



1.2 EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

In generale, per le equazioni a variabili separabili vale il seguente

Teorema 1.2.7. Si consideri il problema di Cauchy

{ Y = alt) b(y)

y(to) = yo

con a continua tn un intorno I di ty e b continua in un intorno J di yo. Allora esiste un
intorno di ty che denoteremo con I' C I e una funzione continua y definita su I' con derivata
anch’essa continua su I' che & soluzione del problema. Inoltre se anche b é continua su J
(0 b ha rapporto incrementale limitato in J anche se non é derivabile) allora tale soluzione

e anche unica.

& Esempio 1.2.8. Determinare 'integrale generale dell’ED

y =ty’

disegnare alcune soluzioni nel piano e risolvere il problema di Cauchy

{ y/ — ty3
y(0) =1.

Prima di tutto si osserva che y = 0 ¢ integrale singolare per ’equazione data. Quindi se y # 0,
separando le variabili e integrando si ottiene

d
/—g:/tdt-i-c
y

1 12
- 40
212 2+

da cui

che porta a sua volta a
1

::t—7
T ke

Imponendo il dato di Cauchy si osserva che I'unica soluzione ¢ quella che si ottiene per k = 1

k.= -2C.

e considerando il segno positivo davanti alla radice, cioée
1
V1I—12

# Esercizio 1.2.9. Risolvere il problema di Cauchy
yy' =2
y(0) =1

13
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1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

w
~-

Figura 1: Alcune soluzioni del’ED dell’Esempio 1.2.8.

Integrando ambo i membri della ED proposta si ottiene con facili calcoli
y = V4t 4+ 2C, C eR,

quindi per ogni C' € R esistono due soluzioni (corrispondenti ai due segni davanti alla radice)
definite solo per t > —C/2. Imponendo il dato di Cauchy si ottiene y(0) = +v2C = 1,
quindi per compatibilita occorre scegliere il segno positivo davanti alla radice. La soluzione del
problema proposto ¢ dunque y = /4t + 1, definita solo per ¢t > —1/4.

Andiamo a controllare se sono soddisfatte le condizioni del teorema: a(t) = 2 che é dunque una
funzione continua e derivabile ovunque; b(t) = 1/y che ¢é continua e derivabile se y # 0. Quindi
il problema di Cauchy per questa equazione ha una e una sola soluzione purché la condizione
iniziale non sia del tipo y(to) = 0. Infatti 'equazione non é soddisfatta in questo punto perché
si otterrebbe 0 = 2. Quindi il problema di Cauchy




1.2 EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

Non ha soluzione.

Quindi abbiamo trovato un esempio di problema di Cauchy in cui viene a mancare I’esistenza

di soluzioni. In altre situazioni potrebbe venire a mancare 'unicita delle soluzioni, come

mostra 1’esempio successivo.

& Esempio 1.2.10. Risolvere il problema di Cauchy

Lo %
y(0) = 0.

Si osserva che b(y) = 2,/y ¢ una funzione continua ma non ¢é derivabile in zero, quindi non
possiamo dire che b’ sia continua e in pitt nemmeno il rapporto incrementale di b é limitato (il
grafico di b ha tangente verticale in 0). Quindi le ipotesi del Teorema 1.2.7 non sono soddisfatte
e potrebbe a priori mancare 'unicita della soluzione (osserviamo che questo non é automatico!
Se le ipotesi del teorema non valgono, a priori nulla si pud dire, occorre analizzare caso per
caso).

In questo caso comunque effettivamente manca 1'unicita della soluzione. Infatti & facile di-

wit)=0 e y2<t>={t2 t=v

mostrare che

0 t<0

sono entrambe soluzioni del problema di Cauchy assegnato (per altro coincidono se ¢ < 0).

Inoltre si nota che y, ¢ derivabile in 0 con y5(0) = 0.

1.2.3. Equazioni lineari del primo ordine

In questo paragrafo andiamo a trattare un caso particolare di ED ordinarie del primo ordine
del tipo (1.2.1), il caso in cui F' é lineare in y e y'. In questo caso tali equazioni si possono

scrivere nella forma
a1 () y'(t) + as(t) y(t) = g(t),

con aq,as e g funzioni continue su un intervallo.

Se il coefficiente ay(t) non si annulla, ’ED lineare si puo scrivere in forma normale

y() +alt) y(t) = f(2). (1.2.5)

Anche in questo caso supporremo a e f continue in un intervallo I C R.
Se f non é identicamente nulla, la (1.2.5) si dice EQUAZIONE COMPLETA. Se f = 0 invece,

I’equazione si dice OMOGENEA e di solito, vista I'importanza che riveste tale equazione nella
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1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

struttura dell’integrale generale, si ¢ soliti indicare con una lettera diversa (usualmente z) la

soluzione di tale equazione, che diventa percio
2'(t) + a(t) z(t) = 0. (1.2.6)

Vale il seguente risultato

Teorema 1.2.11. L’integrale generale dell’equazione completa si oltiene aggiungendo
allintegrale generale dell’equazione omogenea una soluzione particolare dell’equazione

completa.

Nella parte restante del paragrafo ci occuperemo di studiare la struttura dell’integrale gen-
erale per 'equazione (1.2.5). Dal Teorema 1.2.11 sappiamo dunque che dobbiamo occuparci
prima dello studio dell’integrale generale dell’equazione omogenea e poi della ricerca di una

soluzione particolare dell’equazione completa.

Ricerca dell’integrale generale dell’equazione omogenea

Sia A(t) una primitiva di a(t) (tale per cui si abbia A’(t) = a(t)). Moltiplichiamo ambo i

A(t)

membri di (1.2.7) per e*; si ottiene

2(t)e® +a(t) z(t) eA® =0

da cui
d
dt

) = (' che si riscrive come

[2(t) 2] =0

e cioe z(t) e

2(t) = C e Jaldt (1.2.7)

1 Osservazione 1.2.12. Notiamo che si pud pensare la soluzione generale dell’equazione omoge-
nea del tipo z = C 2 con z; soluzione particolare dell’'equazione omogenea e C costante arbitraria.
Questo fatto puo essere interpretato dicendo che L’INSIEME DELLE SOLUZIONI DI UNA ED LI-
NEARE OMOGENEA E UNO SPAZIO VETTORIALE di dimensione 1. Si noti che per le equazioni
differenziali ordinarie omogene del secondo ordine vale un risultato corrispondente (I'insieme delle

soluzioni & uno spazio vettoriale di dimensione 2), & Teorema 1.3.7.

Ricerca di una soluzione particolare dell’equazione completa

Utilizziamo il metodo di variazione delle costanti, che ¢ un metodo piuttosto generale che

funziona in diversi contesti. L’idea ¢ di ricercare una soluzione simile alla (1.2.7); stavolta perd
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C' non la prenderemo costante (altrimenti avremmo una soluzione dell’equazione omogenea),
ma lasciamo che dipenda da t cioé sia C' = C(t) funzione di ¢. Cerchiamo dunque la soluzione

nella forma

La C(t) deve essere determinata in modo tale che la 7 cosl strutturata sia soluzione dell’e-

quazione completa (1.2.5). Quindi osservando che
7)) =C'(t) e — C(t) a(t) e AW
si deduce inserendo le corrispondenti informazioni allinterno dell’equazione completa (1.2.5)
e[ (1) = C)a(t)] +a(t) O() e = f(1)

cioe
e A0C () = £ (1)
da cui C'(t) = f(t) e*® e dunque
C(t) = /f(s) e ds
(non c¢’é bisogno di aggiungere una costante arbitraria visto che basta trovare una scelta di

C(t) compatibile).

QQuindi una soluzione particolare dell’equazione completa ha la forma
y(t) = e 40 /f(s) e ds.

iz Osservazione 1.2.13. Osserviamo che A(t) é gia una primitiva, non c¢’é bisogno di aggiun-
gere anche stavolta una ulteriore costante arbitraria; inoltre si puo dimostrare che se scelgo

un’altra primitiva il risultato non cambia e alla fine si ottiene la stessa formula.

Quindi riassumendo l'integrale generale dell’equazione completa ha la forma

y(t) = ce 0 4 =40 /f(s) e ds (1.2.8)
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1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Risoluzione del problema di Cauchy

La costante arbitraria nella (1.2.8) ¢ determinata dalla condizione iniziale y(ty) = yo. Scegliendo
una primitiva tale per cui A(ty) = 0 (cioe A(t) = til a(s) ds), I'integrale generale che soddisfa

il dato di Cauchy &

t
y(t) = yoe A 4 =40 / F(s)e*® ds. (1.2.9)

to

Vale il seguente teorema

Teorema 1.2.14. (PROBLEMA DI CAUCHY PER UN7EQUAZIONE DIFFERENZIALE LINEARE
DEL PRIMO ORDINE). Siano a, f funzioni continue su un intervallo I > to. Allora per ogni
Yo € R il problema di Cauchy

y(to) = yo

{ Y (1) +a(t)y(t) = f(1)

ha una e una sola soluzione y € CY(I) (dove CH(I) ¢ Uinsieme delle funzioni continue,
derivabili fino all’ordine k e con tutte le derivate fino all’ordine k continue); tale soluzione

¢ assegnata dalla (1.2.9).

1.3. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine

In questo paragrafo andremo a studiare una classe particolare di ED ordinarie del tipo (1.1.1):
quelle del secondo ordine lineari; la linearita della F' ¢ il punto cruciale per determinare la

struttura dell’integrale generale.

1.3.1. Generalita

[ Definizione 1.3.1. Un'equazione differenziale del secondo ordine si dice LINEARE se ¢ del tipo

as(t)y” + a1 ()Y’ + ao(t)y = g(t) (1.3.1)

18




1.3 EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL SECONDO ORDINE

dove i coefficienti a; e il termine noto g sono funzioni definite in un certo intervallo I e continue nello
stesso intervallo. L'equazione si dice OMOGENEA se g € identicamente nullo; in caso contrario si
dice COMPLETA. L’equazione si dice A COEFFICIENTI COSTANTI se i coefficienti a; sono costanti
(per inciso, il termine noto pud invece dipendere da t); in caso contrario si dice A COEFFICIENTI
VARIABILI. Infine se a; non si annulla mai, I'equazione si pud riscrivere in IN FORMA NORMALE

come
Y +a(t)y +b(t)y = f(t). (1.3.2)
iz Osservazione 1.3.2. Consideriamo il seguente operatore

L:C*I)— CI)
L:yw— Ly

dove gli spazi C*(I), come abbiamo gia accennato, sono gli spazi delle funzioni continue, derivabili
fino all’ordine k e con tutte le derivate fino all’ordine k continue e dove abbiamo indicato con Ly
il primo membro dell’equazione (1.3.1). Prima di tutto 'operatore ¢ ben definito, perché se y € C?
si ha che Ly € C°(I) e questo grazie alla continuita dei coefficienti a;. Inoltre & facile dimostrare

che L & un operatore lineare, nel senso che per ogni A\;, Ao € R, per ogni y1,y» € C*(I) si ha
LAy + Aaya) = A Lyr + Ao Lys.
Questa proprieta dell’operatore L giustifica il motivo per cui I'equazione (1.3.1) ¢é detta lineare.

2 Esempio 1.3.3. Il piu semplice esempio di equazione lineare del secondo ordine é

y"(t) = 0.

Essa naturalmente equivale a dire che y'(t) = Cy e da cui y(t) = Cit + Cs, con Cy, Cy costanti

arbitrarie. Quindi le soluzioni di questa equazione sono tutti e soli i polinomi di primo grado.

% Esempio 1.3.4. (L'OSCILLATORE ARMONICO) Consideriamo un punto materiale di massa
m che rimane libero di muoversi in linea orizzontale, attaccato a una molla che esercita una
forza di richiamo di tipo elastico. Denotiamo con y(t) la posizione del punto sulla retta (rispetto

alla configurazione di riposo). Allora si puo dimostrare che y soddista I'equazione

/"

my’ = —ky

dove k > 0 denota la costante elastica del sistema. Siccome ovviamente m # 0, allora si puo

riscrivere I’equazione in forma normale come
Y +wly =0 (1.3.3)

dove w? = k/m. L’equazione prende il nome di OSCILLATORE ARMONICO.

L’equazione (1.3.3) ¢ un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine lineare omogenea
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1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

e a coefficienti costanti. Se sul punto agisce una forza esterna (dipendente solo dal tempo t)

l’'equazione si riscrive come
1 2 .
y' +wiy = f(b);

nel caso venga presa in considerazione lo smorzamento dovuto all’attrito, I'equazione si trasfor-
ma in

y"+hy'+w2y:0
con h > 0.

Sara chiaro in seguito che I'integrale generale di una qualunque equazione lineare del secondo
ordine dipende da due parametri arbitrari. Quindi per selezionare una soluzione al’interno
della famiglia di soluzioni stavolta, differentemente da quanto visto nel caso delle equazioni

differenziali del primo ordine, dovremo assegnare due condizioni.

[ Definizione 1.3.5. Si dice PROBLEMA DI CAUCHY per un’equazione differenziale lineare del

secondo ordine (per semplicita la consideriamo espressa in forma normale), il problema

y" +at)y + o)y = f(1)
y(to) = vo (1.3.4)
Y (to) = 1.

Teorema 1.3.6. (ESISTENZA E UNICITA PER IL PROBLEMA DI CAUCHY (1.3.4)) Siano
a,b, f funzioni continue in un intervallo I > ty. Allora per ogni yo,y1 € R il problema di

Cauchy (1.3.4) ammette un’unica soluzione y € C*(I).

Questo risultato ¢ analogo al corrispondente enunciato per le equazioni lineari del primo ordine.
Anche in questo caso, la soluzione sara ottenuta imponento le condizioni iniziali nell’espressione
che individua I'integrale generale dell’equazione (1.3.2). Quindi di nuovo il problema si riduce a

comprendere come ottenere la struttura dell’integrale generale per un’equazione del tipo 1.3.2.

1.3.2. La struttura dell'integrale generale

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che un’equazione differenziale lineare del secondo or-
dine si puo scrivere nella forma Ly = f, dove L : C*(I) — C°(I) é un operatore lineare tra
due spazi di funzioni continue. L’equazione Lz = 0 si dice EQUAZIONE OMOGENEA associata
all’equazione completa Ly = f. Tl seguente teorema permette di determinare facilmente la

struttura dell'integrale generale dell’equazione (1.3.2). Questo risultato non usa il fatto che
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1.3 EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL SECONDO ORDINE

Ly = f sia un’equazione differenziale e non dipende dall’ordine dell’equazione, sfrutta sola-

mente il fatto che L é un operatore lineare.

Teorema 1.3.7. (STRUTTURA DELL'INTEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIONE LINEARE
COMPLETA) Si puo dimostrare che:

1) Uinsieme delle soluzioni dell’equazione omogenea Lz = 0 in un dato intervallo I & uno
spazio veltoriale di dimensione 2 (sottospazio di C*(I));
2) lintegrale generale dell’equazione completa si oltiene sommando [integrale generale

dell’equazione omogenea e una soluzione particolare dell’equazione completa.

i Osservazione 1.3.8. Dal punto 1) del teorema precedente possiamo dedurre che esistono due
soluzioni z;(t) e 22(t) dell'equazione omogenea che sono lineamente indipendenti (ovvero non sono
una multipla dell’altra) e ogni altra soluzione dell’equazione omogenea & combinazione lineare di z

e z9; quindi questo significa che l'integrale generale dell’'equazione omogenea ¢é dato dalla formula
Clzl(t) + CQZQ(t)

al variare dei coefficienti reali C;, Cs.

% Esempio 1.3.9. Si consideri equazione t*2" — 3tz' + 3z = 0. Sia 2y, = t. Allora 2| (t) = 1,
2/(t) =0 da cui t?0 — 3t 1 + 3t = —3t + 3t = 0; quindi 2; ¢ una soluzione dell’equazione data.
Sia ora z, = t3. Allora z(t) = 3t* e 2} (t) = 6t da cui inserendo le informazioni nell’equazione si
ottiene t? 6t — 3t 3t>+3 13 = 6t — 9>+ 3t* = 0; quindi anche 2,(t) = t3 é soluzione dell’equazione
data. Le due soluzioni sono linearmente indipendenti, quindi I'integrale generale dell’equazione
é dato da

Z(t) = 01 t+ 02 t3,

al variare di ¢, cy € R.

Nel caso precedente é particolarmente facile vedere che le due soluzioni proposte sono linear-
mente indipendenti; in generale pud non essere cosi immediato. Il seguente criterio generale

permette di decidere qualora due soluzioni proposte siano o no linearmente indipendenti.
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Teorema 1.3.10. (DETERMINANTE WRONSKIANO E INDIPENDENZA) Siano zi,zs due

funzioni C*(I) soluzioni dell’equazione lineare omogenea
Lz=2"+a(t) +b(t) =0
nell’intervallo I. Allora esse sono linearmente indipendenti in C*(I) se e soltanto se la
z(t) z(t)
2(t) z()

detta MATRICE WRONSKIANA ha determinante diverso da zero per ogni t € I (dalla rego-

sequente matrice

larita delle soluzioni, é sufficiente che il determinante di tale matrice sia diverso da zero in

un punto to € I).

Riassumendo: per determinare 'integrale generale dell’equazione completa occorre:

1) determinare I'integrale generale dell’equazione omogenea, quindi serve determinare 2 soluzioni
21(t) e z9(t) dell’equazione omogenea linearmente indipendenti;

2) determinare una soluzione particolare (t) dell’equazione completa.

A questo punto l'integrale generale dell’equazione completa sara dato da
y(t) + Cl 21 (t) + CQ Z9 (t)

al variare di C1,Cs € R.
Osserviamo che in generale risolvere tale problema non é affatto banale e noi riusciremo a farlo

solo in alcuni casi particolari. Nei prossimi paragrafi mostreremo come fare.

1.3.3.  Equazioni lineari del secondo ordine omogenee a coefficienti

costanti

Consideriamo 'equazione differenziale ordinaria lineare del secondo ordine omogenea a coeffi-

clenti costanti

() + a2 (t) + bz(t) = 0, a,b costanti. (1.3.5)

In analogia con il caso analogo del primo ordine, che ammette degli esponenziali come soluzioni,
cerchiamo anche qui delle soluzioni di tipo esponenziale ¢t — €™, con r € C. Sostituendo
z(t) = € in (1.3.5) otteniamo

e (r* +ar +b) = 0.
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Siccome l’esponenziale é una funzione sempre positiva, affinché I’equazione precedente abbia

soluzione ¢ necessario che la costante r sia una radice dell’equazione di secondo grado
2 _
r“+ar+0=0

che viene detta equazione caratteristica della (1.3.5). Si possono distinguere tre casi, a seconda
del segno del discriminante.

e PRIMO CASO A = a? —4b > 0. In tal caso lequazione caratteristica possiede due radici
reali e distinte 71 e 75; quindi le funzioni 2;(t) = €™ e 25(t) = €' sono due soluzioni distinte

e indipendenti della (1.3.5) il cui integrale generale si scrive

2(t) = Cre™ + Cye™.

e SECONDO CASO A = a? —4b = 0. In tal caso 'equazione caratteristica possiede 1'unica

radice (con doppia molteplicitd) r = —a/2; quindi una soluzione é sicuramente
2(t) = Ce 3t (1.3.6)

Per trovare una seconda soluzione usiamo (come nel caso delle equazioni del primo ordine) di
nuovo il metodo delle variazione delle costanti. La cerchiamo simile alla (1.3.6) con l'idea che

stavolta la costante dipenda da t, cioé nella forma

Da cuil

Z(t) = e (rC(t) + C'(1)), 2'(t) = " (r?C(t) + 2rC'(t) + C" (1))

quindi sostituendo nell’equazione di partenza si ottiene
e"[(r* 4+ ar + b)O(t) + (2r +a)C'(t) + C"(t)] = 0.

Siccome ricordiamo che r = —a/2, allora il coefficiente davanti alla C’(¢) si annulla; inoltre r é
soluzione dell’equazione caratteristica quindi anche il coefficiente davanti alla C(t) si annulla;
quindi deve necessariamente essere C”(t) = 0 da cui C(t) = Cyt + Cy. Allora la soluzione

generale dell’equazione (1.3.5) si puo scrivere come

Z(t) = 6_%t(01 + Cgt)
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e TERZO CASO A = a?—4b < 0. In tale caso 'equazione caratteristica ha due radici complesse
coniugate 11 = o +if e ro = o — if8 (con « e [ reali). Quindi soluzioni (indipendenti) della

(1.3.5) sono le funzioni
21(t) = @B = e (cos Bt + i sin Bt); 2(t) = @B = e (cos Bt — isin Bt).

A volte é preferibile avere delle soluzioni reali; quindi ricordando che ogni combinazione lineare
di soluzioni ¢ ancora una soluzione dell’equazione, allora invece che z; e 25 scegliamo %(21 + 29)
1 ‘s
e 5 (21 — 22), cioe
e cos Bt e e™ sin f3t.

L’integrale generale della (1.3.5) si pud dunque scrivere nella forma

z(t) = e*(C} cos ft + Cy sin ft)

0 in maniera del tutto equivalente (ricordando lo sviluppo del coseno di una somma)

2(t) = e® A cos(ft + ).

Riassumendo: in ciascuno dei tre casi studiati abbiamo determinato due soluzioni dell’e-

quazione omogenea che risultano linearmente indipendenti:

Caso A >0 et er2t
Caso A =0 et tert
Caso A < 0 | e* cos 5t | e sin Bt

% Esempio 1.3.11. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

2 =22 —32=0
2(0)=1
2'(0) =2

L’equazione proposta é differenziale ordinaria del secondo ordine lineare, a coefficienti costanti

omogenea. L’equazione caratteristica associata ¢

r?—92%r—3=0
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che da come soluzioni r = —1 e r = 3. Quindi da quanto detto sopra l'integrale generale

dell’equazione risulta
Z(t) = Ol e_t + CQ 63t,

al variare di C, Cy € R. Imponendo i dati di Cauchy si deduce

122(0):Cl+02, 222/(0):—01+3CQ

da cui ) 3
Cy = —; Cy = -.
1 47 2 4
Quindi la soluzione del problema di Cauchy proposto é
1 3 .
2(t) = Ze_t + e

1.3.4. Equazioni lineari non omogenee a coefficienti costanti: metodo

di somiglianza

In questo paragrafo ci occupiamo di trovare un integrale particolare dell’equazione completa
associata a un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine lineare a coefficienti costanti
del tipo

y'(t)+ay'(t) +by(t) = f(1), a, bcostanti (1.3.7)

nel caso in cui il termine noto f(¢) abbia una forma particolare. Un metodo piu generale (ma
anche di solito piu complesso a livello di calcoli) si basa sul metodo di variazione delle costanti.
Invece quando f ha una forma particolarmente semplice, un’idea alternativa é quella di cercare

una soluzione che assomigli a f nel senso che andremo a specificare.

e PRIMO CASO: f(t) = p,(t) polinomio di grado r. In tal caso si cerca una soluzione che
sia anch’essa un polinomio, con le seguenti caratteristiche:

dove ¢,(t) ¢ il generico polinomio di grado r di cui bisogna determinare i coefficienti.

y(t) = g (1) se b0
7(t)=tq ) |seb=0ea#0
y(t) =12q.(t) |seb=0ea=0

e SECONDO CASO: f(t) = Ae*, A € C. In tal caso si cerca una soluzione del tipo y(t) =

e (t). Con calcoli del tutto simili a quelli svolti per 'equazione omogenea si ottiene

Y+ 92X+ a) + y(A\* +a X +b) = A.
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Osserviamo che é sufficiente trovare una qualunque v tale che 'equazione precedente sia soddi-
sfatta. Quindi possiamo distinguere i seguenti casi:

a) Se A2+ a)X+b#0 (cioé se A non é radice dell’equazione caratteristica) basta prendere

(t) = costante = A
= S VR Wy
da cui
Ae/\t
yit) = —.
I = ST rarto

Quindi una soluzione particolare della (1.3.7) puo essere scritta nella forma
gty =Ce",

con C' € C (e quindi visto che basta trovare una soluzione particolare posso anche scegliere
C eR).
b) Se A2+ a A+ b =0 ma 2\ + a # 0, allora basta prendere

At
7' (t) = costante = A ra dacui  ~(t) = T
Quindi si ha
J(t) = AteM
M=ot a

percid una soluzione particolare della (1.3.7) puo essere scritta nella forma
y(t) =CteM,
con C' € C (e quindi di nuovo posso anche scegliere C' € R).

¢) Se infine A2+ a A+ b =0 e 2\ + a = 0 allora semplicemente si ha 7" (t) = A da cui

A 2 = A 2 At

Quindi una soluzione particolare della (1.3.7) puo essere scritta nella forma
7(t) = Ct?eM,

con C' € R.
Osserviamo che in questa classe particolare di termini noti del tipo A e con A € C rientrano
anche i casi

cos wt, sinwt, e coswt, e’ sinwt con u € R.

2 Esempio 1.3.12. Si trovi una soluzione particolare dell’equazione

' =3y +2y=1+1¢
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Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non

omogenea. Cerchiamo una soluzione del tipo generico polinomio di secondo grado
g(t) = CO + Cl t + 02 t2.

Siccome si ha
yt)y=Cr+2Ct,  7'(t)=2C,

inserendo queste informazioni nell’equazione di partenza si ottiene
202 - 3(01 —|—202t) +2(00+01t+02t2) = 1 +t2

A questo punto vado a uguagliare i coefficienti dei termini con lo stesso grado, a destra e a

sinistra, ottenendo il seguente sistema

20, -3C1+2C, =1

—-6Cy4+2C, =0
202 - 1
da cui si deduce immediatamente
9 3 1
Co = —; C, = —; Cy = —.
0 47 1 27 2 2

Quindi una soluzione particolare dell’equazione proposta é

9 3 1
g(t) ==+ =t + =2

S Esempio 1.3.13. Si trovi una soluzione particolare dell’equazione
y// + 2y/ — ¢

Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Osserviamo che il termine noto é di primo grado ma nell’equazione manca il termine
in y; quindi si ricade nel caso b) elencato in precedenza. Quindi cerchiamo una soluzione del

tipo polinomio di secondo grado della forma
y(t) - Cl t + CQ tz
Con semplici calcoli si deduce che deve essere
205+2C, +4Cst =t
quindi
4C5 =1
201 + 2 02 - O
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da cui . .
Cy = ——; Cy=—.
Ty !
Quindi una soluzione particolare dell’equazione proposta é
1 1
yt) = ——t + —t%
yt) = —3t+ 7

S Esempio 1.3.14. Si trovi una soluzione particolare dell’equazione
" / 3t
Y+ 2y + 3y =3e.

Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Per quanto detto sopra, possiamo cercare una soluzione particolare del tipo F(t) =

C'e3. Da cui con semplici calcoli
Ce*(94+2-3+3)=18Ce*" =3e*
quindi C'=1/6 e (t) = g €.
& Esempio 1.3.15. Si trovi una soluzione particolare dell’equazione
Yy — 2y — 3y = 3e*.

Si tratta di un’equazione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti non
omogenea. Ripetendo lo stesso ragionamento dell’esempio precedente, quindi andando a cercare

una soluzione particolare del tipo y(t) = C €3 si ottiene
Ce’(9-2-3-3)=0=3e"

quindi non esiste una costante C' (nemmeno in campo complesso) tale per cui la funzione 7
proposta risolva I’equazione data. Questo perché a ben vedere r = —3 é soluzione dell’equazione
caratteristica associata > — 2r — 3 = 0. Cerchiamo quindi una soluzione particolare del tipo

y(t) = C'te’. Siottiene innanzitutto
7t)=Ce"+3Cte™;  y'(t)=6Ce* +9Cte™

da cui inserendo nell’equazione si ottiene C' = 3/4. Una soluzione particolare & dunque

3.
y(t) = Zte“.

1 Osservazione 1.3.16. Quando il termine noto & del tipo A e cos(wt), ricordando che

Aer+ilt — Aert(cos(wt) + i sin(wt))
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si pud procedere risolvendo I'equazione con il termine noto A e(*+%) e poi prendere la parte reale
di tale soluzione complessa; per linearita infatti troveremo la soluzione con il termine noto cercato.
Analogamente se il termine noto ¢ della forma Ae** sin(wt) si procede andando a prendere la parte
immaginaria. Alternativamente, si pud pensare di procedere senza usare i numeri complessi: in tal

caso si deve andare a cercare una soluzione particolare del tipo
y(t) = €°(Cy cos(3z) + Cy sin(3x)).

Usualmente comunque l'uso dell’'esponenziale complesso rende i calcoli delle derivate di y meno
laboriosi. Inoltre, anche se il termine noto contiene solo seno oppure coseno, quando si cerca una

soluzione particolare si deve sempre cercare come combinazione lineare di entrambi seno e coseno.
# Esercizio 1.3.17. Si trovi una soluzione particolare dell’equazione
v+ 2y —y = 2¢" cos(3x).

¢ R. Procedendo come sottolineato, si ottiene infatti una soluzione particolare del tipo

_2650

© 193

i Osservazione 1.3.18. (METODO DI SOVRAPPOSIZIONE) Nel caso in cui f(t) sia combi-

y(t) (—7cos 3z + 12sin 3x)

nazione lineare di termini appartenenti a due tipologie diverse (esempio polinomio pil esponenzale
o polinomio piu funzione trigonometrica) per linearita prima si trova una soluzione dell’'equazione
che ha come termine noto il primo termine del termine noto originario, poi si trova una soluzione
dell’equazione che ha come termine noto il secondo termine del termine noto originario e infine una

soluzione dell’'equazione di partenza sara la somma delle due soluzioni trovate.

# Esercizio 1.3.19. Si trovi una soluzione particolare dell’equazione
y" +3y =t+2cost
¢ R. Procedendo come sottolineato, si ottiene infatti una soluzione particolare del tipo

t
y(t) = 3 + cost.

29



1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

30



CAPITOLO 2

Calcolo infinitesimale per le curve

2.1 Richiami di calcolo vettoriale

Per lo studio del calcolo infinitesimale in pitl variabili occorre un certo uso del calcolo vettoriale.
In questo paragrafo andiamo a richiamare le nozioni di base che verranno incontrate nel seguito.
Ambientiamo tutto in R"; gli elementi di R™ li chiamiamo VETTORI e vengono indicati con
x = (21,%2,...,%,). Gli ;, i = 1,...n si dicono COMPONENTI del vettore. Il MODULO di un

vettore é definito come

mentre si dice VERSORE un vettore di modulo unitario e si indica con

X
vers(x) = —.
x|
R™ é dotato della base canonica
e = (1,0,0,...,0,0), e =(0,1,0,...,0,0), ... ,e, =(0,0,0,...,0,1)

e ogni vettore puo essere espresso come combinazione lineare degli elementi della base canonica
n
X=x1€ +r10€+ -+ 1,6, = g T;e;.
=1

I casi che ci interessano maggiormente sono naturalmente quelli corrispondentian =2en = 3,
cioé¢ R? e R3. In tal caso spesso per i vettori si usano notazioni che non fanno uso di indici,
come (z,y) o (z,y, z) e anche i versori della base canonica sono di solito indicati con i, j, k (in
R?) e i,j (in R?).

Tra le operazioni che si fanno di solito con i vettori, oltre a somma e prodotto per uno scalare,
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2 CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

ricordiamo il PRODOTTO SCALARE che ¢ un’operazione che coinvoge due vettori e che da come

risultato uno scalare, secondo la legge
n
w-v = (U, U, ..y Up) - (V1,090 U,) = ULV F ULV F 0 F Uy Uy = E U; ;.
i=1

Talvolta per indicare il prodotto scalare di due vettori si usa anche la notazione (u,v) invece
diu-v.

Nel caso particolare di n = 2 e n = 3 ¢’é anche un preciso significato geometrico, visto che
u-v =|u||v| cosb,

dove 0 ¢ ’angolo compreso tra i due vettori. Quindi u-v = 0 se e soltanto se i due vettori sono
ortogonali tra loro. Per analogia, la definizione di angolo tra due vettori si estende anche nel

caso n > 3, definendolo come

e anche in questo contesto si dice che due vettori sono ORTOGONALI se u-v = 0.
Infine introduciamo anche un’altra operazione che agisce tra due vettori di R?® e che da come
risultato un vettore di R3: il PRODOTTO VETTORIALE. Si indica con ux v e agisce nel seguente

modo
i j k
.| U2 U3 Uy usg Uy U2
uxv = U3 Uz U3 =1 - +k
Vg Us V1 Vs V1 Uy
V1 U2 U3

= I(UQ V3 — U3 UQ) —J(Ul V3 — U3 Ul) + k(u1 Vo — U2 ’01).

Si noti che u x v = 0 se e soltanto se i due vettori sono paralleli. Talvolta per indicare il

prodotto vettoriale si usa la notazione u A v invece che u X v

2.2 Funzioni a valori vettoriali: alcune definizioni

Fino ad ora ci siamo occupati di funzioni reali di una variabile reale, ossia oggetti del tipo
f:ACR — R con A dominio e f la legge che ad ogni elemento di A associa un solo elemento
di f(A) (chiamata immagine di A tramite f) anch’esso reale.

Il nostro obiettivo ora ¢ quello di estendere questa nozione al caso in cui i dati in ingresso o quelli
in uscita (o entrambi) possono essere pitt di uno (mantenendo I'univocita della corrispondenza

input-output come deve essere per definizione di funzione).
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2.3 CALCOLO DIFFERENZIALE E INTEGRALE PER FUNZIONI A VALORI VETTORIALI

O Definizione 2.2.1. Si dice FUNZIONE DI UNA VARIABILE una funzione definita su A C R.
Si dice FUNZIONE DI PIU VARIABILI una funzione definita su A C R” conn > 1.

Si dice FUNZIONE A VALORI REALI una funzione che ha immagine f(A) C R.

Si dice FUNZIONE A VALORI VETTORIALI una funzione che ha immagine f(A) C R™, m > 1.

Le funzioni a valori vettoriali solitamente si indicano in grassetto come i vettori.

% Esempio 2.2.2. Una funzione f : R — R? ¢ una funzione a valori vettoriali di una variabile

reale; una funzione f : R?® — R ¢ una funzione di tre variabili a valori reali.

2.3.  Calcolo differenziale e integrale per funzioni a valori

vettoriali

Ci occupiamo ora degli elementi fondamentali del calcolo infinitesimale per funzioni f : A C
R — R™, m > 1. Questo ¢é il caso piu semplice perché molte delle principali nozioni del calcolo
differenziale e integrale si riconducono a quelle gia studiate per il caso di funzioni reali di una
variabile reale. Nel caso n = 2,3 vedremo che le funzioni f : A C R — R™ hanno il significato
geometrico di curve nel piano o nello spazio.

Sia dunque r : I — R™ con [ intervallo di R. Sia ¢ty € I e sial € R™.

O Definizione 2.3.1. Si dice che
}Lr% r(t) =1

se
lim |r(t) — 1] = 0. (2.3.1)

t—to
QQuesta definizione ci permette di ricondurre il calcolo del limite per funzioni a valori vettoriali
al caso del calcolo di limiti per funzioni a valori reali; infatti la funzione ¢ — |r(¢) — 1] ¢ una
funzione reale di variabile reale; inoltre geometricamente la (2.3.1) significa che la distanza tra
il punto r(t) e il punto 1in R™ tende a zero se t — ¢, e questo ¢ possibile solo se tendono a zero
contemporaneamente le distanze tra le componenti di r e le componenti di 1 rispettivamente.
Quindi se r(t) = (r1(t), r2(t),...,rm()) conr;: I R i=1,....mel=(ly,ly,...,l,) € R™
allora se t — ¢
r(t) = 1< r(t) — 1, Vi=1,2,...,m.

Quindi grazie all’interpretazione geometrica di (2.3.1) e alle nozioni note riguardanti il caso
di limiti di funzioni reali di variabile reale possiamo concludere che il limite di una funzione a
valori vettoriali si calcola componente per componente nel modo seguente:

lim r(t) = Um (ry(£), 72(t), ..., m(t)) = (lim ri(t), im ro(t), ..., lim rm(t)) . (2.3.2)

t—to t—to t—to t—to t—to
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2 CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

& Esempio 2.3.2. Siar : [ — R3 definita da r(t) = (cost + m, et — 1,sint?). Calcoliamo

limt_>0 I'(t)
Dalla (2.3.2) si ha che

lim v (t) = lim(ry(£), ra(t), 75(t)) = Qg%(ygol(cost + ), lim(e! — 1), lim(sin t2)) = (1+7,0,0).

Per curiosita andiamo a verificare che questo modo di procedere é equivalente a calcolare
direttamente la (2.3.1). Si ha

. . T . t . 2 T . 2 t 2 ) 2 _
11_rg|r(t) 1 1gré|((cost 1), (e" — 1), (sint?))| 11_{%\/<C08t 1)24 (et —1)2 4 sin“#2 =0

1z Osservazione 2.3.3. Si dimostra che molte delle proprieta dei limiti per funzioni reali di una
variabile reale si estendono in maniera immediata nel caso di funzioni a valori vettoriali, come ad
esempio il teorema di unicita del limite, il teorema sul limite della somma o del prodotto e la
definizione di funzione continua (in particolare una funzione a valori vettoriali & continua se e solo

se lo sono tutte le sue componenti).
O Definizione 2.3.4. Siar: I — R™ e sia ty € I. Si dice che r ¢ DERIVABILE in t; se esiste
finito

I‘(t() + h) — I'(to)

r'(ty) = lim (2.3.3)
t—5to h
_ (hm r1(to + h) — r1(t) lim ro(to + h) — 7“2(15)’ o lim rm(to+h) — rm(t)>
h—0 h h—0 h h—0 h
(2.3.2)

= (rll (to)v Té(t0)7 s 7T;L(t0))'

Si osservi che negli ultimi passaggi abbiamo sfruttato il fatto osservato in precedenza, cioé che i
limiti di funzioni a valori vettoriali si fanno componente per componente. Quindi anche la derivata
di una funzione a valori vettoriali si fa componente per componente: il vettore derivata ¢ il vettore

delle derivate delle componenti.

O Definizione 2.3.5. Se r ¢ derivabile in tutto I e inoltre la funzione r’ é continua in I, si dice
che r & DI cLASSE C!(1) e si scrive r € C'(I). Analogamente si definiscono le derivate di ordine

successivo e le funzioni di classe C*(I) per k > 1.

Infine in maniera naturale si puo introdurre anche l'integrale definito di una funzione a valori

vettoriali.

O Definizione 2.3.6. Sia r : [a,b] — R™ e poniamo

/abr(t) dt = (/abrl(t) dt,/abrg(t) dt,...,/abrm(t) dt) (2.3.4)

e diciamo che r ¢ integrabile in [a, b] se e solo se lo é ogni sua componente r; (i =1,2,...,m); in

questo caso (2.3.4) da la definizione di integrale di r.

34



2.4 CURVE REGOLARI

Ragionando di nuovo componente per componente si dimostra il seguente

Teorema 2.3.7. (TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE PER FUNZIONI A
VALORI VETTORIALI) Ser : [a,b] — R™ ¢ di classe C*([a,b]) allora

/ v'(t)dt = r(b) — r(a).

Un altro risultato importante ma di dimostrazione meno immediata ¢ il seguente

Proposizione 2.3.8. Ser : [a,b] — R™ ¢ integrabile, allora

/abr(t) dt‘ < /ab e(t)] dt.

Osserviamo che l'integrale che compare a primo membro é I'integrale di una funzione a valori

vettoriali, mentre quello che compare a secondo membro coinvolge una funzione a valori scalari,
cioé |r(t)|. In entrambi i casi, i moduli che compaiono nella formula sono moduli di vettori e

non valori assoluti di numeri reali.

2.4, Curve regolari

Consideriamo ora un punto materiale che si muove nello spazio tridimensionale lungo una certa
traiettoria; le sue coordinate sono funzioni del tempo, quindi la sua posizione all’istante ¢ puo

essere descritta da una funzione di questo tipo
r: [tl,tg] — R3

dover = (z,y,2) e

quindi si puo anche scrivere
r(t) =xz(t)i+yt)j+=2(t)k

usando la notazione vettoriale richiamata in questo capitolo, o anche
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Analogamente se il punto si muove nel piano, il suo moto viene descritto da una funzione
T: [tl,tg] — ]RQ

conr = (z,y) e
= x(t
®) t € [t1,1s] (2.4.1)
y=y(t)
quindi si possono anche usare le notazioni

r(t) =x(t)i+y(t)j,  oppure  r(t) = (2(t),y(t)).

Quindi si vede da questo semplice esempio come le funzionir : I C R — R™ con m = 2 o
m = 3 abbiano un significato fisico e geometrico notevole, quello di curve o cammini nel piano

o nello spazio Fuclideo. Vale dunque la pena di dare la seguente definizione.

[ Definizione 2.4.1. Sia I C R intervallo. Si dice ARCO DI CURVA CONTINUA O CAMMINO
in R™ una funzione r : I — R™ che sia continua, nel senso che le sue componenti sono funzioni

continue.

Se si pensa la variabile ¢ come il tempo, com’era nel caso dell’esempio precedente, allora un arco
di curva continuo ¢ la legge oraria di un punto mobile che si sposta cioé assegna la traiettoria

e la posizione in cui il punto si trova ad ogni istante di tempo.

i Osservazione 2.4.2. Dobbiamo distinguere innanzitutto tra la rappresentazione della linea
percorsa dal punto (a prescindere dalla legge con cui é percorsa) in tutto l'intervallo temporale,
che & la traiettoria o immagine della funzione, cioé I'insieme dei suoi valori, dal grafico della
funzione stessa (che & un oggetto che vive rispettivamente in R? (o in R3)). Sono due cose
diverse e naturalmente la seconda é un’informazione pit completa rispetto alla prima, in quanto la
traiettoria ci dice sono dove passa il punto materiale ma non ci dice in quali istanti lo fa. Quindi
pill rigorosamente si potrebbe dire che un arco di curva continuo v ¢é la coppia costituita da una
funzione (continua) r : / — R™ che chiamiamo PARAMETRIZZAZIONE DELLA CURVA e un insieme
di punti di R™ (immagine di r) che chiameremo SOSTEGNO DELLA CURVA. In questo modo di
sicuro possono esistere “parametrizzazioni diverse della stessa curva”, cioé due diverse funzioni che

individuano lo stesso sostegno.

Se torniamo all’esempio iniziale di questo paragrafo, il vettore r(¢) rappresenta la posizione del
punto mobile all’istante to; il vettore r(ty + h) — r(ty) che compare nella (2.3.3) rappresenta
lo spostamento del punto mobile dall’istante ¢, all’istante ty, + h, quindi il limite del rapporto
incrementale rappresenta cinematicamente il vettore wvelocita istantanea del moto, che risulta

tangente alla curva.
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2.5 LUNGHEZZA DI UN ARCO DI CURVA

Analogamente, se esiste, la derivata seconda r”(¢) ha il significato cinematico di vettore accelera-
zione wstantanea del moto. Si pud anche definire la VELOCITA SCALARE

v(t) = |r'(t)]. (2.4.2)
Quest’ultimo concetto tornera utile quando introdurremo gli integrali di linea di prima specie.

O Definizione 2.4.3. Un arco di curva continua si dice CHIUSA se r(a) = r(b) con I = [a,b]
(cioé punto iniziale e punto finale coincidono); si dice SEMPLICE se non ripassa mai dalo stesso
punto (cioé se t; # to = r(t1) # r(t2) (a parte il caso in cui sia chiusa); si dice PIANA se esiste un

piano che contiene il suo sostegno.

Il vettore velocita istantanea individua effettivamente una direzione, e quindi ha il significato
di vettore tangente, solo quando le sue componenti non sono tutte nulle. Questo motiva la

prossima, definizione.

O Definizione 2.4.4. Sia I C R intervallo. Si dice ARCO DI CURVA REGOLARE un arco di curva
r: [ — R™ tale che r € C*(I) e ¥/(t) # 0 per ogni t € I.

Quindi il vettore derivato esiste in ogni punto, varia con continuita e non si annulla mai. Di
conseguenza, per le curve regolari & ben definito il VERSORE TANGENTE
r'(t)
T=—=
v’ (2)]

che inoltre dipende con continuita da t.

O Definizione 2.4.5. Sia I C R intervallo. Si dice ARCO DI CURVA REGOLARE A TRATTI un
arco di curva r : [ — R™ tale che r é continua e l'intervallo I pud essere suddiviso in un numero

finito di sottointervalli, su ciascuno dei quali r & un arco di curva regolare.

1> Osservazione 2.4.6. Osserviamo che possiamo trovare curve in R? descritte in forma para-
metrica come in (2.4.1) oppure ci sono curve che sono rappresentabili come grafico di una funzione
di una variabile, cioé nella forma y = g(x). Esiste anche un terzo modo per rappresentare le curve
di R? che ¢ la rappresentazione implicita cioé quelle curve che sono definite da un’equazione del
tipo f(z,y) = 0. Questi concetti si possono anche generalizzare in maniera opportuna al caso di

curve a valori in R? (e pid in generale di funzioni a valori in R™).

2.5, Lunghezza di un arco di curva

Sia r : [a,b] — R™ la parametrizzazione di un arco di curva « continuo e consideriamo una
partizione
P = {CL = to,tl,...,tn_l,tn = b}
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2 CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

dell’intervallo [a,b], con tyg < t; < --+ < t, non necessariamente equidistanti. Alla partizione
P risulta associata la poligonale inscritta in 7 costituita dagli n segmenti di estremi r(¢;_1) e

r(t;) con j =1,...,n; sia {(P) la lunghezza di tale poligonale, da cui si ha
(P) = Ire(t;) —r(tja)]-
j=1

Siccome intuitivamente il segmento ¢ la linea piu breve che congiunge due punti, 1'idea é che
¢(P) approssimi per difetto la lunghezza di ~y; per cui facendo variare in tutti i modi possibili
la partizione P e prendendo 'estremo superiore delle ¢(P) si ottenga la lunghezza dell’arco di

curva desiderato. Si ha percio la seguente definizione:
O Definizione 2.5.1. Si dice che v € RETTIFICABILE se
Sl;pf(P) = {(7y) < +o0.
dove I'estremo superiore é calcolato al variare di tutte le possibili partizioni P di [a,b]. In tal caso
0(~y) si dice LUNGHEZZA di 7.

Ricordando che cinematicamente lo spazio € uguale al prodotto della velocita per il tempo e

che abbiamo introdotto la velocita scalare in (2.4.2) allora si giustifica il seguente teorema.

Teorema 2.5.2. Siar : [a,b] — R™ la parametrizzazione di un arco di curva vy regolare. Allora

v é rettificabile e
b
()= [ Wl

Nello spazio tridimensionale la formula precedente prende la seguente forma

() = / VIR + g 07 T+ 2R dt;

se la curva ¢ piana, manca il termine 2’(¢)%

Vale la seguente utile osservazione.

Proposizione 2.5.3. Sia v una curva unione di due curve vy, e vy, rispettivamente di equazions
ry = r1(t) pert € [a,b] e ry = ro(t) per t € [b,c|, soddisfacenti alla condizione di raccordo

r1(b) = ra(b), allora v = vy Uy & definita dalla curva r : [a,c] — R™ di equazione

o) = { ri(t) t € la,b]

I'Q(t) t e [b, C]

Se v1 € vy sono rettificabili, anche v é rettificabile e () = {(v1) + (y2). La stessa proprieta
st estende a un numero finito di curve rettificabili.
Se v é regolare a tratti, allora é rettificabile e la lunghezza si calcola tramite la medesima

formula (dove la funzione integranda sara continua a tratti).
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2.5 LUNGHEZZA DI UN ARCO DI CURVA

Lunghezza di un grafico

Una classe particolare di curve piane é data dalle curve che si ottengono come grafici di funzioni
di una variabile, ossia y = f(x) per x € [a,b]. In tal caso la curva puo essere scritta in forma
parametrica ponendo:

{ ;:;(t) per t € [a,b].

Una curva espressa come grafico di una funzione f ha le seguenti proprieta:

1) é continua se e soltanto se f é continua in [a, b];

2) ¢ regolare se e soltanto se f ¢ derivabile con continuita in [a,b] (notiamo che il vettore
velocita non si annulla mai visto che 2/(¢) = 1);

3) & regolare a tratti se e solo se f & continua in [a,b] e a tratti derivabile con continuita in
[a, 0];

4) non & mai chiusa;

5) é sempre semplice.

Nel caso di una curva espressa come grafico di una funzione, per calcolare la lunghezza della

curva si usa la formula

() = / NaESTOR

Curve piane in forma polare

Una forma particolare che possono avere le equazioni parametriche di una curva piana é quella

polare. L’equazione
p=f(0) 0 € [01,02]

indica la seguente scrittura

{m:f(Q)COSQ o€ 0,0,

y = f(f)sind
Possiamo immediatamente osservare che
r'(0) = (f'(0)cos® — f(0)sinb, f'(0)sind + f(6) cosh)

da cui
'(0)] =/ f(0)2 + f(0)2

Una curva piana espressa in forma polare ha le seguenti proprieta:
1) é continua se e soltanto se f é continua in [0y, 65];

2) & regolare se e soltanto se f & derivabile con continuita in [f1,65] e inoltre f e f’ non si
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annullano contemporaneamente;
3) ¢ chiusa se e soltanto se f(0;) = f(0a) e 62 — 01 = 2n 7 per qualche intero n.
Nel caso di una curva espressa in forma polare, per calcolare la lunghezza della curva si usa la

formula 0,
()= | VI@F T o ab

1z Osservazione 2.5.4. Com’é noto, |'estremo superiore di un insieme pud anche essere infinito,
se l'insieme non ¢é limitato. Quindi in particolare, ci sono curve che non sono rettificabili, perché

hanno lunghezza infinita. Ad esempio si dimostra che la curva piana che ¢ il grafico della funzione
£ sin — te (0 2]
sin — g
ft) = t
0 t=20.

non ¢ rettificabile dato che I'estremo superiore delle lunghezze delle poligonali inscritte nella curva

& infinito.

2.6. Cambiamenti di parametrizzazione. Il parametro arco

In questo paragrafo cercheremo di formalizzare il concetto intuitivo che la lunghezza dell’arco
di curva percorsa da un punto mobile dipende solo dal sostegno della curva e non dalla velocita
con cui il punto si muove o dal verso di percorrenza.

Sia infatti r = r(¢) con t € [a,b] un arco di curva regolare. Un cambiamento di parametriz-
zazione significa introdurre una funzione ¢ = ¢(u) con ¢ : [¢,d] — [a, b] derivabile e invertibile
(quindi in particolare monotona) tale che la nuova curva r = r(p(u)), u € [c, d] abbia lo stes-
so sotegno anche se sara percorsa con una velocita diversa. Inoltre se ¢ ¢ crescente, le due
parametrizzazioni si diranno equivalenti perché percorse nello stesso verso; se invece ¢ é decres-
cente allora la nuova parametrizzazione si dice cambio di orientazione rispetto alla precedente.
In entrambi i casi passando da r = r(t) a r = r(p(u)) diremo che abbiamo riparametrizzato la

curva. Si ha inoltre il seguente fatto.

Proposizione 2.6.1. La lunghezza di un arco di curva regolare é invariante per parametriz-

zazioni equivalenti ed anche per cambiamento di orientazione.

Osserviamo che la lunghezza dell’arco di curva r(7) per 7 € [to,t] ¢ una funzione di ¢ e si ha

s(t) = /tt v/ (7)] dr.

Se si & in grado di calcolare esplicitamente tale funzione e poi invertirla, esprimendo ¢ come

funzione di s, allora é possibile riparametrizzare la curva in funzione del parametro s detto
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2.7 INTEGRALI DI LINEA DI PRIMA SPECIE

PARAMETRO ARCO O ASCISSA CURVILINEA. Il vantaggio ¢ che s ¢ esattamente lo spazio
percorso dal punto mobile quando il parametro passa da 0 a s. Si puo inoltre far vedere che
se r = r(s) é una curva parametrizzata con il parametro arco, allora il vettore derivato r'(s)

coincide con il versore tangente.

2.7. Integrali di linea di prima specie

O Definizione 2.7.1. Sia r : [a,b] — R™ un arco di curva regolare di sostegno v e sia f una
funzione a valori reali, definita si un sottoinsieme A C R™ contenente 7, cioé f: A C R™ — R,
con 7 C A. Allora si dice INTEGRALE DI LINEA (DI PRIMA SPECIE) DI f LUNGO 7 l'integrale

Lﬁkzlv@@WWWﬁ

bf Significato geometrico dell’integrale di linea di prima specie. Se m = 2, f positiva e continua
e v é parametrizzata con il parametro arco, il precedente integrale ha un’interessante interpre-
tazione geometrica. Infatti sia S la superficie in R3 formata dai segmenti che congiungono i
punti di v con il grafico di f. Visto che v é parametrizzata dal parametro arco, se pensiamo
di sviluppare in un pano z,y la superficie S in modo da far coincidere + con l'asse x allo-
ra il parametro arco coincide con l'ascissa z e 'integrale f7 f ds rappresenta 'area di questa
superficie sviluppata e quindi I'area della superficie originale.

Per I'integrale di linea di prima specie valgono i risultati di invarianza rispetto a parametriz-

zazioni analogo a quanto abbiamo enunciato per la lunghezza dell’arco di curva.

Proposizione 2.7.2. L’integrale div f di prima specie lungo v é invariante per parametriz-

zaziont equivalenti ed anche per cambiamento di orientazione su .

2.7.1. Applicazioni

Massa di un filo non omogeneo nota la densita lineare

Sia v una linea materiale non omogenea di densita lineare p e sia v : [a,b] — R® una

parametrizzazione regolare di . Allora la massa totale é data da

mzlmm:lﬁmmwwwt

Se il corpo ¢ omogeneo (p costante), si ritrova m = p£(7), dove £() ¢ la lunghezza di ~.
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2 CALCOLO INFINITESIMALE PER LE CURVE

Baricentro

Il baricentro di ~ é il punto B = (z, 7y, z) dove

:—/w@_—/ i (1)] dt
_/W%_—/ (1)) dt

—/zpds-—/ Iv'(¢)| dt
dove r(t) = (z(t),y(t), z(t).

Se il corpo é omogeneo (p costante), il baricentro si dice CENTROIDE e ha coordinate

Y SR L LN b (1L O]
g=2 [ras= 7/a<t>|<t>|dt—

<
||

l
||

mJy () f|r )| dt
=L S—L ' / f?/ (t)|dt
7= 1 [vis= g5 [ vl f|,|ﬁ
2 P [ as= [ oy o) e = de 2 PO
2= b [ fwl W= o

Momento di inerzia

Calcoliamo infine il momento di inerzia di 7 rispetto a un asse fissato. Se d(z,y, z) indica la

distanza di (z,y, z) da quest’asse, si ha

= [Fpds= [ (0 ple(e) 1) .

a

Se il corpo é omogeneo si ottiene

o [ S E®) 0] dr
wléd_ Lwow
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CAPITOLO 3

Calcolo infinitesimale per funzioni reali

di piu variabili

Scopo di questo capitolo é iniziare a studiare le funzioni reali di piu variabili reali, del tipo
frACR" = R.

3.1. Grafico, linee di livello e domini

O Definizione 3.1.1. Sia f : A C R™ — R. Allora il GRAFICO di una funzione reale di pid
variabili & I'insieme

{(x, /() : x € A} CRM,
E chiaro che se n = 2 ¢ possibile una visualizzazione del grafico in R® altrimenti per n > 2
questo non é pitl possibile.
Un altro modo per rappresentare graficamente una funzione reale di pitt variabili reali ¢ tramite
gli insiemi di livello.
O Definizione 3.1.2. Sia f: A CR" — R. Allora gli INSIEMI DI LIVELLO (O IPERSUPERFICI

DI LIVELLO) per una funzione reale di pit variabili sono gli insiemi
{xeR": f(x) =c}

al variare di ¢ € R.
Se n = 2 si parla di LINEE DI LIVELLO alla superficie di equazione z = f(z,y) e sono gli insiemi

{(z,y) e R*: (z,y) € A};
se n = 3 si parla di SUPERFICI DI LIVELLO alla ipersuperficie di equazione k = f(z,y,2) e sono
gli insiemi
{(2.9,2) €R®: (a,,2) € A}.
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3 CALCOLO INFINITESIMALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

Le curve di livello rappresentano il luogo dei punti dove f ha valore costante, quindi danno
informazioni sulla f anche se implicitamente. Ad esempio, sono le linee che vengono tracciate
sulle carte topografiche ad indicare luoghi che hanno la stessa altitudine oppure nelle carte
delle previsioni del tempo, a indicare ad esempio le linee isobare (a pressione costante).

Si mediti sui seguenti esempi chiave.

% Esempio 3.1.3. Sia f(z,y) = 2? +y?. Tale superficie prende il nome di PARABOLOIDE. E
una funzione definita su tutto R?, é sempre positiva o nulla, le linee di livello sono del tipo x*+
y? = C, al variare di C > 0. Queste linee rappresentano delle circonferenze centrate nell’origine
di raggio v/C. Il paraboloide quindi ha simmetria radiale e allontanandosi dall’origine cresce

piu velocemente (perché le linee sono piu fitte).

% Esempio 3.1.4. Sia f(z,y) = \/m Questa superficie prende il nome di CONO.
Anch’essa é definita su tutto R? ed é sempre positiva o nulla, ma stavolta le linee di livello sono
del tipo x? + y? = C?, quindi rappresentano circonferenze centrate nell’origine e di raggio C.
Stavolta le linee di livello sono equidistanziate e quindi il cono cresce “meno velocemente” del

paraboloide.

Se pensiamo di andare a sezionare le precedenti superfici con il piano y = 0 otteniamo rispetti-
vamente una parabola di equazione z = x? e la funzione valore assoluto z = |z| da cui si evince
il punto angoloso.

Naturalmente anche le funzioni reali di pit variabili reali sono definite all’interno di un dominio
naturale che é il pit grande sottoinsieme di R"™ dove ha senso scrivere la f. Valgono le stesse
regole di buona definizione usate per le funzioni reali di una variabile reale, con una difficolta
in pit, che i domini risultati saranno sottoinsiemi di R", quindi nel caso ad esempio n = 2 dove

¢’é una visualizzazione delle nostre superfici, i domini saranno sottoinsiemi del piano.

S Esempio 3.1.5. Trovare il dominio naturale della seguente funzione

f(z,y) = /tan(zy) sin(eV™)

Si osserva che la radice quadrata é ben definita se il suo argomento ¢ positivo o nullo; I'espo-
nenziale ¢ ben definito ovunque cosi come la funzione seno; la funzione tangente invece ¢ ben
definita se il suo argomento ¢ diverso da 5 + km, con k € Z. Dunque le condizioni da porre

sono

tan(xy) >0 ()Sxygg—l-lm, kelkZ
T

a:y7é§+/€7ﬂ kel < :Uy#g+k‘7r, kelkZ

ry >0 zy >0

quindi la condizione da porre é

ngy<g+n7r, n € N.
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3.2 LIMITI E CONTINUITA

Si tratta di una successione di regioni comprese tra due iperboli equilatere nel primo e nel terzo

quadrante (alcune iperboli sono comprese, altre sono escluse).

3.2. Limiti e continuita

Abbiamo visto nel capitolo precedente il significato dell’operazione di limite per una funzione
di una variabile a valori vettoriali e abbiamo visto che per queste funzioni il comportamento
puo essere in buona parte ricondotto a quello per funzioni reali di una variabile reale. Nel caso
di funzioni reali di piu variabili reali il comportamento sara in generale pitt complesso e piu
difficilmente riconducibile a quello unidimensionale.

Iniziamo con la seguente definizione.

O Definizione 3.2.1. Data una successione {x;}%2, di punti di R” e un punto x, € R” si dice
che
Xp — Xo perk —oose |xx—Xo| =0 perk — oo.

O Definizione 3.2.2. Si dice INTORNO SFERICO DI CENTRO Xy € R"™ E RAGGIO r > 0 |'insieme
Ur(x9) = {x € R" : |x — x¢| <1}
r si dice RAGGIO DELL'INTORNO; X st dice CENTRO DELL'INTORNO.

O Definizione 3.2.3. (DEFINIZIONE SUCCESSIONALE DI LIMITE O LIMITE PER SUCCESSIONI)

Sia f : R™ — R definita almeno in un intorno sferico di xy € R™ (escluso al pit il punto x stesso.
Sia L € R* dove R* = RU {£o00}. Allora diremo che

lim f(x) =1L

X—X0

)

V{x}re; di punti tale che x;, — xo per k — oo (con X # Xo per ogni k), si ha che

lim f(xz) = L.
k—ro0

Pit in generale si ha la seguente

O Definizione 3.2.4. (DEFINIZIONE TOPOLOGICA DI LIMITE) Sia f : R" — R definita almeno

in un intorno sferico di xo € R™ (escluso al pid il punto x stessi e sia L € R. Si dice che

lim f(x) =1L

X—X0
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3 CALCOLO INFINITESIMALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

Ve>030>0 talechese 0<|x—xo| <0 allora [f(x)—L|<e.

Si dice che
lim f(x) =400 [—o0]

X—X0

VM >03§>0 talechese 0<|x—xo|<d allora f(x)>M [f(x)<—-M].

1z Osservazione 3.2.5. A differenza del caso delle curve, non c'é una maniea diretta per ricondurre
il calcolo dei limiti di funzioni del tipo f : R™ — R a quello per funzioni reali di variabile reale. Le
definizioni presentate presentano delle somiglianze solo dal punto di vista formale; per altro anche
in questo caso molti enunciati continuano a valere in maniera analoga, per esempio il teorema di
unicita del limite, il teorema sul limite della somma, del prodotto per una costante, del prodotto e
del quoziente di due funzioni, il teorema del confronto e il teorema di permanenza del segno, giusto

per citarne alcuni

O Definizione 3.2.6. (CONTINUITA) Si dice che f: R” — R & continua in xq se

lim f(x) = f(xo)-

X—X0

1z Osservazione 3.2.7. Come conseguenza dei teoremi sui limiti valgono i teoremi sulla continuita
della somma, del prodotto, del quoziente di funzioni continue (quando hanno senso e il denominatore

non si annulla) e della composizione di funzioni continue (quando ha senso).

Osserviamo che se una funzione di una variabile ¢ continua, rimane ovviamente continua anche
se la consideriamo come funzione di pin variabili. Esempio: f(z) = e® e g(x,y) = €® oppure
g(z,y) = €.

Le proprieta enunciate permettono, combinandole tra loro, di mostrare la continuita di un gran

numero di funzioni senza dover ricorrere alla definizione (cioé al calcolo dei limiti).

& Esempio 3.2.8. La funzione

arctan(z? + y?)

fx,y) = Tp—

é definita e continua su R.

Quindi quando una funzione & continua, si puo calcolare limy_,, f(x) semplicemente valutando
f(x0).

S Esempio 3.2.9.

arctan(z? + y?)

li = =0
(a:,y)IE)I%O,O) f@y) 14+ ey

Quindi il ricorso alla definizione diventera indispensabile solo nel caso dell’analisi delle forme

di indeterminazione.
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3.3 ANALISI DELLE FORME DI INDETERMINAZIONE

3.3. Analisi delle forme di indeterminazione

Fatto fondamentale: se limy .y, f(x) = L allora significa che f si avvicina a L indefinita-
mente quando la distanza tra x e X tende a zero INDIPENDENTEMENTE dalla direzione con
cui x si avvicina a x¢. Quindi in generale si distinguono due casi:

=» il limite esiste. Allora 'esistenza del limite va dimostrata; in particolare puo essere utile
passare a coordinate polari. Infatti in questo caso, per esempio se n = 2, si riesce a mettere in
evidenza la dipendenza di f(z,y) dalla distanza tra (z,y) e (0,0) attraverso p = /22 + y2. A
questo punto é INDISPENSABILE che una volta operata la trasformazione la f(p, #) non dipen-
da piu da @ (o si possa controllare con una g dipendente solo da p). Vale il seguente criterio

generale per funzioni di due variabili (che pud anche essere esteso al caso di n variabili).

Proposizione 3.3.1. CRITERIO GENERALE (VALIDO PER PROVARE L'ESISTENZA DEL LIM-
ITE) Per dimostrare che f(x,y) — L se (x,y) — (0,0) ¢é sufficiente riuscire a scrivere una

maggiorazione del tipo
|f(p:0) — L| < g(p) g(p) = 0.

L’essenziale ¢ dunque che g non dipenda da 6.

i Osservazione 3.3.2. Se (z,y) — (xo,%) # (0,0) il criterio si pud ancora applicare con
p=+/(x—130)2+ (y — yo)? cioé si pone

x =x9+ pcosl
Yy = Yo + psinb.

Naturalmente non riuscire a dimostrare una tale maggiorazione NON SIGNIFICA che il limite

non esiste.
Il suddetto criterio puo anche essere generalizzato al caso di n variabili.
> Esempio 3.3.3. Si calcoli
, y?log x
lim @———
(@,y)—(1,0) (x — 1)% 4 72
SOLUZIONE 1. Ricordiamo che

f=20<=|f|=0
2

< 1 per ogni (y, z) € R?

a questo punto dunque, osservando che 5 <
Y

22

0<

2|1 2] 1
_yllogr] oy, vosEEDI gz 1) =0
(@y)—»10) (x —1)2+y?  (zy—00 224y (2,9)—(0,0)
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3 CALCOLO INFINITESIMALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

Il teorema del confronto ci permette allora di concludere che

, y?log
hm — = = 0
(@y)—1,0) (z — 1) 4 y2

SOLUZIONE 2. Si puo anche passare a coordinate polari ponendo x =1+ pcosf, y = psinf.

Si ottiene
. p?sin?@log(1 + pcosh)
lim

p—0 p2

= lim psin®f cosf = 0
p—0

poiché sin? 0 cos @ é una quantita limitata in modulo da 1.

Alternativamente per provare l'esistenza del limite si puo tentare di usare opportune mag-
giorazioni, al fine di mostrare che la differenza tra la funzione e il presunto limite tende a zero.

A tal fine possono risultare utili le seguenti maggiorazioni
e#>142 logz<z—1 sinz<z sinz<1 cosz<1

oppure le seguenti maggiorazioni derivanti da fatti elementari

CL2

ab < —a2+b2 <

(a® + b?)

N | —

(ma si badi che ovviamente non é vero che a?,“—jbg < 1) unite al fatto che f - 0 < |f| = 0 e
all’uso appropriato del teorema del confronto. Possono talora risultare comodi anche i limiti

notevoli dell’analisi 1. Il prossimo esempio mostra alcune possibili applicazioni.

S Esempio 3.3.4. Calcolare

i zy? — 2sin(x?y) cos(z + 2y)
im
(,y)—(0,0) r? + y?

Il limite dato puo essere riscritto come

lim zy? lim 2 sin(z%y) cos(z + 2y)

(@0)0.0) 2 + y%  (24)=(0.0) 22 + 52

a patto che questi ultimi due limiti esistano, finiti o infiniti ma tali da non dar luogo alla forma

di indecisione [+00, —oc]. Per quanto riguarda

xy’

lim ———
(z4)>(0.0) 2% + ¢/
. . . i . . 1 2 2 .
prendendo i valori assoluti e utilizzando la nota disuguaglianza |z||y| < §(m +y°), si ha
|21y

0< lim < - lim
(z9)—=(0,0) T2 + Y2 7 2 (2,9)-(0,0)

y* = 0.
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3.3 ANALISI DELLE FORME DI INDETERMINAZIONE

Quindi dal teorema del confronto e utilizzando il fatto che
f—=0&|f|—0

si ottiene che
xy’

<w,y1)1§%0,0) z? + o2
esiste e fa 0.
Per quanto riguarda
. 2 sin(z%y) cos(x + 2y)
(2:y)—+(0,0) 2+ y°

si osserva immediatamente che

lim  cos(z+2y) =1;
(z,y)—(0,0) ( v)
d’altra parte, utilizzando il fatto che |sinz| < |z| Vz € R e il fatto ovvio che 2* < x? + y? si
ottiene, prendendo i valori assoluti
2
< W hm o =0
@y)=00) T2+Y? T (@y)=00 22 +y* T @)—-00)

- 2
0< i C2smEw)l

1l teorema del confronto unito al fatto che

f—=0&|f|—0

ci da
2 sin(z%y) 0
1 _—
(29)—(00) 22 + y?
e dunque anche
2sin(z2y) cos(x + 2
lim ( yz) (2+y):0.
(29)—(0.0) 224y
Allora anche il limite proposto in partenza esiste e fa 0.
= Osservazione 3.3.5. | limiti possono essere usati anche nello studio della continuita di una
funzione come mostra il seguente esempio.
S Esempio 3.3.6. Sia data la funzione:
2
Y
= x#0
fap =2 7 °7
0 =0

a) Si stabilisca se f é continua in (0,0).
b) Si stabilisca se é continua in D := {(z,y) € R? : |y| <z < 1}
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3 CALCOLO INFINITESIMALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

a) Per x # 0 la funzione é continua. Per concludere occorre analizzare la conitnuita della
funzione data lungo la retta x = 0. Per fare questo bisogna calcolare il limite per x — 0 con y
qualunque di f(z,y) e verificare se esso é 0 che é il valore assunto lungo I'asse delle y. Questo
é falso dato che se consideriamo la curva y = \/x allora f(x,y) vale costantemente 1 e dunque
non puo tendere a 0 al tendere di x a 0. Dunque la funzione data non é continua in 0.
b) Usando la condizione imposta dal dominio D si ottiene
2
0< limy— <limz =0,
z—0 I z—0

dove osserviamo che non abbiamo avuto bisogno di considerare i valori assoluti delle quantita
in gioco dato che x € D = = > 0. A questo punto il teorema del confronto permette di con-
cludere che il limite considerato esiste e fa 0, dunque la funzione f é continua in D. Notiamo
che questo esempio mostra che una funzione puo essere discontinua in un punto mentre una
sua restrizione puo essere continua nello stesso punto. Cio non deve stupire, in quanto, restrin-
gendo una funzione ad un sottoinsieme del suo dominio, si puo escludere un insieme rilevante

di curve lungo le quali calcolare i limiti.

=» il limite non esiste. Sia f : A C R” — R una funzione reale di n variabili, sia
r: I C R —- R” un arco di curva di R" e supponiamo che esista la funzione composta
g(t) = f(r(t)). Quest’ultima scrittura si dice RESTRIZIONE DI f ALLA CURVA r ed é una
funzione reale di una variabile reale.

Il termine restrizione deriva dalla seguente idea geometrica: invece di far variare x € R” ci
restringiamo ai punti di R” che stanno sull’arco di curva r(t). E chiaro che se f e r sono
continue, anche g ¢ continua (composizione di funzioni continue).

Quindi: per mostrare che il limite per x — x( non esiste, ¢ sufficiente determinare due curve
passanti per Xo lungo le quali la funzione tende a due limiti diversi. La stessa conclusione vale

se la restrizione di f a una curva non ammette limite.

S Esempio 3.3.7. Determinare il dominio di definizione della funzione
f(z,y) := z 7 [(sinx)? + y*] tan(e” )

e studiarne il comportamento per (z,y) — (0,0).

T
Innanzitutto la funzione tan e**Y ¢ definita per e" Y # 5 +kmconk €7Z. Sek €7~ questo é

sicuramente verificato, quindi bastera imporre
7
ety £ B + k7 con ke ZU{0}.
Inoltre il denominatore di f deve essere diverso da zero, dunque

domf:{(x,y)ERQ:x—i—y#log(g—kkﬂ) keZ"Uu{0} A x;«é()}.
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3.3 ANALISI DELLE FORME DI INDETERMINAZIONE

Per quanto riguarda il comportamento di f per (x,y) — (0,0), dimostriamo che il limite

lim ((sinz)? 4+ y?) tan(e®tv)

(z,y)—(0,0) X

non esiste. A tale scopo basta trovare due curve passanti per ’origine lungo le quali la funzione

data ammetta limite diverso. Si ha ad esempio (utilizzando un noto limite notevole)

=tanl.

: 2 t T+
lim (. /) = lim [(sinx)® + x] tan(e )
x—0 z—0 x

D’altra parte
=0.

)2 4+ 22) tan e
lim f(z. 7) = lim ((sinx)* 4+ z*) tane
x—0 x—0 €

Questo basta a concludere che il limite dato non esiste.

% Esempio 3.3.8. Dire se la seguente funzione é continua nel suo dominio di definizione

2

f(.il},y) = x4x_|_yy2 ($7y) 7é (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

La funzione data é continua sicuramente per (z,y) # (0,0). Per vedere se é continua nell’origine,
é sufficiente studiare il limite di f per (z,y) — (0,0) per vedere se esso esiste e se coincide con

il valore della funzione in (0,0). Si ha che

2
lim
(e0)—(00) T4+ y

non esiste. Infatti se consideriamo la curva y = x otteniamo

: z%y . z’ , z
lim — <2 —]lim——— = lim —
@y)—=00) 24 +y2 =0zt 42?2 2022+ 1

mentre se prendiamo in esame la curva y = 22, si ha
‘ 22y 2
lim ———

(z,y9)—(0,0) = + ¥y

1
lim —— =lim - =
z—0 ,’1;‘4 -+ ;L'4 z—0 2

1

5
Questo basta a concludere che la funzione data non é continua nell’origine (in realta per con-
cludere che la funzione non é continua nell’origine bastava solo considerare una curva tale che il
limite preso lungo quella curva non fosse uguale a zero, nel nostro caso bastava dunque I'esame

del limite lungo la curva y = z2).
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CAPITOLO 4

Calcolo differenziale per funzioni reali

di piu variabili

4.1. Nozione topologiche di base

Ricordiamo la definizione di intorno sferico gia introdotto nel capitolo precedente.

O Definizione 4.1.1. Si dice INTORNO SFERICO DI CENTRO Xy € R" E RAGGIO r > 0 |'insieme
Ur(xo) ={x e R": |x —x¢| <7}

3 Definizione 4.1.2. Sia £ C R™. Un punto xq € F si dice:

e INTERNO AD E se 3U,(x¢) C FE;

e ESTERNO AD FE se 3U,(x¢) C R"\ E;

e DI FRONTIERA PER F se VU, (xq), U,(x0) N E # 0 e U.(x0) NR™\ E # ().

L'insieme dei punti interni ad E si dice PARTE INTERNA DI E e si indica con E. L'insieme dei
punti di frontiera si dice BORDO DI FE e si indica con 0F. L'unione di F e del suo bordo si dice
CHIUSURA DI F e si indica con E = EUOE. Si ha sempre E C E C E e anche EUOE =E.

% Esempio 4.1.3. Sia (0,0) € R% Allora un intorno sferico dell’origine é
U.(0,0) :== {(z,y) € R? : 2* + ¢* < r’}

quindi sono le sfere bidimensionali (piene) private del cerchio x*> + y?> = r?.  Sia ora E =
{(z,y) € R*: |y| > 2*}. L’insieme descritto é I'unione delle due regioni “interne” alle parabole
y=1x? ey = I punti (0,y) cony # 0 sono interni ad E. I punti (z,0) con x # 0 sono
esterni ad E. I punti delle due parabole y = +a? sono di frontiera per E e costituiscono il
bordo di E. Notiamo che, detto F := {(z,y) € R? : |y| > 22}, allora OE = OF; E non contiene

la sua frontiera, F' la contiene. Questa differenza viene rimarcata dalla seguente definizione.
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4 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

[ Definizione 4.1.4. Un insieme E C R" si dice APERTO se ogni suo punto ¢ interno all'insieme;

si dice CHIUSO se il complementare é aperto.

2 Esempio 4.1.5. L’insieme E dell’esempio precedente é aperto; l'insieme F' dell’esempio

precedente é chiuso. L’insieme
G:={(r,y) eR*:y>2" vV y< -2’}
non é né aperto né chiuso.

Proposizione 4.1.6. L’unione di una famiglia qualsiasi (anche infinita) di aperti e l'inter-
sezione finita di aperti ¢ ancora un aperto. L’unione finita di chiusi e l'intersezione qualsiasi

(anche infinita) di chiusi é ancora un chiuso.

1z Osservazione 4.1.7. Non ¢ difficile rendersi conto che |'unione qualsiasi di chiusi pud non

essere un chiuso e l'intersezione qualsiasi di aperti pud non essere un aperto.

11
(1)
nn

una successione di aperti. Allora é facile intuire che (), C,, = {0} che é un chiuso.

S Esempio 4.1.8. Sia

Proposizione 4.1.9. Sia f : R" — R una funzione definita e continua in tutto R". Allora:
a) gli insiems
{xeR": f(x) > 0}
{x e R": f(x) <0}
{xeR": f(x) #0}
sono aperti;
b) gli insiemi
xeR": f(x) <0}
{xeR": f(x) >0}
{xeR": f(x) =0}

aono chiusi.

S Esempio 4.1.10. L’insieme di definizione di

flay) = Va—a?—y2+ /a2 —y

Fo={(r,y) eR*: 2 +y* <4 Vv y<a2?}

ed é un chiuso perché intersezione dei diie insiemi

Fyo={(z,y) e R* : 2° +9* < 4}
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Fy = {(z,y) e R? 1 y < 2?}

che sono chiusi perché controimmagine di chiusi tramite funzioni continue.

~ Esempio 4.1.11. Gli insiemi di livello di una funzione f(z,y) sono insiemi del tipo f(z,y) =

C' e quindi sono chiusi (se f é continual).

4.2 Derivate parziali, derivabilita e piano tangente

Sia g : I C R — R una funzione reale di variabile reale. Dall’Analisi I é ben chiaro il concetto
di derivata in un punto definita come limite del rapporto incrementale
flto+h) — f(to)

/ 1

La derivata di una funzione in un punto ha un interessante significato geometrico: infatti ¢é il
coefficiente angolare della retta tangente in quel punto (che ha il significato di approssimare
localmente la funzione data); inoltre g & derivabile se e soltanto se ¢ ben definita la retta
tangente in quel punto.

In questo capitolo vorremmo tentare di estendere questi concetti anche al caso di funzioni di
pitl variabili. Ci accorgeremo che non sempre & verificato cio che ci si aspetta e la presenza
di piu variabili porta a diverse nozioni di derivabilitd e a situazioni inusuali nel contesto di
una variabile. Presenteremo i risultati nella maggioranza dei casi per n = 2 sia perché ¢ il
caso piu semplice (e quindi pin leggibile e percio di pit immediata comprensione) che per il
fatto che per una funzione di due variabili & possibile una visualizzazione nello spazio euclideo.
Naturalmente ’estensione in piti di due variabili é possibile e spesso richiede solo un formalismo
tecnico maggiore.

Innanzitutto la definizione di derivata per una funzione di piu variabili vista come limite del
rapporto incrementale non é piu applicabile: intanto non é ovvio che cosa sia un incremento
in pitt dimensioni e secondariamente anche se si arrivasse a una definizione accettabile, non
si sa cosa voglia dire dividere per un vettore (la controparte di h nella definizione scalare di
derivata). Quindi la soluzione non ¢ affatto banale.

Una prima soluzione consiste nel tentare di incrementare una variabile alla volta, cercando di
utilizzare la nozione di derivata che conosciamo dall’Analisi I. Sia dunque f : A € R? — R una
funzione di due variabili il cui grafico in R3 rappresenta una superficie di equazione z = f(z,y).
Supponiamo di voler tenere y costante, per esempio y = yo e andiamo a considerare la funzione
x +— f(x,y0). Questa & una funzione della sola variabile x percio di essa si sa calcolare la

derivata in un punto x = xy come limite del rapporto incrementale. La stessa cosa si pud
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fare tenendo costante x = xy e andando a fare la derivata della funzione di una sola variabile

y — f(xo,y). Si arriva percio alle seguenti definizioni.
3 Definizione 4.2.1. Sia f : A C R? — R una funzione di due variabili. La quantita (se esiste)

of . flwo+h,y0) — f(z0,%)
%(xo,yo) = }Llf(l) h

si chiama DERIVATA PARZIALE DI f FATTA RISPETTO A z CALCOLATA NEL PUNTO (Zg,Yo);
analogamente la quantita (se esiste)

of o f(wo,y0+ k) — f(2o, y0)
8—3/(960:%) = %gl’(l) ?

si chiama DERIVATA PARZIALE DI f FATTA RISPETTO A y CALCOLATA NEL PUNTO (g, %o)

Si noti che trattandosi di limiti, le derivate parziali in un punto potrebbero anche non esistere.

Per indicare le derivate parziali in letteratura si usa una delle seguenti notazioni

0
a—i(xoa Yo)  Ouf(wo,90)  fal®o,w0)  Daf(wo,v0)  Dif(zo,y0)
g_i(flfoa Yo) ayf(lbv Yo) fy(ﬂfoa Yo) Dyf(fb"o, Yo)  Daf(xo,y0)

O Definizione 4.2.2. || vettore che ha per componenti le derivate parziali di f in (zg,yo) si dice

GRADIENTE DI f IN (zg,¥o) e si indica con una delle seguenti notazioni

V f(xo, yo0) D f(xo,yo) grad f(zo, yo)-

i Osservazione 4.2.3. Se occorre calcolare le derivate parziali di f in un punto (xg,yo) €
necessario che gli incrementi lungo una delle due variabili, quindi 2o+ h oppure yo+ k stiano ancora
nel dominio di f, almeno per un incremento abbastanza piccolo. Questo naturalmente é vero se il
dominio di f & un aperto. Quindi d'ora in avanti considereremo sempre f : A C R?> — R con A
aperto.

O Definizione 4.2.4. Una funzione f : A C R? — R si dice DERIVABILE in un punto del suo
dominio se in quel punto esistono tutte le derivate parziali; f si dice DERIVABILE in tutto A se é

derivabile in ogni punto di A.

1= Osservazione 4.2.5. La nozione di derivabilia, di derivata parziale e di gradiente si pud tran-
quillamente estendere al caso f: A CR™ — R con n > 2. In tal caso, se f & derivabile in x € R"
si avra

Vix)= (g—xfl(x), g—i(x), o aaai(x)> )
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& Esempio 4.2.6. La funzione f(x,y) = e+ & derivabile ovunque su R2; la funzione
f(x,y) = e”VZ*V* & derivabile ovunque tranne che in (0,0). Osserviamo che la controparte

2 . . .
¢ derivabile ovunque su R mentre la funzione

in una variabile sarebbe: la funzione g(t) = e~
g(t) = el ¢ derivabile ovunque tranne che in 0 dove ha un punto angoloso. Quindi alcuni
comportamenti naturali nel caso di una variabile hanno eflettivamente una controparte analoga
in piu variabili; altri comportamenti invece no: ci sono situazioni in piti variabili che non hanno

controparte in una variabile, come chiariranno i prossimi esempi.

& Esempio 4.2.7. Cacolare (se esistono) le derivate parziali della funzione
f(z,y) =y’ sinz + 20y* + 2°
prima nel generico punto (x.y) e poi nel punto (7,0).

Usando le regole di calcolo provenienti dall’Analisi I (quindi evitando di fare sempre ricorso

alla definizione quando si lavora con funzioni di una variabile che sono derivabili) si ottiene

%(l} y) = y® cos x + 2x1° + 32 g—z(m, y) = 3y?sinx + 4ay

e quindi, avendo ottenuto funzioni continue, si ottiene semplicemente per sostituzione

(7,0) = 372 g—i(ﬂ', 0) =0.

o
Quindi nell’esempio precedente, trattandosi di funzioni derivabili rispetto all’una o all’altra
variabile, si puo tranquillamente far ricorso alle regole note di derivazione senza usare neces-
sariamente la definizione. Quando ¢é obbligatorio invece far ricorso alla definizione? Quando si
ha a che fare con funzioni che nell’'una o nell’altra variabile presentano un punto di non deriv-
abilita (almeno appartentemente) oppure per funzioni definite “a tratti” nel senso specificato

dai prossimi 3 esempi.
% Esempio 4.2.8. Sia f(z,y) = y+/x. Calcolare (se esiste) f.(0,0).

E chiaro che \/x non & derivabile in 0, quindi ci si aspetta un comportamento critico vicino
all’origine. Supponiamo che non ci si accorga di questa singolarita e si proceda come al punto

precedente. Si avrebbe

5 = %Imm = {g}

che si presenta quindi sotto una forma di indecisione. Quindi il calcolo della derivata parziale

tramite la definizione risulta I'unica via percorribile in ogni caso. Si ha

A S St L
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= Osservazione 4.2.9. Prima di tutto osserviamo nell'esempio precedente che il limite esiste
quindi esiste la derivata parziale di f in (0,0) contro I'intuizione che ci poteva far pensare che la
presenza di un punto di non derivabilitad per \/z potesse rendere singolare anche il comportamento
dell'intera f. Quindi € bene in piti variabili affidarsi poco all'intuito e molto al ragionamento analitico,

per evitare brutte sorprese!

Secondariamente osserviamo che nell’ultima riga dell’'esempio precedente, la quantita % non € una

forma di indecisione! Infatti al numeratore si ha 0 “secco”’, mentre al denominatore si ha h una

0 »
n € sempre

zero e quindi dopo il passaggio al limite risulta di nuovo zero (il limite di 0 é sempre 0).

quantitd che almeno prima del processo di limite & diversa da zero; quindi la quantita

& Esempio 4.2.10. Sia f la funzione di due variabili definita da

fay) =15t (z,z;) #(0,0)

1 ) =(0,0)
Calcolare (se esiste) f,(0,0)

In questo caso non si puo fare a meno di calcolare la derivata parziale richiesta utilizzando la
definizione. Un errore GRAVE e molto comune ¢ dire: f in (0,0) vale 1 che ¢ una costante
dunque la derivata di una costante fa zero. Questo ragionamento é errato! Ci mancherebbe
che la funzione in un punto assumesse pit valori!!! La funzione in un punto & sempre costante
(per definizione stessa di funzione), quindi ovviamente questa non é una strada percorribile.

Utilizziamo allora la definizione di derivata parziale. Si ha

of . f0O+h0)—f0,00 . k-1
200 = h TR

e quest’ultimo limite non esiste (se h — 0% fa —oo mentre se h — 0~ fa +00). Dunque la

derivata parziale di f in (0,0) non esiste e dunque f non é derivabile nella direzione dell’asse
delle x.

1 Osservazione 4.2.11. Intuitivamente si poteva ragionare come segue: la funzione dell’esempio
precedente non € continua quindi ci si aspetta che non sia nemmeno derivabile, nel senso che non
esistano le derivate parziali, sulla base del ben noto fatto appreso dall’Analisi | che se una funzione
é derivabile allora é continua e dunque se non € continua in un punto non € ivi derivabile. Tuttavia
anche questo ragionamento € errato come mostra il seguente controesempio. Di nuovo dunque il

comportamento in pid variabili ammette situazioni che non hanno controparte in una dimensione.

& Esempio 4.2.12. Sia f la funzione di due variabili definita da

flx,y) = ﬁy@ﬁ (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)
Calcolare (se esistono) f,(0,0) e f,(0,0).
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4.3 PIANO TANGENTE

Per lo stesso motivo dell’esempio precedente, utilizziamo la definizione di derivata parziale in
un punto. Si ha

g(0,0) i LOERO = J0.0) g(0,0) = lim

ox h—0 h ox k—0

f(0.0+ k)~ J(0,0) _

Quindi le derivate parziali in (0,0) esistono e fanno 0; d’altra parte é facile verificare che la
funzione proposta non é continua in (0,0) (basta prendere la retta y = x lungo la quale f
vale 1/2); quindi abbiamo trovato un esempio di funzione che non é continua in un punto
ma per la quale in quel punto esistono le derivate parziali. Questo ci fa capire che la nozione
di derivabilita proposta é troppo debole, non rispecchiando l'intuizione. Vedremo dunque
di affiancare a questa nozione di derivabilitd una nozione piu forte (la differenziabilita) ove
ritrovare i comportamenti noti dall’Analisi I. Ritroveremo questo esempio nel parlare di piano

tangente.

4.3. Piano tangente

Abbiamo detto nell’introduzione al capitolo che se una funzione di una variabile é derivabile
allora il valore della derivata in un punto coincide con il valore del coefficiente angolare della
retta tangente in quel punto. Quindi la derivabilita & equivalente all’esistenza della retta

tangente.

Ci poniamo il problema di estendere questo concetto in pitt dimensioni, quindi di vedere se
esiste il piano tangente a una superficie. E intuitivo pensare che se tale piano esiste, deve
essere “tangente” alla funzione in quel punto e quindi “approssimare” almeno localmente la
funzione in quel punto, cosi come la retta tangente approssima localmente la funzione a cui é
tangente (per esempio y = sinz per z vicino a zero é approssimata dalla sua retta tangente

= x e infatti si ha che sinz ~ x se v — 0).

Facciamo il seguente ragionamento: supponiamo di avere la nostra superficie z = f(z,y) e
consideriamo il piano verticale y = yo; sezioniamo la superficie con il piano: troveremo la
curva data da 2 = f(z,y0) (con y = yo perché una curva in R3 ¢ sempre individuata da due
equazioni). I facile immaginare che la retta tangente a tale curva, chiamiamola r;, apparterra
al piano tangente che stiamo considerando. Analogamente, se sezioniamo la superficie con il
piano verticale z = ¢ troveremo una curva individuata dalle equazioni © = zg e z = f(xg,y) la

cui retta tangente, chiamiamola 7y, stara apparterra al piano tangente che stiamo costruendo.

Quindi quali sono le equazioni di r; e r?7 Tenendo conto che le curve sono funzioni di una sola

variabile e che la derivata (parziale!) nel punto coincide con il coefficiente angolare della retta
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tangente si avra

r1

_ of )
r z = f(wo,y0) + Dy (w0, 40) (¥ — Yo)

quindi il piano che contiene entrambe le rette sara

of of

z = f(wo,y0) + %(%7 Yo)(x — o) + a—y(xoayo)(y — ). (4.3.1)

La domanda che ci facciamo é la seguente: siamo sicuri che questo piano cosi come ’abbiamo
costruito partendo da un ragionamento intuitivo sia effettivamente “tangente” alla nostra su-
perficie nel senso di approssimarla localmente? La risposta purtroppo ¢ negativa come mostra

il prossimo esempio gid incontrato nel paragrafo precedente.

& Esempio 4.3.1. Sia f la funzione di due variabili definita da

f(z,y) = ;L'QI_in2 (z,y) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)

Allora abbiamo visto prima che le derivate parziali in (0,0) esistono e fanno 0, dunque il
presunto piano tangente, secondo la formula ricavata sopra avrebbe la forma z = 0 cioé il piano
orizzontale xy. Ma come gia rimarcato la funzione data non é nemmeno continua nell’origine,
addirittura lungo la bisettrice y = x fa 1/2: dunque é chiaro che il piano z = 0 non é “tangente”
alla funzione data nel senso che non approssima la funzione localmente. Quindi in piu variabili
LA DERIVABILITA DA SOLA NON IMPLICA NE LA CONTINUITA NE L'ESISTENZA DEL PIANO

TANGENTE (comportamento che non ha controparte in una dimensione).

Ci chiediamo dunque qual é la proprieta che garantisca che effettivamente la (4.3.1) é 'equazione
di un piano tangente nel vero senso del termine. A questa domanda risponderemo nel paragrafo
successivo introducendo il concetto di DIFFERENZIABILITA.

4 4. Differenziabilita

Facciamo di nuovo un passo indietro al caso unidimensionale. In un variabile abbiamo detto

che la derivata in un punto é il limite del rapporto incrementale, cioé

J(t) = lim gt + h})L —9(t)
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quindi ricordando la definizione di o(h), si ha che
gt +h)—g(t) =g {t)h+o(h) h — 0.

Questa relazione si legge dicendo che ["incremento della funzione coincide al primo ordine con
il differenziale della funzione stessa, cioé con [tncremento calcolato lungo la retta tangente. 1
due incrementi differiscono per un infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h (incremento
della variabile indipendente).

Analogamente in piu variabili: se una funzione f é DIFFERENZIABILE accadra che [l’incremento
di f sara uguale all’incremento calcolato lungo il piano tangente pitt un infinitesimo di ordine

superiore rispetto alla lunghezza dell’incremento (h, k) delle variabili indipendenti. In simboli

(z—=0) (y—yo)

0 ~~ 0 =~
f(xo+h,yo + k) — f(zo,90) = —f(ffo,yo) h +—f($07y0) ko + o(Vh*+ k?)
< ~~ > Oz Jy —_——

infinitesimo di ordine superiore

(4.4.1)

incremento di f ~~
incremento calcolato lungo il piano tangente

per (h,k) — (0,0).
dove per definizione di o piccolo si ha che o(v/h? + k?) ¢é tale che
lim o(Vh? + k?)
(h.k)=(0,0)  v/h2 + k?

O Definizione 4.4.1. Se vale la (4.4.1) allora diremo che f é DIFFERENZIABILE in (Zo, ¥o)-

i Osservazione 4.4.2. Si osserva che il piano tangente ¢ tale se la (4.4.1) vale altrimenti non
esiste. La (4.4.1) garantisce che il piano dato dalla (4.3.1) sia effettivamente tangente al grafico
di f. Anche il concetto di differenziabilita pud essere opportunamente generalizzato al caso di n
variabili, allo stesso modo della proposizione seguente e del concetto di differenziale.

La seguente proposizione chiarisce i ruoli tra derivabilita, differenziabilita e continuita.

Proposizione 4.4.3. Se f ¢ differenziabile in (zo,yo) allora f & derivabile in (xo,y0) e inoltre

f & anche continua in (xo,Yo)-

Mostriamo che i viceversa della proposizione precedente non valgono.

Prima di tutto infatti f continua non implica f differenziabile: basta considerare la funzione
f(z,y) = |z|; essa ¢ continua dappertutto quindi anche in (0,0) ma non ¢ differenziabile in
(0,0) (f(0,0) non esiste nemmeno quindi la (4.4.1) non pud nemmeno essere scritta).
D’altra parte f derivabile non implica f differenziabile. Basta considerare la funzione dell’E-

sempio 4.3.1 e mostrare che essa non ¢é differenziabile. Si dovrebbe mostrare con la definizione

o S0 E) = £(0.0) — A £:(0,0) — k £,(0,0)
(h,k)—(0,0) VhZ k2
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4 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

invece

L Fk) = (0,00 = B (0,0 — K £,0.0) hk

= lim
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (hk)—(0,0) (h? + k2)v/h? + k2

non esiste (basta considerare h = k e si otterrebbe limy, g che non esiste.

)
2v/2h2|h|
O Definizione 4.4.4. Se f é differenziabile in (zg, o), si dice DIFFERENZIALE di f in (z, o)
I"applicazione lineare df (zg, o) : R? — R definita da df (xo,v0) : (h, k) — V f(z0,y0) - (h, k).

La quantita V f(xg, yo) - (h, k) rappresenta I'incremento della funzione nel passare da (xg,yo) a
(xo + h,yo + k) lungo il piano tangente al grafico di f in (zo, yo)-

O Definizione 4.4.5. L'approssimazione dell'incremento di f mediante il suo differenziale (appli-
cato all'incremento) si chiama LINEARIZZAZIONE di f.

Come mostrato nell’ultimo controesempio, non ¢ facile controllare la differenziabilita usando
la definizione. Si tratta di avere a che fare con un limite anche piuttosto complicato in cui
compare sempre una forma di indecisione. Il seguente risultato semplifica un po le cose. Anche
questo enunciato puo essere generalizzato al caso di n variabili.

Teorema 4.4.6. (CONDIZIONE SUFFICIENTE DI DIFFERENZIABILITA) Siano f: A C R* —
R con A aperto e (xg,y0) € A. Supponiamo che le derivate parziali esistano in un intorno
di (x0,Y0) € siano continue in (xg,yo). Allora f & differenziabile in (xo,v0). In particolare,
se le derivate parziali di f esistono e sono continue in A allora [ é differenziabile in tutti

punti di A. Quindi vale I"tmplicazione

f €CH(A) = f differenziabile in A.

Il viceversa non vale come mostra il seguente controesempio.

% Esempio 4.4.7. Sia f : R? — R definita mediante

1
2 2Y o 0,0
o) = (z +y)sm$2+y2 (z,y) # (0,0)
Se (z,y) # (0,0) allora
of 1 2, 2 1 —2x
91 :2ycsmm2_i_y2 + (z° 4y )COSx2+y2 (22 + 42)?
mentre of f( ) f( ) B2 1
. huo - 070 K Slnh_2 _
5 (00 = lim ==t = i s = 0




4.4 DIFFERENZIABILITA

dove l'ultimo limite si pud vedere grazie al teorema dei due carabinieri. D’altra parte, se
(x,y) # (0,0) allora

of 2y sin ! coS L 2y
_ = 1 -
oy Y 2+ y? 22+ y?a? +y?
mentre 0.1) (0.0) 2 )
8f IERT f 07 h) — f Oa 0 R E sin h? _
7 L
Dunque
) f(h,k) = f(0,0) — hg(0,0) — kgL(0,0) ) (h? + k) sin b
im = im =0,

(h,k)—(0,0) vV h?% 4+ k2 (h,k)—(0,0) Vh? + k?

dato che

1
0<Vh%z+E2 Sinh2+k2 <Vh?+k2—0.
Dunque f é differenziabile in (0,0). D’altra parte
) . 2x 1
lim 2xsin - COS
(z.9)—+(0.,0) pry? a2ty 2?4 y?

non esiste e quindi in particolare non é zero (per vederlo basta prendere la curva y = x).

# Esercizio 4.4.8. Sia f(x,y) = arctan y/4x? + y2. Calcolare V f nel punto (0,1) e scrivere
I’'equazione del piano tangente al grafico di f sopra tale punto; calcolare, se esistono, le derivate
parziali di f in (0,0).

La funzione ¢ sicuramente differenziabile su R? \ {(0,0)} in quanto composizione di funzioni
differenziabili (/422 + y? si annulla solo in (0,0)). Le derivate parziali sono

of 1 ]
I ) .8
gr 1+ (H?+ %) /At
of 1 |

2 : )
oy T+ +yd) 2 /A iy
e sono continue su R? \ {(0,0)} (da qui si poteva dedurre f € C' e dunque differenziabile).

Possiamo dunque affermare che esiste il piano tangente in (0, 1) :

V(0,1) = <o%)

e il piano tangente

= —+ 1( —1)=zy+-— !
ATV T YTV Ty Ty
Si ha poi
g(o 0) = I f(n,0) - £(0,0) I arctan v4h? ’ arctan 2|h| , arctan 2|h| 2|h|
dx ) T hso h ~ h50 h ~ hoo h =TT h
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che non esiste perché

. Of
1 —_— =2
hi%1+ or (0,0)
e of
lim 2L(0,0) = —2.
hir(r)l* or (0,0)

: : : 0
Analoghi conti mostrano che non esiste nemmeno —f(O, 0).

dy

45  Derivate direzionali

Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che per una funzione reale di piu variabili reali, la
derivata parziale rispetto a una variabile x; rappresenta la velocita di crescita nella direzione
dell’asse x;. F naturale immaginare di voler conoscere la velocita di crescita di f anche rispetto
ad altre direzioni che non siano quelle lungo gli assi cartesiani.

Consideriamo un punto xy e andiamo a spostarci sulla retta uscente da xq e di versore v, cioé
sulla retta di equazione parametrica x = xq + tv, con t € R. Il corrispondente incremento

subito dalla f sara
f(xo+tv) = f(x0)

quindi, essendoci ricondotti a una situazione uni-dimensionale, possiamo prendere il limite per

t — 0. Si ha dunque la seguente definizione.

O Definizione 4.5.1. Sia f : A CR" — R, con A aperto; sia xo € A e v un versore (cioé un
vettore di R”™ di modulo unitario). Si dice DERIVATA DIREZIONALE DI f RISPETTO AL VERSORE
v NEL PUNTO Xq IL LIMITE

f(xo0 +tv) — f(xo)
t

va(X(]) = lim
t—0
a patto che esista finito.

Si osservi che studiare il tasso di incremento di f lungo v in x4 € come considerare la restrizione

di f rispetto alla retta uscente da x( in direzione v, cioé

g(t) = f(xo +tv);

percio andare a fare il limite di tale funzione (di una variabile reale!) per ¢ — 0 significa

calcolare la derivata di g in 0, cioé

Dy f(x0) = 4'(0).
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4.5 DERIVATE DIREZIONALI

i Osservazione 4.5.2. Si osserva immediatamente che le derivate parziali non sono altro che

derivate direzionali corrispondenti ai versori canonici e;.

Nel caso di una funzione reale di due variabili reali, un versore di R? puo essere conveniente-

mente scritto nella forma

v = (cosf,sin0)

dove 0 & come da convenzione I’angolo che v forma con la direzione positiva dell’asse delle x.

Quindi la definizione di derivata direzionale puo essere riscritta nella forma

va(xo,yo) — lim f(xo +tcost,yy + tsm@) — f(xo, yo).

t—0 t

In questo caso si ritrova

of

%('TovyO) :va(xo,yo) v=i =0

I
(-
D
I
rol

g—i(xoyyo) = Dy f(x0, y0) v

# Esercizio 4.5.3. Sia f(z,y) = /xy?. Calcolare se esistono Dy f(0,0). f é differenziabile
in (0,0)7

Sia v = (cos#,sinf). Allora

3 2,
Dy £(0,0) = lim tvecosf sin“ 6 — 0

t—0 t

3 .
= Vv cos 6 sin’ 0

quindi per questa funzione esistono tutte le derivate direzionali in (0,0). D’altra parte veri-
fichiamo con la definizione che f non ¢ differenziabile nell’origine. Se cosi fosse, si dovrebbe

avere che il seguente limite

(h,k)—(0,0) Vh? + k?
esiste e fa zero. Invece si ha che il limite proposto non esiste. Infatti dal punto precedente si
ha che f,(0,0) =0 e f,(0,0) =0 (basta prendere § =0 e § = 7/2) da cui

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) \/h2 + k2
non esiste; (basta prendere h = k e si ottiene limy,_g ﬁ) Quindi f non é differenziabile in
(0,0). Si pud dunque concludere che anche V'esistenza di tutte le derivate direzionali (non solo

quelle parziali) non basta a concludere che f ¢ differenziabile.
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4 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

Il viceversa pero vale e costituisce un importante teorema.

Teorema 4.5.4. (FORMULA DEL GRADIENTE) Sia f : A CR"™ — R (A aperto) una funzione
differenziabile in xq € A. Allora per ogni versore v esiste la derivata direzionale Dy f(xo) €
vale lidentita (detta FORMULA DEL GRADIENTE)

of
a.flfi

(x0)v;.

Dy f(x0) = Vf(xo) - v = Z

iz Osservazione 4.5.5. La derivata direzionale risulta quindi data dal prodotto scalare tra il
gradiente e il vettore nella cui direzione si va a derivare. Quindi tutte le derivate direzionali

risultano combinazione lineare delle derivate parziali.

Nel caso n = 2 la formula del gradiente assume la forma

0 0 .
Dy f(x0,90) = V f(x0,90) - v = —f(xm Yo) cos b + —f(xm Yo) sin ¢

ox dy
dove come prima abbiamo posto v = (cos ), sin 6).
& Esempio 4.5.6. Consideriamo la funzione

1 ly| > 22 Vy=0
xT,y) =
f(@y) { 0 altrove

Si osserva innanzitutto che f = 0 sull’asse x e quindi f,(0,0) = 0. Si osserva poi che per ogni

versore v = (cos 0, sin ) diverso da (1,0), I'intersezione tra I'insieme {(z,y) € R*: |y| > 22} e

la retta per I'origine di direzione v é un segmento centrato nell’origine. Poiché su tale segmento

f(z,y) =1, si ha

f(tcosO,tsin®) — f(0,0)
t

Percio Vf(0,0) = 0 e la formula del gradiente é verificata. D’altra parte la funzione non é

=0.

D, f(0,0) = lim
t—0

differenziabile nell’origine in quanto non é nemmeno continua nell’origine. Infatti ad esempio

lim f(z,0) =1, lim f(x,2°) = 0.

z—0t z—0t

1z Osservazione 4.5.7. |l risultato precedente inoltre ci fornisce un’utile interpretazione del vettore

gradiente. Per ogni vettore unitario v abbiamo

Dy f(x0,40) = v - V f(20,%0) = |V f(20,90)| cos ¢

dove ¢ ¢ I'angolo compreso tra i vettori v e V f(xg,yo). Poiché cos assume solo valori compresi

tra —1 e 1, si ha che D, assume solo valori compresi tra —|V f(zo,v0)| € |V f(xo,y0)|. Inoltre
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4.6 CALCOLO DELLE DERIVATE

Dy f(xo,y0) = —|V f(20,Y0)| se e solo se v punta nella direzione opposta a quella di V f(zo,y0) €
Dy f(z0,90) = |V f(20,y0)]| se e solo se v punta nella stessa direzione di V f (o, yo); nel primo caso
cos p = —1, nel secondo caso cosp = 1. La derivata direzionale & nulla nella direzione p = 7/2;
questa € la direzione della (retta tangente alla) curva di livello di f passante per (zg, o) (cioé il
gradiente & ortogonale in ogni punto alle linee di livello della funzione).

4.6. Calcolo delle derivate

Enunciamo le seguenti proprieta del gradiente.

Teorema 4.6.1. (FORMULE DI CALCOLO PER LE DERIVATE) Siano f,g: R" — R funzioni

derivabili e siano o, B € R. Allora valgono le sequenti proprieta del gradiente:

V(af + Bg) =aVf+ Vg
V(fg)=gVf+fVyg
- (i) _gVf—fVyg
- 2
g g

Analoghe proprieta valgono per i differenziali.
Molto importante é anche la regola per la derivazione delle funzioni composte che enunciamo

in due casi particolari.

Teorema 4.6.2. (DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI COMPOSTE - PRIMO CASO) Sia f: A C
R" - R esiag: I CR — R. Supponiamo che la funzione composta h(x) = g(f(x)) sia
definita in almeno un intorno U di xqg € A. Se f ¢é differenziabile in xo e g & deriwabile in

f(xo), allora la funzione composta
h=gof:UCR"—=R
e differenziabile in x¢ e st ha

Vh(xo) = ¢'(f(x0)) Vf(x0).

% Esempio 4.6.3. Sia f : R® — R definita da f(x,y,2) = 2°e* Y esiag: [—-1,+o0) - R
definita da g(r) = v/r + 1. Allora la funzione composta h(x,y, z) = g(f(x,y, z)) é ben definita
(perché 'immagine di f é sempre positiva o nulla) e dalla formula di derivazione della funzione
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4 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

composta si ha
1
24/ 2222y 4 1

Un errore frequente € quello di scrivere nella formula ¢'(x,y, z) (che non ha assolutamente senso

Vi(z,y,2) =g (f(z,y,2) V(r,y,z2) =

(222 e Y 22 e27Y 2z ng”’y) )

visto che g é funzione di una sola variabile reale!); infatti g’ deve essere calcolata non nel punto
(7,v,z) ma nella sua immagine tramite f, cioé nel nostro caso z*e**7Y. Lo stesso risultato si

ottiene esplicitando
h(z,y,z) =Vz2e?* v 41

e calcolandone il gradiente direttamente senza usare la formula della derivazione della funzione

composta.

Teorema 4.6.4. (DERIVAZIONE DELLE FUNZIONT COMPOSTE - SECONDO CASO) Sia r :
ICR—=R"esia f: ACR" — R. Supponiamo che la funzione composta g(t) = f(r(t))
sia definita in almeno un intorno J di tg € I. Ser é derivabile in ty e f é differenziabile in

r(to), allora la funzione composta
g=for:JCR—-R

e derivabile in ty e st ha

o) = V7rlto) xlt0) = S 5

i=1

(r(to)) ri(to).

= Esempio 4.6.5. Sia f : R® — R definita da f(u,v,z) = ve” esiar: R — R? definita da
r(z) = (x,cosx,x + 1). Allora la funzione composta g(t) = f(r(t)) é ben definita e derivabile

e si ha
g'(x) =V f(r(zx)) r'(z).
A questo punto
Vf(u,v,z)= (2uve“2, 6“2, 0)

quindi
Vf(r(z) = (2zcosze® e, 0)

percio, dalla definizione di prodotto scalare
J(z) = Qucosz e e”,0) - (1,—sinz, 1) = 2zcosz e —sinze® .
Lo stesso risultato si ottiene esplicitando

g(z) = cosz e
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4.7 DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE

e calcolandone la derivata direttamente senza usare la formula della derivazione della funzione

composta.

4.7. Derivate di ordine superiore

Sia f: A CR? = R, con A aperto. Una volta determinate le derivate parziali f, e f, di una
funzione f(x,y) ci si puo chiedere ad esempio se esse siano a loro volta funzioni derivabili. In

caso affermativo, si possono calcolare le derivate parziali di f, e f, ottenendo rispettivamente

o%f o (of o'f 0 (of

927 on (a_) o~ oy (a_) (47.1)
e

o°f 0 (of of o [of

awf%(a—y) @—a—y(a—y) (47.2)

Naturalmente tutto cio se queste derivate esistono (essendo limiti di opportuni rapporti incre-
mentali, potrebbero anche non esistere).

Le (4.7.1) e (4.7.2) si dicono DERIVATE PARZIALI SECONDE; per indicarle, si usano anche altri
simboli, per esempio fuz, fzy, - - -

Le stesse nozioni si possono estendere anche al caso di una funzione f : A CR” - R, con A

aperto.

O Definizione 4.7.1. La derivata rispetto a una certa variabile z; di una funzione f,,, se esiste,

o*f 0 (0of
8@3@ n (91;]- 8@ .

~ Esempio 4.7.2. Sia f(x,y) = e” cosy. Allora si ha che

si indica con

fo(z,y) =€ cosy  fy(w,y) = —€" siny
da cui
foa(@,y) = €" cosy  foy(@,y) = fra(z,y) = —€" siny  fy (x,y) = —e” cosy.

Notiamo che nell’esempio precedente viene f,, = f,,; non ¢ un caso ma un fatto generale come
mostra il seguente teorema (che enunciamo nel caso n = 2 ma che puo essere facilmente esteso

al caso n qualunque = Sezione 4.10).
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Teorema 4.7.3. (TEOREMA DI SCHWARZ) Sia f : A CR? — R con A aperto. Supponiamo
che le derivate parziali seconde miste esistano in un intorno di un punto (x,y) e siano
entrambe continue in (x,y). Allora coincidono in (z,y). In particolare, se le derivate parziali

miste esistono e sono continue in tutto A allora coincidono su tutto A.

In particolare allora il teorema di Schwarz afferma che
f€CHA) = foy = fra
D’altra parte, ricordando che
feC*(A) = feC'(A) = f differenziabile in A
allora in particolare si ha che

f €C*(A) = le derivate parziali prime sono differenziabili in A
= le derivate parziali seconde sono continue in A
= le derivate parziali miste sono uguali.
Naturalmente, sebbene di solito questa condizione sia verificata, esistono casi in cui una fun-

zione possiede derivate miste diverse tra loro. Naturalmente questa funzione non sara di classe

C? come mostra il seguente controesempio.

& Esempio 4.7.4. Sia
2 _ 2
o @00
0 (x,y) = (0,0).

Si verifica che f € C'(R?) mentre le derivate parziali seconde sono discontinue nell’orig-
ine. Quindi il teorema di Schwarz non si applica e non possiamo affermare a priori che
f24(0,0) = £,2(0,0). Per altro infatti si puo mostrare attraverso calcoli diretti che f,,(0,0) =
1# fyx(oao) =—1L

1= Osservazione 4.7.5. |l teorema di Schwarz e la definizione delle derivate successive si pud

generalizzare al caso di derivate di ordine k.

4.8. Equazioni alle derivate parziali

[ Definizione 4.8.1. Si dice EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI un'equazione differenziale
in cui compare una funzione incognita di pit variabili assieme ad alcune delle sue derivate fatte

rispetto (almeno) a due variabili diverse.
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4.9 DIFFERENZIALE SECONDO, MATRICE HESSIANA, FORMULA DI TAYLOR DEL SECONDO
ORDINE

Le equazioni alle derivate parziali (abbreviato E.D.P.) intervengono nella formulazione e mod-
ellizzazione di numerosissime leggi fisiche e fenomeni nel campo della fisica e dell’ingegner-
ia. Molte E.D.P. (non lineari) sono attualmente oggetto di studio da parte di diversi rami
dell’ Analisi Matematica.

Alcuni esempi tra i piil importanti sono:

* EQUAZIONE DEL TRASPORTO
ou Ou

CH— + &7
or Ot
Come dice il nome, rappresenta il trasporto di sostanze, per esempio di una sostanza inquinante

=0

u che si muove a velocita c.
* EQUAZIONE DI LLAPLACE

*u  0Pu  O*u
A » Y - 0 + + - O
.y, 2) ox?  Oy? 022
dove
n 2
A = Z —— & detto OPERATORE DI LAPLACE 0 LAPLACIANO.
Ox;

i=1
Le soluzioni dell’equazione di Laplace si dicono FUNZIONI ARMONICHE. L’equazione di Laplace
interviene ad esempio per modellizzare il potenziale elettrostatico u (o quello gravitazionale)
nei punti dello spazio privi di carica (o di materia rispettivamente).
* EQUAZIONE DEL CALORE

uy = k Au;
modellizza ad esempio la temperatura u di un corpo omogeneo e isotropo rispetto alla con-
duzione, senza pozzi né sorgenti; k é la costante di diffusione e dipende dalle caratteristiche del
materiale.

* EQUAZIONE DELLA CORDA VIBRANTE
2
U = C Ugy,

modellizza ad esempio piccole vibrazioni di una corda elastica e tesa; c é la velocita di propagazione
dell’onda.

49. Differenziale secondo, matrice Hessiana, formula di

Taylor del secondo ordine

O Definizione 4.9.1. Sia f : A C R*> —» R, f € C*(A) e sia (zg,490) € A. Si dice
DIFFERENZIALE SECONDO di f in (z9,yo) la funzione definita da

2 2 2

92 f 92 f 92 f
&* f (w0, y0) : (h, k) — @(xo, yo)h* + 28x—8y<x0’ Yo)h k + a—yg(xm yo) k*
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4 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

I coefficienti che compaiono nel differenziale secondo possono essere ordinati in una matrice
2 x 2 detta MATRICE HESSIANA di f in (xq,yo)

fxx(-CEOvyO) fxy(ajanO)
Hf(x0,90) =
(o wo) < Jua(@o,90)  fyy(@0, y0) )

Si nota che dal teorema di Schwarz, se f € C*(A) allora la matrice Hessiana & simmetrica in

ogni punto di A.

Se la differenziabilita di una funzione di piu variabili permette di approssimare il suo grafico
con quello del piano tangente, il fatto che una funzione sia (almeno) di classe C?(A) permette

di migliorare ancora l’approssimazione. Abbiamo infatti la seguente formula.

Teorema 4.9.2. (FORMULA DI TAYLOR CON RESTO SECONDO LAGRANGE) Sia f: A C
R? = R, f € C3(A); per ogni (x9,90) € A e (h, k) € R? tale che (xg+ h,yo + k) € A. Allora
esiste un numero reale 6 € (0,1) dipendente da (xo,yo) € (h, k) tale che

1
flwo+h,yo+k) = f(xo,y0) + falzo,y0)h + fy(zo,y0)k + §fa:x(Io + 8h, yo + 6k)h?

1
+fxy(l‘o + (Wl, Yo -+ (51{7) hk + éfyy(xo + 5h, Yo + (5/6)/{32

Teorema 4.9.3. (FORMULA DI TAYLOR CON RESTO SECONDO PEANO) Sia f: A C R? —
R, f € C?(A); per ogni (xg,y0) € A vale la formula

f((o+hyo+k) = flzo,v0)+ fa(xo, Yo)h + fy (20, y0)k + %fm(lo, yo)h?

1
+ fay (T0, Yo) Wk + §fyy($o7 yo)k? + o(Vh? + k2) per (h, k) — (0,0).

4.10. Complementi: il caso n

In questa sezione andiamo a presentare la generalizzazione al caso di funzioni f: A CR" — R

di alcune definizioni e risultati contenuti nella precedente sezione e presentati nel caso n = 2.
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4.10 COMPLEMENTI: IL CASO n

Teorema 4.10.1. (TEOREMA DI SCHWARZ) Sia f: A CRn — R con A aperto. Supponi-
amo che per certi indici i,j € {1,2,...,n} le derivate parziali seconde miste fyz; € fua,
esistano in un intorno di un punto Xg e siano entrambe continue in Xq. Allora coincidono
in Xo. In particolare, se le derivate parziali miste fy... € fo,2, €sistono e sono continue in
tutto A allora coincidono su tutto A.

O Definizione 4.10.2. Sia f: ACR" - R, f € C*(A) e sia xyg € A. Si dice DIFFERENZIALE
SECONDO di f in xq la funzione definita da

2

I coefficienti 900 che compatono nel differenziale secondo possono essere ordinati in una
;0

matrice 2 X 2 detta MATRICE HESSIANA di f in Xg

f:mm(XO) f1'11'2(xo) fmlmn<X0)

Hf(XQ) _ fzg;m:(XO) f;rg:cg (XO) s fmgmi (XO)

fenz1(X0)  fonzs(X0) o+ frnza(X0)

Si nota che dal teorema di Schwarz, se f € C?(A) allora la matrice Hessiana ¢ simmetrica in
ogni punto di A.

Si ha inoltre

Teorema 4.10.3. (FORMULA DI TAYLOR CON RESTO SECONDO LAGRANGE) Sia f: A C
R" - R, f € C*(A); per ogni xg € A e h € R" tale che xo+h € A. Allora esiste un numero
reale 6 € (0,1) dipendente da xq e h tale che

2
fxo+h) = f(xo) + af' (x0)hi + ! > a:?.gx»("o + 6h) hy
. . 1 J
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4 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI REALI DI PIU VARIABILI

Teorema 4.10.4. (FORMULA DI TAYLOR CON RESTO SECONDO PEANO) Sia f : A C
R" — R, f € C*(A); per ogni xo € A vale la formula

! ~ 0
f(xo+h) = f(xo +Z(‘3x 28 fa; (x0) hi h; + o(Jh)*) per h — 0
¢ 1

dove o(|h|?) ¢ tale che (il limite ¢ inteso in R™)

2
lim 2URE)

h—0 ‘h‘Q a
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CAPITOLO 5

Ottimizzazione. Estremi liberi

51. Generalita

Il termine ottimizzazione si riferisce a un’ampia categoria di problemi che rivestono enorme
importanza nelle scienze applicate. L’idea di fondo é quella di massimizzare o minimizzare una
certa quantita sotto opportune condizioni, la cui modellizzazione matematica dipende dalla
natura del problema e quindi presenta diversi gradi di complessita; ad esempio, in meccanica
minimizzare 1’energia potenziale di un sistema significa individuare le posizioni di equilibrio sta-
bile, ma ci sono anche problemi di ottimizzazione che intervengono anche in campo economico
(massimizzare un utile o un profitto o minimizzare i costi) in campo tecnologico (minimizzare
'attrito o le turbolenze...)

In questo corso andremo a lavorare con funzioni reali di n variabili reali, con particolare atten-
zione al caso n = 2. Ci occuperemo di due problemi fondamentali:

e ricerca di estremi assunti in punti interni al dominio A di f (si chiamano ESTREMI LIBERI
se A ¢é aperto);

e ricerca degli estremi di f assunti su un sottoinsieme A non necessariamente aperto o sulla
frontiera di A (si chiamano ESTREMI VINCOLATI).

Cominciamo con alcune fondamentali definizioni.

O Definizione 5.1.1. Sia f: A CR"” — R e xo € A. Diciamo che:

(a) Xg € PUNTO DI MASSIMO ASSOLUTO per f in A se Vx € A si ha f(x) < f(xg). In tal caso
f(xq) si dice MASSIMO ASSOLUTO O GLOBALE per f in A.

(b) xo € PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO per f in A se Vx € A si ha f(x) > f(xo). In tal caso
f(x0) si dice MINIMO ASSOLUTO O GLOBALE per f in A.

(c) Xg é PUNTO DI MASSIMO RELATIVO O LOCALE per [ se esiste un intorno U di x tale che
Vx € U si ha f(x) < f(xg). In tal caso f(xq) si dice MASSIMO RELATIVO O LOCALE per f.
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5 OTTIMIZZAZIONE. ESTREMI LIBERI

(d) X9 € PUNTO DI MINIMO RELATIVO O LOCALE per f se esiste un intorno U di X, tale che
Vx € U si ha f(x) > f(x¢). In tal caso f(x¢) si dice MINIMO RELATIVO O LOCALE per f.

Le domande che ci poniamo sono: esistono effettivamente punti di massimo o minimo, locali o
globali, per una data funzione f? Sono unici? Come si fa a determinarli?
Prima di andare a rispondere a questi quesiti, premettiamo alcuni esempi che riguardano il

caso di funzioni reali di variabile reale.

% Esempio 5.1.2. Sia f(z) = 2. x = 0 é punto di minimo globale per f su R e f(0) =0
¢ minimo globale: infatti z* > 0 per ogni x reale. Osserviamo per altro che f'(x) = 2x che si

annulla solo in x = 0.

& Esempio 5.1.3. Sia f(z) = 2%. Anche in questo caso la derivata prima di f si annulla solo
inx =0 max = 0 non é punto di minimo (o massimo) (né locale né globale). Quindi anche nel
caso di funzioni reali di una variabile reale non tutti i punti che annullano la derivata prima

sono effettivamente punti di massimo (o minimo).

% Esempio 5.1.4. Sia f(z) = |z|. Allora x = 0 é punto di minimo ma in x = 0 la f non é
derivabile. Quindi anche in una variabile i punti di massimo/minimo globale o locale possono

trovarsi tra i punti di non derivabilita per f.

& Esempio 5.1.5. Sia f(x) = 22 per x € [—1,2]. Allora x = 0 ¢ punto di minimo globale;
x = —1 é punto di massimo locale; x = 2 é punto di massimo globale. Quindi anche nel caso
di funzioni di una variabile reale a valori reali i punti di massimo o minimo, locale o globale,
si possono trovare anche nei punti del bordo (dove si ha solo la nozione di derivata destra o

sinistra) e in generale vanno analizzati a parte.

Quindi il nostro obiettivo sard quello di andare a studiare il caso di funzioni di n variabili

cercando di recuperare tutti questi diversi comportamenti.

5.2. Proprieta topologiche delle funzioni continue

Premettiamo alcune proprieta fondamentali delle funzioni continue che hanno importanti ri-

cadute nei problemi di ottimizzazione.

Teorema 5.2.1. (TEOREMA DI WEIERSTRASS) Sia E C R" un insieme chiuso e limitato e
f: E — R una funzione continua. Allora f ammette massimo e minimo in E ossia esistono
Xom, Xy in E tali che

Fxm) < FX) < fxar)  Vx € E.
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5.3 ESTREMI LIBERI: CONDIZIONI NECESSARIE DEL PRIMO ORDINE

Questo risultato sara spesso fondamentale nei problemi di ottimizzazione vincolata.

Teorema 5.2.2. (TEOREMA DEGLI ZERI) Sia E C R™ un insieme connesso (per archi, cioé
un nsieme tale che presi comunque due punti dell’insieme, esiste un arco continuo che li
congiunge tutto contenuto in E) di R™ e f : E — R una funzione continua. Se X ey sono
due punti di F tali che f(x) >0 e f(y) <0 allora esiste un punto z € E tale che f(y) = 0.

Quest’ultimo risultato & particolarmente significativo nello studio del segno di una funzione
f: infatti se una funzione é continua su un dominio qualunque, l'insieme degli zeri di f spezza
il dominio in un certo numero di insiemi connessi su ciascuno dei quali f ha segno costante;
quindi ¢é sufficiente valutare il segno di f in un solo punto di ogni componente connessa per
conoscere il segno dappertutto il quella parte. Questo risultato verra usato per studiare il segno

di f nell’analisi della natura di punti critici (problemi di ottimizzazione libera).

5.3. Estremi liberi: condizioni necessarie del primo ordine

Sia f: A CR"” — R con A aperto. Procedendo come nel caso unidimensionale, se f é suffi-
cientemente regolare, cerchiamo di selezionare i candidati punti di estremo locale individuando

una condizione necessaria. Vale il seguente teorema.

Teorema 5.3.1. (TEOREMA DI FERMAT) Sia f: A CR" — R con A aperto, e xg € A un

punto di massimo o minimo locale per f. Se f ¢ derivabile in xo, allora V f(xq) = 0.

Quindi se f é derivabile in A, i punti di massimo locale si trovano tra quelli che annullano
il gradiente. Naturalmente nulla si pud dire se f non ¢ derivabile in qualche punto: tali

eventuali punti di non derivabilita andranno esaminati a parte.

& Esempio 5.3.2. Sia f(z,y) = /2% + y2. Questa funzione é chiaramente la controparte in
due variabili della funzione g(t) = |t| e infatti anche f non é derivabile in (z,y) = (0,0). Perod

f(x,y) > 0 per ogni (z,y) € R? quindi (0,0) é punto di minimo globale per f.

% Esempio 5.3.3. Sia f(x,y) = #? — y3. Si nota subito che f € C>(R?) quindi essendo
derivabile in ogni punto di R? é possibile applicare il teorema di Fermat. Dunque V f(z,y) =

(0,0) se e soltanto se (2x,—3y) = (0,0) se e soltanto se (x,y) = (0,0). Quindi Porigine é
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I'unico punto stazionario o critico per f. Bisognerebbe capire se si tratta di un massimo o di
un minimo. Per capirlo, occorre studiare il segno del'INCREMENTO DI f cioé della quantita
Af(0,0) = f(z,y) — f(0,0). In realta non é nessuno dei due. Infatti, restringendosi all’asse
delle y, si ha f(0,y) = —y® e quindi Af(0,0) > 0 se y < 0 e viceversa. In particolare ogni
intorno dell’origine contiene punti in cui I'incremento ha segno opposto, quindi il punto (0,0)

non puo essere né di massimo né di minimo: si dice pertanto che é un punto di SELLA O COLLE

& Esempio 5.3.4. Sia f(x,y) = 2? + 2y*> — 2%y. Anche in questo caso si nota subito che
f € C*(R?) e quindi essendo f derivabile in ogni punto di R?, possiamo applicare il teorema
di Fermat. Si ha

Vf(z,y) =(0,0) & (2 — 22y, 4y — 2*) = (0,0) < (22(1 —y),4y — 2*) = (0,0)
da cui i punti critici sono
(I,y) - (07 0) (S(Z,y) - (27 1) (I,y) - (_27 1)

In questo caso pero non é facile studiare la natura di tali punti passando attraverso lo studio
dell’incremento. E chiaro quindi che si rende necessario stabilire dei criteri che aiutino a portare

avanti in modo agevole questa analisi.

5.4. Dal segno dell'incremento alle forme quadratiche

Consideriamo il caso di una funzione di due variabili (i ragionamenti che seguono possono
naturalmente essere generalizzati al caso di n variabili). Per studiare la natura dei punti critici
o stazionari, cioé dei punti che annullano il gradiente, I'idea é quella di andare a considerare il
segno del'INCREMENTO di f, come gia accennato negli esempi precedenti, il quale é definito

come
Af(l’o,yo) - f(xay) - f(xOuyO)‘

Infatti per definizione, se Af(xg,yp) > 0 almeno in un intorno di (z¢,yo), allora (zg,yo) €
punto di minimo locale; se A f(xo,y0) < 0 allora (xg,yo) & punto di massimo locale; se invece
l'incremento non ha un segno definito, allora (xg,yo) € punto di sella o colle.

Quindi per far vedere che un punto critico é sella o colle é sufficiente trovare due curve diverse
lungo le quali la restrizione della f ammette in un caso un punto di massimo e nell’altro un
punto di minimo (I'incremento corrispondente non ha segno definito).

Tuttavia come mostrato negli esempi precedenti, talvolta non é facile andare a studiare diret-

tamente il segno dell’incremento. Ci vuole un criterio pitt immediato.
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5.5 CLASSIFICAZIONE E STUDIO DELLE FORME QUADRATICHE: IL CASO n = 2

Ricordiamoci della formula di Taylor del secondo ordine con resto di Peano. Allora la possiamo

riscrivere in questo modo

Af(ﬂl?o, 3/0) = f(ﬂfo +h,yo + k) — (o, yo) = fx($07y0)h + fy(l’o, yo)k + %fa:x(an yo)h2

1
+fay (0, Yo) Rk + 5 fyy (o, yo)k? + o(Vh? + k).

Naturalmente se (g, yo) € punto critico, allora V f(xq, yo) = (0, 0) quindi la relazione precedente

si riscrive come

Af(xo,y0) = flxo+h,yo +k)— f(zo,90) = %fmz(x07y0)h2 + fay (20, yo) Rk + %fyy(‘r0>y0)k2
+0(\/m).

Quindi la determinazione del segno dell'incremento di A f(xg,yo) conduce all’analisi del dif-
ferenziale secondo di f in (xg, o) € quindi all’analisi del polinomio omogeneo di secondo grado

nelle componenti (h, k) dato da

1 1
§fxx<x07 yO)hQ + f:ry(x(]a yO)h’k + §fyy($07 yO)kQ

che é un caso particolare di FORMA QUADRATICA. Quindi 'analisi della natura dei punti
stazionari si riconduce ad un problema puramente algebrico: studiare il segno di una forma

quadratica.

5.5. Classificazione e studio delle forme quadratiche: il caso

n =2

O Definizione 5.5.1. Una FORMA QUADRATICA in R? & una funzione ¢ : R? — R definita da
q(h7 ]{?) = a11h2 + alghk’ + aglk’h + CLQQ]CQ

dove gli a;; sono numeri reali detti COEFFICIENTI DELLA FORMA QUADRATICA. Si puo

supporre senza perdita di generalita che a5 = ao;.

Ogni forma quadratica risulta cosi associata biunivocamente a una matrice simmetrica

11 Q12
M =
Q12 QA22

che nel caso del differenziale secondo coincide con la matrice Hessiana.
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& Esempio 5.5.2. La forma quadratica
q(h, k) = h* — 2k* + 4hk

risulta associata alla matrice

Una prima osservazione riguardante le forme quadratiche é che g € sempre un polinomio omoge-
neo di secondo grado, quindi q(th, tk) = t>q(h, k) per ogni t € R, percio q(h, k) assume sempre

segno costante su ogni retta passante per 1’origine (con ¢(0,0) = 0).

Analizziamo quale puo essere il comportamento di una forma quadratica attraverso semplici

esempi.
e CASO (A) q(h, k) = h* + k% In questo caso q(h, k) > 0 per ogni (h, k) # (0,0).
e CASO (B) q(h, k) = —h% — k2. Tn questo caso q(h, k) < 0 per ogni (h, k) # 0

e CAsO (C) q(h,k) = k2. In questo caso q(h,k) & sempre positiva tranne che nei vettori del
tipo (0, k) in cui si annulla.

e CASO (D) q(h, k) = —h% In questo caso q(h, k) & sempre negativa tranne che nei vettori del
tipo (0, k) in cui si annulla.

e CASO (E) q(h,k) = —h* + k?. In questo caso q(h,k) > 0 se (h,k) = (0,k) (k # 0) e
q(h,k) < 0se (h, k)= (h,0) (h#0).

Questi esempi suggeriscono la seguente classificazione che si applica sia alla forma quadratica
che alla matrice ad essa associata.

O Definizione 5.5.3. Una forma quadratica ¢(h, k) con (h,k) € R? (o la matrice simmetrica
corrispondente) si dice:

e CASO (A) DEFINITA POSITIVA se q(h, k) > 0 per ogni (h, k) # (0,0)

e CASO (B) DEFINITA NEGATIVA se q(h, k) < 0 per ogni (h, k) # (0,0)

e CASO (C) SEMIDEFINITA POSITIVA se per ogni (h,k) # (0,0) si ha g(h,k) > 0 ed esiste
(h,k) # (0,0) tale che ¢(h,k) =0

e CASO (D) SEMIDEFINITA NEGATIVA se per ogni (h,k) # (0,0) si ha g(h,k) < 0 ed esiste
(h,k) # (0,0) tale che g(h,k) =0

e CASO (E) INDEFINITA se esistono (hy, k1) e (ho, ko) tali che g(hy, k1) > 0 e q(ha, k2) < 0.

Si noti che le varie condizioni sono mutuamente esclusive.
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5.6 CLASSIFICAZIONE E STUDIO DELLE FORME QUADRATICHE: IL CASO GENERALE

Vale il seguente teorema.

Teorema 5.5.4. (SEGNO DELLE FORME QUADRATICHE IN 2 VARIABILI) Se a # 0, la forma
quadratica q(h, k) = ah® + 20hk + ck? é:

DEFINITA POSITIVA se € soltanto se det M >0 ea >0
DEFINITA NEGATIVA se e soltanto se det M >0 ea <0

e CASO (A)
(8)

e CASO (C) SEMIDEFINITA POSITIVA se e soltanto se det M =0 ea >0
(D)
(

A
e CASO (B
e CASO (D) SEMIDEFINITA NEGATIVA se e soltanto se det M =0 e a >0
e CASO (E) INDEFINITA se e soltanto se det M < 0

Sea=0 ec=#0 allora nelle affermazioni precedenti basta sostituire a con c.

& Esempio 5.5.5. Sia q(h, k) = —2h? + 2hk — 3k*. Allora la matrice corrispondente ¢

m-(7 %)

Allora ay, = —2 < 0; det M = 5 > 0 quindi la forma quadratica é definita negativa

5.6. Classificazione e studio delle forme quadratiche: il caso

generale

[ Definizione 5.6.1. Una FORMA QUADRATICA in R™ & una funzione ¢ : R™ — R definita da

n
Q(h) = Q(hl, h?a sy hn) = Z Clijhih]’
ij=1
dove gli a;; sono numeri reali detti COEFFICIENTI DELLA FORMA QUADRATICA. Si puo

supporre senza perdita di generalita che a;; = aj;.
Ogni forma quadratica risulta associata biunivocamente a una matrice simmetrica Ml = {a;;};j=1....n-

O Definizione 5.6.2. Una forma quadratica ¢(h) con h € R" (o la matrice simmetrica corrispon-
dente) si dice:

e CASO (A) DEFINITA POSITIVA se g(h) > 0 per ogni (h) # (0)

e CASO (B) DEFINITA NEGATIVA se ¢(h) < 0 per ogni (h) # (0)

e CASO (C) SEMIDEFINITA POSITIVA se per ogni (h) # (0) si ha g(h) > 0 ed esiste (h) # (0)
tale che g(h) =0

e CASO (D) SEMIDEFINITA NEGATIVA se per ogni (h) # (0) si ha g(h) < 0 ed esiste (h) # (0)
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5 OTTIMIZZAZIONE. ESTREMI LIBERI

tale che ¢(h) =0
e CASO (E) INDEFINITA se esistono (hy) e (hy) tali che g(h;) > 0 e g(hy) < 0.

Vale il seguente teorema.

Teorema 5.6.3. (SEGNO DELLE FORME QUADRATICHE IN n VARIABILI) Sia ¢(h) una
forma quadratica con h € R™. Sia M la matrice associata e siano My le SOTTOMATRICI
PRINCIPALI NORD-OVEST, ctoé le matrici composte dalle prime k righe e k colonne di M

a a ail a2 Q13
11 a2
M1: <G11 ) MQZ M3: 921 Q929 Q923 Mn:M
ar2 22
a1 a3z A3z
Allora q(h) é:
e CASO (A) DEFINITA POSITIVA se e soltanto se det My > 0 per ogni k =1,...,n
e CASO (B) DEFINITA NEGATIVA se e soltanto se (—1)% det My > 0 per ogni k =1,...,n.

5.7. Forme quadratiche: il test degli autovalori

Rimandiamo a un testo di algebra lineare per le proprieta delle matrici simmetriche e il legame
con gli autovalori (riduzione a forma canonica di una forma quadratica). Ci limitiamo in questa
sede a enunciare un criterio alternativo che si basa sugli autovalori di una matrice per avere

una classificazione delle forme quadratiche.

[ Definizione 5.7.1. Sia A € Ce v € C" con v # 0. Allora A si dice AUTOVALORE e v
AUTOVETTORE di una matrice quadrata M di ordine n se soddisfano la relazione Mv = \v o

equivalentemente (M — \I,,)v = 0, dove I, é la matrice identita in R™.

La precedente equazione ha soluzioni v non nulle se e solo se a matrice dei coefficienti ¢ singolare
cioé se e soltanto se A &€ soluzione del’EQUAZIONE CARATTERISTICA

det(M — AL,) = 0.

Il primo membro ¢ un polinomio di grado n in A pertanto dal teorema fondamentale dell’al-
gebra esistono esattamente n autovalori di M contati con la loro molteplicita. Quindi si puo

dimostrare che vale il seguente teorema.
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5.8 STUDIO DELLA NATURA DEI PUNTI CRITICI

Teorema 5.7.2. (TEST DEGLI AUTOVALORI) La forma quadratica q(h) é:

e CASO (A) DEFINITA POSITIVA se e soltanto se tutti gli autovalori di M sono positivi

e CASO (B) DEFINITA NEGATIVA se e soltanto se tutti gli autovalori di M sono negativi

e CASO (C) SEMIDEFINITA POSITIVA se e soltanto se tutti gli autovalori di M sono non
negativi (quindi > 0) e almeno uno di essi & nullo

e CASO (D) SEMIDEFINITA NEGATIVA se e soltanto se tutti gli autovalori di M sono non
positivi (quindi < 0) e almeno uno di essi ¢ nullo

e CASO (E) INDEFINITA se e soltanto se M ha almeno un autovalore positivo e uno negativo.

La classificazione delle forme quadratiche quindi si puo basare sullo studio del segno degli

autovalori.

5.8. Studio della natura dei punti critici

58.1. llcason =2

Concludiamo la nostra analisi dando informazioni utili per determinare la natura di un pun-
to stazionario per una funzione di classe almeno C?. Essendo il punto critico, il gradiente ¢
nullo, dal Teorema di Fermat, quindi abbiamo visto dalla formula di Taylor che per estrarre
informazioni sulla natura del punto critico, occorre studiare e classificare la forma quadratica

corrispondente alla matrice Hessiana. Si perviene dunque al seguente teorema.
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Teorema 5.8.1. (STUDIO DELLA NATURA DEI PUNTI CRITICI - IL CASO n = 2) Sia f €
C%(A), A aperto di R?, sia (xo,y0) € A un punto critico per [ e sia

fa:a:(x07y0) fmy(x07y0)
H =
7170, 30) ( Jay(o,90)  fyy(0, Yo) )

la matrice Hesstana di f nel punto critico. Allora:

e CASO (A) se detH(zo,y0) > 0 e fuu(o,yo) > 0 allora la matrice Hessina ¢ definita positiva
e (zo,yo) € punto di minimo locale forte

e CASO (B) se detH¢(xo,y0) > 0 e fuu(z0,70) < 0 allora la matrice Hessina ¢ definita
negativa e (o, yo) € punto di massimo locale forte

e CASO (C) e CASO (D) se detH (g, yo) = 0 allora la matrice Hessina € semidefinita (positiva
o0 negativa) e occorre un’analisi ulteriore

e CASO (E) se detH¢(xo,yo) < 0 allora la matrice Hessina ¢ indefinita e (zo, yo) ¢ un punto

di sella o colle.

5.8.2. Il caso generale

Vale il seguente teorema.

Teorema 5.8.2. (STUDIO DELLA NATURA DEI PUNTI CRITICI - IL CASO GENERALE) Sia
f €C?(A), A aperto di R?, sia (x9) € A un punto critico per f. Se la forma quadratica

a(b) = > four, (x0)hih;
ij=1
e CASO (A) ¢ definita positiva allora (x¢) ¢ punto di minimo locale forte

e CASO (B) ¢ definita negativa allora (x¢) ¢ punto di massimo locale forte

e CASO (C) & non nulla e semidefinita positiva allora (xg) ¢ punto di minimo locale forte
e CASO (D) é non nulla e semidefinita negativa allora (xg) ¢ punto di massimo locale forte

e CASO (E) ¢ indefinita allora (xq) ¢ un punto di sella o colle.

Torniamo agli esempi studiati in precedenza.
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5.8 STUDIO DELLA NATURA DEI PUNTI CRITICI

& Esempio 5.8.3. Sia f(z,y) = 2% — y3. Studiando il segno dell’incremento, avevamo visto

che l'origine ¢ un punto di sella o colle. La matrice Hessiana nel generico punto é

Hy(z,y) = ( (2) _%y )

Hﬂﬂw=<§8>

che é semindefinita positiva. Quindi dal teorema possiamo solo dedurre a priori che I'origine

quindi nell’origine é

non é un punto di massimo relativo ma potrebbe essere minimo relativo o sella. La conclusione

viene da un’analisi ulteriore come si é fatto in precedenza.

& Esempio 5.8.4. Sia f(x,y) = 2? + 2y? — 2*y. Avevamo trovato che i punti critici erano

(r,y) =(0,0)  (z,9)=(21)  (z,9) =(=2,1).

Andiamo ora a studiarne la natura attraverso lo studio della corrispondente matrice Hessiana.

Si ha che la matrice Hessiana di f nel generico punto vale

me)—%)

—2x 4

Hf<x7y) = <

quindi la matrice Hessiana nei tre punti critici vale rispettivamente

mmm=<§2) m@n=<f4f> Hwan:<jj>

Quindi riassumendo
fex(0,0)=2>0  detH;(0,0)=8<0

quindi la matrice Hessiana relativa all’origine é definita positiva: allora l'origine é un punto
di minimo assoluto (si poteva pervenire gia a tale conclusione mostrando che la funzione é
data dalla somma della funzione g(z,y) = z* + 2y* per cui l'origine ¢ chiaramente un punto
di minimo assoluto piti una perturbazione —x?y di terzo grado (quindi di grado superiore)).

D’altro canto
detHf(Z, 1) = detHf(—Q, 1)=-16<0

quindi la matrice Hessiana relativa ai punti stazionari (£2,1) é indefinita e percio entrambi

questi punti sono punti di sella.
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5.9. Esercizi di ricapitolazione riguardanti estremi liberi

# Esercizio 5.9.1. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

(22402
flz,y) = (2% + yPe @1V,

La funzione f ¢ a simmetria radiale, cioé ¢ funzione solo della distanza dall’origine r =
\/m. Come conseguenza, le curve di livello di f sono circonferenze con centro nell’o-
rigine. In casi come questo si puo semplificare la ricerca degli estremi studiando la funzione di
una sola variabile

g(r) =r%" r > 0.
Si ha g(0) = 0 e anche g(r) > 0 per ogni r anzi piu precisamente g(r) > 0 per ogni r # 0.
Inoltre

lim g(r)=0

r—+400

e dunque r = 0 é punto di minimo globale. D’altra parte

g(r)=2r(1—r?e"

2

e dunque ¢'(r) = 0 se r = 1. Percid se r = 1 ¢ punto di massimo globale.

Per trasferire i risultati ottenuti per g a f basta osservare che r = 0 corrisponde all’origine
(0,0) mentre r = 1 corrisponde alla circonferenza unitaria centrata in (0,0). Di conseguenza
il valore minimo ¢ assunto in (0,0) mentre il valore massimo ¢ assunto in tutti i punti della

circonferenza unitaria.

# Esercizio 5.9.2. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

[, y) =23/ (y — )2

La funzione f ¢ definita e continua in R% Dimostriamo che in tutti i punti dellinsieme

{(x,y) € R? : y = z} tranne Porigine si ha che f non ¢ differenziabile. Si ha
0 h,z)— h)V/h?2
—(z,x) = lim flathe) - fle ) — lim u
ox h—0 h h—0 h

Il limite del primo addendo, per x # 0 non esiste e quindi sicuramente f non é differenziabile

= lim zh~ Y2 + lim VA2
h—0 h—0

nei punti (z,z) con x # 0. nell’origine invece si ha

9 (0,0) = lim J(0,0) — J0.0) _ yp, BVIZRS

ax h—0 h h—0 h =0
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mentre

91 (0,0) = timg L0 = 70,0

oy h—0 h =0

dunque

f(h,k)— f(0,0) — hf,(0,0) — kf,(0,0) lim hy/(k — h)?

lim —

(h,k)—(0,0) Vh? + k? (hk)=(0,0) \/h? 4 k2

e questo limite esiste e fa 0, dunque in (0,0) f é differenziabile. I punti di estremo andranno

cercati tra i punti critici e i punti della bisettrice del primo e terzo quadrante (origine esclusa).

Allora
3y — bx 2x

ﬁ fy(z,y) = ﬁ

e dunque il gradiente di f ¢ diverso da zero in R? \ {(z,y) : y = z}. Pertanto possono essere

fz<x>y) =

punti di estremo solo i punti della retta y = x (origine esclusa). Su tale retta si ha f(z,y) = 0.
Studiando il segno di f(z,y) si ricava che i punti della bisettrice del primo quadrante sono
di minimo locale mentre i punti della bisettrice del terzo quadrante sono di massimo locale.
Infatti f(z,y) >0 per x > 0e f(x,y) <0 per z < 0. Per curiosita Porigine ¢ punto di sella.
Non ci sono estremi globali perché la funzione ¢ illimitata superiormente e inferiormente. Ad
esempio:

lim T,Y) = 400
(w,y)—>(+oo70)f( v)

lim r,Y) = —00.
(a:,y)—>(—oo,0) f( y)

# Esercizio 5.9.3. Si determinino gli eventuali estremi locali e globali della funzione

f(z,y) = 2?log(1 +y) + 2°y°

nel suo dominio.

Il dominio di f é 'insieme aperto
D ={(z,y) eR*:y > —1}.

In questo insieme f & una funzione di classe C*°(R?). Gli eventuali punti di estremo locale

devono percio essere soluzioni del sistema
folz,y) = 2z(log(1 +y) +y*) =0

fy(z,y) = z’ (ﬁ + Qy) = 0.
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Si ha sicuramente x = 0; inoltre deve aversi

log(1+ y) +y2 =0

1
— 4+ 2y = 0.
14y 4

La prima equazione ci da come soluzione y = 0 mentre dalla seconda equazione deriviamo
2% + 2y + 1 = 0 che non ci da soluzioni reali. Quindi il sistema ammette come soluzioni gli

infiniti punti (0, k) con k > —1. Su tali punti si ha f(x,y) = 0. Proviamo il test della matrice

Hessiana.
Fualo) =2005(149) 4+) o) =a* (2= )
e
1
fay(@,y) = fya(®,y) = 22 (Ty + 2y> ;
dunque

log(1+k)+k* 0
H(0,k) =
0 0
e dunque il test della matrice Hessiana si rivela inefficace.

Proviamo a valutare

Af(x,y) = flx,y) — f0,k) = f(z,y) = 2*log(1 +y) + 2*y* = 2*[log(1 +y) + »7].

Studiamo il segno del termine log(1 + y) 4+ v* =: g(y). E immediato verificare che

9(y) <0e -1<y<0, gly)©y=0, gly)>0&y>0.

Da questo é possibile concludere che:

se k > 0 allora i punti (0, k) sono punti di minimo locale;

se k = 0 allora 'origine ¢ un punto di sella;

se —1 < k < 0 allora i punti (0, k) sono punti di massimo locale.

Osserviamo infine che f non ha punti di estremo globale in quanto

—+00 Yo >0

(@) —(+00,50) —0 —1<y <0

e percio

sup f(z,y) = +0o0 inf f(z,y) = —o0.
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5.10. Funzioni convesse in n variabili

Ci occupiamo ora brevemente di una classe di funzioni importanti, soprattutto per quanto

riguarda i problemi di ottimizzazione: le funzioni convesse.

[ Definizione 5.10.1. Un insieme 2 C R" si dice CONVESSO se per ogni coppia di punti
X1, X2 € € si ha che Ax; + (1 — A\)xy € €2 per ogni A € [0, 1] (cioé se presi comunque due punti di
Q2 il segmento che li unisce é ancora tutto contenuto in 2). L'insieme €2 si dice STRETTAMENTE
CONVESSO se se per ogni coppia di punti X;,x3 € € si ha che Ax; + (1 — \)xy € £ per ogni
A€ (0,1) (cioé se presi comunque due punti di il segmento che li unisce privato degli estremi &

ancora tutto contenuto in €2).
O Definizione 5.10.2. Si dice EPIGRAFICO di una funzione f : Q C R™ — R l'insieme
epif = {(x,2) € R : 2> f(x),x € Q}.

Si dice che una funzione f : 2 C R"” — R & CONVESSA (risp. STRETTAMENTE CONVESSA)
se I'epigrafico di f & un insieme convesso (risp. strettamente convesso) di R"™!: si dice che f &
CONCAVA se — f & convessa.

Osservando che se () non ¢ un insieme convesso, 1'epigrafico di f non sara mai convesso, d’ora

in avanti assumeremo {2 convesso. Si ha la seguente proposizione.

Proposizione 5.10.3. Una funzione f : Q — R (con Q C R™ convesso) ¢ convessa se e

soltanto se per ogni x1,Xs € ) e per ogni t € [0, 1] vale la condizione

fx1+ (1 =1)x2) < tf(x1) + (1 = 1) f(x2);

se la precedente vale con il segno di disuguaglianza stretta per ogni t € (0,1) allora f &

strettamente convessa.

Vale anche il seguente teorema che mostra che la condizione di convessita implica una certa

regolarita per f.

Teorema 5.10.4. (REGOLARITA DELLE FUNZIONI CONVESSE) Sia f : Q — R (con Q CR"

convesso). Se f & convessa allora:

1) f & continua;
2) f ha derivate parziali destre e sinistre in ogni punto;

3) nei punti in cui é derivabile f ¢é differenziabile.
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Inoltre vale il seguente importante risultato che ¢ 'analogo in pitt dimensioni del fatto che

una funzione reale di una variabile reale convessa sta sopra la retta tangente in ogni suo punto.

Teorema 5.10.5. (FUNZIONI CONVESSE E PIANO TANGENTE) Sia [ : Q2 — R (con Q CR"
convesso), differenziabile in Q. Allora f & convessa in S se e soltanto se per ogni coppia di
punti X,xqg € ) si ha:

f(x) > f(xo0) + Vf(x0) - (x —X0).

In due dimensioni il significato geometrico € molto chiaro: infatti si ha

) = 1Go0.) + 5 o)z = 20) + 5o 0) 0 = o)

che equivale a dire che il piano tangente in (o, yo) sta sotto il grafico di f.
Per funzioni di piu variabili si pud enunciare un criterio che é dato dallo studio del segno della
forma quadratica data dal differenziale secondo, in analogia al fatto che in una variabile il segno

della derivata seconda fornisce un criterio per studiare la convessita di una funzione.

Teorema 5.10.6. (CONVESSITA E MATRICE HESSIANA) Sia f : 2 — R (con Q C R™ aperto
convesso), [ € C*(Q2). Se per ogni xo € Q la forma quadratica d* f(xo) & semidefinita positiva

allora f & convessa in 2.

Concludiamo enunciando il legame tra funzioni convesse e problemi di ottimizzazione. Come
abbiamo sottolineato nei precedenti paragrafi, per individuare i massimi o i minimi per una
funzione occorre prima di tutto andare ad individuare i punti stazionari cioé i punti che annul-
lano il gradiente, grazie al Teorema di Fermat (condizioni del primo ordine) e successivamente
andare a studiare la natura di tali punti attraverso la matrice Hessiana (condizioni del secondo
ordine). Nel caso di funzioni convesse le condizioni del primo ordine risultano sufficienti per la
ricerca dei massimi o minimi. Infatti per funzioni convesse (e/o naturalmente concave) i punti

stazionari, se esistono, sono punti di estremo globale.

Proposizione 5.10.7. Sia Q2 un aperto convesso e sia f : Q@ — R una funzione convessa (risp.
concava) e differenziabile in Q; sia xq € Q. Se xq & punto critico per f allora xq & punto di
minimo (risp. massimo) globale. Inoltre se f é strettamente convessa (risp. concava), allora
Xo € punto di mimino (risp. massimo) globale forte quindi in particolare il punto di minimo

(risp. massimo) globale & unico.
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5.11. Funzioni definite implicitamente

5.11.1. Funzione implicita di una variabile

Quando abbiamo parlato di insiemi di livello, abbiamo detto che I'insieme f(x,y) = c ¢ dato da
curve, dette appunto curve di livello. In realta, anche se f é molto regolare, I'insieme definito
da f(z,y) = ¢ con c costante generica pud non essere una curva regolare o pud non essere

addirittura una curva.

% Esempio 5.11.1. L’insieme x® — y* = 0 rappresenta una curva non regolare; I'insieme
2% —y? = 0 rappresenta I'unione di due rette; I'insieme x? + y?> = 0 rappresenta un solo punto;

infine I'insieme 2 + y?> = —1 rappresenta I'insieme vuoto.

Obiettivo di questo paragrafo é dunque il seguente: data una funzione f(z,y) definita almeno
in un aperto e ivi regolare (almeno di classe C! precisare le condizioni sotto le quali ’equazione

f(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione y = g(x).

O Definizione 5.11.2. Una funzione g : I — R (con I C R intervallo) tale che
flz,g(x))=0 Vzel

si dice DEFINITA IMPLICITAMENTE dall’'equazione f(z,y) = 0 o pit brevemente si dice FUNZIONE
IMPLICITA

Per chiarire: 'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione g se esiste un
intervallo [ tale per cui per ogni x € I esiste unico y € g(I) tale che f(z,g(x)) = 0. L’unicita
di y é dovuta alla richiesta di definire implicitamente una funzione che é caratterizzata dalla

univocita della corrispondenza input-output.

S Esempio 5.11.3. Consideriamo la funzione
F(z,y) = 2° + 3 + 2%y — 3.

L’equazione F(z,y) = 0 definisce implicitamente un’unica funzione f; definita su I, = (—00, —/3).
Infatti se x < —/3 la funzione y — F(x,y) é strettamente crescente. Come si dimostra questo?

Prima di tutto si ha

OF
a—:3y2+$2—6y23y2—6y+3:3(y—1)220
Y

visto che © < —/3 = a2 > 3. Dato inoltre che

lim F(z,y) = +oo,

y—+oo
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allora Vo < —+/3 esiste unico y = f(x) tale che
F(z, fi(z)) = 0.

. oF . .
Infatti essendo 0 > 0, si ha che la funzione y — F'(x,y) con x fissato, é strettamente crescente,

quindi intersechera I'asse delle x una volta sola, cioé si annulla una sola volta. Dunque per
ogni x fissato esiste un solo y, tale che F(xq,1y) = 0. Ne segue che per ogni x < —+/3 esiste

un unico valore di y che é funzione di x (cioé y = f1(x)) tale che

F(z, fi(z)) = 0.

Analogamente si prova che
F(z,y) =0

definisce implicitamente un’unica funzione fy nell’intervallo Iy = [\/g, +00). In entrambi i casi,
le funzioni f; e fy sono perfettamente determinate dalla condizione di soddisfare I'equazione
F(z,y) = 0 rispettivamente per x € I e x € I,. Si noti invece che se x ¢ Iy V x ¢ I, per

esempio per x = 0 si ha
FO,y) =y -3y =0&y=0Vy=3
e quindi 'equazione F(0,y) = 0 ammette due soluzioni. Nel caso x =1 si ha
Flyy=1+y’ +y-3y"=(y- 1" -2y 1)
e dunque l'equazione F(x,y) = 0 ha tre soluzioni:
y1 =1, yo =1 — V2, ys = 1+ V2.

Affinché una tale funzione esista, & necessario che I'equazione f(x,y) = 0 sia soddisfatta almeno
in un punto (xg,yo) e in tal caso sard yo = g(x); poi vorremmo che g fosse definita almeno in
un intorno I di zg e ivi regolare (quanto meno derivabile).

Ragioniamo a rovescio. Se una tale funzione g(z) esiste ed ¢ derivabile in I, siccome anche f

¢ differenziabile, possiamo andare a derivare rispetto a x 'identita

f(z,g(z)) =0,

ottenendo, per il teorema delle funzioni composte

fo(w, 9(2)) + fy (2, 9(x)) ' (x) = 0

da cui si ricava
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per ogni x € [ in cui il denominatore non si annulla.

Quindi questa idea giustifica il seguente importantissimo teorema.

Teorema 5.11.4. (TEOREMA DI DINI O DELLA FUNZIONE IMPLICITA) Sia f : A — R (con
A C R? aperto) una funzione di classe C'(A). Supponiamo che in un punto (zg,yo) € A si
abbia

f(:l:(byO) =0 € fy<x07 ZJO) # 0.
Allora esiste un intorno I di xg in R e un’unica funzione g : I — R tale che

Yo = g(o) e f(z,g(x)) =0 Vxel.

Inoltre g € C*(I) e si ha
g’(x):——ﬁ Vo e 1.

i Osservazione 5.11.5. Se f(xg,y0) = 0 e f,(z0,%) = 0 ma fu(zo,v0) # 0 allora si puo
applicare il teorema scambiando i ruoli tra = e y, ossia affermare che esiste un intorno J di yg e
un'unica funzione x = h(y) definita in J tale che o = h(yo) e (h(y),y) = 0 per ogni y € J.
Inoltre h € C*(J) e si ha

fy(h(y),y)

“wzfmmww Wed

In sostanza i punti in cui il teorema del Dini non & applicabile sono quelli in cui il gradiente di f si

annulla, cioé i punti critici di f.

% Esempio 5.11.6. Sia f(z,y) = 2? + y?. L’equazione x> + y*> = 1 com’é noto rappresenta
la circonferenza di centro 'origine e raggio 1, che é una ben nota curva (regolare) ma non é
una funzione. Ci chiediamo se essa definisce implicitamente una funzione delle variabili x o y
e per quali punti. Il gradiente di f si annulla solo nell’origine che non appartiene alla curva,
quindi il Teorema del Dini é applicabile in ogni punto. Si ha tuttavia che f,(x,y) =0y =
0: quindi se y # 0, sicuramente si applica il Teorema del Dini e I'equazione data definisce
implicitamente una funzione della sola variabile x (che possiamo anche ricavare esplicitamente:
y = ++v/1 — 22 a seconda che si consideriy > 0 0y < 0. Invece nei punti (1,0) non é possibile
definire implicitamente una funzione della sola variabile x. Questo é giustificabile vedendo che
comunque preso un intorno, per ogni x appartenente a quell’intorno ci sono sempre due valori
di y che vi appartengono: venendo a cadere 'univocita della corrispondenza input-output, non
si tratta mai di una funzione. Pero il Teorema del Dini ci invita a osservare cosa succede alla f,:

ci accorgiamo che f,(+1,0) = £2 # 0. Quindi applicando il teorema si deduce che I'equazione
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data definisce implicitamente una funzione stavolta della sola variabile y (che esplicitata ha la

forma x = £+/1 — y? a seconda che si consideri x > 0 o x < 0.
& Esempio 5.11.7. Verificare che per il teorema del Dini, 'equazione
(z — 1) log(siny) + (y — 1) tan(z?) = 0

permette di rappresentare y come funzione di x, ovvero y = y(x), in un intorno del punto (1,1).
Si calcoli y'(1).

Verifichiamo che effettivamente si possa applicare il teorema del Dini. Poniamo
f(z,y) = (x = 1) log(siny) + (y — 1) tan(z?);
si ha che f ¢ di classe C' in un intorno di (1,1). Poi si ha f(1,1) = 0 e infine

fy(z,y) = (x—1) 09sy + tan(z?)

da cui f,(1,1) =tanl # 0.
Allora il teorema del Dini ci assicura che esiste un intorno I di x = 1 ed esiste y = y(z) definita

su I a valori reali tale che f(x,y(x)) = 0. Si ha inoltre

O
da cui
folw,y) = log(siny) + (y — 1) (1 + tan*(2?)) 22
e quindi
- e

& Esempio 5.11.8. Sia ora
F(z,y) = 2* —y*.

Consideriamo 'origine. Si ha F(0,0) = F,(0,0) = F,(0,0) = 0. Le ipotesi del teorema del Dini
con punto iniziale (0,0) non sono soddisfatte e anche la tesi non é soddisfatta, infatti non esiste
alcun intorno dell’origine in cui I’equazione definisca implicitamente un’unica funzione della x

o della y.
% Esempio 5.11.9. Sia

F(z,y) =2 +13* = 3roy =0 r > 0.
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Questa equazione rappresenta una curva piana detta ‘“folium” di Cartesio. Si ha F(0,0) =
F,(0,0) = F,(0,0) = 0 dunque il teorema del Dini non é applicabile nel punto (0,0). Invece

fuori dall’origine si puo definire implicitamente una funzione y = y(x) tale che
2® + (y(z))® — 3ray(z) = 0.
Derivando rispetto a x si ha
322 + 3%y — 3ry — 3rzy’ = 0,

da cui risolvendo rispetto a i

2
p_ Y-

re—y?

Osserviamo prima di tutto che questa é un’equazione differenziale del primo ordine, che esprime
y' in funzione di x e y purché risulti y* — ra # 0. In secondo luogo si ha, in conformita col
teorema del Dini

F, = 32° — 3xy F, = 3y — 3ry.

Infine si osservi che gli unici punti (x,y) della curva per cui risulta y*> — rz = 0 sono (0,0) e
(22731, 21/3p),

# Esercizio 5.11.10. Sia
E = {2*y+log(xy) =0, x>0, y>0}.

Studiare E.

SOLUZIONE. L’insieme E ¢ del tipo F(z,y) = 0 con F(z,y) = z*y + log(zy).

Fisso xg. Si ha

F(zo,y) = x3y + log(zoy).

Quindi é possibile individuare una funzione della sola variabile y tale che
y = F(zo,y).
Si riesce a stabilire che

lim F(zg,y) = —o0,

y—0+
lim F(xzg,y) = 400,
Yy—+00

1
— =24+ =->0 V.

Il grafico qualitativo della funzione y — F(zo,y) é rapprensentato in figura
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

—24

Figura 5.1: Grafico qualitativo della funzione y — F'(zo,y).

Essendo la funzione sempre strettamente crescente, esiste unico il punto yo in cui F'(xg, yo) = 0.
Questo ragionamento lo posso fare per ogni xy > 0. Dunque l'insieme F coincide col grafico di
una funzione v = u(x) con z > 0. Tutto questo ¢ in conformita col teorema del Dini, visto la
condizione che abbiamo sulla derivata Fj,.

L’obiettivo ora é disegnare il grafico qualitativo di u(x).

Si ha (@) .
F.(x,u(x)) 2zu(x) + -
! =— 7 = — L < 0.
u (I) Fy(ZE, u(m)) 332 + u(lx) <

Dunque u(x) é derivabile e decrescente.
Cerchiamo di stabilire il comportamento di u agli estremi del dominio. Ci chiediamo se
possiamo ottenere informazioni sul seguente limite

Innanzitutto questo limite esiste perché u é decrescente, denotiamo con [ tale limite. Inoltre
[ > 0 perché u > 0 e anche [ < +o0o visto che u ¢ decrescente. D’altra parte, visto che

I'equazione F(z,y) = 0 definisce implicitamente la funzione x — u(z), si ha che
r*u(z) + log(zu(r)) =0

dunque anche
lim [z?u(z) + log(zu(z))] = 0.

T—+00
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Se fosse [ > 0, allora passando al limite dentro alla parentesi quadra si avrebbe che
[z%u(z) 4 log(zu(z))] — +oo

in contraddizione con quanto trovato in precedenza. Dunque deve essere [ = 0.
Analogamente

)
2 )

di sicuro esiste (non negativo ) perché u ¢ decrescente (e non negativa), e puo essere finito o
infinito. Se fosse finito, si avrebbe

lim [2?u(z) + log(zu(z))] = —oo,

z—0t
ma di nuovo, visto che 'equazione F'(z,y) = 0 definisce implicitamente la funzione z — u(x),
si ha che
z?u(z) + log(zu(z)) = 0
dunque anche
lim [z?u(z) + log(zu(z))] = 0.

r—r+00
Questo é assurdo, dunque

lim u(z) = +o0.
x—07t

Il grafico qualitativo di u é rappresentato in figura. Si noti che non si é studiato il compor-
tamento delle derivate successive di u dunque non abbiamo informazioni sulla convessita o la

concavita di w.

# Esercizio 5.11.11. Studiare l'insieme

E={V2(y’—2*)+y—-2=0, >0}

SOLUZIONE. Poniamo F(z,y) = /z(y® — 23) + y — 2 e fissiamo x(. Si ha
F(zo,y) = Vao(y* — x5) +y — 2.
Per ogni z; fissato viene individuata una funzione
y = F(zo,y).
Studiamo per sommi capi il comportamento di questa funzione. Si ha

lim F(zg,y) = £oo.

y—+o0

Inoltre oF
Y
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Figura 5.2: Grafico qualitativo della funzione implicita u.

Queste informazioni ci permettono di dedurre che la funzione y — F(xg,y) é strettamente
crescente, dunque per ogni x esiste unico y tale che y é funzione di x cioé y = y(x) e F(z,y(x)) =
0. (Tutto questo in conformitd con il teorema del Dini, visto che F, non si annulla mai).
Vorremmo studiare per sommi capi il comportamento della funzione y.

Siccome si ha F' € C* allora anche y € C*. Inoltre si ha
J = 1y =723
2/ 3y2\/r + 1
Vediamo se si riesce a stabilire il valore di 3/(0). Si ha che (0,4(0)) ¢ tale che F(0,y(0)) = 0
dunque F(0,y(0)) = y(0) —2 = 2 da cui y(0) # 0 e dunque se x — 0" 3/(0) — —o0, la funzione

y(x) parte con tangente verticale.

D’altra parte vorremmo discutere quando si ha y/(x) = 0. Questo ¢ equivalente a vedere quando
y> — Tx3 = 0. Nel grafico ¢ illustrato il comportamento della funzione y vicino al punto (0, 2)..
Si ha la retta y = v/7z e se y® — 72® > 0 allora si ottiene 3y < 0 cio¢ y decrescente. Come si
vede dal grafico, y parte con tangente verticale, decresce e interseca la retta in un punto. In
quel punto il grafico di y ammette tangente orizzontale. Dopo di che, essendo * — 72% < 0
si ha ¢ > 0 e dunque y cresce. Il dubbio é: ci sard un’altra intersezione con la retta o si
avra y crescente ma che rimane sempre sotto la retta stessa? Se ci fosse un’altra intersezione
tra il grafico di y e la retta si avrebbe in quel punto, che denoteremo con (z,y(z)), tangente
orizzontale. Ragioniamo sul coefficiente angolare della retta tangente al grafico di y nel punto
(Z,y(Z)) che chiameremo m. Esso deve essere 0 perché abbiamo appena detto che deve esserci

tangente orizzontale, d’altra parte y sta sotto la retta, dunque m deve essere maggiore o uguale
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of

Figura 5.3: Grafico qualitativo della funzione implicita y vicino al punto (0, 2).

a v/7. Questo é assurdo. Detto altrimenti, se # < 7 si ha y(r) < 7/ (sto arrivando da sinistra
al punto di ascissa  rimanendo sempre col grafico di y sotto la retta) e d’altra parte y(z) = 7v/Z

(perché il punto (z,y(Z)) sta anche sulla retta. Allora

O:y'(i’):limM> limwz\g/?
rT—T r — X T—T r — X
assurdo. Dunque non ¢’é pitl nessuna intersezione tra il grafico di y e la retta y = /7.
A questo punto vediamo se riusciamo a ricavare informazioni sul comportamento all’infinito
di y. Definitivamente y ¢ crescente, dunque il limite all’infinito esiste, chiamiamolo A. Si avra
A > 0 oppure A = +oo. D’altra parte, I'equazione F(x,y) = 0 definisce implicitamente la
funzione y = y(x) dunque chiaramente F'(z,y(z)) = 0 da cui

lim [v/a(y* —2%) +y — 2] = 0.

T—>+00

Ma se supponiamo che A sia finito e passiamo al limite dentro la parentesi quadra otteniamo

che
lim [Vz(y® —2%) +y — 2] = +oo

r—r+00
che é assurdo. Dunque

lim y(z) = +o0.

T—+00

La figura illustra il grafico qualitativo della funzione implicita y.

5.11.2. Derivate successive

Dall’identita
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2.8

26

2.4

2.2

1.84

1.6

1.44

1.24

Figura 5.4: Grafico qualitativo della funzione implicita y.

derivando entrambi i membri si ottiene (al secondo membro ho applicato la regola di derivazione

di una funzione composta)

(Fow + Foy ['(2)) Fy — (Fyo + Fyy ['(2)) o
(Fy)?

da cui, sostituendo 'espressione di f'(x) in funzione di F, e F si ottiene

f//<x> — _

" __FLEI(Fy)Q_2F$QF$F9+Fyy(F$)2
Y

A questo punto ricordiamo che condizione sufficiente affinché xy sia un massimo (risp. minimo)

relativo per f é che
f(xg) =0  f"(xo) <O (risp. > 0).

A questo punto, supponiamo che F'(xg,y9) = 0 (il punto (zg,40) con yo = f(zo) deve sod-
disfare 'equazione F(z,y) = 0 visto che questa equazione definisce la funzione implicita f)

e F.(xo,50) = 0 (< f'(xg) = 0); inseriamo queste informazioni nell’espressione di f” :
otteniamo o )
zz\ L0, Yo
f//(l'0> _ _ =\ IU/
Fy (20, Yo)

dunque dalla seconda parte data dalla condizione sufficiente si ha che

F:c:r: (3307 yO)

> 0 = z¢ punto di massimo relativo per f
Fy(wo,v0)
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mentre
Fx:p (Io, yO)

< 0 = ¢ punto di minimo relativo per f.
Fy(xo, Yo)

S Esempio 5.11.12. Riprendiamo I'equazione
F(z,y) = 2* +y* + 2%y — 3y° = 0.

Abbiamo visto che essa definisce implicitamente una funzione f : (—oo, —V/3) = R visto che
per x € (—o0, —/3) si ha

F,=3y"+2* -6y >0 Vy e R.

Vogliamo avere qualche informazione su f. Cerchiamo i punti (xq, yo = f(x¢)) tali che F(xq,yo) =
0 e tali che xy sia di minimo o massimo relativo per f. Da quanto detto in precedenza, questo

é equivalente a risolvere il sistema

T8+ ys 4+ wdyo — 3y =0

3$(2) + 22019 =0

. . . 2 . .
La seconda equazione ci da come soluzioni xo = 0 e xy = —gy. La prima non é accettabile

visto che xy € (—o0, _\/ﬁ); se invece si sostituisce la seconda soluzione nella prima equazione

si ottiene il punto

54 81
1’0——5 yo—f(xo)—ﬁ-
A questo punto si ha
F,. (20, 162 1
() = —LexlToto) _ 102 -0,

Fy(fUO,Z/O) -3l 'Fy(mmyo)

Dunque x( é punto di minimo relativo per f. Qui di seguito é presentato il grafico qualitativo

della curva F(x,y) = 0; (tale grafico non evidenzia con esattezza il comportamento nel punto
(0,0).)
% Esempio 5.11.13. Sia

F(r,y)=2*+y* +a2®—4*)=0 a>0.

Vediamo se questa equazione definisce implicitamente una funzioney = f(x) della sola variabile
x. Si ha
Fy(z,y) = 4y° — 2ay = 2y[2y* — a].
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24

—44

—6-

Figura 5.5: Grafico qualitativo della curva F(z,y) = 0.

F, si annulla per y = 0 e y* = a/2. Vediamo a quali valori di = corrispondono questi valori di

y. Prima di tutto
F(r,0)=a'+ar* =0 r=0Va’+a=0< 2 =0;

invece
2 2
9 _
F(x,:tg) :x4+%+am2—%=O<:>4x4+4ax2—a2:()<:>x::|: a2—a

Dunque nei punti

av2 —a a aﬂ—a a
T ——— 4 = ) — —
(0,0) VT \/; \ ,:F\/;

non é possibile applicare il teorema del Dini. Preso invece un qualunque altro punto (zo,yo)
esiste un rettangolo R : (xo — 0,20 + &) X (yo — 0,50 + o) di tale punto tale che I'equazione
F(z,y) = 0 definisce implicitamente una funzione y = f(x) definita in (xq — d, ¢ + 0). Allora
vediamo se esistono punti di massimo o di minimo locale per qualcuna di queste funzioni definite

implicitamente. Questa ricerca equivale alla risoluzione del sistema
Fz,y) =2'+y' +a(z® —y*) =0
Fy(z,y) = 22(22% + a) = 0.
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La seconda equazione ci da x = 0; inserendo questa informazione nella prima equazione ricavi-
amo immediatamente y = 0 che non é accettabile perché (0,0) é punto singolare, ma anche
y* = a quindi come soluzioni otteniamo i punti (0, ++/a). In questi punti é possibile, come detto
in precedenza, applicare il teorema del Dini; si ottiene che esiste un intorno Ry del punto (0,+/a)
della forma (—01,61) X (v/a — o1,v/a+ 01) tale che 'equazione F(x,y) = 0 definisce implicita-
mente una funzione y = fi(x) definita su (—dy,01) con F(zx, fi(z)) = 0. Allo stesso modo si puo
dire che esiste un intorno Ry del punto (0, —+/a) della forma (—dz,d2) X (—/a — 02, —/a+ 05)
tale che I'equazione F(x,y) = 0 definisce implicitamente una funzione y = fo(x) definita su
(—d2,02) con F(x, fo(x)) = 0. Allora
Foo(z, fi(x)) 62% + a

()= "R i)~ R@RGA@E—d

da cui
" __F{L'(E(Oy\/a> _ a :_L
=V = Vape—a - Ve

,,(O):_wa«)a_\/a) — a :L>0_

F(0.—Va) vaRa—d va

Quindi la funzione implicita y = fi(x) ha in x = 0 un punto di massimo relativo, mentre la

mentre

funzione y = fo(x) ha in x = 0 un punto di minimo relativo. Il grafico seguente illustra il
comportamento qualitativo della curva F(z,y) = 0 con la scelta di a = 100; esso non visualizza

correttamente il comportamento della curva nell’origine.

Figura 5.6: Grafico qualitativo della curva F(x,y) = 0.
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S Esempio 5.11.14. Sia
f:R* =R flz,y) = y* — 42 — 22
Vogliamo vedere dove I'equazione f(z,y) = 0 € localmente grafico di qualche funzione. Si ha

Vf(z,y) = (—122° — 22,2y) = (0,0)

0
Nei punti (xq, yo) tali che f(xg,yo) =0e a—f(xo, Yo) # 0 cioé nei punti (xg, yo) tali che (xq,yo) #
Y

1
(0,0) e (xo,y0) # (_é_l’ O> con o > —1/4 Pequazione f(x.y) = 0 definisce implicitamente una

funzione g : (xg — 0,29 + ) — (Yo — 0,y0 + o) con f(z,g(z)) = 0. La condizione xo > —1/4 é
necessaria visto che se xo < —1/4 si ha y? — z3[4xo+ 1] > y3 > 0 e dunque f(zg,yo) > 0 contro
il fatto che g é funzione definita implicitamente dall’equazione f(x,y) = 0. In questo caso é

possibile scrivere esplicitamente la funzione g :

g(x) = sign(yo)V4x3 + 22 (5.11.1)

dove
1 Yo > 0
sign(yo) = 0 yo =0

E possibile mostrare che, in conformita con quanto si ottiene dal teorema del Dini

_fx($07g(x0))

g’(:vo) N fy(%,g(fﬁo))'

Infatti, derivando in (5.11.1) si ottiene

(1227 + 2x0)

1
/ .
g (xg) = sign(yy) ————
(0) (O)QW

mentre
fa(zo,9(x0)) = —12263 — 27 Jy(o, 9(z0)) = 29(x0).

Dal confronto si ottiene il risultato ottenuto.

Vediamo ora i punti che soddisfano il sistema

f(xo,yo) :y§—4x8—x3 =0
fx(x(),?/o) = —12$(2) —219=0

Il precedente sistema é soddisfatto dai punti

(0,0) (—é,i ﬁ) |
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1 1
Quindi, se (zo,y0) 7 (0,0) e (zg,yo) # 5 + 1_()8> (con xq > —1/4 altrimenti f(xq,yo) >
0) allora la curva é localmente grafico di una funzione h : (yo— 0,40+ 0) — R ma in questo caso
non é possibile scrivere esplicitamente h senza risolvere I'equazione di terzo grado 4x°+x* —y =

0.

& Esempio 5.11.15. (LEMNISCATA DI BERNOULLI) La lemniscata di Bernoulli é il luogo dei

punti del piano R? tali che il prodotto delle distanze da (a,0) e (—a,0) ¢ uguale ad a?, cioé
(% +y°)* — 2a*(z® — y*) = 0.

Poniamo F(x,y) = (2* + y?)* — 2a*(2? — y?). Si ha

VE(z,y) = (dz(2® + 3% —a®),4y(2® + 4 +a*)) = (0,0) & (2,9) = (0,0) V (z,y) = (£aVv'2,0).

Tutti questi punti soddisfano F(z,y) = 0. In questi punti non posso applicare il teorema
del Dini, mentre per tutti gli altri punti (xg,yo) si ha che 'equazione F(x,y) = 0 definisce

implicitamente una funzione y = y(x) tale che si abbia

Fu(w, (@) _ wolad + 43) — as?
Fy(zo,y(z0))  yolad + y3) + ayo

y'(z0) = —

5.11.3. Funzione implicita di n variabili

Naturalmente tutti i discorsi fatti fino ad ora relativamente alle funzioni definite implicitamente
da un’equazione del tipo f(z,y) = 0 si possono generalizzare al caso di funzioni di n variabili.

Per esempio, supponiamo di considerare ’equazione

f(x7y7z)zo

con f di classe C' e supponiamo che essa sia soddisfatta in un certo punto (zo,yo, 20). Ci
chiediamo se esistono un intorno U di (z¢,yo) e una funzione z = g(x,y) definita e regolare in
U tale che risulti

flz,y,9(x,y) =0 V(z,y) € U.

In questo caso diremo che g é definita implicitamente dall’equazione f(x,y,z) = 0. Se questo

& vero, derivando rispetto a x l'identita precedente, si avra

fo(@,y,9(2,9)) + fo7,9,9(,y)) go(2,y) = 0

quindi
fz(x0, vo, 9(zo, ¥o))
f=(20, Y0, 9(x0, o))

gz<xay) == (x € ga:(l’o’yo) - -
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Analogamente

gy(Ly):_fy(x,y,g(x,y)) ; gy(xo’yo):_fy(:co,yo,g(%o,yo))

fz(af,y,g(x,y)) fz($0,y0,g(l’0,y0))’

a patto che sia f,(xo, %o, 20) # 0; se tale derivata si annulla, basta che almeno una delle altre

due nel punto considerato non si annulli. Si comprende quindi come si arriva alla seguente

generalizzazione del Teorema del Dini.

Teorema 5.11.16. (TEOREMA DI DINI O DELLA FUNZIONE IMPLICITA: CASO n DIMEN-
SIONALE) Sia f: A — R (con A C R"™ aperto) una funzione di classe C'(A). Supponiamo
che

f(xo,90) =0 e  fy(X0,%) # 0

per un certo punto (Xo,yo) € A (dove X9 € R, yo € R). Allora esistono un intorno U C R™
di xg e un’unica funzione g : U — R, g € C*(U) tale che

fr, (%, 9(x))

f(x,9(x)) =0 VxeU; Gz, (x) =— fy(x, 9(x))

S Esempio 5.11.17. Verificare che I'equazione
et 4+ 2P+ B —yr—2y=0

definisce implicitamente z = g(x,y) in un intorno di (0,1,0). Scrivere poi I'equazione del piano

tangente in (0,1,0) alla superficie di equazione z — g(x,y) = 0.

L’idea ¢ quella di applicare il teorema del Dini. Verifichiamo che questo teorema ¢ applicabile
nell'intorno del punto P = (0,1,0). Si ha f(z,y,2) = z* + 2y3 + 2* — yz — 2y. Abbiamo
f € C®(R?), f(0,1,0) =0 e f.(r,y,2) = 322 —y da cui f.(0,1,0) = —1 # 0. Dunque dal
teorema del Dini ho che esiste un intorno I del punto (0,1) e una funzione g : I — R tale che

f(z,y,9(x,y)) = 0 per ogni (z,y) € I. Si ha inoltre ¢g(0,1) = 0 e che

of of
99 %(o, 1,0) 9g o (0,1,0)
—=0,1)=—-%%+——=0 —=(0,1) = —7F——=4.
ou 9 (0,1,0) % 9 (0,1,0)
82 Y Y 82 Y Y
L’equazione del piano tangente ¢
B dg dg

cioé z =4(y — 1).
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CAPITOLO o6

Calcolo differenziale per funzioni di piu

variabili a valori vettoriali

In questo capitolo inizieremo a studiare funzioni di piu variabili a valori vettoriali, cioé oggetti
del tipo f : A C R*® — R™, n,m > 1. In particolare ora e nei capitoli successivi lavoreremo
con:

1) superfici in forma parametrica in R?;

2) trasformazioni di coordinate in R?;
)

3) campi vettoriali, cioé funzioni f : A C R™ — R".

6.1. Superfici in forma parametrica

Abbiamo visto che un modo per rappresentare una curva nel piano o nello spazio é darla in
forma parametrica, ovvero dare una funzione f : I C R — R? oppure f : I C R — R? tale che
il sostegno della curva sia rappresentato dai punti (z(t),y(t)) o (z(t),y(t), 2(t)), dipendenti da
un parametro. Quindi in generale possiamo distinguere (esemplificando nel caso n = 2):

1) rappresentazione in forma implicita f(x,y) = 0;

2) rappresentazione in forma esplicita o in forma di grafico y = g(x);

3) rappresentazione parametrica t — (x(t),y(t)).

Cosa accade per le superfici? Per le superfici abbiamo le seguenti modalita di rappresentazione:
1) rappresentazione in forma implicita f(x,y,z) = 0;

2) rappresentazione in forma esplicita o in forma di grafico z = g(x,y);

3) rappresentazione parametrica (u,v) — (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Quindi riguardo alla rappresentazione parametrica di superfici, le tre coordinate di un punto
mobile sulla superficie dipenderanno stavolta da due parametri, coerentemente col fatto che un

punto vincolato a muoversi su una superficie ha due gradi di liberta. Quindi
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 Definizione 6.1.1. Una SUPERFICIE IN FORMA PARAMETRICA & una funzioner : A C R*> —
R3 definita da

(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
& Esempio 6.1.2. La sfera di raggio R e centro l'origine ha rappresentazione parametrica

x = Rsinpcosf
y = Rsinpsinf p € (0,7, 6 €10,2n].
2= Rcosp

R é fissato; ¢ (colatitudine) e 6 (longitudine) variano.

E naturalmente essenziale precisare 1'insieme dove variano i parametri.

6.2. Limiti, continuita e differenziabilita per funzioni di piu

variabili a valori vettoriali

Vogliamo ora studiare i concetti di limite, continuitd e differenziabilita per funzioni di piu
variabili a valori vettoriali. E chiaro che si riuniscono qui due fatti: le nozioni di limite,
continuita e differenziabilita per funzioni reali di piu variabili e il fatto che in generale, per

studiare una funzione a valori vettoriali si pud ragionare componente per componente.

O Definizione 6.2.1. Sia f : A C R™ — R™ definita almeno in un intorno del punto x5 € R”,

salvo al pid il punto x( stesso e sia L € R™. Allora si dice che

lim f(x) =L

X—X0

se accade
lim |f(x) — L| =0.

X—X0

Se f: A CR"™— R™, possiamo scrivere
f(x) = (fi(x),..., fm(x)) con fi : ACR" >R, peri=1,2,... ,m.

Le funzioni f; si diranno COMPONENTI di f e sono funzioni reali di pit variabili. Analogamente
a quanto visto per funzioni di una variabile a valori vettoriali, si dimostra che il limite si calcola

componente per componente

lim (f1(x),..., fm(x)) = (lim fi(x),..., lim fm(x)) .

X—X0 X—X0 X—X0
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6.2 LIMITI, CONTINUITA E DIFFERENZIABILITA

In maniera naturale si introduce il concetto di FUNZIONE CONTINUA e si dimostra che una
funzione f é continua se e soltanto se lo sono tutte le sue componenti. Quindi sia la nozione di
limite che quella di continuita si riconducono alle analoghe nozioni per funzioni di piu variabili

a valori reali.

[ Definizione 6.2.2. Diremo che f ¢& differenziabile in x; se tutte le componenti lo sono.

Esplicitamente questo significa che per i = 1,2,..., m valgono le relazioni
fi(XO + h) — fi(XO) = %(Xo)hj + 0(|h|> per h—o0
g=i

Queste m relazioni si possono anche scrivere in maniera compatta in forma matriciale. Infatti

rappresentando la funzione f e i punti di R come vettori colonna delle loro componenti si ha

1 4o hy
£f— f2 Xq = o) h— ho
fm Tn hn

A questo punto possiamo introdurre la MATRICE JACOBIANA di f che ha per righe i gradienti

delle componenti di f calcolate nel punto xq (che si indica con Jf(x() oppure anche con Df(x))

of of o

Oxry Oxy  Ox,

on oh  of
Jf(xo) = | O Owz ~° Own | (x).

Ofm  Ofm 0 fm

90, 91, " oa.

Si nota che la matrice Jacobiana ha m righe e n colonne. Allora la differenziabilita si puo

riscrivere usando la relazione
f(xo+h) — f(x9) = Jf(x0)h + o(|h|) per h — 0.

In questo caso dunque la quantitd Jf(xo)h indica il prodotto matriciale (quindi righe per

colonne) tra la matrice Jacobiana di f calcolata in xo e I'incremento h (che ¢ un vettore).

O Definizione 6.2.3. Il DIFFERENZIALE di f (calcolato in %) € la funzione lineare df (xy) :
R"™ — R™ definita da:
df(xo) : h — Jf(x¢)h.
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Ragionando componente per componente e applicando la condizione sufficiente per la differen-

ziabilita delle funzioni a valori reali, si ottiene il seguente teorema.

Teorema 6.2.4. Condizione sufficiente affinché una funzione f : A C R* — R™ con A
aperto sia differenziabile in A & che tuiti gli elementi della sua matrice Jacobiana siano

funzioni continue in A.

Anche nel caso vettoriale naturalmente é vero che se f é differenziabile allora ¢ derivabile e
continua, ma il viceversa non vale.
La nozione di matrice Jacobiana permette di enunciare il teorema della differenziazione di fun-

zioni composte in un’unica forma che comprende i casi particolari gia trattati.

Teorema 6.2.5. Siano f : A C R* - R™, g : B C R™ — RF e supponiamo che la
funzione composta g o f sia ben definita almeno in un intorno C di xg € A, cioé si abbia
gof : C CR" — RF. Supponiamo che f sia differenziabile in xo e g sia differenziabile
in yo = f(xo). Allora anche la composta g o f risulta differenziabile in x¢ e la sua matrice
Jacobiana si ottiene come prodotto matriciale delle matrici Jacobiane di £ e g, calcolate nei

punti Xo e £(xq) rispettivamente, cioé

J(gof)(xg) = Jg(f(x0))Jf(x0).

% Esempio 6.2.6. Siano F : R? — R? e G : R? — R? date da
F(u,v,w) = (u+v,e") V (u,v,w) € R3,
G(z,y) = (y — z,sinx) Y (z,y) € [0, 27>

Le composizioni G o F, F o G hanno senso? Per quella (o quelle) che lo avessero, si calcoli la

matrice Jacobiana.

La funzione composta G o F ha senso perché il codominio di F coincide (e quindi ha la stessa
dimensione) del dominio di G. La funzione composta F o G non ha senso perché il codominio
di G ha dimensione 2 mentre il dominio di F ha dimensione 3.
Sitha H:=GoF:R?®— R? con H(u,v,w) = (¢" —u — v,sin(u + v)).
Poniamo

Hy(u,v,w) =€ —u—wv Hs(u,v,w) = sin(u + v).
La funzione H ¢ differenziabile in tutti i punti di R? perché la stessa cosa vale per tutte le sue

componenti.
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Primo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.

Si ha
8H1 8H1 8H1 1 1 w
Jalwowy = | 90 0w | N - ‘
OH, 0H, OH, cos(u+v) cos(u+v) 0
ou ov  Ow

Secondo modo per calcolare la matrice Jacobiana di H.
Le funzioni F e G sono differenziabili in quanto lo sono tutte le loro componenti. Quindi ha
senso calcolare le matrici Jacobiane di F e G. Poniamo Fj(u,v,w) = u + v, Fy(u,v,w) = e*,

Gi(x,y) =y —x e Gy(x,y) = sinz. Quindi si ha

oF, O0F, 0OF
1 1 0
ou Ov Ow
JF<U7 v, w) = =
Ju Ov Ow
oG,  0G,
Ja(z,y) or Oy o
G\4, = =
@ % cosz 0
or Oy
A questo punto la matrice Jacobiana di G va calcolata nel punto F(u,v,w) = (u + v,e") e si
ha dunque
-1 1
Ja[F(u,v,w)] =
cos(u+wv) 0
quindi
—1 1 1 1 0
JH(U7U7w> ::JG[F<U7U7w)] ’ JF<U7U7w) =
cos(u+v) 0 00 ev

—1 -1 e’

cos(u+v) cos(u+v) 0

6.3. Superfici regolari in forma parametrica

Abbiamo in precedenza introdotto la definizione di superficie in forma parametrica. In questo
paragrafo vogliamo capire come si legge dalla parametrizzazione della superficie il fatto che
esssa sia regolare (per esempio dotata in ogni punto del piano tangente).

Ragioniamo in modo analogo a quando euristicamente abbiamo individuato 1’equazione del

piano tangente per funzioni di due variabili.
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Se fissiamo uno dei due parametri, per esempio v = vy, € facciamo variare u, otteniamo una
curva sulla superficie; se fissiamo ’altro parametro, per esempio u = ug e lasciamo variare v
otteniamo un’altra curva sulla superficie. Pitl precisamente, al variare del valore fissato v = vy
otteniamo una famiglia di curve; al variare di v = uy otteniamo un’altra famiglia di curve sulla
superficie. Queste due famiglie di linee si chiamano LINEE COORDINATE. E facile vedere che
per ogni punto sulla superficie passa esattamente una curva di ciascuna delle due famiglie.

Quindi esplicitamente le linee coordinate hanno equazioni
r =r(u,v) r = r(ug,v).
Il vettore tangente a una linea coordinata ¢ dato rispettivamente da

ru<anU0> = (Iu(u07v0)7yu(x0ay0)7zu(x07y0)) rv(uo,vo) = (ZEU(U07UO)vyv(l‘UayOLZv<x07y0))‘

Visto che r ¢ differenziabile, questi due vettori sono ben definiti.
Il piano tangente alla superficie é¢ 'unico piano che contiene questi due vettori e risulta ben
definito se i due vettori sono non nulli e non sono paralleli. Queste due ultime richieste sono

equivalenti a richiedere che il prodotto vettoriale dei due vettori non si annulli, ossia
i j k
ry (o, vo) X Ty(to, vo) = det | xy(uo,v0) Yulto,v0) zu(uo,vo) | #0

%(UOWO) yv(u07U0) Zv(u07U0)

Questa condizione é algebricamente equivalente al fatto che la matrice Jacobiana di r abbia

rango (o caratteristica) 2, cioé rango massimo.

O Definizione 6.3.1. Una superficie parametrizzata da r = r(u,v) conr: A C R? — R? si dice
REGOLARE se r ¢ differenziabile in A e inoltre la matrice Jacobiana di r ha rango 2 in ogni punto
di A

Se in qualche punto di A le condizioni vengono violate chiameremo PUNTI SINGOLARI della

superficie i punti corrispondenti.

Il vettore r, X r, la cui esistenza e non annullamento definisce il concetto di regolarita della
superficie, per le proprieta del prodotto vettoriale, ¢ anche ortogonale al piano che contiene
i vettori r, e r,, cio¢ ortogonale al piano tangente. Tale vettore puo dirsi NORMALE alla
superficie. Il suo versore prende il nome di VERSORE NORMALE. Si indica con

r, X T,

n=———.
|ru X rv|

Si noti che il verso di n dipende dall’ordine in cui consideriamo i parametri (u,v) e quindi

dall’ordine in cui effettuiamo il prodotto vettoriale.
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Scriviamo ora ’equazione del piano tangente alla superficie. Se x = (z,y, 2) ¢ il punto mobile
sul piano tangente e xq ¢ il punto in cui vogliamo calcolare il piano tangente, il vettore x — x

dovra essere ortogonale a n e quindi anche a r, X r,. L’equazione del piano tangente ¢ dunque
(x —xg) - (ry X1ry) =0

0ssia

det r,

6.3.1. Superfici cartesiane (grafico di una funzione di due variabili)

Come gia accennato, il grafico 2 = f(x,y) con (z,y) € A C R? & una superficie che si puo

scrivere in forma parametrica nel modo seguente

T=1u
y=v (u,v) € A
z = f(u,v)
Quindi il vettore normale si calcola come segue
ij k
det [ 1 0 fu(uo,v0) | =—ifu—Jjfo+k
0 1 fU(UO, ’Uo)

quindi

—ifu —jfotk
n—

VIHIVIE

Quindi l'orientazione indotta sulla superficie é con la normale verso ’alto. Si noti che se f é

differenziabile in A, il suo grafico ¢ sempre una superficie regolare (la matrice Jacobiana ha

sempre un minore 2 x 2 con determinante uguale a 1.

6.3.2. Superfici di rotazione

Molte superfici comuni si possono ottenere facendo ruotare una curva v detta GENERATRICE
attorno a un asse. In questo modo é anche facile scriverne le equazioni parametriche. Infatti se
considero in un riferimento cartesiano 1’asse z come 'asse attorno al quale vogliamo far ruotare

la curva, assegnata in forma parametrica dalla formula

{f;fff; ter
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In tal caso la superficie che si ottiene con una rotazione completa della curva v attorno all’asse

zZe

x(t) cos 6
x(t) sin @ tel fel0,2n).
2(t)

Diamo ora alcuni esempi delle principali superfici di rotazione.

x
Y
z

% Esempio 6.3.2. (LA SFERA) E generata dalla rotazione attorno all’asse z della semicir-

conferenza posta nel piano x, z

x = Rsin
{ 4 ¢ €0, m].
z = Rcosyp
Quindi le sue equazioni Sono
x = Rsinpcosf
y = Rsinpsind v €[0,7],6 €[0,2m).

z = Rcosyp

% Esempio 6.3.3. (IL TORO) E generato dalla rotazione attorno all’asse z della circonferenza

posta nel piano x, z di centro (R,0) e raggior < R

= R+ rcos
{x TS L e, 2m).
z=rsing
Quindi le sue equazioni sono
r=(R+rsiny)cosd
y=(R+rsing)sind ¢ €10,2m),0 € [0,27).

Z =TCcos¢

% Esempio 6.3.4. (IL CONO A DUE FALDE) E generato dalla rotazione attorno all’asse z

di una retta nel piano x,z passante per 'origine di equazione z = mx, con x € R. In forma

r =
{ fcR
z=mt

parametrica la retta si scrive come

Quindi le sue equazioni Sono

x =tcosb
y =tsinf teR,0€|0,2m).
z=mt
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% Esempio 6.3.5. (IL CILINDRO) Il cilindro di raggio r é generato dalla rotazione attorno

all’asse z di una retta assegnata nel piano x, z di equazioni

r=r
{ (R
z=t

Quindi le sue equazioni sono

xr =rcosf
y=rsind teR,6€0,2m).
z=1t

% Esempio 6.3.6. (I'ELLISSOIDE DI ROTAZIONE) F generato dalla rotazione attorno all’asse

z di una semiellisse nel piano x,z di equazioni

{x asin @ o€ [0,
2z =bcosp

Quindi le sue equazioni sono
x = asin g cos 6
y = asinpsinf p € 1[0,7],0 € [0, 27).
z=bcosp

6.4. Retta normale e piano tangente a superfici, retta tan-

gente e piano normale (o retta normale) a curve

Riassumiamo qui di seguito le equazioni parametriche o cartesiane (implicite o esplicite) di
piano tangente e retta normale a superfici, a loro volta date in forma cartesiana (implicita
o esplicita) o parametrica e per completezza riportiamo anche le equazioni parametriche o
cartesiane della retta tangente e del piano normale a curve in R? (e della retta normale a curve

in R?), a loro volta date in forma parametrica.

6.4.1. Caso della superficie in R?

Sia data una superficie in forma implicita tramite I’'equazione g(z,y, z) = 0. Allora ha senso dare
la nozione di piano tangente e di retta normale in un punto (xg, yo, 20). L’equazione cartesiana
(o implicita) del piano tangente é:

0 0 0
(x — o) a—i(ﬂ«”myo’ 20) + (¥ — yo) a—i(iﬁo, Yo, 20) + (2 — 20) 8—2(%, Yo, 20) = 0 (6.4.1)
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mentre ’equazione parametrica della retta normale é

4
g
= t =2
x Zo + 833 ($07 Yo, ZO)
0
y =y +t a_g (0, Yo, 20) (6.4.2)
Y
dg
L Z = Zo+t£<x0ay0720)

E facile dalla (6.4.1) ricavare 'equazione del piano in forma esplicita (basta isolare una delle tre
variabili) oppure in forma parametrica (basta porre x = s, y = t da cui segue z come funzione
di s e t). Invece dalla (6.4.2) si puo elimare il parametro ottenendo 1’equazione della retta in

forma cartesiana o implicita

T — o Y —Yo - 2= 20

o 0, Y0, 20 6y 0, Y0, 20 02 0, Y0, 20

Ovviamente si tratta di due equazioni perché una retta nello spazio ¢ descritta da due equazioni.
Se la superficie é data in forma esplicita, ad esempio z = f(z,y) allora ponendo g(x,y, z) :=
f(z,y) — z si possono applicare le formule precedenti per ricavare in questo specifico caso
I’equazione del piano tangente e della retta normale.

Infine sia la superficie data in forma parametrica, cioé sia
r:R* - R? r(t,s) = (ri(t, s), ro(t, s), r3(t, 5))

una parametrizzazione della superficie. Allora I’equazione parametrica del piano tangente in

un punto (tg, so) €

( or or
T =X+ t a—;(to, 80) + s a—;(to, 80)
or or
9 yzyo+ta—;(to,30)+sa—;(to,so) dove (t,s) € R?.
or or
Z =2 + 1 8—;(t0, 80) + s a—;(tm 30)

Un’equazione cartesiana del piano tangente si ottiene poi eliminando i parametri ¢ e s.

Invece I'equazione cartesiana della retta normale ¢ data da

9, 0 0

(= 20) 5 (to.s0) + (4 = w0) 57 (f0: 50) + (= = 20) 5/ (fo. 50) = 0
9, 0 0

(= 20) Gt s0) + (4 = w0) 52 (to, 50) + (= = 20) 5 (to, 50) = 0
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6.4.2. Caso della curva in R?

Sia v : R — R? tale che y(t) = (7(t),72(t)) una parametrizzazione della curva piana e
sia g(z,y) = 0 la sua equazione cartesiana (o implicita). Allora le equazioni parametriche e

I’equazione cartesiana della retta tangente sono rispettivamente
x =9+t (to)
teR
Yy =yo +t73(to)
9y dg
T — o) = (o, Y0) + (y — — (2o, = 0.
( 0) ax( 0:%0) + (¥ — Yo) 8y( 0;Yo)

Invece le equazioni parametriche e 'equazione cartesiana della retta normale sono

dg
— t—
T =To+ B (20, %0)

dg teR
p— t_
Y=Y + ay(xo’ Yo)

(x = 20) 71 (o) + (¥ — y0) 12(to) = 0.

6.4.3. Caso della curva in R3

Sia v : R — R? tale che v(t) = (71(¢),72(¢),73(t)) una parametrizzazione di una curva nello
spazio e siano ¢;(x,y,z) = 0 e ga(z,y, 2) = 0 le equazioni cartesiane locali. Allora le equazioni

parametriche e le equazioni cartesiane della retta tangente sono rispettivamente le seguenti
x =9+t (to)
Y = yo +t7;(to) teR

z = zg+ t4(to)

0 0 0
(IE - $0) %(ﬂvo, Yo, Zo) + (?/ - yo) 8%;(%7 Yo, Zo) + (Z - Zo) %('T()v Yo, ZO) =0
992 992 992

(x — o) Oz (70, Y0, 20) + (¥ — Yo) dy (70, Y0, 20) + (2 — 20) - (20, Y0, 20) =0

mentre le equazioni parametriche e ’equazione cartesiana del piano normale sono

;

g1 592
= b — ty ==
T =2+t Dr (20, Y0, 20) + L2 Dy (20, Yo, 20)
o 992
=Yy + 11 = (%0, Yo, 20) + to =—(Z0, Yo, 2
Y =1%o 1(‘3y<0y0 o) 28y<0y0 o)
z=2zy+1 99 (20, Yo, 20) + L2 992 (20, Yo, 20)
\ 0z 0z
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(z = 20) 71 (to) + (¥ — yo) 12 (to) + (2 — 20) Y3(to) = 0.

# Esercizio 6.4.1. Data la superficie ¥ in R® di equazioni parametriche

r(u,v) = (uv + 1,u* —v?, 3uv), u? +o? < 1,

scrivere le equaziont cartesiane e parametriche della retta perpendicolare e del piano tangente
a X in (2,0,3).

Sia la superficie data in forma parametrica, cioé sia
r:R* =5 R? r(u,v) = (r1(u,v), re(u, v), r3(u,v))

una parametrizzazione della superficie. Allora I’equazione parametrica del piano tangente in

un punto (ug, vg) €

( or or
T = Xy +u a—;(U(), Uo) + v a—vl(u(bvo)
or or
yzyo+ua—;(u0,vo)+v8—;(uo,vg) dove (u,v) € R%,
or or
L zZ =2 -+ U6—5<U0,U0) + v a—;(UQ,Uo)

Invece I'equazione cartesiana della retta normale é data da

0 0 0

(x - 370) %(on Uo) + (ZJ - yo) %(anvo) + (Z - Zo) %(Uov Uo) =0
0 0 0

(1 = 20) o1k, v0) + (3 = w0) (10, v0) + (= = 20) 5" (g, ) = 0.

Nel nostro caso si vede che (ug,vg) = (1,1) corrisponde a (xg, yo, 20) = (2,0, 3). In tal caso si
ha

0 0
ri(u,v) =uv + 1 %zv %zu
9, 0
T2(u,v) = u2 _ ,U2 £ = 2u % = —
0 0
r3(u,v) = 3uv ; =3v % = 3u
u v

Allora I'equazione parametrica del piano tangente nel punto (1,1) é
rT=2+u+v
y=2u—2v dove (u,v) € R?,

z=34+3u-+3v
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Invece I'’equazione cartesiana della retta normale é data da
r+2y+3z2=11
r—2y+ 3z =11

# Esercizio 6.4.2. Si scrivano, sia in forma parametrica che in forma implicita, [’equazione

della retta normale e l’equazione del piano tangente alla superficie

S ={(x,y,2) € R*: 2% +sin(z +y) +22° =2}
nel punto P = (0,0,1).
Questo esercizio si puo risolvere in tre modi.

Primo modo. Si possono usare le formule del piano tangente e della retta normale (nel punto

generico (g, Yo, 20)) a una superficie data nella forma f(z,y, z) = 0 che sono rispettivamente

0 0 0
8—£($0a Yo, 20) (. — x0) + 6_;;(170’%’ 20) (¥ — 4o) + 8—];(950,%7 20) (2 —20) =0

T — X9 . Y—%Y% . Z = 20
X o) Lwoy ) Liwo,m, )
o 05 Yo, 20 By 05 Yo, 20 92 0, Y0, 20
Quindi si ha
f(z,y,2) = 2® +sin(z +y) +222 -2 (20, Y0, 20) = P =(0,0,1)

da cui

y,2z) = 2x + cos(z + y) Q(O,O,l)zl

of

%(m, ox
0 of
dy

f(a:, y,z) = cos(x +y) —(0,0,1) =1

dy
of of

el —4 al 1) =4
aZ(ﬂc,y,Z) z 82(0,0, )

quindi 'equazione del piano tangente (in forma implicita) alla superficie S nel punto P ¢
1(z—0)+1(y—0)+4(z—1)=0
cioé
r+y+4z=4.

L’equazione del piano tangente (in forma parametrica) alla superficie S nel punto P é ad

esempio
=1
y=s
t+s
z=1-— .
4
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L’equazione della retta normale (in forma implicita) alla superficie S nel punto P &

r—0 y—-0 =z-1

1 1 4

e dunque

r=1y

4y =2 —1.
L’equazione della retta normale (in forma parametrica) alla superficie S nel punto P ¢é, ad
esempio

=1

y=t

z=4t+ 1.

Secondo modo. Scriviamo la superficie S in forma esplicita z = g(z, y) (esplicitando la variabile
z). Si ha

1
P2 =1- 5 (2% +sin(z + y))

da cuil

z= :t\/l —%(xQ—irsin(x—i—y)).

Siccome vado ad analizzare le cose nell’intorno del punto P, scelgo

z= \/1 — %(3:2 +sin(z + y)).

In tal caso, le equazioni (in forma implicita) del piano tangente e della retta normale alla

superficie S (data nella forma z = g(z, y)) nel punto Q = (zo, Yo, g(z0, Yo)) sono rispettivamente

0 0
2 = g(zo,y0) + %(fﬁmyo) (x —x0) + 8—5(9307340) (v — o)

T — Zo Y — Yo _2—9(370,90)

0 0 —1 '
8_i(x0’ ?Jo) 0—5(1‘07 yo)

Dunque, essendo @ = (0,0, 1), si ha
1

—x — = cos(z + y) 1
% (a,9) = 2 990,0)=
t 2\/1—§(x2+sin(x+y)) &
’ 1
g - -3 cos(z +y) dg 1

2 \/1 ~ Y@ +sin(@+y) Y
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quindi 'equazione del piano tangente in forma esplicita alla superficie S nel punto () viene ad

essere

1

mentre quella della retta normale é

lavorando come al punto precedente possiamo di nuovo ricavare le equazioni in forma paramet-
rica.

Terzo modo. Visto che 'equazione della superficie é data in forma implicita, se non vogliamo
esplicitarla rispetto ad una variabile, possiamo ad esempio servirci del teorema del Dini.
Verifichiamo che questo teorema ¢é applicabile nell'intorno del punto P = (0,0,1). Si ha
f(x,y,2) == 2% + sin(z + y) + 22?2 — 2. Abbiamo f € C®(R?), f(0,0,1) = 0 e dal primo
punto dell’esercizio f,(0,0,1) =4 # 0. Allora puo applicare il teorema del Dini; indicando con

g la funzione implicita, si puo dedurre che

of

22(0,0) = ==
Ox Cof, 4
5. (0.0, 1)
mentre
af
89(0 0) dy (001)—_l
Oy gf(o 0,1) *

Tenendo conto che ¢(0,0) = 1, 'equazione del piano tangente e della retta normale in forma

implicita si leggono rispettivamente

—9(0.0)+ 52(0.0) (e = 0) + 52(0,0) (s~ 0)
r—0  y—0  z-g(0,0)
dg g - -1
200 0.0

Inserendo i nostri dati si ottengono le stesse equazioni dedotte nei punti precedenti.
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6.5. Teorema della funzione inversa e trasformazioni di

coordinate

O Definizione 6.5.1. Una funzione f : A — B con A, B aperti di R" si dice INVERTIBILE in A

se & iniettiva ossia

Vxl,xz € A, f(Xl) = f(XQ) = X1 = Xo.

f si dice SURIETTIVA su B se
Vy € B, 3x € A tale che f(x) =y.
Infine f si dice BIIETTIVA O BIUNIVOCA se € iniettiva e suriettiva, ossia
Vy € B, dlx € A tale che f(x) =1y.

In tal caso la corrispondenza che associa ad ogni y € B questo elemento x € A univocamente
determinato si dice FUNZIONE INVERSA di f.

Si ha il seguente risultato.

Teorema 6.5.2. (INVERSIONE LOCALE) Sia f : A C R* — R™ con A aperto tale che
f € C'(A). Supponiamo che per un certo punto xg € A si abbia detJf(xq) # 0. Allora
esistono un intorno U di xo e un intorno V' di £(xo) tra i quali la funzione £ é biunivoca.

Inoltre detta g : V — U la corrispondenza inversa si ha che g € CH(V) e

Jg(f(x) =Jf(x)”" VxeU

Osserviamo che le corrispondenze di questo tipo risultano invertibili solo localmente anche
se le ipotesi sono verificate in ogni punto del dominio. Questo ¢ diverso dal caso unidimension-
ale per cui se f'(x) # 0 allora f’ ha segno costante e quindi f é strettamente monotona da cui

f invertibile (globalmente).

O Definizione 6.5.3. Sia A un aperto di R”. Una trasformazione di coordinate f : A — R" si dice
DIFFEOMORFISMO (O DIFFEOMORFISMO GLOBALE) se f € C!(A), f globalmente invertibile in A

(A) — A e diclasse C'(A) nel suo dominio f(A). f si dice DIFFEOMORFISMO
LOCALE se f € C'(A) e per ogni xg € A ha un intorno U C A in cui f & invertibile con inversa di

elasuainversag:f

classe C*.
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Il teorema di inversione locale garantisce che una trasformazine di coordinate f : A — R" tale
che f € C'(A) e detJf(x) # 0 per ogni x € A sia un diffeomorfismo locale in A. Se queste
condizioni sono soddisfatte con I’eccezione di qualche punto di A, allora questi punti si diranno
PUNTI SINGOLARI della trasformazione.

% Esempio 6.5.4. (COORDINATE POLARI NEL PIANO) Consideriamo la trasformazione

x = pcosf p € [0, +00)
y = psiné g € [0,2m).

La matrice Jacobiana della trasformazione é
cosf) —psinf
sinf  pcosf
con determinante p. Quindi la trasformazione é regolare con l'eccezione di p = 0. Se re-

stringiamo dunque la trasformazione a
T(p,0) = (pcos, psinf) in A= (0,+00) x (0,27)

otteniamo un diffecomorfismo globale tra A e il piano di R? privato della semiretta x > 0 e

y=0.

% Esempio 6.5.5. (COORDINATE CILINDRICHE IN R?) Consideriamo la trasformazione

x = pcosf p € [0, 4+00)
y = psinf 6 € [0,2m)
z=1 teR.

La matrice Jacobiana della trasformazione é

cosf —psinf 0O
sinf  pcosf 0
0 0 1

con determinante p. Quindi la trasformazione é regolare con l’eccezione di p = 0. Se re-

stringiamo dunque la trasformazione all’aperto
A= (0,+00) x (0,2m) x R
otteniamo un diffeomorfismo globale tra A e R3 privato della semiretta x > 0 e y = 0.

% Esempio 6.5.6. (COORDINATE SFERICHE IN R?) Consideriamo la trasformazione

x = psinp cosf p € [0, +00)
y = psinpsinf 0 € 10,2m)
Z = pcosp @ € 10,7].
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La matrice Jacobiana della trasformazione é

sinpcosf pcospsinf —psinycosf
sinpsinf pcosysinf  psingcosf

coS ¢ —psinp 0

con determinante p?sin . Quindi la trasformazione ¢ regolare con I'eccezione di p =0, p =7

e p = 0. Se restringiamo dunque la trasformazione all’aperto
A= (0,400) x (0,27) x (0,7)

otteniamo un diffeomorfismo globale.

6.6. Ottimizzazione vincolata. Metodo dei moltiplicatori di

Lagrange

In molti problemi di ottimizzazione le variabili indipendenti sono soggette a vincoli di vario tipo,
per esempio problemi con ostacolo, dove ad esempio il minimo di certe energie deve stare sopra
una funzione data, detta appunto ostacolo. L’importanza di questi problemi dunque é molto
rilevante nel contesto delle applicazioni e merita grande attenzione. Come sopra distinguiamo

il caso n = 2 dal caso generale.

6.6.1. Caso n = 2: vincolo esplicitabile

Formalizziamo prima di tutto il problema di estremo vincolato nel caso in cui la funzione obiet-
tivo da ottimizzare dipende da due variabili legate da un’equazione di vincolo. Per semplicita
lavoriamo con funzioni definite su tutto il piano. Il problema dunque che ci poniamo é quello
di minimizzare (0 massimizzare) una funzione f(z,y) di classe C'(R?) sotto la condizione di
vincolo g(z,y) = b. Nello spazio f(z,y) rappresenta il grafico di una superficie, il vincolo rap-
presenta (in generale) una curva. E chiaro che un punto di massimo o minimo per f soggetta
al vincolo g non necessariamente é punto di massimo o minimo (nemmeno locale!) per la fun-
zione f in generale. Quindi non si tratta di andare a calcolare gli estremi liberi di f e vedere se
qualcuno di questi cade nel vincolo imposto ma proprio di ottimizzare (e quindi massimizzare
o minimizzare) la restrizione di f al vincolo g che in generale é appunto una funzione diversa
da f.

La situazione piu favorevole la si ha quando il vincolo definisce esplicitamente una funzione

y =1y(x) o x = x(y) oppure quando la curva si esprime in forma parametrica t — (x(t), y(t)).
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6.6 OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA

Allora in tal caso il problema ¢ ricondotto a cercare gli estremi della funzione

h(z) = f(x,y(z)) oppure r(y)= f(x(y),y) oppure o(t) = f(x(t),y(t)).

In tutti questi casi comunque lo studio di un problema di ottimizzazione in piu variabili si
riduce a un problema di ottimizzazione in una variabile. I prossimi esempi chiariranno alcune
situazioni tipiche di VINCOLI ESPLICITABILI. Si noti che un ruolo fondamentale é spesso giocato

dal teorema di Weierstrass.
# Esercizio 6.6.1. Sia data la funzione
flzy) =322y —y° + 2.

(i) Si determinino i suoi punti stazionari in R?, e se ne studi la natura.
(i1) Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se essa ammette massimo assoluto

e minimo assoluto nell’insieme
{(z,y) eR?*: 0<2<1, 0<y <2},
e, in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di massimo assoluto e di minimo

assoluto.

(i) I punti stazionari della funzione sono quelli che annullano il gradiente. Si ha dunque

223y +1)=0
Vf(z,y) = (6zy + 2z,32* — 3y*) = (0,0) &
3z —y)(x+y)=0.

Dalla prima equazione del sistema leggiamo x = 0 e y = —1/3 e non ci sono altre possibilita.
Se x = 0, sostituendo nella seconda equazione del sistema, si ottiene y = 0, mentre sostituendo

y = —1/3 si ottiene x = £1/3. Quindi i punti stazionari sono

w (5 ()

Proviamo a studiare la natura di questi punti con il test della matrice Hessiana. Si ha

6y +2 6z
Hf(z,y) =
6x —6y
quindi
2 0
Hf(0,0) =
0 0
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quindi non riesco a stabilire la natura dell’origine con il test della matrice Hessiana. Proviamo

a studiare il segno dell’incremento di f nel punto. Si ha

Af(0,0) = f(z,y) — f(0,0) = 32y — y° + 2.

Ora se x = 0 si ha Af(0,0) = —y* che ha segno positivo per y < 0 e negativo per y > 0.

Questo basta a dire che 'origine é un punto di sella per f.

0 -2
[ P
3 3 —2 2

da cui det Hy (—3,—3) = —4 < 0 e quindi (—1/3,—-1/3) ¢ un punto di sella. Infine

1 1 0 2
H.f 59 o =
3 3 2 9

da cui det Hy (3, —3) = —4 < 0 ¢ quindi (1/3,—1/3) ¢ un punto di sella.

D’altra parte

(ii) La funzione data é continua, il rettangolo dato (che d’ora in avanti chiameremo R) ¢
chiuso e limitato, quindi il teorema di Weierstrass ci assicura che esistono maxg f e ming f.
Osserviamo che la funzione data ¢ di classe C>(R?) quindi non ¢i sono punti singolari. Inoltre
non ci sono punti stazionari che stanno in R. Quindi il massimo assoluto e il minimo assoluto
di f su R si troveranno sul bordo di R.

Parametrizziamo il bordo di R. Si ha OR = Ry U Ry U R3 U R4 dove

Ri={(z,y) eER?*: y=0 A 0<z <1}

(z,y)

(r,y) eR?:x=1 AN 0<y<2}
(r,y) eR?:y=2 AN 0<x<1}
(z,y)

r,y) ER?:x=0 A 0<y <2}

Si ha poi

fri(@,y) =2

che ¢ una funzione sempre crescente per 0 < x < 1. Dunque eventuali punti candidati ad essere
massimo o minimo assoluto sono (0,0) e (1,0).
D’altra parte
fro(z,y) =3y —y° +1 = ga(y)
da cui ¢'(y) = 3 — 3y? = 0 & y = +1. Dunque eventuali punti candidati ad essere massimo o

minimo assoluti sono (1,0), (1,1) e (1,2).
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Poi si ha
fro(z,y) = 62° — 8 + 2% = Ta® — 8 =: gy(x)

che é sempre crescente nell’intervallo considerato, allora candidati punti di massimo o minimo
assoluto sono (0,2) e (1,2).

Infine

fR4(Ivy) = _y3

che é una funzione decrescente nell’intervallo considerato, quindi candidati punti di massimo o
minimo assoluto sono (0,0) e (0,2).

Adesso confrontiamo i valori della funzione su tali punti. Si ha

£00,0)=0  f(1,00=1 f(1,1)=3  f(1,2)=-1  f(0,2) = —8.

Dunque ming f = —8 e (0,2) ¢é il punto di minimo assoluto; maxg f = 3 e (1,1) ¢é il punto di

massimo assoluto.

# Esercizio 6.6.2. Sia data la funzione

3% — 29?2

fla.y) = —3 vy

: (z,y) # (0,0).

(i) Si determinino i suoi punti stazionari in R?\ {(0,0)}.

(i1) E possibile stabilire la natura di questi punti stazionari tramite il metodo dell’Hessiano?
In caso negatwo, studiare comunque la natura di tali punti in altro modo

(111) Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se essa ammette massimo assoluto

e minimo assoluto nell’insieme
{(z,y) eR?: 1 <2”+9y* <4}

e, in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di massimo assoluto e di minimo
assoluto.

(i) I punti stazionari sono quelli che annullano il gradiente di f. Si ha

6f( ) 6z (2% +y?) — 22 (32% — 2¢%) 623 + 6xy? — 623 + 4ay? 10zy?
—I\ = = _=
9 DY (22 + 42)?2 (22 + 42)? (22 + y2)2
e

8f( ) —dy(2? +y?) — 2y(32® — 2y%)  —dyx? — 43 — 6ya® + 49° 10x%y

—(x = — P

Oy Y (22 + 2)?2 (22 + y2)2 (22 + y2)2
Quindi

10xy? 102y
\Y% = (0,0) & — =(0,0)&=x=0V y=0.
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Quindi i punti stazionari sono tutti i punti degli assi cartesiani (tranne Porigine dove tra ’altro
la funzione non ¢ nemmeno definita).
(ii) Proviamo a vedere se ¢ possibile studiare la natura dei punti stazionari con il test della

matrice Hessiana. Si ha

0*f 10y (2 + y?)? — 2 (2 +92) (22) (10zy?)  102%y* + 10y* — 402%y?

@(CE’ v) = (22 + y?)* B (22 +y2)?
_10y* —302%y*  10y3(y* — 32?)
@y (@)
0% f 0% f 20zy(x? + y2)? — 2(2? + y?) (2y) (10zy>
DI () =L () = Dby ) 2y () (10ny)
dzdy Jyox (22 4+ 9?)
_ 20xy(2® +y?) —40zy® 202y — 20ay®  20xy(z® — )
B (22 4 y2)3 - (22 + y2)3 B (22 4 y2)3
82_]”@ ) _ —102% (2 + y2)? — 2(2® 4+ y7) (2y) (—102%y)  —102" — 1027y + 4027y
y? Y= (332 + y2)4 - (xZ 4 yz)a
_ —10z* +302%y*  —102*(2* — 3y?)
@y (@)
Si vede subito che, al variare di h,k € R
0 0 10
Hy(h,0) = 10 Hp(0,k) = | *°
0 T2 0 O

quindi non riesco a studiare la natura di tali punti con il test della matrice Hessiana.
Studio dunque la natura dei punti stazionari attraverso lo studio del segno dell’incremento della

funzione. Al variare di h € R, si ha

322 — 212 3x2 — 2% — 32% — 3y? 51>
f( ) ) f<x>y) f( ) ) :c'2+y2 .T2+y2 x2+y2

Siccome y # 0 si ottiene Af(z,y) < 0 e quindi tutti i punti (h,0) al variare di h € R sono di
massimo locale. Invece per k € R si ha
3% — 212 o 32 — 2% + 22 + 2y Ba?

= > 0.
$2+y2 :L-2_|_y2 :L-2_|_y2

Af<0>k>:f($ay>_f(0’k) =

Quindi tutti i punti (0, k) al variare di £ € R sono punti di minimo locale.
(iii) Poniamo
A={(z,y) eR*: 1 < 2* +¢* <4}
Esso rappresenta una corona circolare; le circonferenze che la delimitano hanno raggio rispet-

tivamente 1 e 2.
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A é un insieme chiuso e limitato, la funzione f é continua su A, per il teorema di Weierstrass
esistono il massimo e il minimo assoluto di f su A.
Non ci sono punti singolari per f, dunque gli eventuali punti candidati ad essere massimo e
minimo vanno ricercati tra i punti che annullano il gradiente di f o tra i punti del bordo di A.
Si ha che

Vf(z,y)=(0,0) < (z,y) = (h,0) V (z,y) = (0,k) h,k € R.

In A i punti che annullano il gradiente sono
(x,y) = (h,0) V (z,y) = (0,k) con —2< h<—-1VI1I<h<2e-2<k<-1VI1<k<2

Si ha
f(k,0)=3 f(0,h) = —2.

D’altra parte 0A = A; U Ay dove
Ay ={(z,y) eR*: 2’ +y° =1} e Ay = {(z,y) e R?: 2® +y* = 4}.

Parametrizziamo A;. Si ha

x = cosf
6 € [0,2m)

y = sinf

da cui
fa,(z,y) = 3cos®§ — 2sin® § =: f(@)
e quindi
f(#) = —6cos sinf — 4sinf cos§ = —10sin 6 cos 6.
Allora
F(O) =0esinfd=0V cosf=00=0 Vv e:g Vlh=mV ngﬂ.

Si ha

~ ~ S (T ~(3
fo=fm=3 J(5)=17 (5 w) =2
Ora parametrizziamo A,. Si ha

x =2 cost
6 € [0,27)
y = 2 siné.

da cui
(12cos®f — 8 sin®f) = 3 cos*f — 2 sin §

A

ng(l’,y) =
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il cui studio si riconduce al caso precedente. In ultima analisi dunque

mjxxf = 3 e i punti di massimo assoluto sono i punti (h,0) con —2<h<-1lel<h<2

mjnf = —2 e i punti di minimo assoluto sono i punti (0,k) con —2 <k < —-lel <k <2.
# Esercizio 6.6.3. Sia data la funzione

flz,y) =Yy,

(i) Si determinino i punti stazionari di f(x,y) in R? e se ne studi la natura.
(i1) Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se f(x,y) ammette massimo assoluto

e minimo assoluto nell’insieme
A={(z,y) e R*: 42* +y* <2, y >0}

e, in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di massimo assoluto e di minimo

assoluto.

(i) I punti stazionari di f sono quelli che annullano il gradiente. Si ha

folz,y) = ¥y 20y + 1) fy(z,y) = ¥ x (2zy + 1)
quindi
Vf(l',y) = (070) A (.T,y) = (070) V 2ry=-—1.

Proviamo a studiare la natura dei punti stazionari attraverso il test della matrice Hessiana. Si
ha

Jau(,y) = €¥2y° 2y + 1) + 2™2y* = €™ 2y° 22y + 2)
Fayl9) = Fyolr,) = 292y (2y 1 1) + €292y + 1) + 22y = 29(4a%? 1 Gy + 1)
foy(@,y) = X222 (2zy + 1) + 2222 = 2™ 22 2y + 2)

da cui
0 1
Hf(0,0) = ;
10

essendo det H;(0,0) = —1 < 0, si ha che (0,0) é un punto di sella. D’altra parte

1 ) 6*12# e 1 (-1)

Hf (h, —— ) =
2h 6_1<—1) 6_1 2h2
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quindi det Hy (h, —%) = 0 e questo ci dice che non siamo in grado di studiare la natura dei
punti (z,y) tali che 2zy = —1 con il test della matrice Hessiana.

Proviamo a studiare il segno dell’incremento di f. Per ogni h € R\ {0} si ha

1 1 1
A B g —_ —_—— g Qxy —_ _1
Si vede facilmente che la funzione g(t) = te?' ha minimo uguale a g(—1/2) = —e™! per

t=—1/2per cui Af (h, —ﬁ) > 0. Questo significa che tutti i punti (x,y) tali che 2zy = —1
sono punti di minimo.

(ii) La funzione f ¢ continua, I'insieme A ¢é chiuso e limitato dunque il teorema di Weierstrass
ci assicura che esistono il massimo assoluto e il minimo assoluto di f su A.

Non ci sono punti stazionari interni ad A, non ci sono punti singolari dunque il massimo e il
minimo assoluti di f su A si trovano sul bordo di A. Si ha 0A = A; U A,, dove

Ay ={(z,y) eR*: 4’ +y* =2, y 20}  Ay={(z,y) eR*: y=0, -1/V2 <2 <1/V2},

Parametrizziamo A;. Si ha
1

r = —=cosf
V2 6 € [0, ]
y = +/2sin6
da cui (96
f(z,y) = exp(2cos @ sinf) cos @ sin @ = exp(sin(26)) sm; ) =: f(6)

e quindi allora
F(0) = exp(sin(20)) cos(20) sin(260) + exp(sin(26)) cos(26)
=exp(sin(26)) cos(26) [sin(260) + 1]

da cui

Quindi

D’altra parte fa, = 0 quindi
1 : |
mjxf—§e mjnf——ie ;

. . : (1 . oL X 1
il punto di massimo assoluto ¢ 3 1) mentre il punto di minimo assoluto é —g3 1]).
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# Esercizio 6.6.4. Sia data la funzione

f(z,y) = arctan(z® + 2 ¢?).

(i) Si determinino i punti stazionari di f(x,y) in R? e se ne studi la natura.
(1) Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se f(x,y) ammette massimo assoluto

e minimo assoluto nell’insieme
A={(z,y) eR*: 2® +¢* <4, y>2 -z}

e, in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di massimo assoluto e di minimo

assoluto.

(i) Innanzitutto osserviamo che la funzione f ¢ definita su tutto R? ed essendo la funzione
arctan sempre crescente, la funzione data é sempre positiva o nulla; d’altra parte f(0,0) =0
dunque possiamo dire subito che I'origine ¢ punto di minimo assoluto su tutto R2.

Studiamo la natura dei punti stazionari di f. Si ha

Vf(w,y)z( - L )

1+(x2+2y2)2’1+<x2+2y2)2

dunque

Vi(z,y) =(0,0) & (z,y) = (0,0).
Dunque l'origine é I'unico punto stazionario e dalle considerazioni precedenti sappiamo gia che
é punto di minimo assoluto.

Se uno non se ne fosse accorto e volesse studiare la natura dell’origine attraverso il test della

matrice Hessiana otterrebbe

21+ (2* +297)%) —222(2* +2y) 20 2[14 (2?4 2y%)* — 42° (2 + 297)]

fxw(xay> = [1 + (1‘2 _|_2y2)2]2 - [1 T (1'2 +2y2)2]2
2192 2 2 2 4
foy(z,y) = A1+ (0% +29%)%) —4y2(2® +2y°) 4y 4[1+ (2% +2¢°)° — 8y* (2 + 29°)]

[1+ (22 +292)°]? [+ (22 +292)°? 7
da cui f,,(0,0) =2 f,,(0,0) =0 f,,(0,0) =4
20
Hf(0,0) =
0 4
ed essendo det H f(0,0) = 8 > 0 si ha rapidamente che (0,0) ¢ punto di minimo locale. 1l fatto

che sia anche minimo assoluto discende da un’ulteriore analisi fatta sulla funzione f.
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Osserviamo tuttavia che i calcoli potevano essere notevolmente ridotti se si osservava che la
funzione arctan é crescente, dunque i punti stazionari di f sono tutti e soli i punti stazionari

della funzione g(z,y) = x? + 2y?; per cui
Vy(z,y) = (22,4y) = (0,0) & (z,y) = (0,0)
mentre
Yoz = 2 Yoy = Gyz = 0 Gyy = 4
e di nuovo si ha che (0,0) é punto di minimo locale.

(ii) La funzione f & continua, 'insieme A é chiuso e limitato quindi esistono il massimo assoluto

e il minimo assoluto di f per il teorema di Weierstrass.

Figura 6.1: Insieme A.

Osserviamo che l'origine non appartiene all’insieme A dunque non ¢ detto che il minimo assoluto
di f su A sia di nuovo 0.

L’unico punto stazionario, come si evince dall’analisi al punto (i), & 'origine, che non appartiene
alla parte interna di A. Non ci sono punti singolari dunque i punti di massimo e di minimo
assoluto di f si trovano sul bordo di A. Si ha 04 = A; U A, dove

Ai={(zy) eR*: 2? +y’ =4 A y>2—2}
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Ay ={(z,y) eR?: y=2—a A 0<z <2}

L’insieme A; é un arco di circonferenza, lo parametrizzo usando le coordinate polari:

r =2 cosb -
ee[o,—]
y=2sinf 2

Quindi
f(@,y)1,, = f(2 cosb,2sin0) = f(#) = arctan(4 cos® @ + 8sin’ #) = arctan(4 + 4sin’ )

da cui
~ &sinf cosd

!
) =
70) 1+ (4 + 4sin”6)2
quindi i punti di estremo si hanno per § = 0 e § = 7/2 che corrispondono ai punti (2,0) e
(0,2). Si ha

=0 < sinf =0 V cosf =0,

f(2,0) = arctan 4 f(0,2) = arctan 8.
D’altra parte
f@y),, = f@,2—2)= f(z) = arctan(z? + 2(2 — 2)?) = arctan(3z* — 8z + 8)

da cui 6 g A
= T —

= =0 xr=-.

P = TGz~ 8 T3

4 2 8
fl=,=) =arctan —.
33 3

Siccome la funzione arctan ¢ crescente, si ha che

Si ha

8
mjn f(x,y) = arctan 3 max f(z,y) = arctan 8

4 2
raggiunti rispettivamente nei punti (5’ §) e (0,2).

6.6.2. Caso n = 2: metodo dei moltiplicatori di Lagrange

Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange funziona quando il vincolo é rappresentato da una
curva regolare assegnata in qualsiasi forma: parametrica o cartesiana (implicita o esplicita).
Cerchiamo di illustrare il metodo cercando di stabilire, in analogia con il caso di estremi liberi,

una condizione necessaria del primo ordine. Nel caso degli estremi liberi, il teorema di Fermat
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indica che se un punto ¢ di estremo, il suo gradiente si deve annullare e questo ¢ abbastanza
ragionevole perché il punto non ha vincoli e potendosi muovere in tutte le direzioni, il teorema
di Fermat ci dice che tutte le derivate lungo ogni direzione ammissibile si devono annullare.
Nel caso di un vincolo, ovviamente non sard piu cosi e ci saranno delle direzioni ammissibili
e la derivata direzionale lungo queste direzioni si deve annullare. Per capire chi siano queste
direzioni ammissibili, supponiamo che in vincolo descriva un arco di curva regolare con retta
tangente nella direzione del versore v. In tal caso la derivata direzionale di f nella direzione

di v si deve annullare, cioé se (z*,y*) ¢ il nostro punto di estremo vincolato si dovra avere
Dy f(a",y") =0
e per la formula del gradiente, questo significa
Vi ,y)-v=0

che esprime 'ortogonalita tra i vettori V f e v. Ma ricordando che il gradiente di una funzione
in ogni punto é ortogonale alla direzione della retta tangente alle sue curve di livello, se anche

il vincolo é sufficientemente regolare anche
Vg(z*,y*)-v=0

Ma questo significa che V f(z*,y*) e Vg(z*,y*) devono essere paralleli, cioé deve esistere un

numero A per cui uno dei due é multiplo dell’altro, cioé

Vf(x*,y") = AVg(z™, y").

Formalmente si ha dunque

Teorema 6.6.5. (MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE) Siano f,g € C*(R?) e (x*,y*) punto di
estremo vincolato per f sotto il vincolo g(x,y) = b. Allora se (z*,y*) ¢é regolare per il vincolo,
cioe se Vg(z*,y*) # (0,0), allora esiste \* € R (detto MOLTIPLICATORE DI LAGRANGE)

tale che
V(@™ y") = AVg(z™, y").

Ribadiamo dunque che la relazione di parallelismo tra i gradienti di f e g esprime il fatto
che se (z*, y*) verifica le ipotesi del teorema, allora la derivata di f lungo la tangente al vincolo
si deve annullare, e in tal caso diremo che (z*,y*) ¢ PUNTO CRITICO VINCOLATO. Questa é la
corretta generalizzazione del teorema di Fermat nel caso degli estremi vincolati.

Introducendo la funzione £ = L(z,y, \) detta LAGRANGIANA definita da

‘C(x>yv )‘) = f(g,"’y) - A(g($7y) o b):
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il teorema afferma che se (z*,y*) é punto di estremo vincolato, allora esiste A* tale che il punto

(x*,y*, A) sia critico libero per L cioé che sia soluzione del sistema

L.=fr—Xg:=0
Ly=f,—Agy =0
E,\:b—g:O

Le prime due equazioni coincidono con la condizione di parallelismo dei gradienti, mentre la
terza esprime esattamente la condizione di vincolo. La teoria sviluppata indica il seguente
modo di procedere, noto come METODO DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE:

1) si isolano eventuali punti non regolari dell’insieme g(z,y) = b che vanno esaminati a parte;
2) si cercano i punti critici liberi della Lagrangiana, cioé le soluzioni del precedente sistema;
3) si determina la natura dei punti critici; a questo proposito spesso risulta utile il teorema di

Weierstrass, come mostra il seguente esempio.
# Esercizio 6.6.6. Sia data la funzione f(x,y) =4xy+4x.

(i) Si determinino i suoi punti stazionari in R?, e se ne studi la natura.
(i1) Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se essa ammette massimo assoluto

e minimo assoluto nell’insieme (ellisse)
{(z,y) €eR*: 5x* +5y* — 62y — 62+ 10y +4 < 0},

e in caso di risposta affermativa, determinare punti e valore di massimo assoluto e di minimo

assoluto.

(i) I punti stazionari per una funzione sono quelli che annullano il gradiente della funzione

stessa. Si ha
Vf(x,y) = (4y + 4, 4z)

da cui
Vf(x,y) - (070) g (Imy) = (07 _1)'

Quindi (0, —1) & 'unico punto stazionario per f.

Proviamo a studiarne la natura con il test della matrice Hessiana. Si ha

fwiﬂ(x7y):0 fzy(x7y>:fyf(‘rvy>:4 fyy(.l‘,y):O
da cui

Hf(0,-1) =
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Essendo il determinante della matrice Hessiana uguale a —16 < 0 si puo senz’altro dire che

(0,—1) é un punto di sella per f.

(ii) La funzione data & continua, 'insieme dato (che ¢ un ellisse e che chiameremo d’ora in
avanti F) ¢ chiuso e limitato, il massimo e il minimo assoluto della funzione su E esistono per
il teorema di Weierstrass.

(0, —1) & 'unico punto che annulla il gradiente di f come visto al punto i); la funzione é di
classe C*°(IR?) e dunque non ci sono punti singolari; resta quindi da studiare il comportamento
lungo il bordo dell’ellisse.

Per studiare il comportamento della funzione lungo il bordo dell’ellisse utilizziamo il metodo

dei moltiplicatori di Lagrange. Abbiamo il vincolo
g(z,y) = 52* + 5y? — 6ay — 62 + 10y + 4 = 0.
La funzione Lagrangiana ¢ data da
L(z,y, ) = flx,y) + Ag(z,y) = 4oy + 4o + A\(52* + 5y* — 62y — 62 + 10y + 4).
A questo punto troviamo i punti critici per £. Si ha
(( 4y + 44 10Az — 6Ay — 61 = 0
VL(z,y,\) =0<< 40+ 10 \y — 62\ + 10\ =0
| 52% 4 5y® — 6y — 62 + 10y + 4 = 0.
(2 + 245\ —3\y—3X=0

&9 2+ DAy —3xA+5A=0

| 52% + 5y® — 6y — 62 + 10y +4 = 0.

Seguiamo la seguente strategia: ricaviamo A dalla prima equazione e inseriamo quanto ottenuto
nella seconda equazione. Poi confronteremo quello che otterremo con la terza equazione.
Notiamo subito che se bx = 3y + 3 allora y = —1 da cui si dedurrebbe x = 0 assurdo. Allora
sia 5x # 3y + 3. Dalla prima equazione si ha
2y +2
T 3y+3-51

che inserito nella seconda equazione ci da
2y +2
2x+(5y—3x+5)m =
da cui

62y + 62 — 102 + 10y* — 62y + 10y + 10y — 62 + 10 =0
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e quindi
r==x(y+1).

Distinguiamo due casi. Primo caso = = y + 1. Allora inserendo nella terza equazione si ha
5(° +2y + 1) +5y* —6y(y +1) —6(y+1) + 10y +4 =0

da cui
4y* +8y+3=0

da cui otteniamo come soluzioni i punti
1 1 1 3
A={=,—= B=(-=-2).
27 2 27 2
D’altra parte nel caso x = —y — 1 si ottiene invece

52 +2y + 1)+ 52 +6y(y +1) +6(y + 1)+ 10y +4 =0

da cui
16y2 +32y +15 =10

da cui otteniamo come soluzioni i punti

Quindi osservando che

f(A)=fB)=1 f(C)=f(D)= _i
si ha che 1
mgxle mﬂinf:_Z

e i punti di massimo assoluti sono A e B mentre i punti di minimo assoluti sono i punti C' e D.

6.6.3. Un esercizio con un punto singolare sul vincolo
# Esercizio 6.6.7. Sia
S ={(z,y) e R*: y* +2*(z" — 1) = 0}

e sia f(x,y) =y — x2. Si dica, giustificando la risposta sulla base della teoria, se f ammette
massimo assoluto e minimo assoluto in S e, in caso di risposta affermativa, determinare punti

e valore di massimo assoluto e di minimo assoluto.
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[nnanzitutto S é chiuso; poi é limitato, visto che
y = —at(at — 1)

quindi essendo y? > 0 deve per forza essere anche z*(z* — 1) > 0 da cui ! < 1 cioé |z| < 1 che
comporta |y| < 2.
A questo punto sia g(z,y) = y* + z*(z* — 1). Si ha

Vy(z,y) = (8x7 — 4x3,2y) = (0,0)

quindi deve per forza essere y = 0 e 227 — 2 = 0 da cui z = 0 e 2 = 1/2. Quindi ho il punto
(0,0) € S che ¢ dunque un punto singolare per il vincolo e i punti (£+/1/2,0) ¢ S.

A questo punto la funzione lagrangiana é data da
L(z,y,\) = fl,y) + Agla,y) =y — 2 + A (y* + 2% (2" = 1));
troviamo i punti critici per £: tenendo conto che

Vf(z,y) = (_23:’ 1)7

si ha quindi
—2z = X\ (82" — 423)

VL(x,y,\) =(0,0,0) =< 1=2\y =0
v + a2tz —1) =0.

Dalla seconda equazione vedo immediatamente che A,y # 0 da cui posso scrivere A = —- e

anche y = % quindi sostituendo nella terza equazione si ha

Lopeton—0 o e — L L
4)\2 B gt (1 — Y 222 /1 — 24’

d’altra parte dalla prima equazione si ottiene

quindi uguagliando

+ = - = +(22* —1) = —V1 — a4

da cui

4 41 —da* =1 —2* = 42% — 32" =0 = ' (42* —3) =0
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siccome devo scartare x = 0 avro ot = i da cui z = :tf/g e corrispondentemente

3

4

3

y2

(

1)

V3
_ 4 Vo
Y A

16

Quindi i punti candidati ad essere massimo o minimo assoluto sono:

ERE
4’ 4

Osservo che

) - (15)

mentre

V3

) oo (8

V3

4 4

o= ({5 )

V3 3 _ V3
4 4 4
_V3_3__3
4 4 47

d’altra parte, tenendo conto del punto singolare sul vincolo, si ha f(0,0) = 0 quindi

mgxf: 0= f(0,0)

6.6.4. Il caso generale

min f =~ V3= £(C) = f(D)

Enunciamo il teorema dei moltiplicatori di Lagrange nel caso generale.

Teorema 6.6.8. (MOLTIPLICATORI

f7917927"

DI

-y 9m € Cl(Rn) con g = (917927"

LAGRANGE CASO GENERALE) Siano

.gm) € X* punto di estremo vincolato per f

sotto il vincolo g(x) = b. Allora se x* & regolare per il vincolo, cioé se il rango di Jg(x*) ¢é

m allora esistono m numert reali A\j, A5, ...,

che

¥ (detti MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE) tali

Vi) = ZA;VgAx*)-

# Esercizio 6.6.9. Data la funzione

f(ma%z):e

:13+y2+z
)

determinarne massimo e minimo assoluti sull’insieme chiuso e limitato

S:{(x,y,z)€R3: x2+y2+z2—x—z—1:0}.
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La funzione data ¢ continua, l'insieme dato S é chiuso e limitato, quindi il massimo e il minimo
assoluto della funzione su S esistono per il teorema di Weierstrass.

L’idea ¢é quella di utilizzare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Abbiamo il vincolo
gz, y,2) =+ +22 -2 —2—-1=0.
La funzione Lagrangiana ¢ data da
L(x,y,2,0) = f(@,y,2) + Ag(z,y,2) ="' b XN (@2 + 2 + 22 —x— 2 1),
A questo punto troviamo i punti critici per £. Si ha

(et L N (22— 1) =0

et 2y + A2y =0
VL(x,y,z,A) =(0,0,0,0) < ,
etV 4L N (22—1)=0

2+ P+ —2-1=0

Il confronto tra la prima equazione e la terza porta immediatamente a x = z. Dalla seconda
invece ricaviamo y = 0 oppure A = —e®¥* 2 Se y = 0, sostituendo nella quarta equazione

abbiamo

22— —1=0 1=

1+V3
2
quindi candidati punti di estremo assoluto sono

A:<1+2\/§,0,1+\/§> B:<1—\/§ 1—\/§>.

2

D’altra parte, se A = —e* T2 gllora la prima e la terza equazione danno x = z = 1, infor-
magzioni che inserite nella quarta equazione danno y = +1. Dunque altri candidati punti di

estremo assoluto sono
C=(1,1,1) D=(1,-1,1).
A questo punto

f(A) =Y f(B) =Y f(C) =€ = f(D).

Quindi maxs f = €® e C' e D sono i punti di massimo assoluto; ming f = ¢!~V3 ¢ il punto di
minimo assoluto ¢ B.

Il prossimo esercizio mostra un metodo alternativo all’'uso dei moltiplicatori di Lagrange.

141



6 CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DI PIU VARIABILI A VALORI VETTORIALI

# Esercizio 6.6.10. Determinare gli estremi della funzione

f(w,y,z):x—l—y—z

sull’insieme
E={(z,y,2) eER*: 2 +y* +2° < 9, z >0}

SOLUZIONE. La funzione data é continua, I'insieme E é chiuso e limitato, dunque il massimo e
il minimo assoluti di f su F esistono per il teorema di Weierstrass. Troviamo i punti stazionari
di f interni ad E. Ma V f(z,y,2) = (1,1,—1) # (0,0,0) quindi non ci sono punti stazionari
interni; inoltre f € C>(R3) dunque gli unici punti di estremo saranno sul bordo di E.

Ora OF = E, U E5 con

El:{($7yvz)€R3: 2207 $2+y2§ 9}

ed
Ey={(z,y,2) eR’: ® +* + 2= 9, 2° +4° < 9}

Studiamo prima di tutto il comportamento di f ristretto a E;. Si tratta di studiare gli estremi
di g(z,y) := f(z,y,0) = x + y con il vincolo z* + y* < 9.

Non ci sono punti stazionari interni per g (il suo gradiente non si annulla mai), g € C*°(R?)
quindi gli unici punti estremanti saranno sul bordo del cerchio. Uso le coordinate polari z =

3cost, y =3 sint con t € [0,27]. Quindi andiamo a studiare la funzione
g(t) =3cost+3sint  t€[0,2n].

Si ha
§'(t) = —3sint+3cost=0 ©t=n/4 V t=>5/4r

Inoltre §(0) = g(m) = 3; quindi i candidati punti di estremo sono
3 3 3 3
(3,0) (5\/5, 5\/5) (—5\/5, —5\/5) .

Studiamo ora f ristretta a Ey. Si ha z = /9 — 22 — y? dove ho scelto il segno positivo perché
ci troviamo nel semipiano z > 0. Da cui sostituendo nell’espressione della funzione abbiamo

hz,y) =z +y—9—a%—y

con il vincolo 2% + y* < 9. Di nuovo h continua su un insieme chiuso e limitato, max e min

da studiare la funzione

assoluti esistono per Weierstrass. Andiamo a cercare i punti stazionari che sono interni al
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cerchio:

Vh(z,y) = (0,0) <

<1+ﬁ,1+ﬁ) _ 0,0)
& (z,y) = (—V3,-V3);

i punti di eventuale non differenziabilita sono quelli del bordo del cerchio quindi vado diretta-
mente a studiare il comportamento di h sul bordo. Si ha che ¢ come studiare g sul bordo del
cerchio (abbiamo gia fatto i conti al punto precedente).

Quindi alla fine

mgxf:3\/§=f<g\/§,g\/§> mbinf:—?)\/g:f(—\/g,—\/g,\/g).

6.6.5. Metodo dei minimi quadrati

[llustriamo ora un’interessante applicazione della teoria sviluppata fino ad ora. Supponiamo di
avere n osservazioni sperimentali di due variabili su un certo insieme di individui (per esempio
le coppie altezza/peso per n persone); esse possono essere rappresentate come n punti nel pi-
ano, P, = (zy,v:), i=1,...,n.

Supponiamo di ritenere che tra le due variabili esista, nei limiti dell’errore sperimentale, una
relazione lineare che vogliamo determinare; questo significa che, pur non essendo i punti esat-
tamente allineati, noi cerchiamo la retta y = ax + b che "meno si discosta dal passare per gli n
punti”’, ovvero che meglio ne approssima I’andamento.

Per determinare tale retta introduciamo 'errore quadratico medio. Se ci mettiamo nel pun-
to P;, I'errore che commettiamo nell’approssimare l'insieme di punti con la retta ¢ dato da

ax; + b — y;; definiamo percio I'errore quadratico medio come

n

E(a,b) = Z (az; +b—1y;)°.

i=1
Trovare la retta che meglio approssima i dati significa quindi minimizzare E(a,b) determinando
a e b ottimali. Tale retta é detta retta di regressione.

Cerchiamo quindi i punti critici di E(a,b). Essi sono soluzione del sistema
5o = 2 20 (az; + b —y;) = 0
& =2 2(ar +b—y) =0
Possiamo riscrivere il sistema come
iz a+ (il wi) b= 320 vy
iy mi)a+nb=321 v
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Il determinante della matrice dei coefficienti ¢ quindi n Y1, 22 — (330, #;)°

Osservando che valgono le relazioni

n 2 n
=1 =1

i<j
n
2
(n—1) E xi — 2 E T~ E (z; — ;)7
i=1 i<j i<j
possiamo dire che il determinante & positivo se n > 2 e xq,..., 2, sono distinti (cosa che

assumiamo).
Questo ci permette di dire che il sistema ha un’unica soluzione, dunque E(a,b) ha un unico

punto critico, dato da

n i T =~ (i y) i vy (i @) (M 90) — (i waye) (i @)

n 2 n 2 ) n 2 n 2
n Zi:l Ty — (Zi:l ;) n Zi:l Ti — (zi:1 ;)
Resta da vedere che sia effettivamente un minimo. La matrice Hessiana di £ é
n 2 n
Zi:l T Zi:l i
n
D1 T n

a =

HE(a,b) =2

Abbiamo gia visto che n Y1 2?2 — (31, #;)° > 0, inoltre abbiamo Y7, 22 > 0; quindi la

forma quadratica associata ¢ definita positiva e ((_z, b) é un punto di minimo.

Esempio Supponiamo di aver raccolto i seguenti dati su altezza e peso di 5 persone:

altezza | 170 | 175 | 178 | 185 | 190
peso 72 | 73 | 74 | 81 | 83

Allora abbiamo

5 5 5 5
D al=161534 , > ;=898 , > y; =383, ) iy = 68942,
=1 =1 =1

i=1
Quindi
5- 68942 — 898 - 383 776
a= = =0.613
5-161534 — 8982 1266
- 161534 - 383 — 68942 - 898 42394
b= = = —33.486,

1266 1266

dunque la retta cercata ¢ y = 0.613x — 33.486. Questa equazione puo essere utilizzata come

relazione ottimale tra peso e altezza.
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CAPITOLO 7

Calcolo integrale per funzioni di piu

variabili reali

7.1. Integrali doppi

7.1.1. Integrale di una funzione limitata definita su un rettangolo

Sia f : [a,b] — R una funzione di una variabile continua. In Analisi I abbiamo introdotto

'integrale definito di f su [a,b] come limite delle somme di Cauchy-Riemann

n—o0

b n
/a f(z)dz = lim s, = nh_{gj; b - af(fk)

dove P'intervallo [a,b] & stato diviso in n intervallini della stessa ampiezza Z’_T“ attraverso una

partizione equispaziata e & ¢ un qualunque punto appartenente al k-esimo intervallino; il limite

viene poi fatto all’infittirsi della partizione (per n — o)

La definizione di integrale attraverso le somme di Cauchy-Riemann si pud dare anche per

funzioni limitate. Se tale limite esiste finito, e non dipende dalla partizione e dai punti &

scelti, allora si dice che f ¢ integrabile su [a, b].

L’idea di integrale doppio nasce come la naturale estensione di tali concetti.

Sia f : [a,b] X [¢,d] — R una funzione limitata definita su un rettangolo. Prendiamo una

artizione equispaziata dell’intervallo [a,b] in n intervallini di ampiezza =2 cioé sia
? n

b—a

n

rp=a+h h=0,1,2,...n

tale che

To=a<T1<Tog<--<x,=0>
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e allo stesso modo prendiamo una partizione equispaziata dell’intervallo [c, d] in n intervallini

di ampiezza % cioé sia
d—c
Yy =c+k

k=0,1,2,...n
n

tale che

Y=c<y <y <--<y,=d.

Queste due partizioni inducono una partizione del rettangolo [a, b] X [c, d] in n? rettangolini che
denomineremo

Ink = [Th—1, Tn] X [Yk—1, Yk), hyk=1,2,...,n

ciascuno di area
(b—a)(d—c)
ol = —— 55—
n
Sia pak(Thr, Ynk) un generico punto appartenente al generico Ip; e consideriamo la somma di
Cauchy-Riemann
n
o= k| f(Prr)- (7.1.1)
hok=1
Nella somma precedente ogni addendo ¢ il prodotto dell’area del rettangolo Iy, per il valore
che la funzione f assume sul punto pp; scelto a caso in I, quindi rappresenta il volume del
parallelepipedo di base I e altezza f(ppx). La somma di Cauchy-Riemann rappresenta quindi
il volume di una certa regione tridimensionale che all’infittirsi della partizione ci si aspetta

approssimi sempre meglio la regione tridimensionale che sta tra il grafico di f e il piano zy.

O Definizione 7.1.1. Si dice che la funzione f : [a,b] x [c,d] — R limitata € INTEGRABILE nel
rettangolo R = [a, b] X [c, d] se esiste finito lim,,_, s, con s,, data da (7.1.1) e inoltre tale limite
non dipende dalla scelta dei punti py. In tal caso tale limite si dice INTEGRALE DOPPIO di f su
R e si indica con

[ [ tadsdy= lim 37 il £
R n~>ooh7k:1

i Osservazione 7.1.2. Naturalmente come nel caso unidimensionale le variabili dentro il

segno di integrazione sono mute, cio€ ad esempio

//Rf(x,y)dxdy://Rf(u,v)dudv

Come gia accennato, dunque, il significato geometrico dell’integrale doppio € quello di volume
della regione tridimensionale compresa tra il grafico di f e il piano xy. Il problema ora ¢, in
analogia al caso unidimensionale, cercare di individuare opportune classi di funzioni integrabili
e poi trovare metodi per calcolare gli integrali doppi. Infatti ¢ facile vedere che non tutte le

funzioni sono integrabili, come mostra il prossimo esempio, che estende il caso unidimensionale.
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% Esempio 7.1.3. Consideriamo la funzione f : [0,1] x [0,1] — R cosi definita:

)1 reQ

Se i punti ppr sono scelti con prima coordinata tra i razionali, allora presa una partizione

equispaziata del rettangolo R := [0,1] x [0,1] con rettangolini di area - si ha

n

u 1 1 1
sn=Y_ [l f(pui) = =) l==n=

h,k=1 h,k=1 h,k=1

mentre se i punti pyr sono scelti con prima coordinata tra i reali non razionali allora s, = 0.

Quindi il limite dipende dalla scelta della partizione e percio la funzione f non é integrabile.

Vale invece il seguente teorema.

Teorema 7.1.4. Se [ :[a,b] X [¢,d] = R ¢é continua allora é integrabile.

Quindi abbiamo individuato una classe di funzioni integrabili. Poniamoci ora il problema
di calcolare in maniera effettiva l'integrale doppio. L’idea ¢ quella di ridurlo a integrali iterati.
Infatti, dal significato geometrico di volume di una regione tridimensionale, sia R = [a, b] X
[c,d]; consideriamo un piano verticale parallelo all’asse delle x che tagliera questa regione
tridimensionale in una regione piana (funzione della sola y!) di area data, supponiamo A(y).
A questo punto allora il volume totale della regione tridimensionale si ricostruira integrando

poi nella variabile y, per y € [c, d], cioé, indicando con V' il volume di tale regione

V= /ch(y) dy.

Come si calcola 'area di A(y)? Essa é un’area di una regione bidimensionale e quindi si calcola

per mezzo dell’integrale unidimensionale della funzione z — f(z,y) con y fissato, cioé

Aly) = / f(x,y)dz.

v_/cd (/abf(x,y)dx> dy.

Si ha dunque il seguente teorema.

e dunque riassumendo
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Teorema 7.1.5. (DI RIDUZIONE DELL'INTEGRALE DOPPIO SU UN RETTANGOLO A IN-
TEGRALI ITERATI) Sia f : [a,b] X [c,d] — R continua, allora il suo integrale doppio su

R :=a,b] x [¢,d] si puo calcolare come integrale iterato nel modo sequente

/A,b]x[c,d]f(x’y)dxdy:lb (/cdf(x,y)dy) dxz/cd </abf(w,y)drc> dy

Il significato del teorema precedente ¢ che di fatto si puo ridurre il calcolo di un integrale

doppio su un rettangolo a quello di due integrali semplici, di una variabile, in sequenza. Men-
tre si fa il primo integrale naturalmente la variabile rispetto alla quale non si sta integrando va

trattata come una costante.

S Esempio 7.1.6. Si calcoli

/ / y e dx dy
0,1]x[0,2]
I:// y e dx dy.
[0,1]x[0,2]

Allora dal teorema di riduzione di un integrale doppio su un rettangolo a integrali iterati, si ha

1 2 2 1
I:/ </ ye”ydy) dx:/ (/ yeg”ydx) dy
0 0 0 0

Mostriamo attraverso questo semplice esempio come scegliere una strada oppure 'altra puo

Poniamo

che

non essere equivalente, in termini di semplicitd di risoluzione dell’integrale stesso (rimane
ovviamente equivalente ai fini del risultato finale).
Scegliamo dunque la prima via. Una primitiva di y e™ rispetto a y e tenendo x costante si puo

trovare integrando per parti, da cui

e™y 1
/yemydy:y — e+ C

T T

1 2 1
1 2 1 1
I = / {Eezy - —Qemy] dr = / (—62”“" - —26% + —2) dx
0 Lz x 0 0o \=x x x

Ora, saper calcolare [ %ezl’ dx é purtroppo tutt’altro che banale. Allora possiamo osservare che

da cui

(di nuovo per parti nel primo termine e integrando immediatamente i terzo termine)

2, 1, 1 9 2 / 2 ¢ 1, 1 e — 1
e — =+ = |dr =~ — — ——— e de——+C= C
/(xe 22" +x2) T2 - 22 2 22 g x+ x *
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quindi (si tratta di un integrale generalizzato convergente)

1 2 1
2 1 1 2 1 1 T —1
/ (—ezx — —2621: + —2> dr = lim (—6296 — —26296 + —2) dr = lim |:€ :|
0 X X X e—=0 \ T x X e—0 X

€
2_1 25_1
— lim S _ £ 92— —1-92=¢>—3.
e—0 1 2e

Adesso calcoliamo l'integrale di partenza attraverso l'altra via. Si ha in maniera molto piu

immediata

2 1 9 5
[:/ (/ yewdm) dy:/[exy]édy:/<€y—1)dy=[6y—y}§:e2—1—2:62—3
0 0 0 0

i Osservazione 7.1.7. (FUNZIONI A VARIABILI SEPARATE) Quando si integra su un rettangolo
una funzione prodotto di due funzioni ciascuna in una sola delle 2 variabili, per esempio f(z) g(y)
allora ¢ facile vedere che |'integrale doppio si calcola come prodotto di due integrali unidimensionali,

ossia

/ /[ L f@ e drdy = / b ( / df(w)g(y)dy) i | ) ( / dg(y)dy) e
- ([owar) ([ )

e analogamente per I'altra integrazione.

// ye’drdy
[0,1]1x[0,2]
1 2 Y2 2
// ye%lmdyz(/ e‘”dx) (/ ydy)z[e”](l) [—} =2(e—1).
[0,1]%[0,2] 0 0 2 1,

7.1.2. Funzioni integrabili su domini non rettangolari

2 Esempio 7.1.8. Si calcoli

Si ha

Sia ora f definita non pit su un rettangolo ma su €2 insieme qualunque del piano. Ci poniamo
il problema di capire come definire 'integrale doppio di f su €.

Si potrebbe pensare di considerare un rettangolo R DO () e calcolare

//Rfdmdy

dove f coincide con f in () e vale 0 fuori da (2. Tuttavia, in generale, senza nessuna ipotesi di
continuita su €2, f non risultera integrabile, nemmeno se continua e limitata, come mostra il

prossimo esempio.
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& Esempio 7.1.9. Sia
Q:={(z,y) €[0,1] x [0,1] : = € Q}

// 1dx dy.
Q

Allora estendendo la funzione integranda (che é costantemente uguale a 1) a zero fuori da

e si consideri

Q) otteniamo la stessa funzione del primo esempio del capitolo, che sappiamo gia non essere

integrabile.

Sulla base di questo semplice esempio (si noti che la funzione costante 1 é continua e limitata!)
ci si convince che occorre individuare condizioni sul dominio {2 che garantiscano l'integrabilita
(almeno) di una funzione continua e limitata. In questo capitolo analizzeremo alcune classi di

insiemi che soddisfano i nostri requisiti: insiemi semplici, regolari e misurabili.

Insiemi semplici e regolari

O Definizione 7.1.10. Un insieme E C R? si dice y-SEMPLICE se & del tipo
E={(z,y) ER*: x € [a,b], gi(z) <y < ga(2)}
con g1, g2 : [a,b] — R funzioni continue.

Geometricamente un insieme y-semplice € tale che se si taglia F con una retta del tipo x = ¢

con ¢ € [a, b], si ottiene un segmento che varia con continuita al variare della retta.

O Definizione 7.1.11. Un insieme £ C R? si dice 2-SEMPLICE se é del tipo
E={(zr,y) eR*: y € le,d], n(y) <z < ha(y)}

con hy, hs : [¢,d] — R funzioni continue.

Geometricamente un insieme z-semplice é tale che se si taglia £ con una retta del tipo y = k

con k € [c,d], si ottiene un segmento che varia con continuita al variare della retta.

O Definizione 7.1.12. Un insieme £ C R? si dice SEMPLICE se & y-semplice e z-semplice; si

dice REGOLARE se € unione di un numero finito di insiemi semplici.

& Esempio 7.1.13. [ rettangoli e i quadrati sono domini sia x-semplici che y-semplici; i
triangoli sono domini semplici (al massimo se nessuno dei lati é parallelo agli assi sono domini
regolari). L’insieme

E={(z,y) eR*:0<z <1, Va<y<l1}

150



7.1 INTEGRALI DOPPI

é sia x-semplice che y-semplice.
L’insieme
E={(r,y) eR*: 1< 2* +9° <4, |z| <y}
non € un dominio né y-semplice né x-semplice, ma puo essere decomposto in domini semplici

(dunque é regolare).

1 Osservazione 7.1.14. Un insieme semplice per definizione é anche chiuso e limitato, quindi
lo stesso vale per un insieme regolare. In particolare una funzione definita su un insieme regolare,

dal Teorema di Weierstrass, ha sempre massimo e minimo, dunque ¢ limitata.

Vale il seguente importante teorema.

Teorema 7.1.15. Sia Q C R? un dominio regolare e f : Q — R continua. Allora f ¢

integrabile in Q.

Insiemi misurabili

Abbiamo visto che il significato geometrico dell’integrale doppio ¢ quello di rappresentare il
volume del “sottografico” di una superficie cioé il volume della parte di spazio compresa tra il
grafico di f e il piano xy. D’altra parte il concetto di integrale doppio permette anche di dare

senso al concetto di AREA di una figura piana.

O Definizione 7.1.16. (INSIEME MISURABILE) Un insieme limitato 2 C R? si dice MISURABILE
(SECONDO PEANO-JORDAN) se la funzione costante 1 € integrabile in €. In tal caso chiameremo
MISURA (O AREA) di 2 (e la denoteremo con |€2]) il numero

|Q|://1dxdy.
Q

Per i risultati precedenti, ogni insieme regolare ¢ misurabile (perché la funzione costante 1 &

continua); tuttavia come mostrato in precedenza esistono anche insiemi non misurabili.

7.1.3. Proprieta dell'integrale doppio

Siano 0 C R? un insieme limitato e misurabile. Siano f e ¢ integrabili su Q e sia ¢ € R. Allora
valgono le seguenti proprieta dell’integrale doppio.
1) LINEARITA DELL'INTEGRALE

//Q[f(z,y)+9(x,y)]d$dy=//Qf(:v,y)dxdy%—//Qg(x,y)dxdy
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//ch(x,y)d:vdy:c//ﬂf(m,y)dxdy
//chxdy:cym

f>0inQ = //Qf(x,y)dxdyZO

2o = [ [ fegdeay= [ [ gtamdeiy
V@WSC¢W/ANWMMyS/AW%MM@SMW

Valgono altre proprieta di additivita e monotonia dell’integrale rispetto al dominio di inte-

2) POSITIVITA E MONOTONIA

grazione; valgono altresi diverse proprieta dell’integrale nel caso specifico di funzioni continue.

7.1.4. Calcolo degli integrali doppi: metodo di riduzione

Vale il seguente importante teorema.

Teorema 7.1.17. (RIDUZIONE PER DOMINI SEMPLICI) Sia f : Q — R una funzione

continua e sia ) un dominio x-semplice, cioé
Q={(r,y) €R*: y € [e,d], a(y) <z < ha(y)}

con hy, hse : [c,d] — R funzioni continue. Allora Uintegrale doppio

/fﬁ@wmwz[xﬂjvwww>w

Analogamente se Q un dominio y-semplice, cioé
Q= {(z,y) €R*: z € [a,b], g1 (z) <y < go(x)}

con g1, 9z : [a,b] = R funzioni continue. Allora 'integrale doppio

/fy@wmwzlméfvwm@>m

Se ) é sia x-semplice che y-semplice, valgono entrambe le formule.
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& Esempio 7.1.18. Si calcoli

//Qxdacdy
A

2
A:{(m’y)ERQ:xEO» y2§, = 1}

con

1 <
Il dominio A é, per esempio, y-semplice. Allora possiamo riscriverlo come

2
?s;;s 1—5}

A:{(x,y)ER2:0§x§1, 1

da cuil

[ fasan = [l [ e [ (i)
_ /2x\/:dx—f/ vde = — (—%)3/2§4

-3

& Esempio 7.1.19. Calcolare I'area dell’insieme
E:{(x,y)ER2:3x§y§§, x <0, yZ—x—?)}

La figura descritta dall’insieme E ¢ un triangolo delimitato dalle rette

rgiy=——3

x
Ty =3x rgzy:§

L’insieme non é né z-semplice né y-semplice ma ¢ regolare, quindi pud essere decomponibile
in domini semplici. Per esempio: decomponiamolo in domini y-semplici. Ad esempio si ha
E =FE{UFE,con

EQ:{(a:y)eRz 3 <y <§,

Allora

—-3/4 x/3 0 z/3
|E| = //1d:cdy:/ / dy d:L'—l—/ / dy | dx
E -9/4 —z—3 —3/4 3z
—3/4 . 0 T 72 —3/4
= / (—+x+3> dx+/ (——3x>dx:——
_9/4 3 _3/4 3 3 2

+ 3z
o 2/(9 81 3 _3+9 49N 9
~ 3\16 16 4 4 3 16) 4

—9/4
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Supponiamo ora di volerlo decomporre in domini z-semplici. In tal caso si pud vedere ad

esempio £ = E3 U E, con

Egz{(x,y)ERzz—y—SSxS

wl
|
] ©
IN
<
IN
|
A~ w
——

>~ w

E4={(x,y)€]R2:3y§x§%7 — SySO}

—3/4 y/3 0 y/3
\E]://ldxdy:/ / dx dy+/ / dx | dy
E -9/4 —y—3 —3/4 3y

che non é altro che 'integrale di prima con le variabili scambiate.

allora

7.1.5. Calcolo degli integrali doppi: cambiamento di variabili

Abbiamo visto nel caso unidimensionale la formula di cambiamento di variabili per gli integrali

b 7H(b)
[ raa= [ rew)oa
a ¢~ (a)
con z = ¢(t) derivabile e monotona, da ¢~'([a,b]) — [a, b].
Il procedimento analogo nel caso di due dimensioni consiste nell’effettuare una trasformazione
di coordinate nel piano (pit precisamente un diffeomorfismo globale, come abbiamo introdotto

nel paragrafo relativo).

Sia dunque da calcolare

/ /D f(,y) dody

esia T : D' — D una trasformazione di coordinate tale che (x,y) = T(u,v) cioé che trasforma

le nuove coordinate nelle vecchie, dove

In questo modo f(x,y) diventa f(g(u,v),h(u,v)). 1l problema é: come si trasforma l'integrale

doppio? Qual é I'analogo bidimensionale per il termine ¢'(t)?
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La risposta ¢ data dal seguente teorema.

Teorema 7.1.20. (FORMULA DI CAMBIAMENTO DI VARIABILI) Sia D C R? un dominio
regolare, f : D — R una funzione continua, ¢ T : D' — D una trasformazione di coordinate,

pit precisamente un diffeomorfismo globale tra D e D', con (x,y) = T(u,v) e
x = g(u,v)
y = h(u,v)
| [ ez = [ [ fgtu o) hla,0) ey T, )| duds
D D’

JT(u,v) = < Zu Zv >

indica la matrice Jacobiana della trasformazione.

Allora

dove

& Esempio 7.1.21. Si calcoli 'integrale doppio

b//£@2+1MMd%

ove D ¢é la parte dell’ellisse {(z,y) € R?*: z* + 4y* < 1} contenuta nel secondo quadrante.
Descriviamo l'ellisse attraverso il seguente cambio di coordinate
x = pcost
1

— Z psind
y=5psn

con le seguenti limitazioni per le variabili p e 6
T
0<p<1 06[?W]

Calcoliamo il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione. Si ha

Ox Ox

— = cos) —psinf
A

9y 9y —sinf —p cosf

dp 06 2 2

da cui

1 1 1
detJ25p00820+§psin20:§p.
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Quindi

1 s 1 s
//(y2+1)dxdy:/ dp/ d@lp (po sin29+1> :1 (/ pgd,o) (/ sin29d9)
D 0 w/2 2 4 8 0 /2
([ oan) ([ as)=22] (Bo-Linowoss) [ +12]of
> L pdp o =3 5 5 sind cos

/2
% Esempio 7.1.22. (TRASFORMAZIONE PIU GENERALE) Si calcoli

// xydxdy
E

dove FE é I'insieme delimitato dalle curve

1 2 1 2

y:E ?/:; y:ﬁ y:ﬁ

T T 17

0 128 "8 128"

1
P —
2

p 1
4 2

w/2

L’insieme E puod essere convenientemente descritto nel seguente modo
E={(z,y) eR*:1<ay<2, 1<2’y<2}

E dunque naturale pensare di operare il seguente cambiamento di coordinate per ridurre I'in-
sieme FE (che non é semplice anche se a fatica puo essere descritto come unione di insiemi

semplici) ad un rettangolo

da cui si deduce

v
r=—
u
02
Yy=—
v
A questo punto la matrice Jacobiana della trasformazione diventa
v 1
—— -
JT (u,v) = o be
v v?
quindi
1
detJT = ——
v

e quindi il modulo del determinante della matrice Jacobiana é
|detJT| = —

(essendo v > 0 visto che siamo in E e dunque si ha 1 < v < 2).

Concludendo dunque

//$ydxdy—/udu/ —dv—%
1
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7.2 INTEGRALI TRIPLI

7.2. Integrali tripli

Tutto quanto detto finora si generalizza anche a dimensioni superiori. Vediamo alcuni casi

particolari in 3 dimensioni. Diversi esercizi svolti saranno proposti nell’eserciziario.

7.2.1. Integrazione “per fili"

Sia
Q={(z,y,2) € R®: gi(z,y) < 2 < ga(x,y), (z,y) € D}

con D dominio regolare e g1, go : D — R continue. Allora se anche f : 2 — R ¢é una funzione

continua e integrabile su ) allora l'integrale triplo si puo calcolare mediante la formula

///Qf(x,y,Z)d:cdy de//D(/:::Z)f(x,y,z)dz) da dy

7.2.2. Integrazione "per strati’

Sia ora
Q={(z,y,2) €R*: hy <2< hy, (z,y) € A2)}

con z € [hy, hy| e Q(z) un dominio regolare nel piano. Allora se f : Q — R continua e integrabile

su () allora I'integrale triplo si puo calcolare tramite la formula

///Qf(x,y,z)d:cdy dz:/: (//Q(z)f(%y,z)dmdy) dz

7.2.3. Formula di cambiamento di variabili

Teorema 7.2.1. (FORMULA DI CAMBIAMENTO DI VARIABILI NEGLI INTEGRALI TRIPLI)
Sia D C R3 un dominio regolare, f : D — R una funzione continua, e T : D' — D una
trasformazione di coordinate, pit precisamente un diffeomorfismo globale tra D e D', con
(z,y,2) = T(u,v,w) e

r = z(u,v,w)

y =y(u,v,w)

z = z(u,v,w)
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Allora

///Dﬂx’yvz)dl’dydz

= // fz(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v, w)) |detJT(u, v, w)| du dv dw
D

dove JT(u,v,w) indica la matrice Jacobiana della trasformazione.

S Esempio 7.2.2. Si calcoli il volume della regione

V={(r,y,2) eR*: 2 +y* <1, 0< 2 <32 +y?}

Si puo ad esempio calcolare questo volume integrando per “fili” da cui

3y/22 49>
///hiasdydz:// (/ dz) dxdy:// 3vVa? +y?dedy
v x2+y2<1 0 z2+y2<1

a questo punto si pud utilizzare nell’ultimo integrale (che diventa un integrale doppio) un

cambio di coordinate, per esempio le coordinate polari, dunque

1 2
///ldxdydz:// 3\/x2+y2dxdy:// 3p*dpdf = 27
\% r2+9y2<1 0 JO

Si puo giungere allo stesso risultato usando direttamente le coordinate cilindriche come cambio

di coordinate nell’integrale triplo di partenza, per cui usando la trasformazione

x = pcost
y = psinf
z=1

che ha determinante della matrice Jacobiana uguale a p, si riscrive

V={(p02)eR:0<p<1,0<0<2r 0<z<3p}

1 2m 3p 1 2m
///1dxdydz:// / pdzdpd@z// 3p?dpdf = 21
1% o Jo Jo 0o Jo

per cui

158



CAPITOLO 8

Campi vettoriali

8.1. Campi vettoriali

O Definizione 8.1.1. Un CAMPO VETTORIALE ¢ una funzione F : R™ — R™. In quest’ottica,
una funzione f : R™ — R viene anche detta CAMPO SCALARE.

Nella definizione di CAMPO VETTORIALE il dominio R" e il codominio R™ sono “pensati” in
maniera differente: il primo come “insieme di punti” (dello spazio o dello spazio-tempo), il
secondo come “insieme di vettori”.

Se n = m = 3 un campo vettoriale F : R® — R? dunque associa ad ogni punto (z,y,z) € R?

un vettore F(z,y, 2) € R3; nel seguito useremo una delle due notazioni:
F(CL’, Y, Z) = iFl(I7 Y, Z) +.]F2($7 Y, Z) + kF3($7 Y, Z)

oppure
F(‘I7y7 Z) = (Fl(x7y7Z)7F2<x7y7z>7F3<x7y7Z)>

dove le componenti F; : R®> — R sono campi scalari.

Possiamo elencare alcuni esempi di campi vettoriali:

a) il CAMPO GRAVITAZIONALE F(z,y, z) causato da un corpo, che ¢ la forza di attrazione che
il corpo esercita su una massa unitaria posta nel punto (z,y, 2);

b) il CAMPO ELETTROSTATICO E(z,y, z) causato da un corpo elettricamente carico, ¢ la forza
elettrica che il corpo esercita su una carica unitaria posta in (x,y, z), forza che puo essere
attrattiva o repulsiva;

¢) il CAMPO DELLE VELOCITA v(z,y, z) di un fluido (o di un solido) in moto & la velocita con
cui si muove la particella che si trova nel punto (x,y, z). Se il moto non ¢ stazionario, allora il

campo delle velocita dipendera anche dal tempo v(x,y, 2, t);
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d) il GRADIENTE V f(x,y, z) di un qualsiasi campo scalare f fornisce la direzione e 'intensita
della massima rapidita di variazione di f in (x,y, z). In particolare il GRADIENTE DELLA TEM-
PERATURA VT'(z,y,2) € un campo vettoriale, la cui direzione e la cui intensita sono uguali a
quelle della massima rapidita di variazione della temperatura nel punto (z,y, z) di un materiale
che conduce il calore. Il GRADIENTE DELLA PRESSIONE V P(z,y, z,t) fornisce un informazione

analoga relativamente alla pressione in un fluido in moto, che puo essere un liquido o un gas.

% Esempio 8.1.2. (CAMPO GRAVITAZIONALE DI UNA MASSA PUNTUALE)
Il campo gravitazionale causato da una massa puntiforme m che si trova nel punto Fy di vettore
posizione rj é
—km x—xo)i+ (y—yo)j+ (2 —20)k
- 3(r — 1) = —km ( 02) U yOQ)J ( 03 3/2
o) (G =)+ (y = )+ (= — 20)?)

Si osservi che F ¢ diretto verso il punto rq e che il suo modulo & dato da

F(z,y,2) = F(r)

km
F| = T —rol
% Esempio 8.1.3. (CAMPO ELETTROSTATICO DOVUTO A UNA CARICA PUNTUALE)
Il campo elettrostatico F dovuto a una carica puntuale ¢ in P, é espresso dalla stessa formula
del campo gravitazionale precedente tranne che —m é sostituito da ¢. La ragione del segno

opposto ¢ che cariche simili si respingono mentre le masse si attirano.

% Esempio 8.1.4. (CAMPO DELLE VELOCITA DI UN SOLIDO IN ROTAZIONE)
Il campo della velocita di un solido, in rotazione attorno all’asse z con velocita angolare 2 = Qk
é
v(z,y,z) =v(r) = Q xr=—-0Qui+ Qxj.
Essendo lo stesso in tutti i piani normali all’asse z, il campo v puod essere considerato un campo

vettoriale piano.

8.2. Linee integrali

O Definizione 8.2.1. Dato un campo vettoriale F : R? — R? chiameremo LINEA INTEGRALE
DEL CAMPO una qualsiasi curva regolare tangente in ogni punto al campo vettoriale. Se il
campo ha significato fisico di forza, le linee integrali si dicono anche LINEE DI FORZA; se

tnvece st tratta di un campo di velocita, si diranno LINEE DI FLUSSO.

Supponiamo di avere una linea integrale del campo F cioé¢ r = r(t) = (z(¢),y(¢), 2(t)). Se in
ogni punto r(t) si impone che il campo F sia tangente alla linea, questo significa che il vettore

F(r) é parallelo al vettore r'(t) cioé esiste una funzione scalare A(t) tale che

r'(t) = A(t)F(x(t)). (8.2.1)




8.3 OPERATORE ROTORE E OPERATORE DIVERGENZA

Volendo esprimere la (8.2.1) componente per componente si ottiene

'(t) = At)Fi(z,y, 2)
y'(t) = At) Fa(z, y, 2)
Z,(t) = )‘(t)F3($a Y, Z)

che é anche equivalente a
dx B dy B dz
Fl(x,y,Z) Fz(ZIT,y,Z) F3($,y72’)

Pertanto se si ¢ interessati a determinare le linee integrali, occorre dunque risolvere il precedente

sistema di equazioni differenziali del primo ordine. Se in piu si impone che la curva passi per
un punto (g, Yo, 20), tale sistema avra un’unica soluzione locale (a patto di avere le necessarie
ipotesi sul campo F, ossia che F sia ben definito, regolare e non nullo). Questo ci permette di
asserire che le curve integrali del campo costituiscono una famiglia di linee a due a due prive
di intersezioni, cioé per ogni fissato punto dello spazio passa una e una sola linea integrale del

campo.

8.3.  Operatore rotore e operatore divergenza

Introduciamo in questa sezione due importanti operatori che agiscono sui campi vettoriali.

8.3.1. L'operatore rotore

3 Definizione 8.3.1. Sia F : Q C R?> — R3 un campo vettoriale di classe C!(Q2). Si definisce
ROTORE di F il campo

B s P (L P AT
Xz

dy 0z 0z ox dy
i j k
= |0, 0, O,
Fy Fy, Fj

Il simbolo V x F rappresenta i prodotto vettoriale formale tra 'operatore V e il campo F. Se
V X F =0 il campo F si dice IRROTAZIONALE.
Nel caso particolare di un campo piano F(x,y) = iFi(z,y) + jF>(z,y) si ottiene

OF, OF
F=(22_-21)k
v (393 ay) ’

in questo caso dunque il vettore V x F ¢ perpendicolare al piano in cui si trova F; é sempre bene

notare che la nozione di rotore ha senso solo se ambientata in R3.
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8.3.2. L operatore divergenza

O Definizione 8.3.2. Sia F : Q@ C R™ — R™ un campo vettoriale di classe C!'(Q), F =
(Fy, Fy, ..., F,). Si definisce DIVERGENZA di F il campo scalare

divF =V .- F =
iv Vv ;(%’i

Per esempio se F = Fy(z,y, 2)i + Fy(z,vy,2)j + F3(z,y, 2)k € un campo vettoriale in R? si ha

oF, O0F, O0F;3

.F =
v 8x+8y+8z

Si ha inoltre che V - F é un campo scalare, cioé una funzione reale di 3 variabili. Il simbolo V - F
denota il prodotto scalare formale dell'operatore V e del campo F.

8.4. Campi vettoriali conservativi

Sappiamo che il gradiente di un campo scalare é un campo vettoriale. E naturale chiedersi
se tutti 1 campi vettoriali sono a loro volta gradienti di un campo scalare, ovvero ci si puo
domandare se, dato un campo vettoriale F : R? — R3 esista U : R®> — R campo scalare tale

che
oU oU oU )

F(x,y,2) =VU(z,y,2) = | —(x,y,2), —(x,y,2), — (2, ¥y, 2
(#.02) = VUle.2) = (G o). G o2, 5 )
La risposta in generale ¢ no, come mostra il prossimo esempio.

Si pud dunque introdurre la seguente definizione che diamo in generale per F : R" — R"

O Definizione 8.4.1. Un campo vettoriale F : R — R" st dice CONSERVATIVO in un aperto
A se F € CYA) ed esiste una funzione U : R" — R detta POTENZIALE tale che U € C*(A) e
F =YVU in tutto A.

S Esempio 8.4.2. Dimostrare che il sequente campo vettoriale non é conservativo
F(z,y) = (32% 2y%).

SOLUZIONE. Se il campo F fosse conservativo dovrebbe esistere U funzione potenziale tale che

oU ou

- = 2 _—
o 3w 3y xy”©.

Dalla prima relazione, integrando rispetto alla variabile z seguirebbe che U(x,y) = z° + g(y)
con g funzione derivabile della sola variabile y. Ma allora, derivando questa relazione rispetto al-

la variabile y si otterrebbe Uy (x,y) = ¢'(y) costante rispetto a x, assurdo perché U,(x,y) = zy>.
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Sarebbe dunque interessante possedere dei criteri che permettono di decidere se un campo
é conservativo oppure no e in caso affermativo calcolarne il potenziale. L’esempio precedente
suggerisce l'idea di utilizzare il teorema di Schwarz per ricavare una condizione necessaria che

deve essere soddisfatta affinché un qualunque campo vettoriale F : R? — R? sia conservativo:

Teorema 8.4.3. (CONDIZIONE DELLE DERIVATE IN CROCE) Se F : R® — R3 ¢ un campo

di classe C'(A) conservativo in A, allora soddisfa le relazioni:

0,F, = 0,F)
0.F, = 0,F; (8.4.1)
0.Fy = 0, F;

DIMOSTRAZIONE. Se F : R® — R3 con F = (F}, Fy, F3) ¢ un campo conservativo in un
aperto A, allora esiste U(x,y, ) tale che

UZ’:Fl
Uy:FQ
UZ:Fg

Derivando la prima equazione rispetto a y e la seconda rispetto a x otteniamo:
Usy = 0,F1 Uyp = 0. F5.
Se F € C! e dunque U,,, Uy, sono continue, per il teorema di Schwarz ne segue
Oy Fy = 0, F.
Analogamente si deducono le relazioni
0.F, = 0, F3 0. F» = 0,F5.

O

Per un campo bidimensionale le relazioni precedenti si riducono a una sola:
8yF1 = &EFQ

1z Osservazione 8.4.4. Ricordando la definizione dell'operatore rotore appena introdotto, ci si

accorge che la condizione delle derivate in croce altro non é che richiedere che V x F = 0 cioé che
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il campo F sia irrotazionale. In tal caso il teorema precedente si enuncia dicendo che un campo
conservativo & irrotazionale. Cid si vede anche osservando che se un campo é conservativo, allora

é il gradiente di un certo potenziale U e si ha la seguente identita
V x (VU) = rotgradU = 0.
& Esempio 8.4.5. Vedere se il campo
F(z,y,z) =xi—2yj + 3zk
e conservativo e in caso affermativo determinare una funzione potenziale.
SOLUZIONE. Proviamo a vedere se sono soddisfatte le condizioni delle derivate in croce. Si ha
OyF1 =0 =0, 0, F1 =0=0,F3 O Fy = 0= 0, F3.

Quindi il campo potrebbe essere conservativo. Cerchiamo di determinare una funzione poten-

ziale U(z,y, z). Se esistesse una tale U si avrebbe:

2

Uw:x:>U:/:E+c(y,z):%+c(y,z)

Uy=—-2y=0U-= /(—23/) +c(z,2) = —y* + c(x, 2)

3
Uz—3z:>U—/3,z+c(x,y) :§z2+c(x,y)

quindi il campo é effettivamente conservativo e una funzione potenziale & data da

33'2

3
U(z,y,z) = 7—y2+§z2.

S Esempio 8.4.6. Vedere se il campo

Z )

F _ . .

e conservativo e in caso affermativo determinare una funzione potenziale.

SOLUZIONE. Si ha
2xy

(IQ + y2>2

2xy

xF =
0o F (x2+y2)2

75_

= 8yF1

e dunque, dalla condizione necessaria, si ha che il campo considerato non € conservativo.
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% Esempio 8.4.7. (IL TEOREMA 8.4.3 E SOLO UNA CONDIZIONE NECESSARIA)

Per (z,y) # (0,0) definiamo il campo vettoriale F(z, y) e un campo vettoriale 6(x, y) nel modo

-y . T .
F —
(:9) (562+y2>1+(x2+y2>J

O(x,y) = angolo polare 0 di (z,y) tale che 0 < 0 < 27.

seguente:

Quindi x = rcosf(z,y) e y = rsinf(z,y) dove r? = 2% + 3%

Verificare le seguenti proposizioni:

0

(0) 5 Fi(e.9) = 5 Faley) per (2,3) # (0.0).

(b) VO(z,y) = F(x,y) per tutti i punti (x,y) # (0,0) tali che 0 < 6 < 2.

(¢c) F non é conservativo nell’intero piano xy privato dell’origine.

SOLUZIONE. Abbiamo

Fp=—7— = —.
L= 2 + g2 27 2 + 2
Quindi

0 0 y y? — 22 0 x 0
Ay (7 9) oy ( x2+y2> (224422 Ox \ 22+ y? ox 2(79)
per tutti i punti (z,y) # (0,0).
(b) Deriviamo implicitamente le equazioni x = rcosf e y = rsinf rispetto a x per ottenere

0 0
1= a—i = 6—;(3056) — T'Sinea—x
0 0
= G_i = a—;SiHQ—FTCOSQ%.
. or o L . a0 . .
Eliminando 9 da questa coppia di equazioni e risolvendo rispetto a 9 si ricava
x x
00 rsin 6 Yy
ox 72 r? + y?

Analogamente derivando rispetto a y si ottiene

00 T

A — Y
dy  x2+y? 2

Queste formule valgono solo se 0 < 6 < 2m; la funzione 6(x, y) non ¢ nemmeno continua sull’asse

x positivo: infatti se x > 0 allora

lim 6(z,y) =0 lim 6(z,y) = 2.

y—0t y—0~
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Quindi V@ = F vale ovunque nel piano, tranne che nei punti (x,0) con x > 0.

(¢) Supponiamo che F sia conservativo in tutto il piano privato dell’origine. Allora F = VU
in esso, per qualche funzione scalare U(z,y). Ne segue che V(0 — U) = 0 per 0 < 0 < 27 e
0 —U = C con C costante ossia § = U+ C'. Il membro di sinistra di tale equazione é discontinuo
lungo ’asse x positivo mentre il membro di destra non lo ¢. Pertanto i due membri non possono
essere uguali. Questa contraddizione mostra che F non puo essere conservativo in tutto il piano
privato dell’origine.

Nell’esempio preso in esame l'origine é un buco del dominio di F. Anche se F soddisfa la
condizione necessaria per essere conservativa ovunque tranne in questo buco, per poter avere
una funzione potenziale di F si deve eliminare dal dominio di F una semiretta (raggio) o piu in
generale una curva uscente dall’origine e che vada all’infinito. Il campo F non é conservativo

in qualunque dominio contenente una curva che circonda I'origine.

8.5. Domini connessi o semplicemente connessi

L’esempio precedente mostra che la condizione di irrotazionalita non é sufficiente a garantire
che F sia conservativo. La ragione di questo fatto é legata alle proprieta topologiche dell’aperto
in cui il campo é irrotazionale.

La nozione chiave ¢ quella di APERTO SEMPLICEMENTE CONNESSO, di cui daremo solo una

nozione intuitiva.

O Definizione 8.5.1. Un insieme 2 si dice CONNESSO se presi comunque due punti di €2 esiste

un arco di curva continuo che congiunge questi due punti ed é interamente contenuto in (2.

[ Definizione 8.5.2. Un aperto € si dice SEMPLICEMENTE CONNESSO se & connesso € inoltre
soddisfa la seguente condizione: ogni curva semplice, chiusa, interamente contenuta in § pud essere

ridotta, mediante una trasformazione continua, a un unico punto senza uscire da 2

Nel piano sono semplicemente connessi: cerchi, ellissi, poligoni, semipiani, il piano stesso o il
piano privato di una retta; non sono semplicemente connessi il piano (o il cerchio ecc...) privati
di un punto; una corona circolare, piti in generale ogni insieme che presenta un “buco”.

Nello spazio sono semplicemente connessi: sfere, ellissoidi, poliedri convessi, una corona sferi-
ca, un semispazio, tutto lo spazio privato di un numero finito di punti; non sono semplicemente
connessi il toro, la sfera privata di un diametro, lo spazio privato di una retta.

Chiarita questa nozione possiamo enunciare il seguente importante risultato:
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Teorema 8.5.3. Sia F un campo veltoriale di classe C'(A) che soddisfa le condizioni neces-
sarie (8.4.1) in A. Sia inoltre A un aperto semplicemente connesso. Allora F é conservativo
in A. In particolare, qualunque sia A, il campo F ¢ LOCALMENTE CONSERVATIVO.

L’ultima affermazione sta a significare che, visto che A é aperto, ogni suo punto ammette un
intorno sferico B (che percio é semplicemente connesso) tutto contenuto in A; & dunque possi-
bile applicare la prima parte del teorema all’intorno B e dedurne che il campo F ¢ conservativo

in questo intorno (e quindi localmente).

1= Osservazione 8.5.4. Esistono campi che sono conservativi definiti su domini che non sono
semplicemente connessi, come mostra il prossimo esempio.
& Esempio 8.5.5. Vedere se il campo

X i+ Yy
1
4y 4y

F(z,y) = 5

e conservativo e in caso affermativo determinare una funzione potenziale.

SOLUZIONE. Si ha
DFy— - W _5p
(z2+y2)? (2 +y?)?
e dunque la condizione necessaria é verificata; il campo dunque potrebbe essere conservativo.
Tuttavia F é definito su un dominio (il piano privato dell’origine) che non é semplicemente
connesso, quindi non si puo applicare il teorema precedente per concludere che il campo ¢
conservativo. Tuttavia se si va alla ricerca di una funzione potenziale, con semplici calcoli si

verifica che F = VU dove U(z,y) = 3 log(2? + y?) quindi il campo assegnato ¢ conservativo.

8.6. Lavoro o integrale di linea di un campo vettoriale

Il concetto di LAVORO ¢ fortemente connesso ai campi vettoriali, soprattutto quando essi

vengono interpretati come campi di forza.

) Definizione 8.6.1. Il LAVORO ELEMENTARE di una forza ¥ che sposta un punto materiale

di uno spostamento infinitesimo ds = idx + jdy + kdz ¢ per definizione

dL =F -ds = Fidx + Fody + F3dz.
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Il LAVORO DEL CAMPO F LUNGO UN ARCO DI CURVA 7 parametrizzata da r = r(t) = izx(t) +
Jy(t) + kz(t) pert € (a,b) ¢, per definizione, l'integrale di linea del lavoro elementare:

L:/dL:/F-ds:/abF(r(t))-r’(t)dt

:/ [Fa(a(t), y (1), 2(0)2' (1) + Fa(x(t), y (1), 2(0)y' (1) + Fs(a(t), y(1), 2(1))2' ()] dt

a

La quantita F - ds si puo anche riscrivere nella forma F - t ds dove t ¢é il versore tangente alla
curva e ds € I'elemento di arco.

L’integrale f7 F - dr rappresenta pertanto il lavoro totale compiuto da F per spostare il suo
punto di applicazione da r(a) a r(b) lungo ~. Altre interpretazioni sono possibili, a seconda
della natura del campo F. Se la curva é semplice e chiusa, si usa il simbolo f,y F -dr e si chiama
CIRCUITAZIONE DEL CAMPO.

2 Esempio 8.6.2. Calcoliamo il lavoro del sequente campo vettoriale
F(z,y) = y*i + 22yj

lungo un percorso che parte dal punto (0,0) e arriva al punto (1,1)

a) lungo la retta y = x;

b) lungo la curva y = %

¢) lungo la curva continua costituita, nell’ordine, prima dal segmento che congiunge (0,0) e

(0,1) e poi dal segmento che unisce i punti (0,1) e (1,1).
SOLUZIONE. a) Possiamo parametrizzare la retta nel seguente modo:
r(t)=ti+tj 0<t<1

da cui
r'(t) = (1,1).

Allora
1 1
L= / F-ds= / [Fi(z(t), y(6)x'(t) + Fa(x(t), y(t))y'(t)] dt = / 3t dt = 1.
r(t) 0 0
b) Possiamo parametrizzare la curva nel seguente modo:
r(t)=ti+#t}j 0<t<1

da cui
r'(t) = (1,2¢).
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Allora . )
L:/ F-ds:/ [(£2)? + 2tt%21) dt:/ 5ttdt = 1.
r(t) 0 0

¢) Possiamo parametrizzare il percorso nel seguente modo:
r(t)=0i+tj 0<t<1

) =ti+lj 0<t<l

da cui
ri(t) =(0,1)  ry(t) =(1,0).

Allora

1 1 1
L:/ F~ds+/ F~ds:/ [t20+20t1}dt+/ [1+O]dt:/ Lt = 1.
ri(t) ra(t) 0 0 0

QQuindi in questo caso il lavoro del campo vettoriale F ha lo stesso valore su qualunque percorso
da (0,0) a (1,1).

& Esempio 8.6.3. Sia F il campo vettoriale dato da
F =vyi— xj.

Determanare il lavoro del campo vettoriale F lungo i sequenti due percorsi che connetlono i
punti (1,0) e (0,—1)
a) segmento di retta;

b) parte di circonferenza centrata nell’origine percorsa in senso antiorario.
SOLUZIONE. a) Possiamo parametrizzare la retta nel seguente modo:
r(t) =(1—t)i—1tj 0<t<l1

da cui
r'(t) = (—1,-1).
Allora 1 l
L= F.ds= —#)(— SOV — (1) df — g1,
/r(w /o[( H(=1) + (=)A - )(-1)] dt /01 =1

b) Possiamo parametrizzare la curva nel seguente modo:

N W

r(t) = costi + sintj 0<t< -7

da cui
r'(t) = (—sint, cost).
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Allora

3/2m 3/2m
L:/ F-ds:/ [sint(—sint) 4+ (— cost) cost] dt:/ (—=1)dt = —=m.
r(t) 0 0 2

In questo caso l'integrale dipende dal percorso. Tra l'altro il campo non ¢ conservativo, come
si puo facilmente mostrare (non vale la condizione necessaria 0,y = 1 # 0,(—z) = —1). Ci
si pud domandare se c¢’é¢ un legame tra questi due fatti. In seguito si vedra che la risposta ¢

affermativa.

Il lavoro di un campo vettoriale risulta essere un integrale di linea di tipo diverso rispetto a
quelli visti fino a questo momento; per distinguerli gli integrali studiati fino a questo momento
vengono detti INTEGRALI DI LINEA DI PRIMA SPECIE mentre gli altri vengono anche chiamati
INTEGRALE DI LINEA DI SECONDA SPECIE. Nei due casi il vettore tangente alla curva é
coinvolto in modo diverso all’interno dell’integrale e questo ha come conseguenza il fatto che gli
integrali di linea consiederati fino ad ora sono invarianti per cambiamenti di parametrizzazione
della curva, in particolare se la nuova parametrizzazione cambia l’orientazione, cambiando il
verso di percorrenza della curva il risultato rimane il medesimo. Negli integrali di linea di se-
conda specie, invece, se si cambia ’orientazione di una curva, il risultato cambia di segno, quindi
il lavoro dipende dal verso di percorrenza della curva. L’integrale di linea di seconda specie

continua ad essere invariante per cambiamenti di parametro che non alterino 1'orientazione.

8.7. Lavoro di un campo conservativo

Per i campi conservativi vale il seguente risultato:

Proposizione 8.7.1. (INDIPENDENZA DAL PERCORSO)
Sia D un dominio aperto connesso e sia F un campo vettoriale definito su D. Allora le tre
proposiziont sequenti sono equivalents:

a) F ¢é conservativo in D.

b)

%F-drzo

per qualunqgue curva chiusa C liscia e continua a tratti contenuta in D.

¢) Dati due punti qualsiasi Py e Py in D, Uintegrale / F - dr ha lo stesso valore per tutte le
c
curve lisce continue a tratti in D che iniziano in Py e terminano in P;.
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Vale dunque il seguente

Teorema 8.7.2. Se un campo & conservativo in un aperto A e U é un suo potenziale in A,
il lavoro del campo lungo un qualunqgue cammino contenuto in A che congiunge i punti P, e

Py & dato semplicemente da

L=U(P) —U(P).

1l lavoro dunque dipende solo dagli estremi del cammino e non dalla forma del medesimo.
In particolare, il lavoro di un campo conservativo lungo un cammino chiuso (cioé tale che
P, = Py) ¢ nullo.

2 Esempio 8.7.3. Sia dato il campo vettoriale
2
F(z,y) = (M + 2%, —ysinz + 4:cy> ,
x
si stabilisca se g € C®°(R) puo essere scelta in modo tale che F' ammetta un potenziale in tutto
ol suo dominio di definizione, e nel caso calcolarlo.

E chiaro che 'insieme di definizione del campo vettoriale F dipende dalla scelta della funzione
g. Una condizione necessaria affinché il campo F' ammetta potenziale é che valga la condizione

delle derivate in croce. Imponiamo questa condizione e vediamo cosa implica su g. Si dovrebbe

avere ,

D,(—ysinz + 4zy) = D, (y 9() - 2y2)

x
da cui
—ycosx + 4y = M2y+4y
T
. . 1

e questo implica allora che g(z) = ——= z cosx.

Con questa scelta di g vale la condizione delle derivate in croce e si ha
1 2 2 .
F(x,y) = b cosry +2y°,—ysinr+4xry

da cui si vede immediatamente che I ¢ definito su tutto R? che ¢ un dominio semplicemente
connesso. Quindi la teoria ci assicura che il campo dato é conservativo. Calcolo un potenziale
U. Si deve avere

1
Ux:_§ cosxy* + 21° Uy=—ysinx+4xy

da cui ] 1
U= / <_§ cos 12 +292) do = 5 y*(=sinz) + 22y* + Ci(y)
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ma anche
2

U= /(—y sinz +4zy)dy = —% sinz + 22 y® + Cy(x).

A questo punto posso senz’altro scegliere C(y) = Cay(x) =0e
Lo 2
Ulx,y) = —3Y sine +2zy”.
& Esempio 8.7.4. Si calcoli l'integrale curvilineo va - dry, dove
G(z,y) = (— cosy, xsiny)e‘”(c"sy), v:[0,1] = R?, ¢+~ (cos(tm) + 12,1+ t2).

Si tratta di calcolare un integrale curvilineo di seconda specie, cioé un integrale di un campo
vettoriale. Vediamo se il campo G & conservativo. Il suo dominio di definizione ¢ R? che ¢

semplicemente connesso; vediamo se vale la condizione delle derivate in croce. Dovrebbe essere
: z(cosy)\ __ z(cosy
D, (x siny e®“¥)) = D, (— cosy e*(<=¥))

da cui

cosy)

siny €Y 4+ 1z siny ™Y cosy = siny €Y + cosy ™ T siny.

Quindi la teoria ci assicura che il campo G é conservativo. Troviamo un potenziale U. Deve

essere
U, = — cosy e”(csY) U, =z siny e®(osy)
da cui
U= /(— cosy €2V dg = —e(€Y) 1 O (y)
e anche

U= /(:1: siny (V) dy = —e®(Y) 1 Cy(x)

quindi posso senz’altro scegliere C)(y) = Cy(x) = 0 e U(z,y) = —e™(c5¥),
A questo punto

/ G- dy = U(x(1)) = U(+(0))

da cui
(1) =(0,2)  ~(0)=(1,1)

/G-d7: —1 4 et

~
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8.8. |l linguaggio delle forme ditferenziali

I concetti di LAVORO DI UN CAMPO VETTORIALE, CAMPO CONSERVATIVO, CAMPO IRRO-
TAZIONALE possono essere espressi equivalentemente usando un linguaggio diverso che ¢ quello
delle FORME DIFFERENZIALI. La teoria delle forme differenziali é in realtd una teoria mate-
matica profonda e complessa che permette di dimostrare risultati molto generali; qui ci interessa
soltanto segnalare una terminologia alternativa per concetti che gia conosce. Il motivo € che

entrambi i linguaggi sono molto usati nella letteratura scientifica e vanno pertanto conosciuti.

Linguaggio dei campi vettoriali Linguaggio delle forme differenziali
Sia F =1iF] + jF, + kF; Sia F =iF] + jF; + kF;

Lavoro elementare di F Forma differenziale

dL = Fydzx + Fody + Fsdz w = Fidx + Fydy + Fsdz

Lavoro del campo F sul cammino ~ Integrale della forma w sul cammino ~
J,F-ds = [TE(x(t)) - x'(t) dt Jw= [ B((t) - v'(t) dt

F ¢ conservativo w € esatta

U :F =VU i w=df = fodo + f,dy+ f.dz

F ¢ irrotazionale w ¢ chiusa

rot F =0 rot F =0

Un campo conservativo € irrotazionale | una forma differenziale esatta é chiusa
Un campo irrotazionale in un aperto una forma differenziale chiusa in un dominio
semplicemente connesso € conservativo | semplicemente connesso é esatta.

8.9. Formula di Gauss-Green nel piano

In questo paragrafo ci occupiamo della relazione tra integrali doppi e integrali di linea. 1
risultati che andremo a presentare sono casi particolari di teoremi della divergenza e del rotore
che presenteremo in seguito.

Sia D un dominio semplice rispetto a entrambi gli assi, cioé z-semplice e y-semplice; sia

F(z,y) = P(z,y)i+ Q(z,y)]
un campo vettoriale di classe C*(D).

O Definizione 8.9.1. Diciamo che il bordo di D, 0D é ORIENTATO POSITIVAMENTE quando su
di esso é fissato il verso di percorrenza ANTIORARIO; in caso contrario diremo che € ORIENTATO
NEGATIVAMENTE. Per sottolineare |'orientazione useremo i simboli 97D e 0~ D rispettivamente.
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Premettiamo il seguente risultato.

Proposizione 8.9.2. Sia F € C}(D).
(a) Se
D={(z,y) eR*:a<a<h gi(r) <y < gaofa)}

con g1, ge funzioni continue su [a,b] allora

//dedy——/ Pdx
o+D

D:{(:my) GRQ;ngSd, hl(y) <z < hZ(y)}

(b) Se

con hy, he funzioni continue su [c,d] allora

//D@wdxdyz [ quy

Vale il seguente teorema.

Teorema 8.9.3. Sia D un dominio limitato di R? semplice rispetto a entrambi gli assi. Se

F = Pi+ Qj ¢ un campo vettoriale di classe C*(D) allora vale la formula

// dmdy—/ Pdx+Qdy
o+D

1z Osservazione 8.9.4. La formula precedente vale anche per domini pit generali, per esempio

domini esprimibili come unione di un numero finito di domini semplici rispetto a entrambi gli assi,
a due a due disgiunti.

% Esempio 8.9.5. Si calcoli I'integrale curvilineo (il lavoro) del campo vettoriale

v(z,y) = (cos(y + x),sin(y — x))

lungo la curva data dai lati del triangolo di vertici (0,0),(—1,0) e (0,1), percorsi in senso

antiorario.

QQuesto esercizio pud essere risolto in due modi.
PRIMO MODO. Siano

n={lzy eR?y=0+1 A 0<z <1}
2 ={(z,y) ER*:y=0 A —1 <z <0}

3={(z,y) eR*:2=0 A 0<y <1}
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Troviamo una parametrizzazione di questi tre segmenti. Si ha

r=—t
n(t) = 0<t<1 () =(-1,-1).
y=1-1

r=t—2
Ya(t) = { 1<t<2 5(t) = (1,0).
{ 2<t<3 v5(t) = (0,1).

A questo punto

L:Av(x,y)-dsz/ﬂw/ww/%v:/ol{cosu—t—t](-1)+sm[1—t+t](—1)}dt

+ /2{008[0 +(t—2)]1+sin(t+2—-0)0}dt
+ /g{cos[t —2+40]0+sin(t—2—-0)1}dt = /1[— cos(l —2t) —sinl]dt

2 3
+ / cos(t — 2) dt + / sin(t — 2) dt
1 2

31 1
—sin 1 + sin(t — 2) =35 sin(—1) — 3 sinl —sinl
2

2
— cos(t — 2)
1

1
=5 sin(1 — 21)

1
0

—sin(—1) —cos14+1=1—cos1—sinl1.

SECONDO MODO. Utilizzo la formula di Gauss-Green nel piano: sia D un dominio limitato
in R? che sia semplice rispetto ad entrambi gli assi. Se v = Pi+ Qj € C}(D), allora vale la

formula

//D(Qx—Py)dxdyzA+Dpdx+Qdy,

dove 07D ¢ il bordo di D orientato in senso antiorario. Nel nostro caso P = cos(y + ),
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Q =sin(y — z), D é il triangolo di vertici (0,0), (—1,0) e (0,1). Allora

/v ds = // —cos(y — x) + sin(y + z)] dxdy—/ / —cos(y — ) dx dy
// sin(y + o) dydx—/_[—sm(y—x)]

:/_1(—sml+sm( ))dx+/0(—cos(2a:+1)—|—cosx)da:

-1

z+1

+1 0
dx + / [—cos(y+x)]| dx
0 —1

0

1 1
:—sin1+1—cosl—§ sin1+§ sin(—1) —sin(—1) =1 — cos 1 — sin 1.

8.10. Calcolo di aree mediante integrali curvilinei

I risultati della sezione precedente possono essere usati per calcolare ’area di un dominio D
ammissibile per il teorema di Gauss-Green nel piano mediante un integrale curvilineo esteso su

tutto 0D. Infatti scegliendo P(x,y) = y nella Proposizione 8.9.2 si ha

area(D)—// 1dxdy——/ ydx
D o+D

mentre scegliendo Q(z,y) = x nella Proposizione 8.9.2 si ha

area(D):// 1dxdy:/ x dy
D o+D

Quindi sommando e dividendo per 2 si ottiene

1
area(D)://1d350ly:§/a+ (xdy —ydx)
D D

% Esempio 8.10.1. Sia £ C {(z,y) : * > 1, y > 1} insieme con frontiera regolare. Quale

dei seguenti integrali é uguale all’area di E7

]__
/ Ly de (b)/ v dr + 2% dy
€ OtE

OtE
1l—=x
(c) y dx + log(wy) dy (d) log(zy) dy
orEp X O+E

Se F' = (Fy, Fy), allora la formula di Gauss-Green nel piano dice che (sotto opportune ipotesi

dul dominio D)
//(Fl)ydxdy:—/ Fdx
D a+D
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//(Fg)xdxdy:/ Fydy
D o+ D

//D((Fl)y‘l'(Fg);c)d:de:/(%D(FQdy_Fl &),

da cuil

L’area di D ¢ [ [, dxdy quindi va bene un qualunque campo tale che
(F1)y + (F2). =1

Nel nostro caso dunque l'unica che funziona é quella del caso (c); infatti, ponendo F; =

L2y = (1-1)ye K =log(ay), si ha

8.11. Area e integrali di superficie

8.11.1. Area di una superficie

L’idea di questo paragrafo é quella di estendere il concetto di integrale doppio andando a
integrare non piu solo su un dominio bidimensionale piano ma anche su oggetti pit generali,
per esempio su superfici. Questo permette anche di poter calcolare, ad esempio, ’area di una
superficie. Le applicazioni sono evidenti, soprattutto in fisica (calcolo di massa o carica elettrica
dislocata su superfici).

Sia dunque X una superficie regolare descritta da equazioni parametriche

8
Il
—
£
<
~—

(u,v) € A C R?

<
I
<
—~
S
<
~

che si puo sintetizzare nell’equazione vettoriale
r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + 2(u,v)k (u,v) € A C R?.

Sappiamo che il vettore r, X r, ¢ un vettore normale al piano tangente alla superficie; d’altra
parte, dalle proprieta del prodotto vettoriale, si puo affermare che il modulo del vettore r, x r,
rappresenta l'area del parallelogramma individuato dai due vettori, che in prima approssi-
mazione uguaglia 'area del “parallelogramma curvilineo” disegnato sulla superficie e compreso

tra le linee coordinate. E ragionevole allora dare le seguenti definizioni.
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[ Definizione 8.11.1. Si dice ELEMENTO D’AREA SULLA SUPERFICIE la quantita
dS = |ry X r,|dudv.

L'AREA DELLA SUPERFICIE é data dalla formula

a(Z)://EdS://A|ru><rv|dudv.

iz Osservazione 8.11.2. |l valore di a(3) non dipende dalla parametrizzazione scelta. Inoltre

per definizione di superficie regolare parametrizzaa I'elemento d'area non si annulla mai.

% Esempio 8.11.3. (AREA DI UNA SUPERFICIE CARTESIANA) Sia ¥ una superficie carte-

siana, che si puo esprimere come grafico di una funzione z = f(x,y), con (x,y) € A C R Si

ha dunque
r(z,y) = zi+yj+ f(z,y)k
da cui
ij k
rp;Xry, =110 f, |=—fl-fi+tk
01 f,
Allora

‘I‘uXI'U|: \/1+’vf|2

da cui la formula dell’area diventa
a(X) = // V1+|Vf2dedy
A

% Esempio 8.11.4. (AREA DI UNA SUPERFICIE DI ROTAZIONE) Sia ¥ una superficie di
rotazione espressa attraverso le seguenti equazioni parametriche (per esempio ottenute mediante

rotazione attorno all’asse x)

x = z(t) cos 0

y=y(t)sind teI CR, §€]0,2n)
z = z(t)
da cui
) ; K
r, Xrg=| 2/(t)cosf a'(t)sin@ 2'(t) | = —x(t)2'(t) cosOi— x(t)2'(t) sinbj + z(t) 2'(tk

—z(t)sin® z(t)cosd 60

Quindi I'elemento d’area diventa

dS = |z(t)|\/2' (1) + 2/ ()2 dt db
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da cui la formula dell’area diventa
a(X) = // |z(t)|\/ 2! ()% + 2/(t)? dt df
Ix[0,27)
a Esempio 8.11.5. Calcolare I'area della superficie S intersezione della “sella ¥ := {(x,y, z) €
R3 |z = wy} con il solido cilindrico C := {(x,y,2) € R?|2? + ¢y* < 4}.

Si tratta di un calcolare I'area di una superficie. Prima di tutto occorre determinare una

parametrizzazione della superficie . Scegliamo ad esempio
ri ACRZ =R r(p,0) = (x(p,0),y(p,0),2(p,0))

dove
x = p cost

y = p sinf
2z = p? sinf cosb.

Il fatto che la sella ¥ si interseca con il solido cilindrico ci da la variabilita dei parametri p e
0 :sihainfatti 0 < p<2ef € [0,27].

Allora si ha
r(p,0) = (p cosB, p sinf, p* sin @ cos f)

ro(p,0) = (cosf,siné,2p sinf cos )

r9(p,0) = (—p sinb, p cos®, p> (cos? § — sin? §)

e
i J k
Tp \NTo = cos sin 8 2 p sinf cosf
—psinf pcosh p*(cos®f — sin?0)
quindi

r, Arg =ip? (cos® @ sinf — sin® @ — 2 sinf cos® ) + j (—p*) (2 sin® @ cos O + cos® § — cos O sin* 0)
+k(p cos®d + psin®0) = (—p® sin@) i+ (—p? cosh)j + pk.

Da questo si deduce che
rp Aol =/ pt+p? = p/pP+ L

Quindi

2
zoem 24 1)3/? 2 14
//1dS:/ / o Tdodp = x P — T8 1=
. o Jo 3/2 3 3

0
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8.11.2. Integrale di superficie di una funzione continua

Sia F' una funzione continua, definita in una regione dello spazio contenente la superficie .

La sua restrizione sulla superficie é

F(u,v) = F(z(u,v),y(u,v), z(u,v))

ed & naturale definire 'integrale di F' su ¥ tramite la formula

//FdS://F(u,v)\ruxrv|dudv
s A

Quindi I'integrale di superficie di F' si esprime per mezzo di un integrale doppio in un dominio

piano.

S Esempio 8.11.6. Calcolare I'integrale superficiale fz(?)z — 1)dS, dove 3 é la porzione di
2 +y* < }1} e

ellissoide di equazione x> + y? + § = 1 racchiusa nel cilindro {(a:,y, z) € R?

situata nel semispazio {z > 0}.

Dobbiamo innanzitutto determinare una parametrizzazione della superficie considerata. Ri-
solveremo l'esercizio in due modi, lavorando con due diverse parametrizzazioni della superficie.

PRIMO MODO. Poniamo
x = pcost

y = psinf
2 =+/2(1— p).

Siccome la superficie sta nel semispazio {z > 0} si prendera la seguente parametrizzazione per
)y

r:(p,0) = (z(p,0),y(p,8),2(p,0)) = (p cosb, psinb, \/2(1 — p?)) p R 0el0,27].

Imponendo che la superficie sia racchiusa dal cilindro, si ottiene la seguente restrizione su p

1 1
2< <p< =,
reyzisrsg
Sia allora
A:={(p,0) eR" x [0,27] : 0< p<1/2, 0 €]0,2n]}.
Si ha
1 2
r,= COSQ,SiIlQ,\/E—(—Qp) = cos@,sin@,—&
24/1—p? 1—p?
e

rg = (—p sinf, p cos,0)
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quindi
i j k
A —V2p V2 p? cosf /2 p? sinf
Tp/\NTg = cos sinf @—— |~ ) P -
/T—p2 V1-p2 1= p?
—psin® p cosf 0
Allora
2 pt 20" +p* —p? pt+ p? PP +1
/\ — 2 — _— = — _—
|TP 7’9’ \/1_p2+p \/ 1_p2 1_p2 P 1_p2
Quindi

241
/(32—1)d5=//(3\/§\/1—p2—1),01//1)—+ﬁ)2dpd9
X A -
1/2  p2r /2 p2m 241
:/ /3\/§p\/p2+1d9dp—/ /p,/%ded
0 0 0 0 -p

l/2p\/p<+ dp—- +1)¥2 4 C;

ora troviamo la seguente primitiva
PP +1
Py T——= dp
/ | 1-02

Prima di tutto effettuiamo il seguente cambio di variabile

p+1 [22 —1 2z [22+1
1—p 1+ 22 22412V 22-1
/ p2+1d / [22 —1 2z Z2—|-1d / 222 g
_ —= A Z = — = az.
P 1 —p? P 2241 (2412 V 22-1 (224 1)2

Adesso integrando per parti si ottiene

Osserviamo che si ha

da cui

222 2z z
mdz: mzdz:—22+l+arctanz.
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Quindi

1/2  p2r /2 pom P2+ 1
by 0 0 0 0 -

\/5/3

1/2

— 27 | — i + arctan z
. 2241

5\ 53 5 1
=27 [\/5 <(Z) —1)—i-\/;g—arctan\/;—é—karctanl].

Si puo anche procedere con parametrizzazioni diverse per la superficie; il risultato non cambia.

:2\/§7T (pQ + 1)3/2

1

8.12. Flusso di un campo vettoriale attraverso una superficie

Consideriamo un campo vettoriale F' e una superficie X trasversale alle linee di campo. L’inte-
grale su X della componente di F normale a Y rappresenta il FLUSSO DI F' ATTRAVERSO X e
gioca un ruolo fondamentale nella formulazione di molte leggi fisiche e in svariate applicazioni.

Obiettivo di questo paragrafo sara quello di definire correttamente questo concetto.

8.12.1. Superfici orientate. Bordo di una superficie.

Sia X una superficie regolare parametrizzata da
r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € T CR?
dove T é un dominio decomponibile in un numero finito di insiemi semplici. Allora i versori
n = vers(r, X r,) —n = —vers(r, Xr,)

sono entrambi normali alla superficie 3 e la scelta di uno dei due corrisponde a privilegiare
uno dei due “lati” della superficie (per esempio il “lato interno” o il “lato esterno” di un guscio
sferico); quindi la scelta di uno dei due versori puo essere legata al concetto di orientazione

della superficie stessa.

O Definizione 8.12.1. Una superficie regolare ¥ si dice ORIENTABILE se, per ogni curva continua
chiusa che giace sulla superficie, parametrizzata da r : [a,b] — X si ha che n(r(b)) = n(r(a)).
Detto altrimenti, se si segue il versore normale alla superficie lungo una curva chiusa che giace sulla

superficie stessa, dopo un giro completo il versore normale deve avere di nuovo lo stesso verso.
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O Definizione 8.12.2. L'ORIENTAZIONE su una superficie &€ dunque determinata da una scelta
del versore, n o —n. Una superficie si dice ORIENTATA se su di essa é stata scelta una delle due

possibili orientazioni.

& Esempio 8.12.3. Esempi di superfici orientabili sono le superfici cartesiane. Per una

superficie di equazione z = f(x,y) si ha infatti
_ —hi-fitk
VIHIVIP

e questo versore normale risulta essere sempre rivolto verso I’alto. Invece per una sfera o un

toro, il versore n risulta sempre interno o esterno a seconda della scelta dei parametri u e v.

1z Osservazione 8.12.4. Non tutte le superfici sono orientabili. La pit famosa ¢ il cosiddetto
NASTRO DI MOEBIUS: esso consiste in una striscia di carta con gli estremi uniti in modo da formare
un anello ma avendo fatto compiere un mezzo giro a uno dei due estremi prima di unirli. In questo

caso infatti la superficie ha un solo lato e non puo essere orientata.

Per quanto riguarda la nozione di BORDO DI UNA SUPERFICIE, essendo una questione piuttosto
delicata, ci limitiamo a considerare solamente il caso in cui 7" sia un dominio decomponibile
in un numero finito di domini semplici (quindi 7" chiuso) e tale che la parametrizzazione della
superficie realizza una corrispondenza biunivoca tra 1" e X. In tal caso non ci sono autointer-
sezioni, e visto che 1" si puo decomporre in un numero finito di domini semplici, il bordo di T’
¢ un’unione finita di curve che vengono trasportate tramite la parametrizzazione in un numero
finito di immagini I';, ¢ = 1, ... N di tali curve. Allora l'orientazione di X, ottenuta scegliendo
uno dei due lati della superficie, induce un’orientazione positiva di ciascuna delle curve che
compongono il bordo: allora si sceglie il verso di percorrenza di ogni curva in modo tale che
percorrendole rimanendo sul lato di X che si é scelto come positivo, si lasciano i punti di X alla

sinistra. Quando il bordo della superficie & orientato positivamente si usa il simbolo 07 X.

8.12.2. Flusso di un campo vettoriale attraverso una superficie orien-

tata

Siamo pronti per dare la seguente definizione.

O Definizione 8.12.5. Dati una superficie regolare orientata ¥ con un versore normale n e
un campo vettoriale F di classe C! in un intorno di ¥, si definisce FLUSSO DEL VETTORE F
ATTRAVERSO X nella direzione e verso di n l'integrale

(I)(F;Z)://EF-ndS (8.12.1)
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Cerchiamo di calcolare operativamente l'integrale (8.12.1). Se
r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k (u,v) € T CR?

é la parametrizzazione usata per X allora visto che

= DX s = ey x vy | dudy
T, X 1y
si ha
@(F;Z)—//F-(ruxrv)dudv
T
dove

F(u,v) = F(z(u,v),y(u,v), z(u,v))

i Osservazione 8.12.6. Il segno del flusso dipende dall’orientazione scelta sulla superficie. Se
si cambia orientazione (quindi se si cambia segno al vettore r, x r,) allora anche il flusso cambia

segno.

& Esempio 8.12.7. Sia V(z,y,2) = (22, zy,2* + y?) un campo vettoriale in R3. Calcolate,
usando la definizione, il flusso uscente di V attraverso la superficie laterale S del cono C di
vertice P = (0,0,4) e base il cerchio sul piano {z = 0} di equazione x* + y* = 16 (si calcoli

cioé / / V - ndS, n versore normale uscente). Si noti che in questo caso la superficie laterale
s
S del cono é il grafico della funzione c(x,y) = 4 — /22 + 3.
Sia
r:ACR?* =R r(t,u) = (x(t,u), y(t,u), z(t,u))

una parametrizzazione della nostra superficie. Allora il flusso ®g di V' uscente dalla superficie

S ¢ dato dalla formula
g = // Vi(x(t,u),y(t,u), z(t,uw)) (re Ary)(t, w) dt du.
A

Risolviamo l'esercizio in due modi diversi, utilizzando due diverse parametrizzazioni della
superficie S.
PRIMO MODO. Sia

riRY < [0,27) = R r(p,0) = (z(p,0),y(p,0), 2(p,0))

dove
x = p cost
y = p sinf
z=4—p
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L’equazione di z é stata ricavata tramite = e y da c¢(x,y) =4 — \/m Essendo C' un cono
di vertice P e base il cerchio sul piano {z = 0} di equazione z* + y* = 16, si deduce che deve
essere 0 < p < 4 mentre 6 € [0, 27).

A questo punto

rp(p,8) = (cos,sinf, —1) ro(p,0) = (—p sinb, p cos,0)

i ik
r, Nrg=| cosf sinff  —1 |=(pcosb,psinb,p)

—psinf pcosf 0

che & un vettore uscente.

Ora

4
@S—/ / ((4—p)pcos@pcostd+ (4—p)psindpsind + p? p)dfdp
o Jo

4
4 2 3
512
:// (4=p) P>+ ) dpdo =87 | =2 "r
o Jo 3], 3

SECONDO MODO. Sia

r:R?> 5 R? r(s,t) = (x(s,t),y(s, 1), 2(s, 1))

dove
=35
y=1
2 =4 — /52 4 2

con la limitazione v/s2 + t2 < 4.
A questo punto

s t
TS(S,t) = (1,0, —ﬁ) T't(S,t) = (O, 17 —\/82:—’—#)

S
_ |11 0 —— | _ S ¢
Ts ATt = V82412 _(\/52+t2’\/32+t271)

che é un vettore uscente.
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Or

a
SSs tt
@z// 4—V24+12) ———+ (4= V2 +12) ——— + (s + t2) L ds dt
52+t2§16(( % ) =7 4-V >T+t2 ( )

:// = (4 —Vs2+12)Vs2 + 12+ 52+ t*dsdt
52+t2< 16

che per mezzo di un cambio di coordinate (da cartesiane a polari) da lo stesso risultato del

passo precedente.

8.13. Teorema della divergenza

Siamo dunque pronti per enunciare uno dei risultati pitt importanti del nostro percorso, sia
perché riassume (dal punto di vista matematico) molti dei concetti su cui abbiamo lavorato
fino ad ora, sia perché dal punto di vista applicativo si ritrova in moltissime branche della fisica

matematica ed é impiegato in uno svariato numero di applicazioni.

Teorema 8.13.1. (TEOREMA DELLA DIVERGENZA O DI GAUSS) Sia D C R?® un dominio
limitato, semplice rispetto a tutti e tre gli assi cartesiani, la cui frontiera é una superficie
regolare e orientabile; indichiamo con n. il versore normale esterno a 0D e sia F = Fii +

Fyj + Fsk un campo vettoriale di classe C1(D). Allora vale la formula

///V-Fdxdydz—// F-n.,dS
D oD

0F, n 0F N 0F;
ox Jy 0z

dove ricordiamo che

V.F:

Il teorema della divergenza si puo dunque riassumere come: il flusso di un campo vettoriale
uscente da una superficie chiusa uguaglia ["integrale della divergenza del campo nella regione
racchiusa dalla superficie stessa. 1l teorema rappresenta un’equazione di bilancio tra le due

quantita.

& Esempio 8.13.2. Con riferimento all’Esempio 8.12.7, provare a risolverlo usando il teorema

della divergenza e commentare i risultati ottenuti.

Proviamo dunque a risolvere il precedente esercizio utilizzando il teorema della divergenza.

Dovremmo calcolare 'integrale triplo sul cono C' della divergenza del campo vettoriale V. Sia
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® il risultato di tale integrale. Ci si aspetterebbe & = $g5. Si ha

mVVWWJ)=fz@@*ugwy%+éﬂf+y%:z+z+0:2z

ox dy 0z
Parametrizzo il cono con coordinate cilindriche, quindi si ha
x = pcost
y = p sinf
z=2z.

con le limitazioni
0<p<4 0<0<27 0<z<p.

Da cui
4 2w 4—p 4 4
@c:/ / / 22pdzd9dp:27r/ p[4—p]2dp:27r/ [16 p — 8 p* + p*] dp
o Jo Jo 0 0
4 4 1
2 3 4
P A0 8 5121 128
=2 16 —| —8— — =2 16-8——--644+64| =27 192 — —| = —
B s 0+ 1 " { 3 0t ] W{ 3 3 "

e quindi chiaramente & # Pg.

Il problema ¢ che se vogliamo applicare il teorema della divergenza, il bordo del cono non é
solo dato dalla sua superficie laterale S ma anche dalla superficie di base, quindi l'integrale
triplo di div V' é uguale al flusso attraverso la superficie S e il cerchio di base del cono. Il flusso
attraverso la superficie S é stato calcolato nella prima parte dell’esercizio, ora calcoliamo il

flusso attraverso la superficie di base. Parametrizziamo il cerchio di base

xr =S
y=t1
z=20

con la condizione s? + t? < 16. Stavolta perd il versore normale ¢ rivolto verso l'interno

(entrante). Facciamo un cambiamento di variabili (che non cambia l'orientazione del versore

normale)
x = pcost
y = psinf
z=10

quindi il cerchio di base del cono puo essere parametrizzata nel seguente modo

r(p,0) = (p cosB, p sinb,0).
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A questo punto

rp(p,0) = (cosd,sinb,0) ro(p,0) = (—p sinb, p cosb,0)

i ik
T, NTo = cos @ sinf 0 |=(0,0,p)

—psin@ pcosf 0

che é un vettore entrante. Quindi

4 p27 PL
q):—// pPpdp=—271—
o Jo 4

Sommando i due contributi, ciascuno col proprio segno si ha

512 128
— = 1281 = —

3 3

4
= —128 7.
0

e in questo modo il teorema della divergenza é stato applicato correttamente.

% Esempio 8.13.3. (EQUAZIONE DI CONTINUITA DELLA MASSA) Sia v = v(x,y,z,t) il
campo di velocita di un fluido, sia p = p(z,y, z,t) la sua densita e D elemento di volume
occupato dal fluido. Sia dS un elemento infinitesimo di superficie e n il suo versore normale.
La massa di fluido che attraversa tale superficie nell’unita di tempo é pv -ndS; integrando su

0D si ottiene il flusso uscente di pv attraverso 0D. Per il teorema della divergenza si ha

///DV~(pv)dxdydz://aDpV-nedS

D’altra parte la quantita di fluido uscita da D nell’unita di tempo ¢ anche uguale alla variazione

della massa rispetto al tempo (con segno cambiato! perché la massa si conserva) e visto che

m:///pdxdydz
D

assumendo di poter derivare sotto il seqno di integrale si ha

dm dp
—— = —dzrdydz.
dt / / R T
Riassumendo abbiamo dunque

///D{%*V'(/JV)} dr dydz = 0
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dp B
E‘FV'(,OV)—O

Questa equazione prende il nome di EQUAZIONE DI CONTINUITA DELLA MASSA ed esprime il
principto di conservazione della massa. Si noti che se un flurdo é incomprimibile allora la sua

densita p & una costante per cui ['equazione di continuita della masssa st riduce a

V.-v=0

8.14. |l teorema di Stokes o del rotore

Concludiamo con questo altrettanto importante risultato.

Teorema 8.14.1. (TEOREMA DEL ROTORE O DI STOKES) Sia X una superficie regolare
orientata con versore normale n, dotata di bordo O orientato positivamente. Supponiamo
inoltre che 07X sia una curva regolare (o lunione di pit curve regolari); sia T il versore
tangente a 07X, Se F = Pi+ Qj+ Rk ¢ un campo vettoriale regolare definito in un intorno

di 3 allora vale la formula

//(v xF)-ndS=¢ F-Tds (8.14.1)
by oty

Il precedente teorema si puo riassumere dicendo: il flusso del rotore di un campo vettoriale
attraverso una superficie ¥ uguaglia la circuitazione del campo lungo il bordo della superficie

stessa, se orientato positivamente.

1z Osservazione 8.14.2. |l teorema di Stokes vale anche nel caso particolare di una superficie
orientabile chiusa, quindi priva di bordo; in questo caso il secondo membro dell'integrale (8.14.1)

sara nullo.
i Osservazione 8.14.3. Se scriviamo
n = cos(n,i)i+ cos(n, j)j + cos(n, k)k

e osservando che
T ds = dri+ dyj + dzk
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la (8.14.1) diventa in forma esplicita
[ 1= @oycosty + (P - o) costin ) + (@ — By costin 9] a5
>
= j{ Pdxr+Qdy+ Rdz
oty

Nel caso particolare in cui la superficie ¥ coincide con un dominio D del piano zy (con frontiera

regolare) e F sia un campo vettoriale piano

F(z,y) = P(z,y)i + Q(v,y)j

allorasihan=ke (VxF) -n=(Q, — P,) quindi la precedente formula si riduce a

// - P, dxdy—]{ Pdx+ Qdy
o+tD

che altro non ¢ che il TEOREMA DI GAUSS-GREEN nel piano. In questo senso il teorema di Stokes

risulta essere una generalizzazione del teorema di Gauss-Green.
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CAPITOLO 9

Serie di Fourier

9.1. Cenni sulle serie di funzioni

Sia data una successione di funzioni
fo: I —R n>1

definite su un intervallo I. A partire dalla successione dei numeri reali {f,(z)},>1 per ogni

x € I si puo considerare la serie
> falz) (9.1.1)
n=1

che, per ciascun z fissato, puo essere una serie convergente, divergente o irregolare.

O Definizione 9.1.1. La (9.1.1) si dice SERIE DI FUNZIONI. Se per un certo z € I la (9.1.1) ¢,
rispettivamente, una serie numerica convergente, divergente o irregolare, diremo che LA SERIE DI
FUNZIONI E CONVERGENTE, DIVERGENTE O IRREGOLARE rispettivamente. Se si ha convergen-
za della serie di funzioni per tutti gli z € I* C I allora diremo che la serie di funzioni CONVERGE
PUNTUALMENTE in [*.

[ Definizione 9.1.2. Sia [ C R un intervallo e siano f,, : I — R, n = 1,2,3,... Diremo che
la serie di funzioni (9.1.1) CONVERGE TOTALMENTE in [ se esiste una successione {a,}>°, di
numeri reali positivi tali che

() |fu(2)| < a, perogniz eI, neN;

(i) D02 | a,, converge.

i Osservazione 9.1.3. Osserviamo che la convergenza totale di una serie di funzioni in I implica

la convergenza assoluta e quindi la convergenza semplice (e quindi puntuale) della serie, per ogni
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9 SERIE DI FOURIER

x € I. Pertanto risulta ben definita la funzione, somma della serie
fiI=R o f@) =) fulx)
n=1

La convergenza totale ¢ un’ipotesi piuttosto forte; allo stesso modo la convergenza puntuale
é un’ipotesi piuttosto debole. Ci sono altri tipi di convergenza che possono essere considerati

come intermedi ai due, ma il loro studio esula dagli scopi di questo corso.

9.2. Serie di potenze

9.2.1. Definizione e proprieta

[ primi esempi di serie di funzioni che abbiamo incontrato nel nostro percorso sono tutte le

serie di Taylor di funzioni derivabili infinite volte, per esempio la serie esponenziale
e n
x ,
Z — =e" reR
n!
n=0
Si tratta in tuttii casi di serie della forma
[o.¢]
Z an ",
n=0

Anche la serie geometrica ha questa forma, con a, = 1 ed & ben definita (converge puntual-

mente) se —1 < x < 1. Diamo pertanto la seguente definizione.

O Definizione 9.2.1. Si dice SERIE DI POTENZE di centro xy € R una serie di funzioni del tipo

o
> an(z —xo)" (9.2.1)
n=0
dove {a,}5%, & una successione a valori reali e x € R. Gli a, si dicono COEFFICIENTI DELLA
SERIE DI POTENZE.

Per le serie di potenze, l'insieme degli « per cui si ha convergenza é sempre un intervallo, detto
INTERVALLO DI CONVERGENZA; la meta della lunghezza di questo intervallo si dice RAGGIO
DI CONVERGENZA. Precisamente si ha:
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9.2 SERIE DI POTENZE

Teorema 9.2.2. (RAGGIO DI CONVERGENZA) Si consideri la serie (9.2.1) e supponiamo

¢ = lim </|a,|

che esista il limite

n—oo
€ poniamo
% {0, 00
R=1 t+0 (=0
0 =00
Allora:

se |x — xo| < R la serie (9.2.1) converge (assolutamente);
se |x — xo| > R la serie (9.2.1) non converge.
1l numero R si dice RAGGIO DI CONVERGENZA della serie di potenze.

i Osservazione 9.2.3. Nel caso [z — xy| > R si ha non convergenza, quindi la serie di potenze
puo essere o divergente o irregolare. Se R = 0 si ha convergenza solo per x = xy; se R = oo si ha
convergenza su tutto R. Se z = x¢ £+ R (gli estremi dell'intervallo di convergenza), nulla si pud dire
e in effetti la serie pud convergere, divergere o essere irregolare a seconda dei casi, quindi questi

casi vanno analizzati a parte.

i Osservazione 9.2.4. Si pud dimostrare che per una serie di potenze il numero

(= lim 1/|ay,|

n—oo
esiste sempre, anche se questo non & a priori owvio (il limite potrebbe a priori non esistere, ma per

una serie di potenze esiste sempre).

Alternativamente, si puo usare il seguente criterio per il calcolo del raggio di convergenza.

Teorema 9.2.5. (CRITERIO DEL RAPPORTO PER LE SERIE DI POTENZE) Si consideri la
serie (9.2.1) e supponiamo che esista finito o infinito il limite
|ant

/= lim
n—0o |Gn|

Allora il raggio di convergenza della serie di potenze é

¢ # 0,00
(=0

! =00

=
Il

S e N
8
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& Esempio 9.2.6. Calcoliamo il raggio di convergenza della serie geometrica (serie di potenze

di centro xy = 0)
oo
> "
n=0

Si ha a, = 1 dunque ¢ = 1 e infatti si ha convergenza per z € (—1,1). Cosa succede agli

estremi dell’intervallo? Se z = 1 allora si ha

S
n=0

che diverge mentre se x = —1 si ha

che é irregolare.
~ Esempio 9.2.7. Calcoliamo il raggio di convergenza della serie di Taylor di e® e log(1+ x)

Sono entrambe serie di potenze centrate nell’origine. La serie esponenziale ha espressione

o xn
>
n=0
quindi a,, = 1/n! e per cui
. An+1 ) 1
hm’n+’:hm =0

quindi la serie di Taylor di e* converge su tutto R.

Invece la serie di Taylor di log(1+ ) &

Z(_l)n—i—l x_n
n=0 n
quindi
-1 n+1 1
B |
n n

quindi il raggio di convergenza é uguale a 1. Se z = 1 allora la serie di potenze diverge (serie

armonica) mentre se © = —1 converge (per il criterio di Leibniz).

% Esempio 9.2.8. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze

(@)
Z nlz™

n=0
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Si tratta di nuovo di una serie di potenze centrata nell’origine. E facile vedere che in questo
caso, posto a, = n! si ha

tim 91 i (4 1) =
n—oo ’anl n—o0

quindi il raggio di convergenza é R = 0. Quindi questa serie di potenze converge solo per x = 0
(e fa 0).

Teorema 9.2.9. (PROPRIETA DELLE SERIE DI POTENZE) Consideriamo la serie (9.2.1) e

supponiamo che il suo raggio di convergenza R sia positivo (finito o infinito). Allora:

(1) Per ogni numero r € (0,R) la serie (9.2.1) converge totalmente nell’intervallo [xy —
T, @ +1l;

(2) La somma della serie (9.2.1), cioé la funzione

=3 tulx —zo)" (9.2.2)

é una funzione continua nell’intervallo (xo— R, xo+ R); inoltre essa & derivabile nello stesso
intervallo e la serie puo essere derivata termine a termine infinite volte, per esempio per la
derivata prima si ha

dx<2anx—xo> Znanx—xg -1

Per altro la serie derivata é anch’essa una serie di potenze di centro xy e con lo stesso raggio
di convergenza R della serie di partenza.
(3) La somma della serie (9.2.1), cioé la funzione (9.2.2) ammelte una primitiva

nell’intervallo (vo — R, xo + R) che puo essere calcolata termine a termine

o0

/Zanx—xo = (x —z0)" ™+ C

:0

e anche la primitiva ¢ esprimibile come serie di potenze di centro xog e con lo stesso raggio
di convergenza R della serie di partenza.
(4) Infine per ogni intervallo [a,b] C (vo — R, xo + R) la somma della serie (9.2.1), cioé la

funzione (9.2.2) ¢ integrabile in [a,b] e si puo integrare termine a termine

/ anx—x ”dx—g /anx—xo
a
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La possibilita di integrare o derivare termine a termine la serie ¢ uno strumento potene per
calcolare talvolta la somma di una serie o sviluppare in serie una funzione data senza ricorrere

al polinomio di Taylor.

& Esempio 9.2.10. Si ricostruisca lo sviluppo in serie di potenze (centrato in 0) della funzione

arctanz e della funzione log(1 + x) senza usare la serie di Taylor

Sia f(z) = arctanz; si ha
1

1+ 22

f'(x) =

quindi usando la somma della serie geometrica

= 1
2=

n=0
per t = —x? si trova
- 1
—_1)" 2n _

che naturalmente converge solo per |z| < 1. Integrando ora termine a termine in [0, x] si trova

00 x 0 2n+1
arctanz = 3 (~1)" / =31
n=0 n=0

Allo stesso modo ricostruiamo lo sviluppo in serie di potenze del logaritmo. Di nuovo dalla

serie geometrica si ha, per [t| < 1

1 o0
ErRP I

quindi integrando termine a termine in [0, z] si ha, per |z| < 1

log(1+2) = 3 (~1) /0 P =Y (-1 =
n=0 n=0 n=1

9.2.2. Serie di potenze e serie di Taylor. Funzioni analitiche

E facile osservare che la classe delle funzioni sviluppabili in serie di Mac Laurin coincide con la
classe della serie di potenze di centro nell’origine aventi raggio di convergenza positivo. Quindi
le due nozioni, di serie di potenze e serie di Mac Laurin, rappresentano due punti di vista
diversi sullo stesso oggetto: dal primo punto di vista si parte da una funzione f(z) assegnata

in qualche forma analitica e se ne calcola la serie di Mac Laurin; dal secondo punto di vista si
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parte dalla serie di potenze e la si riconosce come serie di Mac Laurin di una certa funzione.

In modo del tutto analogo, le funzioni sviluppabili in serie di Taylor di centro z
— ()
pIEACDINE
k=0

sono tutte e sole le serie di potenze centrate in g

oo
Z ar(xr — xo)k
k=0

con raggio di convergenza R > 0. Diamo allora la seguente definizione.

O Definizione 9.2.11. Una funzione si dice ANALITICA in un intervallo [a, b] se per ogni xy €
(a, b) la funzione & sviluppabile in serie di potenze (ovvero in serie di Taylor) di centro xg, con raggio
di convergenza positivo.

& Esempio 9.2.12. Le funzioni trascendenti elementari e”, sin x, cos x sono esempi di funzioni
analitiche in tutto R; le funzionilog(1+x), (14+2)* sono invece analitiche per x > —1 (I'insieme

di convergenza sara invece |z| < 1).

Per comodita richiamiamo qui gli sviluppi delle principali funzioni elementali con centro xqg = 0

. T
e’ = Z ) zeR
. n_ooo x2n+1
SIH.T:Z(—l) m QEGR

n=0

o0 2n

x

cosx:Z(—l)”— reR

= (2n)!
log(1 + ) = Z(—wﬂ% 2| < 1

n=1
(l—i-x)o‘—Z(Z)x” 2| < 1
n=0
-1 —-2)... — 1
con (a) _ ala—=1)(a—=2)...(a —n+1)
n n!

iz Osservazione 9.2.13. Non tutte le funzioni derivabili infinite volte in un punto sono analitiche
in un intorno di quel punto; detto altrimenti: una volta scritta formalmente la serie di Mac Laurin di
una funzione, non é detto che questa serie di potenze abbia raggio di convergenza positivo (potrebbe

essere nullo) e se anche fosse, non ¢ detto che la sua somma coincida con la funzione di partenza.
2 Esempio 9.2.14. Sia data la funzione

{eacl? per x # 0

/() = 0 per x =0
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Essa ¢ derivabile infinite volte con derivate nell’origine tutte nulle. Quindi la serie di Mac
Laurin é identicamente nulla, che ovviamente converge ma non rappresenta la f. Dunque f é

infinitamente derivabile su tutto R ma non é analitica in nessun intorno dell’origine.

iz Osservazione 9.2.15. (PREGI E DIFETTI DELLE SERIE DI POTENZE) Pregi: si pud inte-
grare e/o derivare termine a termine con molta facilita la serie di potenze e il raggio di convergenza
non cambia.

Difetti: si possono approssimare solo funzioni estremamente regolari, in particolare non c'é sper-
anza di approssimare mediante serie di potenze ad esempio una funzione discontinua o continua ma
non derivabile; per questo andiamo alla ricerca di altri tipi di serie di funzioni, che hanno la proprieta
di convergere “meno facilmente” delle serie di potenze ma tali da poter avere come somma anche
funzioni meno regolari.

E il caso ad esempio delle SERIE DI FOURIER.

9.3.  Serie trigonometriche e serie di Fourier

9.3.1. Polinomi trigonometrici e serie trigonometriche

O Definizione 9.3.1. Si dice POLINOMIO TRIGONOMETRICO DI ORDINE 7 una funzione del
tipo

n

P,(z) =ay+ Z(ak cos kx + by sin k)
k=1
dove ay, by sono numeri reali o complessi assegnati. Si dice SERIE TRIGONOMETRICA |'analoga
espressione dove al posto della somma finita ci sia la serie

ap + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

Le serie trigonometriche sono di grandissima utilita in svariate applicazioni tra cui l’elabo-
razione o la compressione di segnali periodici di vario tipo o di immagini. La definizione data
naturalmente ¢ solo formale e come per ogni serie di funzioni non ¢ detto che converga e, in
caso affermativo, non é detto che la somma della serie abbia buone proprieta. Di sicuro per
ora c’é solo che se una serie trigonometrica converge, la sua somma é una funzione periodica
di periodo 27. Questo fa pensare, rovesciando il discorso, che sia possibile rappresentare ogni

funzione 2m—periodica con una somma, anche infinita, di funzioni elementari del tipo

sin x, cos x, sin 2x, cos 2z, . . . sinnx, cos N, . . .
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E stata questa la straordinaria intuizione di Fourier. Cerchiamo allora alcune condizioni per la
convergenza di serie trigonometriche. Innanzitutto se i coefficienti a; e by non tendono a zero,
la serie non converge, perché non é verificata la condizione necessaria. D’altra parte se gli a,, e
b, tendono a zero cosi velocemente che le serie > |a,| e > |b,| convergono, allora per il criterio
del confronto si ha

|ay, cos kx + by sin kx| < |ag| + |bk|

e quindi la serie trigonometrica converge assolutamente (e percid converge).
Nel caso intermedio in cui i coefficienti della serie trigonometrica tendono a zero ma troppo

lentamente per avere convergenza assoluta, puo essere utile il seguente criterio.

Proposizione 9.3.2. Sia {a,} una successione a valori reali positivi che tende a zero in

mantera monotona. Allora le serie trigonometriche

o o0
E Q,, COSNI g a, sin nx
n=1 n=1

convergono per ogni x € (0,2m), mentre le serie trigonometriche

Z(—l)"an cosnx Z(—l)”an sin nx
n=1 n=1

convergono per ogni x € [0,2x], con x # w. Nei punti rimasti fuori, le serie di seni sono

identicamente nulle, mentre le altre possono convergere oppure no.

& Esempio 9.3.3. Dal criterio si deduce immediatamente che convergono per x € (0,2r) le

seguenti serie trigonometriche

) co .
Z COSnNx Z SN N Z CoOSnx Z sin nx
n

n=1 n=1

In questo caso, il criterio della convergenza assoluta non darebbe informazioni. Si noti che per

x = 0 le serie dei coseni stavolta convergono. Allor stesso modo si dimostra dal criterio che le

serie
> CcoSNT > sin nx > CcoS NI sm nT
(=1)"—— (=1)"—— (=1)"——=

convergono per x € [0,27] con x # 7; anche in questo caso, per x = w le serie dei coseni

divergono.

Facciamo il punto: abbiamo definito una serie trigonometrica e abbiamo dato condizioni per cui
essa converga. Ora il tassello mancante ¢ capire se questa serie trigonometrica, nel caso sia con-

vergente, possa rappresentare una qualche funzione e se si, quali classi di funzioni. L’idea ¢ che
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possa rappresentare funzioni regolari ma anche funzioni discontinue o continue ma non deriv-
abili (cosa che non era possibile, come abbiamo osservato, con le serie di potenze). Ci induce a
pensare questo il fatto che se noi andiamo a derivare termine a termine la serie trigonometrica,
allora si ottiene di nuovo una serie trigonometrica ma con coefficienti piu grandi in valore as-
soluto rispetto a quelli di partenza. Quindi ci si aspetta che possa essere piu difficile provare la
convergenza delle serie derivate. Quindi rispetto alle serie di potenze, le serie trigonometriche
si prestano ad essere uno strumento pitl adatto per rappresentare anche funzioni meno regolari.
Il prossimo paragrafo ci permettera di stabilire sotto quali condizioni una funzione f definita
su [0, 27] (estesa in modo periodico fuori da questo intervallo) si possa vedere come somma di

una serie trigonometrica ed eventualmente come possano essere determinati i suoi coefficienti.

9.3.2. Serie di Fourier di una funzione

Abbiamo detto che una serie trigonometrica, se converge, ha per somma una funzione periodica
di periodo 27. Quindi le funzioni che pensiamo di sviluppare in serie trigonometriche saranno
funzioni definite su tutto R e periodiche di periodo 27, o alternativamente (in modo del tutto
equivalente) funzioni definite su [0, 27] ed estese per periodicita su tutto R.

Il problema che ci poniamo in questo paragrafo é dunque il seguente: data una funzione f :
[0,27] — R (prolungata per periodicita a tutto 1’asse reale), sotto quali condizioni si puo vedere
f come somma di una serie trigonometrica? Come si determinano i coefficienti ay e by in questo
caso?

Possiamo pensare di prendere f € V', dove V ¢ I'insieme costituito dalle funzioni f : [0, 27] — R
integrabili (in senso proprio) e quindi limitate; esso costituisce uno spazio vettoriale. Inoltre

su di esso possiamo introdurre un prodotto scalare

(f.g) = / " F(0) gt) dt

con la relativa norma
27 1/2
1= VT7 = ([ roa)

che a sua volta induce la distanza

1/2

.0 = -all = ([ Tl - o0 )

Ricordiamo l'obiettivo: data f € V vogliamo trovare sotto quali condizioni f si scrive come
somma di una serie trigonometrica, che a sua volta é “limite” di un polinomio trigonometrico.
Quindi, usando i risultati astratti contenuti nel paragrafo dei complementi, in particolare il

teorema di proiezione, 'idea ¢ quella di trovare un polinomio trigonometrico P, di grado minore
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o uguale a n (che sta in uno spazio di dimensione finita n e che sara il nostro V) tale che
minimizza ovvero meglio approssima la distanza ||P, — f||; questo sara dato dalla proiezione
ortogonale di P, su V. Per fare cio, occorre dotare il nostro V4 di una base ortonormale. A tal

proposito vale la seguente proposizione.

Proposizione 9.3.4. Le funzion:

1 coskx sinkz k- 19
\/ﬁ’ \/7_1" \/E b )t

costituiscono un SISTEMA ORTONORMALE nello spazio vettoriale V', cioé valgono le sequenti
relazioni integrali (dette RELAZIONI DI ORTOGONALITA ), per ogni k,h =1,2,3, ...

2 2w
/ (sin kx)* dr = / (coskx)’*dr =7
0 0

2w 27
/ sinkxsinhxdx:/ coskrcoshrdr =0 h#k
0 0

27 27 27
/ sin kx cos hz dx = / sin kx dx = / coshxdr =0
0 0 0

Quindi un polinomio trigonometrico di grado minore o uguale a n sara una combinazione
lineare dei primi 2n + 1 versori della base ortonormale di V', ovvero ¢ un generico elemento del
sottospazio vettoriale V;, (il nostro V4 del teorema astratto) generato da questi 2n + 1 vettori.
A questo punto andiamo a costruire esplicitamente la proiezione ortogonale di f su V;, (secondo

i risultati della Proposizione 9.4.3. Si ha

2n

o = S ([ ) -

I na) ([ 0w

Se si pone
1 27
= —/ f(t) cosktdt k=0,1,2,... (9.3.1)
m
1 O27r
by = —/ £ sinktdt k=12, (9.3.2)
T Jo
si ottiene
1 n .
Snf = 500 + ;(ak cos kx + by sin kx) (9.3.3)
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O Definizione 9.3.5. | coefficienti a;, e b, definiti dalle relazioni precedenti si dicono COEFFICI-
ENTI DI FOURIER DI f; il polinomio trigonometrico S, f () si dice n-ESIMA SOMMA DI FOURIER
DI f e la serie trigonometrica

1 (e.)
500 + ;(ak cos kx + by sin kx)

si dice SERIE DI FOURIER DI f

Raccogliamo nella prossima proposizione tutte le proprieta, in base ai risultati astratti, di S, f,
oltre al fatto, gia visto che S, f é, tra i polinomi trigonometrici di grado minore o uguale a n

quello che rende minima la distanza da f, cioé la quantita ||f — P,||, al variare di P, € V},)

Proposizione 9.3.6. Sia f € V e siano ag, by ¢ suoi coefficienti di Fourier assegnati dalle
relazioni (9.3.2), (9.3.2). Allora:

n

2
% + Z(a,% + b2)

k=1

1SnfI]* =m

1Suf11* < [1£1]

i (af +b7) <
k=1

per k — oo, ap — 0, by — 0 LEMMA DI RIEMANN-LEBESGUE
2 21 a2 n

| @) = su@Pdo= [ papdn x| D+ 306 )
0 0 k=1

iz Osservazione 9.3.7. Naturalmente si possono considerare anche altri intervalli di periodicita

invece che il classico [0, 27]. Per esempio, per una funzione definita su [0, 7] il sistema di funzioni

trigonometriche con periodo (multiplo di T') &

2k 21k
1, sin<7;x> COS(WTQC) k=1,2,3,...

mentre i coefficienti di Fourier sono

9 (T
ap = —/ f(t) cos(wkt) dt k=0,1,2,...
T ),
9 (T
by = —/ f(t) sin(wkt) dt k=1,2,...
T ),

dove si & posto w = 2% | risultati delle corrispondenti propositioni si adattano poi di conseguenza.
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% Esempio 9.3.8. (ONDA QUADRA) Determinare i coefficienti di Fourier della funzione

f(x):{l z € [0,m)

0 x € [m,2m)
prolungata a una funzione 2w —periodica su R

Si ha
1 2
aoz—/ f(x)de =1
T Jo
e, pern > 1

1

an = %/0% f(z) cos(nz) dx = = /077 cos(nz) dx = 0.

Invece si ha

b =~ /O%f(x) sinfur) de = & ["snue) e = (_M ) 1) 1)1

n n ™ n

2
D R n dispari

nm
0 n pari

Quindi la serie di Fourier associata a f &

+

BN

nz; T 1 sin((2n + 1)x)

DO | —

i Osservazione 9.3.9. Non ¢ difficile verificare che se f : R — R & una funzione periodica di
periodo T' > 0 allora per ogni a € R si ha

/a(HTf(:U) dx = /OTf(x) dx

quindi in particolare i coefficienti di Fourier si possono calcolare equivalentemente come
1 ™
ak:—/ f(t) cosktdt k=0,1,2,...
™ —T
1 [ .
bk——/ f(t) sinktdt k=1,2,...
™ —T

Questo fatto verra usato nell'osservazione successiva.

iz Osservazione 9.3.10. Supponiamo che la funzione f(z) che vogliamo sviluppare in serie di

Fourier sia 2m—periodica e simmetrica (pari o dispari). In tal caso allora, visto che anche le funzioni
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trigonometriche seno e coseno sono simmetriche, si semplifica il calcolo dei coefficienti di Fourier.
Se f ¢ dispari si ha

1 s
ak:—/ f(t) cosktdt =0
™ —T

1 [" 2 [T
bk:—/ f(t) sinktdt:—/ f(t) sin kt dt
T ) 7 Jo

Analogamente se f ¢ pari si ha
1 [7 2 [T
ar = — f(t) cosk:tdt:—/ f(t) cosktdt
- ™ Jo

m
1 ™

by, = —/ F(t) sinktdt =0
™ —T

A questo punto I'intuizione geometrica ci dice che al crescere di n, la somma parziale S, f(x)
della serie di Fourier approssima sempre meglio la funzione f, perché essa viene ricostruita
attraverso un numero crescente di componenti ortogonali. Quindi la domanda che c¢i poniamo

é la seguente: é vero che S, f — f in qualche senso per n — 00?

9.3.3. Convergenza della serie di Fourier

Convergenza della serie di Fourier in norma quadratica

Teorema 9.3.11. Sia f € V e siano ay, by @ suoi coefficienti di Fourier assegnati dalle
relazioni (9.3.2), (9.3.2); sia inoltre S, f(x) l'ennesima somma di Fourier di f data da
(9.3.3). Allora:

l|f —Snfl] = 0 se n — o0

cioe, per n — oo

n

2
D>+ b))

k=1

—0

[ - sarar= [T sara -

Inoltre vale 'TDENTITA DI PARSEVAL

2

2 (o]
a
fx)?de=n 50 +> (0} +0})

0 k=1

Convergenza puntuale della serie di Fourier

Premettiamo la seguente definizione.
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O Definizione 9.3.12. Si dice che f : [0,7] — R ¢ REGOLARE A TRATTI se f & limitata in
(0,77 e l'intervallo si pud decomporre in un numero finito di intervallini su ciascuno dei quali la
funzione & continua e derivabile; inoltre agli estremi di ciascun intervallino esistono finiti i limiti sia
di f(z) chedi f'(z). Sia f : [0, 7] — R limitata; si dice che ¢ MONOTONA A TRATTI se |'intervallo
si pud decomporre in un numero finito di intervallini su ciascuno dei quali la funzione & crescente o

decrescente.

Vale allora il seguente teorema.

Teorema 9.3.13. Sia f : [0,T] — R regolare a tratti (oppure limitata e monotona a tratti);

allora la serie di Fourier converge in ogni punto xo € (0,T) alla media dei due limiti destro

e sinistro
a - xy) — flxg
50 + ;[ak cos(wkxg) + by sin(wkxg)] = f(z) 5 f(z)
con w = 2%; net due estremi dell’intervallo invece la serie converge a w. In parti-

colare: in ogni punto dove [ & continua, la serie di Fourier converge a f(x); negli estremi

questo & vero solo se f(0) = f(T).

1z Osservazione 9.3.14. |l risultato appena enunciato pud essere raffinato in vari modi inde-
bolendo le ipotesi; tuttavia é utile segnalare che la sola ipotesi di continuita della f (unita magari
anche alla condizione di raccordo f(0) = f(7")) ¢ insufficiente a garantire la convergenza puntuale

della serie di Fourier in tutto l'intervallo.

i Osservazione 9.3.15. La teoria appena esposta (e i risultati dei complementi) possono essere
riformulati in spazi pit generali degli spazi V' con prodotto scalare: gli spazi di Hilbert; inoltre tra i
tipi di convergenze della serie di Fourier, ci sono anche altre convergenze che si possono considerare
(per esempio la convergenza uniforme). Entrambi questi argomenti, benché attinenti, esulano dagli

scopi di questo corso.

& Esempio 9.3.16. Sviluppare in serie di Fourier la funzione

2 —rT<x<0
1 O<ax<m

prolungata su R per periodicita, e discutere la convergenza in norma quadratica, puntuale e

totale.

Calcoliamo i coefficienti di Fourier. Si ha

1 0 T 3

205




9 SERIE DI FOURIER

1 0 T
ak:—(/ 20031{;35(11’4-/ Coska:da:)zo
™ —m 0

1 0 g —1)k 1 0 k pari
bk——(/ QSinkxdm+/ sinkxdm)—u——— 2
- 0

T . km km S — k dispari
km

La serie di Fourier di f(x) ¢ quindi

[\CRGV]

- 2
Y ————sin(2k + )z
— (2k + 1)m

C’¢ convergenza in norma quadratica; ¢’é convergenza puntuale a f(z) se x # km, k € Z e a
% nei punti x = kx. La serie non converge totalmente su R (perché si comporta come la serie
armonica).

Osserviamo che la funzione g(z) = f(x) — 3/2 ¢ una funzione dispari, quindi avremmo potuto
calcolare la serie di Fourier della funzione g(z) (evitando il calcolo di aq e a,) per ottenere poi

quella di f aggiungendo la costante 3/2.

1w Osservazione 9.3.17. L'identita di Parseval enunciata nel paragrafo precedente pud essere

utile per calcolare la somma di alcune serie notevoli, come mostra il seguente esempio.

% Esempio 9.3.18. Sviluppare in serie di Fourier la funzione f(x) = x definita su (—m, )
e prolungata per periodicita su R; discuterne la convergenza. Determinare inoltre la somma

della serie .

1
n=1 n?
La funzione data é dispari quindi ag = 0, a,, = 0 mentre
2(=1)"

n

by = —

per cui la serie di Fourier associata a f ¢

3 [\)

o
g — "+1 sin nx
n=1

Questa serie converge in norma quadratica a f(z), converge puntualmente a 0 nei punti (2n+1)7
e a f(z) negli altri punti; non converge totalmente in R.

Per calcolare la somma della serie utilizziamo l'identita di Parseval

[e.e]

[ rwa=3 + 3 (el + )

/ 22 dx = 27?3
_7r 3
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9.4 COMPLEMENTI: RICHIAMI SUGLI SPAZI VETTORIALI CON PRODOTTO SCALARE

si ha .

quindi :
-1_=
— n2 6

9.4, Complementi: richiami sugli spazi vettoriali con prodot-

to scalare

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita o infinita. Diciamo che su V é definito un
PRODOTTO SCALARE se esiste un’operazione che indicheremo con il simbolo (-, -) che prende

due elementi di V' e vi associa uno scalare con le seguenti proprieta:

Se poniamo per ogni u € V'

[lull = v/ (u, w)

si dimostra che || - || risulta essere una norma, cioé¢ un’operazione definita su V' a valori in R

che ha le seguenti proprieta, valide per ogni u,v € V, A € R,

lull 20, [lul| =0 & u=0
[[Aul] = [All]ul]
[+ f| < JJul] + o]

2 Esempio 9.4.1. L’esempio tipico é di spazio vettoriale dotato di prodotto scalare ¢ R™ con

il prodotto scalare definito da
n
(u,v) = Zuivi u = (ug,ug,...uy), Vv=_(01,09,...,0)
=1

e la norma che induce é il modulo del vettore




9 SERIE DI FOURIER

Vale la seguente proposizione.

Proposizione 9.4.2. Se V, é un sottospazio vettoriale di dimensione finita di V', allora V;
posstede sempre una BASE ORTONORMALE, cioé una base eq, es, ..., e, tale che i vettor: siano

a due a due ortogonali e ciascuno di norma unitaria. In simboli si scrive

1 i=j
0 07

(€i,€5) = bij =

(;; € il SIMBOLO DI KRONECKER)

Ora supponiamo di avere un sottospazio Vo C V e di avere un elemento u € V; vogliamo
trovare 1’elemento ug € Vj che meglio approssima u (in norma). E abbastanza intuitivo che
I’elemento richiesto sia la proiezione ortogonale di u su Vj, cioé formalmente vale la seguente

proposizione.

Proposizione 9.4.3. (PROIEZIONE) Sia Vi un sottospazio di dimensione finita di V e sia

{e1,e9,...,e,} una base ortonormale di V. Allora la PROIEZIONE DI u SU V; ¢é il vettore
n
Uy = Z<U> €i)€i
i=1

che ha le sequenti proprieta:

(1) uw — ug é ortogonale a ogni elemento di Vy;

(2) lluol[* = 22y [, e)|* < Jul|*

(3) ug & lelemento che rende minima la quantita ||u — v|| al variare di v € Vj.

208



