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Esercizio 1

Sia H il sottogruppo del gruppo alterno A5 generato dalle permutazioni (1 2)(3 4) e
(1 3 5).

1) (3 punti) Dimostrare che H contiene un elemento di ordine 5.

2) (2 punti) Dedurre che l’ordine di H è divisibile per 30.

3) (3 punti) Dedurre che H = A5.

4) (4 punti) Dimostrare che il sottogruppo commutatore K(S5) è uguale ad A5.

[Suggerimento: basta dimostrare che K(S5) contiene gli elementi (1 2)(3 4) e (1 3 5);
per fare questo, utilizzare il fatto che due permutazioni di S5 sono coniugate1 se e
solo se . . . ]

Esercizio 2

Consideriamo l’applicazione ϕ : Z[X]→ Z/11Z definita ponendo ϕ(f) = f(0) + 11Z.

1) (3 punti) Dimostrare che ϕ è omomorfismo di anelli.

2) (3 punti) Determinare il nucleo di ϕ e dimostrare che non è un ideale principale.

3) (2 punti) Dimostrare che il nucleo di ϕ è un ideale massimale.

Esercizio 3

Consideriamo il sottoanello del campo complesso

Z[
√
−7] = {a + b

√
−7 | a, b ∈ Z}.

1) (4 punti) Determinare un omomorfismo suriettivo ϕ : Z[X] → Z[
√
−7] tale che

Ker(ϕ) = (x2 + 7).

2) (2 punti) Dedurre che gli anelli Z[
√
−7] e Z[X]/(x2 + 7) sono isomorfi.

1Due permutazioni σ e τ di Sn si dicono coniugate (in Sn) se esiste una permutazione δ di Sn tale
che δσδ−1 = τ .
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3) (4 punti) Consideriamo gli ideali I = (x), J = (x, 7) dell’anello Z[X]. Dimostrare
che:

i) I 6= J , ma ϕ(I) = ϕ(J);

ii) ϕ−1(ϕ(J)) = J , mentre ϕ−1(ϕ(I) 6= I.
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