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I Numeri Interi

Per dire cosa sono i numeri interi bisogna partire dall’esigenza di questi numeri.

Ci sono problemi che non si rappresentano con un solo numero naturale.

Ad esempio il problema della temperatura e dell’estratto conto bancario.

In quest’ultimo caso abbiamo due colonne: una per il dare, l’altra per l’avere e abbiamo quindi una coppia di numeri che rappresenta queste due colonne.

Quindi per risolvere questi problemi si utilizzano appunto queste coppie di numeri.

La Differenza

a – b    tra i numeri naturali non sempre si può fare.

Cosa vuol dire fare la differenza?

Nei naturali la somma di due numeri:



si vuole conoscere c sapendo a e b

a + b = c
Ma si può considerare anche il problema di trovare quel numero che sommato al primo dia una certa somma, oppure si può considerare il problema di trovare un primo addendo da sommare al secondo in modo da ottenere una certa somma
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a + b? = c
   c – a = b
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a? + b = c
   c – b = a
Negli interi

La differenza tra a e b è qualcosa che aggiungo a b per ottenere a: cosa aggiungo a b per ottenere a?

Prendiamo una coppia di numeri (r , s) e di questa coppia bisogna dire che il primo numero rappresenta il dare, mentre il secondo l’avere.

Sommare due coppie significa sommare l’avere e sommare il dare.

Definiamo la somma tra i naturali in questo modo, così che adesso si può affrontare il problema della differenza.

Quindi bisogna trovare la coppia di numeri (r , s) tale che



(r , s) + (p , q) = (n , m)

Caso particolare

a + ? = 0
che si può riscrivere come
0 – a = ?

prendendo per a la coppia di numeri (n , m)

(0 , 0) – (n , m) = (r , s)

(r , s) + (n , m) = (0 , 0)

quindi esiste un numero k tale che

(r + n , s + m) = (k , k)

Due coppie per gli interi rappresentano lo stesso numero quando la somma del secondo elemento della prima coppia con il primo elemento della seconda coppia è uguale alla somma del primo elemento della prima coppia con il secondo elemento della seconda coppia.



r + n  = s + m 

Se prendo r = m e s = n



k = m + n


(m , n) + (n , m) = (m + n , n + m)



Una soluzione è (m , n)

Il fatto che esista un numero che sommato al primo dia 0 si usa presentare dicendo che ogni intero ha il suo opposto.

Si noti che scambiando l’ordine degli elementi nella coppia si ottiene la coppia data.

Se ho (p , q) e gli aggiungo  -(n , m)



(p , q) + (-(n , m) ) = (p , q) + (m , n) = (p + m , q + n)

se prendo questo e lo aggiungo a (n , m)




(p + m , q + n) + (n , m) = (p + m + n , q + n + m) = (p , q)

Tornando al problema della differenza di due numeri interi qualsiasi si può notare come questa si ottenga, invece che sottraendo una certa quantità, aggiungendo l’opposto di questa:



(r , s)? + (p , q) = (n , m)

Quale è la coppia (r , s) che aggiunta a (p , q) mi da (n , m) ?

Se a è uguale a (n , m) e b è uguale a (p , q) ora il problema diventa trovare quel numero intero che viene indicato da a – b.

Affermiamo che questo numero è a + (-b) e dovremmo far vedere che (a + (-b)) + b = a
Di fatto considerando che sono a, b
(n , m) + (-(p , q)) + (p, q) = (n , m) + (q , p) +(p , q) = (n + q + p , m + p + q) = (p , q)

La divisione

I problemi della divisione con gli interi rimangono come quelli dei naturali

Ordine nei numeri interi.

Per ogni classe d’equivalenza di coppie ordinate ce ne è una sola che è del tipo (a , 0) o del tipo     (0 , a).

È del primo tipo se nelle coppie della classe il primo numero è maggiore o uguale al secondo.

È del secondo tipo altrimenti.

Dimostriamo questa affermazione

Se (n , m) è tale che  n > m allora 




n = q + m 

per un opportuno naturale q



Dunque  
(n , m) = (q + m , n) = (q , 0)

Invece se n < m allora esiste un naturale q tale che 
m = q + n



(n , m) = (n , q + n) = (0 , q)

Se abbiamo una coppia del tipo (a , 0) è positivo, altrimenti è negativo.

L’ordine quindi tra i positivi è come nei naturali, mentre tra i negativi è l’opposto.

Numeri razionali assoluti

Abbiamo il caso di elementi che non possono essere divisibili, in tal caso i numeri naturali non sono più sufficienti per rappresentare e considerare un certo numero di tali parti.

Dividere l’unità in zero parti uguali non ha senso poiché prendendo quel numero di parti ottenuto dovrei riottenere l’unità, mentre moltiplicando 0 per un qualsiasi numero n non si ottiene l’unità.

Se dunque si vuole rappresentare la situazione di considerare un certo numero n di parti che sono ottenute dividendo l’unità in m parti uguali si può utilizzare la coppia (n , m) dove m non sarà mai 0.



(n , m)    m non sarà mai 0

Se si parte dal dividere l’unità in m parti uguali, se ne considerano n di queste e se poi si suddivide ulteriormente ciascuna delle parti ennesime dell’unità in c parti uguali si ottengono m x c parti uguali di ciascuna unità.

Se ora consideriamo n x c di queste parti ottenute suddividendole ulteriormente si ritorna alla quantità di partenza indicata dalla coppia   
(n x c , m x c)

Questo mostra che ci possono essere più coppie ordinate che indicano la stessa quantità.

Si pone allora il problema di determinare quando 2 tali coppie ordinate indicano la stessa quantità.

Date 
(n , m) e (n’ , m’)

In base a quanto visto  (n , m) indica la stessa quantità della coppia ordinata 


(n x m’ , m x m’)

similmente  (n’ , m’) indica la stessa quantità di (n’ x m , m’ x m)

Le due coppie  (n x m’ , m x m’) e (n’ x m , m’ x m)

Hanno lo stesso secondo numero, sicché rappresentano la divisione dell’unità nello stesso numero di parti uguali e le coppie rappresentano la stessa quantità se e solo se si considerano un ugual numero di tali parti.

Cioè dovrà essere  (n x m’) = (n’ x m)

Se 
n x m’ = m x n’      le due coppie rappresentano la stessa quantità

Allora i numeri razionali saranno le classi d’equivalenza di queste coppie rispetto alla relazione d’equivalenza tra la coppia (n , m) e (n’ , m’)  se  n x m’ = m x n’

C’è un rappresentante privilegiato all’interno di ogni classe d’equivalenza?

Una coppia con i due elementi della coppia primi tra loro.

Se   n = p x q1

m = p x q2

(n , m) = (q1 , q2)

Ha interesse per p >= 2

q1 < n     q2 < m
Continuo a dividere finchè q1 e q2 non hanno più fattori in comune

Alla fine sono numeri primi tra loro e c’è una sola coppia di numeri primi tra loro equivalenti alla coppia (n , m), questo perché tra i numeri naturali la fattorizzazione di un numero è unica.

In ogni classe d’equivalenza quindi c’è una sola coppia di numeri primi tra loro.

La divisibilità e la primalità

Tra i numeri naturali c’è il problema di vedere quando un numero divide un altro, questo equivale a studiare i multipli di un numero. Questo studio è insignificante per i multipli di 0 e di 1.

Così dalle considerazioni che seguono escludiamo 0 e 1.

La divisibilità: a è divisibile per b se esiste un c tale che c x b = a
La primalità: a è primo nel senso della primalità se per ogni c, b quando a divide c x b allora a divide o c o b (se divide il prodotto, divide uno dei fattori).

Si dimostra che è equivalente dire che a è divisibile per 1 e per se stesso e che a è primale, con a numero naturale.

Si noti che per trovare i divisori questi vanno cercati tra i divisori più piccoli del numero dato, mentre per vedere se a è primale bisogna verificare la condizione in tutte le possibili coppie di numeri naturali.

Così, vista l’equivalenza tra le due nozioni si sceglie di chiamare primo un numero diverso da 0 e 1 che sia divisibile solo per 1 e per se stesso.

L’equivalenza tra divisibilità e primalità permette di dimostrare l’univocità della fattorizzazione.

Quindi una coppia di numeri primi tra loro è unica.

Si potrebbe scegliere di identificare i numeri razionali assoluti con le coppie ordinate di naturali primi tra loro.

Ciò però è scomodo dal punto di vista operativo. Per eseguire le operazioni è più vantaggioso considerare i numeri razionali (assoluti) come classi d’equivalenza di coppie ordinate di numeri naturali; anche se questo comporta coinvolgere la teoria degli insiemi.

Proprietà dei numeri razionali assoluti

Come si può sommare o moltiplicare?

La somma di due numeri razionali si ottiene scegliendo nelle classi dei due numeri due coppie che hanno lo stesso denominatore (ciò si può sempre fare).

Ottenute le due coppie con lo stesso denominatore si sommano i relativi numeratori e si considerano le classi di queste coppie.

Date le coppie

(n , m) e (p , q)




n e p i numeratori

m e q i denominatori

Il denominatore comune si trova tramite il prodotto dei denominatori
m x q
Il numeratore risultante si trova dalla somma del prodotto del primo numeratore per il secondo denominatore con il prodotto del secondo numeratore per il primo denominatore.

Quindi 
(n x q , m x q ) + (p x m , q x m) = (n x q + p x m , m x q + q x m)

Prodotto

Poiché in una coppia ordinata di numeri naturali appartenente ad una classe che è un numero razionale il primo numero naturale rappresenta quante volte si deve considerare una certa parte mentre il secondo numero rappresenta in quante parti uguali si deve dividere l’unità per ottenere le singole parti, pare ragionevole pensare che la moltiplicazione per un numero razionale porti a moltiplicare le parti per quanto viene indicato dal primo numero naturale del secondo fattore e moltiplicare divisioni, per questo viene indicato dal secondo numero naturale del secondo fattore.

Così il prodotto si ottiene moltiplicando fra loro i due numeratori e i due denominatori.

Vediamo tre casi:

- La moltiplicazione di una coppia (n , m) per la coppia (a , 1)

Fare questo è come ripetere l’addizione come nei numeri naturali 




(n , m) x (a , 1) = (n x a , m)

- La moltiplicazione di una coppia (n , m) per la coppia (1 , b)

Fare questo è come dividere in un numero uguali di parti l’unità




(n , m) x (1 , b) = (n , m x b)

- La moltiplicazione di una coppia (n , m) per la coppia (a , b)




(n , m) x (a , b) = (n x a , m x b)

Questa operazione ha come elemento neutro la coppia (1 , 1).

Infatti 


(n , m) x (? , ?) = (1 , 1)

Scegliendo al posto dei ? la coppia (m , n)




(n , m) x (m , n) = (1 , 1)   poiché stanno nella stessa classe

Con qualche difficoltà tecnica in più si possono definire la somma e la moltiplicazione di numeri razionali anche se questi vengono visti come coppie ordinate di naturali primi tra loro.

In conclusione possiamo dire che se crediamo nei numeri naturali, possiamo credere nei razionali assoluti.

Abbiamo trovato un significato di somma e prodotto dei numeri razionali che è diverso dal significato di queste operazioni tra i numeri naturali.

Il mondo che abbiamo costruito non ha contraddizioni tra i numeri razionali, se non ci sono contraddizioni tra i numeri naturali.

Abbiamo visto un modo di passare dai naturali agli interi e un modo per passare dai naturali ai razionali assoluti.

In maniera del tutto analoga al primo modo visto si passa dai razionali assoluti ai razionali ed anche in maniera analoga al secondo modo visto si passa dagli interi ai razionali.

La credibilità di tutti questi sistemi sta nella credibilità dei numeri naturali. 
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