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1 Serie numeriche

Richiami sulle serie utili ai fini degli esercizi.

e Chiamiamo (con abuso di notazione) serie di termine generale x,, 1'espressione

“+00 n 400

E T, = lim E zy,. La serie E ., si dice:
n—-+4oo

n=0 h=0 n=0

n
— convergente se lim E xp,=1€R
n—-400 b0

n
— divergente positivamente se lim E Tp = +00
h=0

n—-+00
n
— divergente negativamente se lim E rp = —00
n—-+oo oy

n
— indeterminata se A lim E Th
n—-+00 P

e Studiare il carattere di una serie significa determinare se essa e convergente, diver-
gente o indeterminata, ossia uno dei quattro casi precedenti.

e Condizione necessaria affiché una serie converga ¢ che lim x, = 0. Si noti che
n—-+00

tale condizione, in generale, non e sufficiente a garantire la convergenza (per esem-
pio la serie armonica Y > 1/n non & convergente).
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“+o0o
e Serie geometrica di ragione x € R, Z x". Si ha

n=0
+o0 1
(a) |z < 1= Z " = T ossia la serie & convergente
n=0
+oo
(b) x> 1= Z 2" = +00, ossia la serie ¢ positivamente divergente
n=0
+00
(c) x<—-1= Z z" & indeterminata
n=0
+oo
e La serie armonica Z — ¢ positivamente divergente.
n=1 n
+0o0
e Criteri di convergenza per serie a termini positivi. Una serie an si dice a
n=0

termini positivi se x, > 0 Vn € N.

(a) Criterio del confronto. Siano x, e y, due serie a termini positivi e tali che
Tn, <y, Yn >n € N. Allora:

“+oo “+o0o
1. E Yn convergente = E T, convergente

+00 +oo
2. Z x, divergente = Zyn divergente

n=0 n=0

Corollario. E immediato verificare che se Tn ~ Y, Per n — —+oo allora le

—+o00 “+o00
serie E T, € g yn hanno lo stesso carattere.
n=0 n=0

(b) Criterio della radice. Sia x, una serie a termini positivi. Allora:

+oo
1. lm Yx,=1l<1 = an convergente
n—-400
n=0
—+o00
2. lm Yz,=01>1 = an divergente
n—-+00
n=0
3. lim Yz,=1 = non si puo dire nulla
n——+0o00

(c) Criterio del rapporto. Sia z,, una serie a termini positivi. Allora:



“+oo
. x
1 lim 2 =<1 = an convergente

n—+oo I,

n=0
T <%
: 1 :
2. lim 22 =1>1 = an divergente
n—+oo I, e

. Tn+1 . < 4.
3. lim ““= =1 = non si pud dire nulla
n—+oo I,

(d) Criterio di condensazione. Sia x,, una serie a termini positivi con x,, decre-

+00 +oo
scente. Allora E x, € convergente se e solo se E 2"x9n € convergente.
n=0 n=0

e Dal criterio di condensazione (o, in modo piu articolato, utilizzando il criterio
del confronto per serie a termini positivi — si veda ’esercizio 6.21 a pagina 307
dell’eserciziario, Volume 1, parte seconda), si verifica immediatamente che

+oo
1. A>1= — t
Z - convergente
n=1
+oo
2. A<1=> Z — positivamente divergente
n

n=1

e Criteri di convergenza per serie a termini di segno variabile.

(a) Convergenza assoluta. Ogni serie assolutamente convergente & convergen-
+oo
te. (Nota: una serie E x, si dice assolutamente convergente se la serie dei
n=0
+o00o
valori assoluti E |z,| & convergente)
n=0
(b) Criterio di Leibniz. Se {x,} ¢ una successione reale a termini positivi decre-
+o0
scente e infinitesima ( lim z, = 0), allora la serie E (—1)"z,, ¢ convergente
n——+00
n=0

e si ha che |s, — S| < z,4.1 Vn € N, essendo s, I'n-esimo termine della
n

successione delle somme parziali s,, = E (=1)"x,.

h=0
1.1 Esercizio
o0 1
Utilizzando il criterio del confronto, si dimostri che per la serie Z ———— si ha
“— n*(logn)”
a>1 V5 = serie convergente
a=1 g>1 = serie convergente
a=1 <1 = serie positivamente divergente
a<l Vg = serie positivamente divergente



1.1.1 Risoluzione

Sia o < 1. Scelto € > 0 in modo che a + ¢ < 1, V3 € R si ha (logn)?/n® — 0 per
n — 400 e quindi si avra definitivamente (logn)® < n€, che implica

1 - 1
n*(logn)? = note

Siccome 1/n%*¢ diverge, per il criterio del confronto la serie data diverge.
Sia a > 1. Scelto € > 0 in modo che a — ¢ > 1, V3 € R si ha (logn)’n¢ — +o00 per
n — 400 e quindi si avra definitivamente (logn)? > n~¢, che implica
1 - 1
n*(logn)? = no—e

Siccome 1/n®¢ converge, la serie data converge.

1
Sia o« = 1. Utilizzando il criterio di condensazione si ha 2"zon = 2"———— =
27(log 27)8
1 o 1 X1
W, ovvero la serie ;Qnﬂfzn = W ; 5 converge solo nel caso f > 1
mentre diverge per 3 < 1.
1.2 Esercizio
Calcolare la somma delle seguenti serie
+o00 “+o00 +oo +oo +oo
1 9 . e\ ™ (=5)"
DX Vi dxet X (D) 9Xo
n=0 n=1 n=2 n=4 n=0
+o0 +oo +o0
e\n2 T+ e” T+ e”
IDIES DD e M
n=2 n=0 n=0
1.2.1 Risoluzione
a)2 b1 c) ﬁ d) + o0 e) indeterminata  f) - j_ .
n 1 1 n
g) + o0 h) dopo aver osservato che T +€2 = + = <E> si proceda come nei
s ol T2 \

casi precedenti.

1.3 Esercizio

Calcolare la somma delle seguenti serie (telescopiche)

=1 <3 1 X m+1 X (=1)™(2n+1)
2 Z n(n + 2) ) Z (2n—1)(2n +1) ‘) 22 n%(n+1)32 9) nZ:S n(n+ 1)

n=1 n= n=



1.3.1 Risoluzione

1 101 1
3/4, infatti —— = = | — —

@) 3/4, infa 1n(n—|—2) 2{71 n+2]
“+o00

b) 1/2. Nel caso la successione {z,} tenda a x per n — 400, si ha che Z Ty — Ty =
n=1

1 1 1 . . .
r1 — x. Essendo = — = T, — Tpi1, Si arriva facil-

2n—1)2n+1) 22n—-1) 2(2n+1)
mente al risultato.
2n—+1 1 1

¢) 1/4, infatti ﬁ o m =Ty — Tpi1
1)™(2 1 1) —1)ntt

d) —1/3, infarey =2 DT (VT
n(n+1) n n+1

1.4 Esercizio

Determinare il carattere delle seguenti serie (a termini positivi)

M | = 1 <X 2007" <X 2007
_— b _ d
) ; w07 ; 2007n + 2006 °) ; n! ) ; 2007
oo +oo +oo +oo n? oo
n! (n!)3 (2n)! n , 1 —cosn
- ANV L -
2 —n" /) ; n3(3n)! 9) nz:l (n!)2 ) ; n+1 i) ; n?
1.4.1 Risoluzione
2007 4
a) , — 0 pero Z s 2007 ;008 Z - — Z —, ma I'ultimo membro dopo
1 1
I'uguaglianza diverge positivamente. Si puo anche notare che ———— ~ —, da cui la
‘ n+2007 n
divergenza.
= 1 1 & 1

b) 2, — 0 ma la serie di d — >
) ¥ = 0 ma la serie diverge essendo ; 2007n + 2006 2007 nz::l n + 2006/2007
+00 1 +00

1 1 1
5007 ; ] = 3007 ; - e quindi diverge. Alternativamente, tramite in confronto

1 1

2007n + 2006 2007n
¢) x, — 0, converge per il criterio del rapporto.
d) x, — 0, converge per il criterio del rapporto (o della radice).

e) x, — 0, converge per il criterio del rapporto, essendo liril Tps1/xn =1/e < 1.
n—-r+oo

asintotico, bastava notare che

f) @, — 0, converge per il criterio del rapporto, essendo lir}rl Tpi1/xn =1/27 < 1.

g) T, — +oo quindi diverge positivamente. Si sarebbe arrivati allo stesso risultato ap-
plicando il criterio del rapporto, ottenendo lim z,41/z, =4 > 1.

n—+oo



h) z, — 0 converge per il criterio della radice, essendo lim Yz, = 1/e < 1.
n—+o00

1 —cosn 2

i)x,—0e0< < —; quindi converge per il criterio del confronto.
n?

n2

1.5 Esercizio

Discutere la convergenza semplice o assoluta delle seguenti serie (a termini non necessa-
riamente positivi)

<= sin(m/2 + n X (—1)" <= sinn o o (11)?
400 +00 +oo _1\n
€) Z(_l)n% 1) Z(_l)nnlign 9) Zm

1.5.1 Risoluzione

a) z, — 0, convergenza semplice (non converge assolutamente).
b) z,, — 0, convergenza semplice (non converge assolutamente).

) ©, — 0, convergenza assoluta (si noti che non ¢ a segni alternati).
d) x, — O convergenza assoluta.

) X, A

f) x, — 0, convergenza semplice (ma bisogna dimostrare che

8

O
8

g

e decrescente, ov-

nlogn
vero che nlogn & crescente), perd non converge assolutamente.
g) , — 0, convergenza semplice (non converge assolutamente).

1.6 Esercizio

Determinare la convergenza delle seguenti serie

Xsinn+1/n+7 — : 2 - "o
a) nz; Zlogn b) ;cosnsm(l/n) c) ;(—1) sin(1/n)
V/narctann % <%
Z rerralC D UG CEDE D MRS

1.6.1 Risoluzione

a) x, — 0, converge (essendo 1/n+7—1<sinn+1/n+7 <1/n+7m—1, da cui...).
b) x,, — 0, converge assolutamente essendo sin(1/n?) ~ 1/n?.

¢) x, — 0, non converge assolutamente (essendo sin(1/n) ~ 1/n), ma converge sempli-
cemente.

d) x, — 0, converge essendo (y/n arctann)/(n? 4 cosn) ~ 7/2/n*2.



e) x, — 0, converge (criterio della radice).

f) x» — 0, non converge essendo (v/n+ 1 —+/n) ~ 1/(2y/n).

1.7 Esercizio
—+o00

- . . . ) n—+1)*
Si discuta al variare di o € R il comportamento della serie Z (272
—n’+ vn

1.7.1 Risoluzione
(n+ 1)~ 1 )
n2+yYn n2e’

Converge se o < 1, diverge positivamente se & > 1 (si noti che

1.8 Esercizio

+oo
Si discuta al variare di z € R il comportamento della serie Z

n=0

Xz
H.

1.8.1 Risoluzione

Applicando il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti si ottiene lim |z, 1|/|2,| =
n—-+oo

+oo
x
li 1) =0 Vz € R. Sinoti che e =e* = lim (1 t) = —.
Jim [z]/(n+1) x i noti che exp(z) i (1+2/t) nZ:O p
1.9 Esercizio
Si discuta al variare di z € R il comportamento della serie Z TaZn?
n=0

1.9.1 Risoluzione

T

Applicando il criterio della radice si ottiene lim +/z, = 7 %, quindi la serie e assoluta-

n——+00
mente convergente per x > 0 e divergente per z < 0. Per x = 0 la serie evidentemente

diverge.

1.10 Esercizio
+oo
Si discuta al variare di z € R il comportamento della serie Z
n=2

(2 — 1)™
nlogn



1.10.1 Risoluzione

Applicando il criterio della radice alla serie dei valori assoluti si ha nl_lgloo Vs =
_ |22 — 1]
lim ——
n—-+oo /nlogn
verge assolutamente. Se 2z —1 > 1, ossia x > 1 la serie diverge essendo la serie a termini
positivi e z, 4~ 0. Se 2z — 1 < —1, ossia < 0 la serie non converge essendo a termini
alternati ed essendo z,, / 0. Se |2z — 1| = 1, ossia = 0 V& = 1, non si puo concludere
nulla e bisogna riesaminare la serie iniziale. Per 2 = 0 si ha convergenza (Leibniz), se
x = 1 divergenza positiva (confronto asintotico).
Quindi, la serie data converge solo per = € [0; 1[.

= |22 — 1]. Quindi, se |2z — 1| < 1, ossia 0 < z < 1 la serie con-

1.11 Esercizio

+oo
1
Si discuta al variare di € R il comportamento della serie Z(x + 1)”?.
o n*+1

1.11.1 Risoluzione

Applicando il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti si ottiene lim |z,41|/|z,| =
n—+o0

|z + 1|, quindi la serie ¢ assolutamente convergente per |z + 1| < 1. Se x + 1 > 1, ossia
x > 0 allora diverge (z, # 0), mentre se z +1 < —1, ossia z < —2 la serie non converge
essendo a termini non positivi e z, /4 0. Se x = 0 la serie (a termini positivi) diverge
(confronto asintotico) mentre se x = —2 converge per Leibniz.

1.12 Esercizio
+oo

Si discuta al variare di x € R il comportamento della serie Z

nn
n=0

1.12.1 Risoluzione

Applicando il criterio del rapporto alla serie dei valori assoluti si ottiene lirf |zpi1]/|zn| =
n—-+0oo
lirf |z|/(1 4+ 1/n)" = |z|/e. Quindi si ha convergenza se |z| < e. Se x > e la serie
n—-roo

€ a termini positivi e quindi il criterio del rapporto assicura la divergenza a +o00. Se
x < —e la serie ¢ di segno alternato ma siccome z,, / 0 allora si ha non convergenza.
Se |z| = e allora nEToo |Zni1|/|zn] = |2]/(1 +1/n)" = 17, essendo (1 + 1/n)" una suc-
cessione crescente, e quindi il termine generale non ¢ infinitesimo. Pertanto, se x = e si
ha divergenza, se x = —e si ha non convergenza.



1.13 Esercizio

1
2n—1

somma con un errore minore di 1/10.

—+00
Data la serie alternata E (1)t , si verifichi che converge e determinare la sua
n=1

1.13.1 Risoluzione
Applicando Leibniz, essendo la successione {1/(2n — 1)} positiva e descrescente, la serie
1

2n +1
1/(2n+1) < 1/10 = n > 9/2. Prendendo n = 5 la somma risulta 1 —1/3+1/5—1/7+

1/9 =0.835..., che differisce da S di meno di 1/10.

converge. Grazie alla stima dell’errore, si ha che [S — s,| < |ap41]| = , da cui
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