ARITHMETIC



The natural numbers are a structure < N, 0, o > s.t.
axiom 1: N is a set and O N is called zero;

axiom 2: o : N = N is an injective mapping (called
successor)

axiom 3: Og Im(0o);
axiom 4: for each P ¢ N
if OcP & VYneN.(neP =0(n)eP) then P = N

axiom 4: for each P ¢ N
[P(0) & VneN.(P(n) =P(o(n)))]= VneN.P(n)



Theorem 3 Sia h : Nx A — A ec € A. Esiste (ed é unica) una funzione
f:N— A t.c.:

1. f(0)=c

2. per ognin € N, f(og(n)) = h(n, f(n)).

Unicita di f: supponiamo che esistano due funzioni f; e fo verificanti i punti
(1.) e (2.) del teorema. Dimostriamo per induzione che f; = fs.

caso base: f1(0) = f2(0) per definizione. Supponiamo che per un gener-
ico naturale i, f1(¢) = f2(2).
passo induttivo: Applicando il punto due abbiamo che f1(o(2)) = h(i, f1(i)) =

h(i, f2(@)) = falo (7).



Theorem 3 Sia h : Nx A — A ec € A. FEsiste (ed é unica) una funzione
f:N—= Atec.:

1. f(0)=c
2. per ognin € N, f(o(n)) = h(n, f(n)).

Esistenza di f : sia Q la classe di tutti gli insiemi Z C N x A t.c. (0,¢) € Z
e (n,x) € Z = (c(n),h(n,x)) € Z; chiamiamo soddisfacenti tali insiemi.

E’ immediato osservare che €2 non ¢ vuoto.

Sia f l'intersezione di tutti gli elementi di {). L’insieme f € ovviamente
soddisfacente ed e contenuto in ogni insieme soddisfacente.

Dimostriamo per induzione che : per ogni n € N esiste esattamente un
a € At.c. (n,a) € f (ovvero f € una funzione).

caso base: sappiamo che (0,c) € f. Supponiamo che (0,d) € f con d # c.
Allora f — {(0,d)} sarebbe sempre sodisfacente e sarebbe contenuto pro-
priamente in f, impossibile.

passo induttivo: supponiamo che la proprieta valga per un generico nat-
urale 7, ovvero che esiste unico w t.c. (i, w) € f. Per costruzione di f deve
valere che: (o(¢),h(z,w)) € f. Supponiamo ora che esista un elemento
e # h(i,w) t.c. (o(i),e) € f. L'insieme f — {(o(¢),e)} e soddisfacente e
sarebbe strettamente contenuto in f, impossibile.

Notiamo infine che la funzione f essendo soddisfacente soddisfa banal-
mente i punti (1.) e (2.) del teorema.



Corollary 4 Sia g: A — A ec € A. Esiste (ed ¢ unica) una funzione f : N —
A t.c.:

1. f(0)=c
2. per ogni n € N, f(o(n)) = h(f(n)).




La somma di naturali




La somma di naturali

La somma di due numeri naturali e ricorsivamente definita da:

m+0=m
m+ o(n) =o(m+n).

La definizione rientra perfettamente nello schema delle definizioni per ricorsione
(primitiva): per ogni m € N definiamo la seguente funzione:

Sm : N XN — N
Sm(0) =m

sm(0(n)) = o(sm(n));

Definiamo + : N x N — N nel modo seguente: x + y = s, (y).




Esercizio: dimostrare che valgono le seguenti uguaglianze (m,n € N):

1. 0+ n =n;
2. o(m+n)=oc(m) + n;

3. m+n=n-+m;




Il prodotto di naturali

Il prodotto di due numeri naturali e ricorsivamente definita da:

m X 0 =0
m X o(n) =m+ (m X n).

Esercizio: dimostrare che valgono le seguenti uguaglianze (m,n € N):
1. 0 xn=20;

2. mMXn=nXm;



Peano Arithmetic

axioms

: VX(O#: S(X))I

. vxy(S(x) = S(y) = x =),
vX(X + 0 = Xx)

. vXy(x + S(y) = S(x + v)),
. vX(x e 0 = 0),

vX(x0 = 1),

vXY(XxSY = xY e x), vx(x ¢ 0 = 0),
. VXy(X @ S(y))=X -y + X)
. @(0) A vX(P(X) = @(S(X))) = vXP(X)
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Arithmetic in a Natural deduction setting

Language Lo:
one unary function symbol S
two binary function symbol +, e

two predicate symbols =, <




t=u t'=u’
t+t'=u+u’

— t=u
= ®s=su)

t+0=t t+S(u)=S(t+u)

te0=0t teS(u)=teu+t 9] o<t



S(tts)ju S(t)<u - t=u
[t=u]
tSuS(t)Su 1 S(ti=0 S(tizi(u)
[A(X)]
@
A(O) A(t)A(S(X))

x¢FV(hp(9)-{A(X)}




PA
PA
EA
HA
PA

classical logic + axioms (1)-(9)
classical logic + rules (a)-(r)
classical logic + rules (a)-(q)
intuitionistic logic + axioms (1)-(9)
intuitionistic logic + rules (a)-(r)



Theorem
PA-1 & HA-L

Proof Use the following translation and conclude

Definition 5.2.7 The mapping ° : FORM — FORM 1is defined by
(i) 1°:= 1 and ©° := == for atomic ¢ dinstinct from L
(1) (P A1) = p° AY°
(1i1) (o V)° = (2 A =¢p°)
() (o —9)° = ° = y°
(v) (Vw(x)go = Vrp®(z)

(vi) (zp(x))® = —Ve—p® ()

‘Theorem 5.2.8 I'F. p & [° F; ©°.




By using the technique of normalisation it is possible to
prove that:

HA H L

A theory T is COMPLETE if it is consistent and for
each a, aeT or =aeT

FIRST INCOMPLETENESS THEOREM

Given any consistent axiomatic theory T that
includes EA we can find a formula G s.t. GgT

and ~GgT



