
ARITHMETIC



The natural numbers are a structure < N, 0, σ > s.t. 
axiom 1: N is a set and 0∈ N is called zero;  

axiom 2: σ : N → N is an injective mapping (called 
successor) 
axiom 3: 0∉ Im(σ); 

axiom 4: for each P ⊆ N  

   if  0∈P & ∀n∈N.(n∈P ⇒σ(n)∈P)  then P = N 

axiom 4: for each P ⊆ N  

   [P(0) & ∀n∈N.(P(n) ⇒P(σ(n)))]⇒ ∀n∈N.P(n)



I numeri naturali

Da un punto di vista ingenuo si può pensare ai naturali semplicemente come ad

una sequenza infinita {0, 1, 2, 3, . . .}.

Definition 1 I numeri naturali sono una tripla < N, 0,� > t.c.

assioma 1: N è un insieme e 0 è un elemento privilegiato di N detto zero;

assioma 2: � : N ! N è una operazione unaria iniettiva su A;

assioma 3: 0 62 Im(�);

assioma 4: se P ✓ N e valgono le seguenti proprietà:

i) 0 2 P ;

ii) 8n 2 N.(n 2 P ) �(n) 2 P )

allora P = N.

Gli assiomi dei numeri naturali sono dovuti a G.Peano. In particolare l’assioma

4 è detto assioma di induzione.

Tramite l’assioma di induzione possiamo provare proprietà sui numeri natu-

rali.

Una proprietà P sui naturali corrisponde ad un sottoinsieme di P ✓ N. La

notazione P (x) altro non è che un’abbreviazione per x 2 P .

L’osservazione appena fatta permette di riformulare l’assioma di induzione

come principio per provare proprietà sui naturali.

principio di induzione:

Sia P una proprietà su N:
se P (0) e 8n 2 N.(P (n) ) P (�(n)) allora 8m 2 N.P (m).

Example 2 Dimostriamo per induzione che la proprietà P (n) ⌘
P

i=n

i=0 2i+1 =

(n+ 1)

2
è vera per ogni n.

caso base: se n = 0 la proprietà è vera in quanto

P
i=0
i=0 2i+1 = 2 · 0+1 = 1 =

(0 + 1)

2
;

passo induttivo: supponiamo che P (k) sia vera, ovvero

P
i=k

i=0 2i+1 = (k+1)

2
.P

i=k+1
i=0 2i+1 =

P
i=k

i=0 2i+1+(2(k+1)+1) = (k+1)

2
+2(k+1)+1 = ((k+1)+1)

2
,

e quindi P (k + 1) è vera.

Definizioni per ricorsione (primitiva)

Una prassi usuale in informatica è quella di dare definizioni per ricorsione. Il

caso più semplice è quello della definizione per induzione di funzioni.

Theorem 3 Sia h : N ⇥ A ! A e c 2 A. Esiste (ed è unica) una funzione

f : N ! A t.c.:

1. f(0) = c

2. per ogni n 2 N, f(�(n)) = h(n, f(n)).

1

Dimostrazione (facoltativa)

Esistenza di f : sia ⌦ la classe di tutti gli insiemi Z ✓ N ⇥ A t.c. (0, c) 2 Z

e (n, x) 2 Z ) (�(n), h(n, x)) 2 Z; chiamiamo soddisfacenti tali insiemi.

E’ immediato osservare che ⌦ non è vuoto.

Sia f l’intersezione di tutti gli elementi di ⌦. L’insieme f è ovviamente

soddisfacente ed è contenuto in ogni insieme soddisfacente.

Dimostriamo per induzione che : per ogni n 2 N esiste esattamente un

a 2 A t.c. (n, a) 2 f (ovvero f è una funzione).

caso base: sappiamo che (0, c) 2 f . Supponiamo che (0, d) 2 f con d 6= c.

Allora f � {(0, d)} sarebbe sempre sodisfacente e sarebbe contenuto pro-

priamente in f , impossibile.

passo induttivo: supponiamo che la proprietà valga per un generico nat-

urale i, ovvero che esiste unico w t.c. (i, w) 2 f . Per costruzione di f deve

valere che: (�(i), h(i, w)) 2 f . Supponiamo ora che esista un elemento

e 6= h(i, w) t.c. (�(i), e) 2 f . L’insieme f � {(�(i), e)} è soddisfacente e

sarebbe strettamente contenuto in f , impossibile.

Notiamo infine che la funzione f essendo soddisfacente soddisfa banal-

mente i punti (1.) e (2.) del teorema.

Unicità di f : supponiamo che esistano due funzioni f1 e f2 verificanti i punti

(1.) e (2.) del teorema. Dimostriamo per induzione che f1 = f2.

caso base: f1(0) = f2(0) per definizione. Supponiamo che per un gener-

ico naturale i, f1(i) = f2(i).

passo induttivo: Applicando il punto due abbiamo che f1(�(i)) = h(i, f1(i)) =

h(i, f2(i)) = f2(�(i)).

QED

Corollary 4 Sia g : A ! A e c 2 A. Esiste (ed è unica) una funzione f : N !
A t.c.:

1. f(0) = c

2. per ogni n 2 N, f(�(n)) = h(f(n)).

Dimostrazione

Sia h : N ⇥ A ! A definita da h(x, y) = g(y), si osservi che esisite unica

f : N ! A t.c.:

1. f(0) = c

2. per ogni n 2 N, f(�(n)) = h(n, f(n)) = g(f(n)). QED

Example 5 Sia h : N ⇥ N ! N t.c. h(x, y) = �(x) · y. Per il teorema appena

dimostrato esite un’unica funzione f t.c.:

f(0) = 1

f(�(n))) = h(n, f(n)).

Che funzione è f ?

2
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4 è detto assioma di induzione.

Tramite l’assioma di induzione possiamo provare proprietà sui numeri natu-
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urale i, ovvero che esiste unico w t.c. (i, w) 2 f . Per costruzione di f deve

valere che: (�(i), h(i, w)) 2 f . Supponiamo ora che esista un elemento

e 6= h(i, w) t.c. (�(i), e) 2 f . L’insieme f � {(�(i), e)} è soddisfacente e
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La somma di naturali

La somma di due numeri naturali è ricorsivamente definita da:

m+ 0 = m

m+ �(n) = �(m+ n).

La definizione rientra perfettamente nello schema delle definizioni per ricorsione

(primitiva): per ogni m 2 N definiamo la seguente funzione:

s

m

: N⇥ N ! N
s

m

(0) = m

s

m

(�(n)) = �(s

m

(n));

Definiamo + : N⇥ N ! N nel modo seguente: x+ y = s

x

(y).

Esercizio: dimostrare che valgono le seguenti uguaglianze (m,n 2 N):

1. 0 + n = n;

2. �(m+ n) = �(m) + n;

3. m+ n = n+m;

Il prodotto di naturali

Il prodotto di due numeri naturali è ricorsivamente definita da:

m⇥ 0 = 0

m⇥ �(n) = m+ (m⇥ n).

Esercizio: dimostrare che valgono le seguenti uguaglianze (m,n 2 N):

1. 0⇥ n = 0;

2. m⇥ n = n⇥m;

Altre definizioni ricorsive

Sommatorie:

1.

P0
i=0 Ei

= E0;

2.

P
�(n)
i=0 E

i

= (

P
n

i=0 Ei

) + E

�(n);

Produttorie:

1.

Q0
i=0 Ei

= E0;

2.

Q
�(n)
i=0 E

i

= (

Q
n

i=0 Ei

)⇥ E

�(n);

3

?
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Peano Arithmetic
1. ∀x(0≠ S(x)), 

2. ∀xy(S(x) = S(y) → x = y),  

3. ∀x(x + 0 = x) 

4. ∀xy(x + S(y) = S(x + y)), 

5. ∀x(x ● 0 = 0), 

6. ∀x(x0 = 1), 

7. ∀xy(xSy = xy ● x), ∀x(x ● 0 = 0), 

8. ∀xy(x ● S(y))= x · y + x) 

9. φ(0) ∧ ∀x(φ(x) → φ(S(x))) → ∀xφ(x) 

axioms



Arithmetic in a Natural deduction setting

Language L0:  
one unary function symbol S 
two binary function symbol +, ● 
two predicate symbols =, ≤



t=u            t’=u’ 
t●t’=u●u’

t=t’   u=u’   t=u 
t’=u’

t=t’   u=u’   t≤u 
t’≤u’

t●S(u)=t●u+t

t+S(u)=S(t+u)

t=t
t=u 

S(t)=S(u)
t=u            t’=u’ 

t+t’=u+u’

t+0=t

0≤tt●0=0t

a)

e)d)

b) c)

k)j)i)

h)g)f)



S(t)≤u            t=u 
⊥

                 [t=u] 
                ⋮ 

t≤u           ⊥ 

S(t)≤u

                  [A(x)] 
                D 

A(0)           A(S(x)) 
A(t)

x∉FV(hp(D)-{A(x)}

S(t)≤u 
t≤u

S(t)=0 
⊥

S(t)=S(u) 
t=u

 t≤u    u≤t 
t=u r)q)

p)o)n)

m)l)



PA = classical logic + axioms (1)-(9) 
PA = classical logic + rules (a)-(r) 
EA = classical logic + rules (a)-(q) 
HA = intuitionistic logic + axioms (1)-(9) 
PA = intuitionistic logic + rules (a)-(r)



Theorem 
PA⊢⊥ ⇔ HA⊢⊥160 5 Intuitionistic Logic

By definition intuitionistic predicate (propositional) logic is a subsystem
of the corresponding classical systems. Gödel and Gentzen have shown, how-
ever, that by interpreting the classical disjunction and existence quantifier in
a weak sense, we can embed classical logic into intuitionistic logic. For this
purpose we introduce a suitable translation:

Definition 5.2.7 The mapping ◦ : FORM → FORM is defined by
(i) ⊥◦ := ⊥ and ϕ◦ := ¬¬ϕ for atomic ϕ dinstinct from ⊥ .
(ii) (ϕ ∧ ψ)◦ := ϕ◦ ∧ ψ◦

(iii) (ϕ ∨ ψ)◦ := ¬(¬ϕ◦ ∧ ¬ψ◦)
(iv) (ϕ → ψ)◦ := ϕ◦ → ψ◦

(v) (∀xϕ(x))◦ := ∀xϕ◦(x)
(vi) (∃xϕ(x))◦ := ¬∀x¬ϕ◦(x)

This mapping is called the Gödel translation.
We define Γ ◦ = {ϕ◦|ϕ ∈ Γ}. The relation between classical derivability (⊢c)
and intuitionistic derivability (⊢i is given by

Theorem 5.2.8 Γ ⊢c ϕ ⇔ Γ ◦ ⊢i ϕ◦.

Proof. It follows from the preceding chapters that ⊢c ϕ ↔ ϕ◦, therefore ⇐ is
an immediate consequence of Γ ⊢i ϕ ⇒ Γ ⊢c ϕ.

For ⇒, we use induction on the derivation D of ϕ from Γ .

1. ϕ ∈ Γ , then also ϕ◦ ∈ Γ ◦ and hence Γ ◦ ⊢i ϕ◦.

2. The last rule of D is a propositional introduction or elimination rule. We
consider two cases:

→ I [ϕ]

D

ψ

ϕ → ψ

Induction hypothesis Γ ◦, ϕ◦ ⊢i ψ◦.
By → I Γ ◦ ⊢i ϕ◦ → ψ◦, and so by definition
Γ ◦ ⊢i (ϕ → ψ)◦.

∨E

D

ϕ ∨ ψ

[ϕ]

D1

σ

[ψ]

D2

σ

σ

Induction hypothesis: Γ ◦ ⊢i (ϕ ∨ ψ)◦,
Γ ◦, ϕ◦ ⊢i σ◦Γ ◦, ψ◦ ⊢i σ◦

(where Γ contains all uncancelled
hypotheses involved).

Γ ◦ ⊢i ¬(¬ϕ◦ ∧ ¬ψ◦), Γ ◦ ⊢i ϕ◦ → σ◦, Γ ◦ ⊢i ψ◦ → σ◦.
The result follows from the derivation below:

160 5 Intuitionistic Logic

By definition intuitionistic predicate (propositional) logic is a subsystem
of the corresponding classical systems. Gödel and Gentzen have shown, how-
ever, that by interpreting the classical disjunction and existence quantifier in
a weak sense, we can embed classical logic into intuitionistic logic. For this
purpose we introduce a suitable translation:

Definition 5.2.7 The mapping ◦ : FORM → FORM is defined by
(i) ⊥◦ := ⊥ and ϕ◦ := ¬¬ϕ for atomic ϕ dinstinct from ⊥ .
(ii) (ϕ ∧ ψ)◦ := ϕ◦ ∧ ψ◦

(iii) (ϕ ∨ ψ)◦ := ¬(¬ϕ◦ ∧ ¬ψ◦)
(iv) (ϕ → ψ)◦ := ϕ◦ → ψ◦

(v) (∀xϕ(x))◦ := ∀xϕ◦(x)
(vi) (∃xϕ(x))◦ := ¬∀x¬ϕ◦(x)

This mapping is called the Gödel translation.
We define Γ ◦ = {ϕ◦|ϕ ∈ Γ}. The relation between classical derivability (⊢c)
and intuitionistic derivability (⊢i is given by

Theorem 5.2.8 Γ ⊢c ϕ ⇔ Γ ◦ ⊢i ϕ◦.

Proof. It follows from the preceding chapters that ⊢c ϕ ↔ ϕ◦, therefore ⇐ is
an immediate consequence of Γ ⊢i ϕ ⇒ Γ ⊢c ϕ.

For ⇒, we use induction on the derivation D of ϕ from Γ .

1. ϕ ∈ Γ , then also ϕ◦ ∈ Γ ◦ and hence Γ ◦ ⊢i ϕ◦.

2. The last rule of D is a propositional introduction or elimination rule. We
consider two cases:

→ I [ϕ]

D

ψ

ϕ → ψ

Induction hypothesis Γ ◦, ϕ◦ ⊢i ψ◦.
By → I Γ ◦ ⊢i ϕ◦ → ψ◦, and so by definition
Γ ◦ ⊢i (ϕ → ψ)◦.

∨E

D

ϕ ∨ ψ

[ϕ]

D1

σ

[ψ]

D2

σ

σ

Induction hypothesis: Γ ◦ ⊢i (ϕ ∨ ψ)◦,
Γ ◦, ϕ◦ ⊢i σ◦Γ ◦, ψ◦ ⊢i σ◦

(where Γ contains all uncancelled
hypotheses involved).

Γ ◦ ⊢i ¬(¬ϕ◦ ∧ ¬ψ◦), Γ ◦ ⊢i ϕ◦ → σ◦, Γ ◦ ⊢i ψ◦ → σ◦.
The result follows from the derivation below:

Proof Use the following translation and conclude



By using the technique of normalisation it is possible to 
prove that: 

HA ⊬⊥

A theory T is COMPLETE if it is consistent and for 
each α, α∈T or ¬α∈T

FIRST INCOMPLETENESS THEOREM 
Given any consistent axiomatic theory T that 
includes EA we can find a formula G s.t.  G∉T 
and ¬G∉T


